PRELUCRAREA DATELOR EXPERIMENTALE
I. NOTIUNI DE CALCULUL ERORILOR

Orice masurare experimentald este afectatd de erori. Dupa cauza care le
produce, acestea se pot Tmpdrti in trei categorii: erori sistematice, erori
intamplatoare si erori grosolane.

1. Erorile sistematice au trei surse posibile:

a) Erori de observator. Daca, de exemplu, observatorul citeste indicatiile
instrumentului de masura privind oblic scala acestuia, toate citirile sale sunt mai
mari sau mai mici decat valorile reale. Aceste erori pot fi complet eliminate, prin
corectarea modului de lucru al observatorului.

b) Erori de instrument. Orice instrument de masura are o scald indicatoare
(la instrumentele cu afisaj digital, putem considera aceasta scalda implicita). Nici
o citire efectuatd cu ajutorul acestei scale nu poate fi mai precisa decat jumatate
din cea mai mica diviziune a scalei. Aceste erori pot fi micsorate (prin inlocuirea
instrumentului folosit cu altul mai precis), dar nu complet eliminate.

¢) Erori de metodd. In cursul procesului de misurd, sistemul maisurat
interactioneazd cu instrumentul de madsurd, ceea ce modificd rezultatul
masurdtorii. De exemplu, pentru a masura o rezistentd, putem folosi metoda
amonte sau metoda aval. In primul caz valoarea obtinuta este mai mare decat cea
reald (Rmjzs=R(1+RA/R)), iar 1n al doilea este mai micd (Ry55=R/(1+R/RYy))).
Putem elimina aceste erori daca cunoastem rezistentele interne ale
instrumentelor de masura (ceea ce inseamna masurarea altor rezistente) sau daca
inlocuim metoda cu o metodd prin punte, care compara rezistenta necunoscuta
cu altele, presupuse cunoscute (deci, din nou, masurarea altor rezistente). Asadar
si aceste erori pot fi micsorate, dar nu complet eliminate.

Oricare ar fi cauzele erorilor sistematice, ele au o caracteristica comuna:
se admite ca valoarea unei masuratori individuale este aceeasi ori de cate ori
repetdm masurarea, deci §i eroarea este aceeasi. De aceea, calculul erorilor
pentru masuratori indirecte se face la fel pentru toate erorile sistematice.

Eroarea absolutd 6, a unei mdrimi x masurate reprezintd modulul
diferentei maxime posibile intre valoarea masurata si cea adevdratd, iar eroarea
relativd &, este raportul dintre eroarea absoluta si modulul valorii adevarate,
fiind datd de raportul dintre eroarea absolutd si modulul valorii masurate (cu
conditia, evident, ca numitorul s fie nenul).

Atunci, daca o marime determinata indirect este de forma



z=xty, (D
eroarea sa absoluta este
5,=6,+6,, 2)
iar daca marimea este de forma
zZ=Xy = , 3)
eroarea sa relativa este
£, =6, t+&,. (4)

2. Erorile intamplitoare sunt determinate de considerente statistice.
Experienta aratd cd marimile masurate direct sunt de doud tipuri posibile:
discrete (de exemplu numarul de impulsuri inregistrate de un detector) si
continue.

Analiza teoreticad a statisticii marimilor discrete demonstreaza ca valorile
lor sunt distribuite conform distributiei de probabilitate Poisson. Conform
acesteia, probabilitatea de a obtine un numar » de impulsuri la o masurare este

pln)=e =, (5)
n!
unde
a= Y np(n) (6)
n=0

este valoarea "adevarata" a numarului de impulsuri (51, in general, este un numar
real), iar eroarea cu care a fost determinat numarul a (eroarea standard sau
abaterea patraticd medie) este

- =J§<n—a>2p(n>=¢z. )

n=0

Daca efectuam un numdr N de masurdtori in conditii identice, obtinand
valorile n(1), n(2), ..., n(N), atunci estimatul valorii adevirate este dat de

valoarea medie:
1 N
Esta=7=—>Y nli). (8)
N5

Eroarea care afecteaza o masurare individuala n(i) va fi atunci

Onli) =~ (i), )
iar cea a valorii medii va fi

Oy = N (10)

Sa trecem la cazul marimilor continue. Fizica statistici demonstreaza ca
valorile acestor marimi sunt distribuite conform distributiei normale (Gauss). Sa



considerdm intdi cazul unei singure marimi x. Densitatea sa de probabilitate va
fi atunci

2
Px)= dp(x,x+dx): 1 exp _w ’ (an
dx 2ro? 20,
unde
a, = J.x@(x)dx (12)
este valoarea sa "adevarata", iar
Oy :\/ f(x—ax)zﬁ(x)dx (13)

este eroarea sa standard. In cazul in care efectuam un numar N de masuratori in
conditii identice, obtinand valorile x(1), x(2), ..., x(N), atunci estimatul valorii

adevarate este dat de valoarea medie
1 N

X =—>x(i), (14)
N5

eroarea care afecteazi o masurare individuald x(i) va fi

1 X ’
O (i) =\/—Z(x(i)—7€) : (15)

Esta,

N-1:5
iar cea a valorii medii va fi
G .
Oy = ﬂ . (16)
JN
Sa consideram acum cazul a » marimi x;, X,, ..., X,, formand un vector
intr-un spatiu z -dimensional. In acest caz, distributia normali va fi
1 1 _
@(x):—exp[__(x_a)Tr l(x—a)} a7
(2z)" detT 2
unde matricea covariantelor I este definita prin
I;;=pi ;0i0; :.[(xl-—ai)(xj—aj)@(x)dnx, (18)
o0

p;,; fiind coeficientii de corelatie liniara (care satisfac conditia ‘p ; j‘ <1). In

particular, dacd marimile x;, x,, .. , X, sunt independente, matricea

n
covariantelor este diagonald, elementele sale nenule fiind patratele erorilor
standard (dispersiile) marimilor considerate.

Daca efectuam un set N de masuratori in conditii identice, obtinand
valorile x(1), x(2), ... , x(N), estimatele valorilor adevirate si ale erorilor



standard pentru valori individuale sau medii sunt date de relatiile (14 — 16).
Daca, pe baza masuratorilor efectuate, evaludm un parametru exprimat printr-o
functie F(x), atunci, pentru a estima valoarea sa adevirata si eroarea standard,

L
aiaj

trebuie intdi sa evaludm covariantele relative Daca toate aceste

covariante relative sunt mult mai mici decat unitatea, atunci valoarea adevarata a
marimii F este estimata prin

Estap = F = F(), (19)
iar eroarea standard este evaluata prin formula Gauss a propagarii erorilor
"o OF oF
2
o fr= =1 Gi| 5| ) |Pij> (20)
o=\ Pily N 9%lg

unde coeficientii de corelatie liniard sunt determinati prin relatia

S (v () e (6) )
Pi = = . ’ @)
(xi(ki)—fi)2 Z(xj(kj)"?j)2

M=

iar erorile standard prin relatia (15), respectiv (16). Daca cel putin o covarianta
relativa nu este suficient de mica, atunci definim
F(i)=F(x(:)) (22)
si utilizam relatiile (14 — 16).
in general, o marime este afectatd atat de erori sistematice, cat si de erori
intamplatoare. Atunci eroarea totald va fi evaluatd cu ajutorul formulei
propagarii erorilor, fiind

s, =vo2+52. (23)

Evident, aceasta relatie ne permite sa stabilim in ce caz putem utiliza doar un
singur tip de eroare: cand celdlalt tip este mult mai mic. Ajadar, daca efectuam
mai multe determinari si diferentele dintre ele sunt mult mai mari (mici) decat
erorile de citire (sistematice), Inseamnd ca putem folosi doar erorile
intamplatoare (sistematice). De rejinut ca relajiile (20) si (23) se vor utiliza si in
cazul in care unele dintre marimile x; sunt discrete, caz in care erorile standard
ale respectivelor marimi sunt evaluate cu relatia (9) sau (10). De exemplu, sa

considerdm cazul vitezei de numadrare a unui detector de radiatii avand timpul
mort 7. Dacd masuram Ng impulsuri in prezenta sursei radioactive in timpul



tg, respectiv. Np impulsuri pentru fondul de radiatii al laboratorului in timpul
tr, viteza de numadrare pentru sursa va fi

N
po— s Nk (24)
tS_NST tF—NFT

iar eroarea sa standard va fi

Ng Np
o, = + , (25)
" \/ts(fS—NST) tp(tp = Np7)

deoarece erorile relative pentru masurarea timpului, ca §i covariantele relative
sunt neglijabile, astfel incat putem utiliza distributia Poisson. In schimb, daci
vom repeta masurarea in conditii identice, valoarea medie si eroarea standard a
acesteia vor fi calculate cu relatiile (14 — 16), deoarece viteza de numarare este o
marime continua.

In sfarsit, s analizim cazul determindrii unui parametru din relatia intre
doud marimi fizice. Majoritatea relatiilor intdlnite (practic toate cele intdlnite in

laboratoarele didactice) sunt liniare sau pot fi aduse la aceasta forma. Astfel, o
relatie de forma y=a+b- f (x), unde a si b sunt parametrii care trebuie sa fie

determinati, iar f (x) este o functie cunoscuta (complet determinata de valoarea
masuratd a lui x) poate fi adusa la forma liniard prin substitutia X = f (x) O
relatie de forma y = aexp(bx) poate fi liniarizata prin logaritmare, cu ajutorul
substitutiei Y =Iny (graficul Y=Y (x) constituie o reprezentare in scara
(simplu) logaritmica, vezi capitolul II). O relatie de forma y = a-x? poate fi
liniarizata tot prin logaritmare, cu ajutorul substitutiilor ¥ =Iny si X =lnx
(graficul Y=Y (X ) constituie o reprezentare in scarda dublu logaritmica, vezi
capitolul IT). In consecinti, vom analiza modul de determinare a parametrilor m
si n din relatia

y=mx+n, (26)

A . . i .
unde m :Ey reprezintd panta §1 n= y|x=0 ordonata la origine (abscisa la

origine fiind, evident, x| =)
y—O m

Sa considerdm setul de perechi de date experimentale {x(i), y(i)(i I,_N} 51

sa definim expresia

Flmn) =~ (00) - i) @)

1=

—_—

Se observa ca aceasta expresie reprezintd patratul erorii standard pentru o
valoare experimentald a marimii y in raport cu dreapta (26). In aceste conditii,



cea mai bund alegere pentru parametrii m §i n este cea care minimizeaza
functia F(m,n). Derivand functia in raport cu m si n si anuland derivatele,
obtinem

o
m:—ypx’y, n=y-mx, (28)

X

unde valorile medii, erorile standard si coeficientul de corelatie liniara sunt
calculate cu relatiile (14), (15) si (21). De retinut ca valoarea coeficientului de
corelatie liniara este un indiciu asupra corectitudinii utilizarii ecuajiei (26). Intr-
adevar, daca modulul coeficientului este mai mic decat 0,5, marimile x si y
sunt practic necorelate, iar daca modulul coeficientului este cuprins intre 0,5 si
0,9, marimile x si y sunt corelate, dar nu liniar. O buna corelatie liniara este
caracterizata de un modul al coeficientului de corelatie mai mare decat 0,95.

Daca inlocuim valorile parametrilor m si n calculate cu expresiile (28) in
relatia (27), vom obtine eroarea standard a oricdrei valori a marimii y data de

ecuatia (26), in particular a ordonatei la origine 7 :
2 2 2 2
O'nzay\/l—px’yz\/ay—m oy (29)

(evident, eroarea standard a abscisei la origine va fi o,,/1—-p )‘3 y ). Pentru a

determina eroarea standard a pantei m, sd observam cd, dacd impartim ecuatia
(26) prin x (cu eliminarea din setul valorilor experimentale a perechii
corespunzand valorii nule pentru x, dacd aceastd valoare a fost masurata),

: e 1 .
obtinem tot o relatie liniara, intre — si Y.

X X
1
Y s m , (30)
X X
in care rolul parametrilor m si n este inversat, deci
2 2 2 _2
= 1- = - . 31
Om O'y\/ pll \/Gy nal 31)
X x x X X

In cazul in care relatia analizati nu poate fi redusd la o forma liniara,
parametrii necunoscuti se determind cu ajutorul calculatoarelor, utilizdnd unul
dintre numeroasele programe de fitare existente (vezi de exemplu D. Iordache,
Notiuni si metode generale ale fizicii, Atelierul Poligrafic I. P. B., Bucuresti,
1980; 1. M. Popescu, D. lordache, $. Tudorache, M. Stan, V. Fara, Probleme
rezolvate de fizica, Vol. I, Editura Tehnica, Bucuresti, 1984).

O situatie mai speciald o reprezintd determinarea pozitiei unui extrem.
Daca avem o relatiec y = f (x) relativ lent variabild si, Intr-un domeniu restrans



de valori pentru x, un extrem net pentru y, acesta poate fi bine descris de
distributia de probabilitate Lorentz

2.2
ﬁ(x): 1 ) 4Uxx (32)

M
7O x (x2 —a%)z +4O')%x2

unde x>0 si a, >>0, >0. Se poate verifica imediat ca, la fel ca in cazul

distribujiei gaussiene, a, este valoarea cea mai probabild pentru variabila x

1 . i . .
(P(a, )= Fpax =——), limitele domeniului de valori pentru x sunt cele mai

O,

improbabile (de fapt imposibile, @(O) = @(oo) = Z%:n =0) si, in plus, cd ecuatia

R+ P 1 . .
@(x): max 5 min _ Fy admite solutiile X2 = \/a)% + 0'x2 +20,,

|x1 —x2|

satisfacand conditia =o,. Deci, In aceasta situatie, eroarea standard a

extremului functiei y = f (x) este data de semidiferenta dintre pozitiile punctelor

pentru care este satisfacuta egalitatea

f(x) _ Y max ;’ Ymin , (33)

unde ¥ .« — Vmin Fe€prezintd variatia functiei in zona extremului considerat.

3. Erorile grosolane sunt cauzate de neatentii sau defectiuni accidentale
si trebuie eliminate din calcule. In general, aceasta este usor de efectuat,
deoarece valorile respective diferd masiv de celelalte. Totusi, este bine sa
definim criterii precise pentru eliminarea erorilor grosolane.

Sa consideram cazul unui parametru continuu x. Conform distributiei
normale, probabilitatea de a obtine in cadrul unei masuratori o valoare care sa nu

x—a
. o = . _ X
difere de valoarea adevaratd «, cu mai mult de ¢{,0, ({, =

X
reprezentand abaterea relativa a valorii x ) este datd de integrala probabilitatilor

Cy 2
@(qx)=\/% | exp(— 7}1 (34)
0

si se numejte nivel de incredere. Cu titlu informativ, CD(I)z 0,6827,
®(2)=0,9545 si ®(3)=0,9973.

Alegerea intervalului de incredere pentru o valoare individuald x(i),
definit ca [)7 —Cx(i)Sx(i)X +¢ x(i)sx(i)J, unde s,(;) este eroarea totala afectand
valoarea individuala x(i), dati de relatia (23), se face pe baza conditiei

@ mFMﬂ (35)

x(i )



(dacd x(i)=0, semilargimea intervalului de incredere corespunzitor, ¢ ()5 x(i)>
se Inlocuieste cu media semilargimilor valorilor individuale vecine). Atunci,
daca valoarea individuald x(i) nu se incadreazi in intervalul de incredere, ea
este o eroare grosolana si trebuie eliminata din calcule.

Evident, ecuajia (35) este o ecuatie transcendentd, putdnd fi rezolvata
numai pe calculator. Atunci cand nu dispunem de un calculator, putem alege o

valoare conventionala pentru nivelul de incredere s1 deci pentru toate intervalele
de incredere. De obicei, se alege pentru abaterea relativa valoarea ;) =3,

criteriul de eliminare a erorilor grosolane astfel obtinut fiind cunoscut sub
numele de criteriul 3o.

O data eliminate erorile grosolane, se recalculeaza valoarea medie si
eroarea standard si se reaplica criteriul de eliminare al erorilor grosolane.
Procesul se repeta pana cand toate valorile ramase satisfac criteriul.

In cazul corelajiilor liniare, conditia ca integrala densititii de probabilitate
(17) sa dea nivelul de incredere ales este

2 2
(X—X(i)j J{y—y(l’)J 2 (X—X(i)j(y—y(i)}
& x(i)Sx(i) S 3(i)S (i) LS50 N E0)S50)

2
=1-p5, (36)
unde abaterile relative pentru x si y sunt evaluate cu relatia (35) (sau definite

de criteriul 30 ), 1ar erorile totale ale valorilor individuale tin seama de faptul ca
un punct experimental (x(i),y(i)) poate fi masurat de mai multe ori, in conditii

identice. Ecuatia (36) defineste o elipsa de incredere. Daca punctul de
coordonate (x(i),y(i)) se giseste pe dreapta (26), aceasta trebuie sa intersecteze

elipsa de incredere. Condijia de intersectie se reduce, evident, la o ecuatie de
gradul doi, care admite solujii reale dacd si numai daca discriminantul sau este
pozitiv, deci daca

2

[y(i)— (i) - n} <1-p2 SH) Oy (2 _Su)Ssl) Oy J a7
& y(i)S (i) Sy(i)Sy) Ox Sy i) Ox

unde o, o, sunt erorile pentru intregul set de puncte experimentale, date de

relatia (15). In particular, daca

S x(i)x(i) _ & (i)S ()

=2(p) (38)
o, o,
conditia (37) devine
|y(i)_mx(i)_n| Sé,(i)o-n’ (39)

1ar daca, in plus, definim abaterea relativa ¢ 0 prin conditia



-2 2
g y(i)+ px,yzl (40)
(de exemplu, conditia & (i) = 3 este echivalentd cu un coeficient de corelatie
liniard p, , =0,9428) conditia (37) devine

|y(i)—mx(i)—n|£sy(l-), (41)
conditie care se poate generaliza imediat pentru o dependenta arbitrard y = f (x),

in forma

()= S () < 5,)- (42)
II. PREZENTAREA REZULTATELOR EXPERIMENTALE

Prezentarea rezultatelor experimentale intr-un referat se face tinand seama
de anumite reguli:

1. Toate datele masurate trebuie sa apara in referat.

2. Toate datele masurate trebuie sa fie exprimate in unitati ale Sistemului
Internajional, in multipli sau submultipli ai acestora, sau In unitati
tolerate, in forma x = {x}<x>, unde x este marimea fizica, {x} este valoarea
sa numerica, iar <x> este unitatea sa de masurd. Daca este necesara

utilizarea unui format exponential pentru valoarea numericd, se va scrie o
singurd cifrd nenuld inaintea virgulei zecimale. De exemplu, valoarea
U =0,00006563V se va scrie in forma U =6,563- 107V  sau
U =6563puV.

3. Toate seturile de date experimentale, ca si cele calculate pentru fiecare
punct experimental in parte, se prezintd sub forma de tabele. Capul de tabel

trebuie sd cuprindad pentru fiecare linie (coloand) notatia marimii fizice si,
in paranteza, unitatea de masura folosita, in forma: x (<x>).In cazul utilizari

formatului exponential, se va introduce si ordinul de marime. Pentru
exemplul anterior, se va scrie fie U(IO_7 V), respectiv 107 U(V),
valoarea numerica corespunzatoare din tabel fiind 6,563, fie U(uV),

valoarea numerica corespunzatoare fiind 65,63.

4. In cazul in care scala instrumentului de misurd utilizat nu este gradati
direct in unitati SI sau in multipli sau submultipli ai acestora, in tabel vor
apare doud linii (coloane), prima cu valorile masurate exprimate in
diviziuni, iar a doua cu valorile exprimate in unitati SI. Aceastd linie
(coloana) suplimentara poate lipsi doar atunci cand dimensiunea marimii
respective nu intervine direct in calculul rezultatelor finale.
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Pentru toate instrumentele utilizate, se va mentiona in referat factorul de
scala. Acesti factori sunt necesari nu numai pentru transformarea
diviziunilor in valori SI, ci si pentru evaluarea erorilor sistematice.

Pentru toate rezultatele ob;inute se efectueazd calculul erorilor.
Rezultatele finale se exprimi in forma x=({X}+ {si})<x> Numarul de

zecimale calculat este determinat de conditia ca ultimele doud sa fie
afectate de eroare. De exemplu, dacad valoarea obtinutd, in unitdti SI, este
745,336286735, iar valoarea erorii, in aceleasi unitati, este 0,00891467668,
rezultatul va fi prezentat in forma rotunjita 745,336340,0089.
Pentru toate corelatiile studiate se efectueaza grafice pe hdrtie
milimetricd. Aceste grafice trebuie sa respecte urmatoarele reguli:
Dimensiunea unui grafic trebuie sa fie minimum A5 (jumatate de coala
A4), iar raportul lungime/latime sa se incadreze intre 2/3 si 3/2.
La capetele axelor de coordonate se trec marimile fizice si unitdtile de
masura, la fel ca in cazul capetelor de tabel.
Axele nu trebuie neapdrat sd se intersecteze in origine. Daca, de
exemplu, valorile experimentale sunt cuprinse intre 23,89 si 24,44, axa
corespunzatoare trebuie sd cuprinda valori intre 23,85 si 24,45.
Pe axe nu se trec valorile experimentale. Acestea apar in tabele. Pe axe
se trec doar valori rotunde, permitand citirea usoard a oricarui punct de
pe grafic. In exemplul anterior, pe axe se vor trece valori in pasi de 0,05
sau 0,1 (adica 23,85; 23,90; 23,95 etc. sau 23,85; 23,95; 24,05 etc.).
Daca este necesar, fie pentru liniarizarea unei corelatii, fie pentru ca
marimea reprezentata variazd cu mai multe ordine de marime, se vor
utiliza reprezentdri in scard logaritmicd simpld (o singurd marime
logaritmatd) sau dubld (ambele marimi logaritmate). Aceasta inseamna
ca pe axa se trece marimea x (cu unitatea sa si valorile sale rotunjite),
dar distantele dintre aceste valori se iau proporjionale cu logaritmul
raportului lor (deci pe axa se masoara log x ).
Pe grafic apar toate punctele experimentale (inclusiv erorile grosolane),
cu bare de erori (bare verticale, mergand de Ia y(i) =537 la

y(i ) + s y(i)). Curba nu trebuie sa treacd prin puncte, ci prin elipsele de
incredere (sau, in prima aproximatie, prin barele de erori), cu exceptia
punctelor (barelor de erori) corespunzand erorilor grosolane. Singurele

grafice care trebuie sa treaca prin toate punctele (barele de erori), fara
teste pentru eliminarea erorilor grosolane, sunt curbele de etalonare.

vil.  In cazul reprezentarilor liniare, nu se va confunda panta dreptei, m,

cu tangenta unghiului format de aceasta cu abscisa, 7go.. Panta
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dreptei este o marime fizica, cu unitate de masura si depinzand doar de
rezultatele experimentale, in timp ce tangenta unghiului format de
dreapta cu abscisa este un numdr adimensional i depinde de scara de
reprezentare aleasa pentru grafic.

Daca relatia liniard reprezintd doar o primd aproximatie, valabild in
special pentru anumite valori ale parametrului de pe abscisa (de
exemplu, pentru valori mici ale acestuia) se reprezintd curba
experimentald, iar parametrii dreptei cautate sunt dati de cei ai tangentei
la curba in domeniul de maxima precizie (in exemplul sugerat, tangenta
in origine). Pentru evaluarea erorilor, se vor efectua si se vor reprezenta
grafic mai multe seturi de masuratori, calculandu-se apoi media si
eroarea standard a pantei si/sau ordonatei (abscisei) la origine.
Rezultatele evaluate pe baza graficelor (pante, ordonate, respectiv
abscise ale anumitor puncte) nu se trec pe grafic, ci in textul referatului,
impreuna cu celelalte rezultate.

Graficul unei marimi discrete nu este o curbd continud, ci o histograma
(un grafic in trepte).

Graficele se deseneaza cu creionul, pentru a putea fi usor corectate.
Dacd pe un grafic apar mai multe curbe, ele se deseneazd cu culori
diferite (inclusiv punctele experimentale), pentru a putea fi usor
deosebite, 1ar intr-un colt al graficului se trece o legenda (cate un scurt
segment de fiecare culoare, cu mentionarea alaturi a curbei (valorilor
parametrilor) reprezentatd in acea culoare).



