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MOMENTELE DE INERTIE ALE CORPURILOR $I
TEOREMA LUI STEINER

1. Scopul lucrarii

- Determinarea experimentald a momentelor de inertie ale diverselor corpuri (disc,
sfera, cilindru plin, cilindru gol) fatd de axa lor de simetrie si compararea rezultatelor cu cele
teoretice.

- Verificarea experimentala a teoremei lui Steiner;

- Determinarea experimentala a constantei elastice unghiulare a arcului si compararea
cu valoarea data in referat.

2. Teoria lucrarii

Momentul de inertie al unui corp in raport cu o axad este definit ca suma produselor
dintre masele particulelor elementare ale corpului, m,, si patratele razelor lor de giratie, p,,

(distantele lor la axa de rotatie):
[=Ymp). (1)

Se observa ca momentul de inertie este o marime fizica ce exprima distributia masei
corpului in raport cu o axa fixa.

Daca distributia masei corpului este continud, se trece de la suma la integrald, iar
momentul de inertie are expresia

I=[p*dm={[[p,p*dV , )
unde p,, este densitatea (masicd) a corpului solid, adicd dm =p,dV , iar p este distanta de la

axa de rotatie fixa la elementul de masa dm .

Calculul momentului de inertie al unui corp solid de o forma oarecare este, in general,
dificil. Dar, situatia se simplifica daca se cunoaste momentul de inertie al corpului fata de o
axa care trece prin centrul sdu de masa, C, deoarece, conform teoremei lui Steiner (teorema
axelor paralele), momentul de inertie / in raport cu o axa Oz arbitrard este egal cu suma dintre

momentul de inertie /. fatd de axa paraleld cu Oz, care trece prin C, si produsul ma’ (unde
m este masa corpului, iar a este distanta dintre cele doua axe paralele):
I=1,+ma’. (3)
Miscarea unui solid rigid se poate descompune
- intr-o miscare de translatie a centrului de masa, descrisd de ecuatia de miscare

ma. = F,, 4)

unde d.. este acceleratia de translatie a centrului de masa al corpului, iar Y F, este rezultanta

1
fortelor exterioare ce actioneaza asupra corpului;
- s1 0 miscare de rotatie in jurul unei axe ce trece prin centrul de masa, descrisd de o
ecuatie asemanatoare lui (4)

IE= ZM,., (5)



unde 7 este momentul de inertie al corpului fatd de axa de rotatie, € este acceleratia unghiulara,
iar ZM ; este rezultanta momentelor fortelor exterioare corpului fatd de axa de rotatie.

Din compararea relatiilor (4) si (5), se poate face o analogie intre marimile
caracteristice miscarilor de translatie si de rotatie:

- migcarea de translatie este produsd de forte, iar cea de rotatie de momentele fortelor
fata de axa de rotatie;

- rolul masei din migcarea de translatie (mdsura inertiei corpului) este luat in migcarea
de rotatie de momentul de inertie al corpului fata de axa de rotatie.

In acest mod, miscarea plani a solidului este descrisa de ecuatiile

mi.=F si [.E=M_, (6)
unde F este rezultanta fortelor exterioare, /. si M ¢ sunt momentul de inertie si, respectiv,

momentul rezultant al fortelor exterioare, ambele 1n raport cu axa verticala Oz, care trece prin
centrul de masa al corpului, iar € = ¢ este acceleratia unghiulara a corpului.

In aceasti lucrare de laborator, fortele de frecare sunt extrem de mici si se considera ca
singura fortda ce actioneaza asupra corpului, care efectueaza o miscare de rotatie purd, este o
forta de tip elastic (in domeniul de aplicabilitate al legii lui Hooke), al carei moment fata de
axa de rotatie, ce trece prin centrul de masa al corpului, este proportional cu unghiul cu care
este rotit corpul, avand expresia

M . =—ko, (7)
unde k este constanta elastica unghiulara a arcului spiral (avand unitatea de masura Nm/rad),
iar ¢ este unghiul cu care este rotit arcul fatd de pozitia de echilibru. Relatia (7) este scalara

deoarece s-a proiectat ecuatia vectoriala pe axa Oz.
Astfel, ecuatia miscarii de rotatie a corpului fatd de axa ce trece prin centrul sdu de
masa devine
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care este ecuatia cunoscuta a unui oscilator armonic neamortizat.

Perioada si frecventa acestei miscari oscilatorii sunt:

T:2n1/1—c $iv=L i 9)
k 2n\ 1,

Perioada de oscilatie a corpului este masurata direct, folosind unitatea de baza Cobra 3
si softul specializat ,,measure”, iar momentul de inertie al corpului fatd de axa verticala care
trece prin centrul sdu de masa se calculeaza din relatia

T2

1. e k. (10)

Rezultatele calculate cu relatia (10) sunt comparate cu valorile teoretice, pentru fiecare
corp in parte (disc, cilindru plin, cilindru gol si sferd), iar pentru tija prevazuta cu cilindrii
mobili se verifica teorema lui Steiner.

3. Dispozitivul experimental si modul de lucru

Schema dispozitivului experimental este prezentata in figura 1.



- Identificati componentele dispozitivului cu cele din schema.

- Realizati (sau verificati) conexiunile electrice intre detectorul de miscare cu bariera
de lumina (care transformd miscarea de rotatie in miscare de translatie) si unitatea de baza
Cobra 3, conform figurii 2.

Fig. 1 Dispozitivul experimental pentru determinarea momentelor de inertie si verificarea teoremei lui Steiner: (1)
arcul spiral, (2) dipozitivul de prindere al corpurilor, (3) detectorul de miscare cu barierda de lumina, (4) unitatea
de bazd Cobra 3, (5) sfera, (6) cilindru plin, (7) cilindru gol, (8) disc, (9) tija, (10) cilindri mobili pe tija.
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Fig. 2 Conexiunile electrice dintre detectorul de miscare cu barierd de lumina si unitatea de baza Cobra 3.




- Asigurati-vd ca firul care conecteazd axul de rotatie a dispozitivului cu rotita
detectorul de miscare cu bariera de lumina este orizontal.

- Infasurati firul de aproximativ 7 ori in jurul axului de rotatie al dispozitivului inainte
de a fixa surubul. Se alege o lungime a firului astfel incat capatul la care este legat suportul
pentru masele de 1 gram sa atarne liber cam la 30-40 cm de suprafata mesei. Trebuie ca firul
sd aibd o asemenea lungime astfel incat sa nu blocheze oscilatia dispozitivului.

- In cazul in care firul nu este suficient de tensionat, poate si nu angreneze rotita
detectorulului de miscare cu barierd de lumina, astfel incat trebuie sa addugati mase de 1 gram
pe suportul care atarna spre podea.

- Dupa ce ati reglat lungimea si orizontalitatea firului, fixati cu surubul de prindere pe
axul de rotatie unul dintre corpurile pe care le studiati.

- Porniti calculatorul si programul ,,measure”, apoi din ,,File” deschideti ,,New
measurement” (sau apasati butonul rosu din bara de comenzi).
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Fig. 3 Parametrii de masura

- Setati parametrii de masurd ai programului conform figurii 3 selectand ,,Light
barrier” si 20 mm la ,,Axle diameter” pentru a sincroniza miscarea rotitei detectorului de
miscare cu bariera de lumina cu oscilatia unghiulara a aparatului. Apoi apasati ,,Continue”.

- Rotiti corpul fixat in dispozitiv cu aproximativ 180°, lasati-l1 sd oscileze liber si
porniti Inregistrarea valorilor méasurate apasand ,,Start measurement”. Dupd aproximativ 10-
15 oscilatii complete apasati ,,Stop measurement”.

- Daca valoarea de 50 ms (din fereastra de dialog pentru selectarea parametrilor de
masurd) selectatd in ,,Get value every (50) msec” este prea mare sau prea micd, pot sa apara
zgomote sau neuniformitati ale masuratorilor, iar rezultatele inregistrate sd nu arate ca in
figura 4. In asemenea cazuri, modificati corespunzitor rata de esantionare a masuratorilor.



Nota: Pentru cazul perioadelor mici de oscilatie trebuie sd setati rate mici de
esantionare (pentru cilindru plin si cilindru gol 20 ms, pentru disc si sferd 50 ms) iar pentru
perioade mari de oscilatie rate mari de esantionare (pentru tija cu corpuri mobile 100 ms, 150
ms si 200 ms).
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Fig. 4 Rezultate tipice mésurate si afisate

- Deplasati marcarii orizontali (selectati cu mouse-ul ca in fig. 4) si fixati-i Intre un
numdr Intreg i cat mai mare de oscilatii complete inregistrate, cititi timpul corespunzator
(AX) si calculati apoi perioada de oscilatie impartindu-1 la numarul de oscilatii complete.

- In acelasi mod, determinati perioadele de oscilatie ale sistemului cu fiecare din
corpurile de studiat: sfera, cilindru plin, cilindru gol si disc.

- Folosind relatia (10), calculati momentele de inertie ale corpurilor fatd de axa de
rotatie verticala care trece prin centrul lor de masa.

- Fixati apoi in dispozitivul de oscilatii unghiulare tija cu corpurile (cilindri) mobile.
Pentru inceput, se determina perioada de oscilatie a tijei fixate In centrul sdu de masa (intre
cele doud semne centrale) fara cei doi cilindri. Apoi se fac masuratori cu tija fixatd in centrul
sau de masa si cu cei doi cilindrii asezati simetric fatd de axa de rotatie in fiecare din pozitiile
insemnate pe tija.

Nota: Pentru fiecare corp fixat in dispozitiv se efectueaza minim cite 5 masuratori, se
calculeaza valoarea medie a perioadei de oscilatie si acea valoare se trece in tabele.

4. Modul de prelucrare a datelor experimentale

Tabelele ce pot fi utilizate pentru notarea si prelucrarea datelor experimentale sunt date
mai jos.



Constanta elastica unghiulard a arcului are valoarea k& = 0,0223 Nm/rad , iar expresiile
teoretice ale momentelor de inertie ale corpurilor au valorile date in Anexa.

Tabelul 1. Determinarea momentelor de inertie ale diferitelor corpuri

Corpul m (kg) r (cm) 15 (kg-m?) | T(s) | I2® (kg-m?)
Disc 0,260 10,80

Sfera 0,719 6,82

Cilindru plin 0,358 4,96

Cilindru gol 0,349 r.=4,58 | r,=4,99

Masa tijei (fard corpurile aditionale) este M =0,178kg si lungimea acesteia
L = 60cm . Masa unui corp aditional (cilindru) este m = 0,212kg , iar lugimea lui / =4,1cm.

Tabelul 2 Verificarea teoremei lui Steiner

Nr. crt. r (cm) T(s) r* (cm?) T2 (s%)
1. 0
2. 7,62
3. 12,62
4. 17,62
5. 22,62
6. 27,62

Nota: Cazul » =0 din tabelul 2 inseamna ca cele doud corpuri nu sunt prinse pe tija.
Pentru verificarea teoremei lui Steiner, se porneste de la relatia (10) si se tine seama de
faptul ca
I. =1, +21 =1, +2mr*, (11)
unde /, este momentul de inertie numai al tijei fard corpuri aditionale 1 unde s-a neglijat
momentul de inertie al fiecarui cilindru fata de axa verticala ce trece prin centrul sau de masa.
Astfel, se obtine
4n’ 8n’m
= I, + re. (12)
k k
Se reprezintd grafic dependenta T7° = f(r’) . Din panta dreptei de determini
experimental constanta elastica unghiulara a arcului, iar din ordonata la origine se calculeaza
momentul de inertie al tijei fata de axa verticala care trece prin centrul ei de masa, [, si se

tija cilindru

TZ

compard valorea obtinuta cu cea teoretica.

5. Intrebari
1. Ce reprezintd momentul de inertie al unui corp fata de o axa si ce semnificatie fizica are?
2. Enuntati si demonstrati teorema lui Steiner.
3. Propuneti alta metoda de determinare a momentului de inertie.
4. Calculati momentul de inertie al cilindrilor mobili fatd de axa care trece prin centrul lor de
masa si este perpendiculara pe axa lor de simetrie §i comparati-1 cu cel al tijei.
5. Prezentati principalele surse de erori.




ANEXA

Exemple de calcul al momentului de inertie

a. Momentul de inertie al unei sfere omogene (de raza R si masa m) in raport cu o axd
ce trece prin centrul sau. Alegem axa de rotatie ca fiind axa Oz (fig. 5), astfel cda momentul de
inertie este dat de integrala

I =p,|[[[p?dV, (13)
unde p, este densitatea masica a materialului sferei, iar p = rsin 0. Elementul de volum in

coordonate sferice este
dV = r’sin0drddde (14)
deci momentul de inertie devine

R T 27 R5 TC
Ic= [[[p*dm=p,[r*dr[sin’0d0[do=p, '?'271-]—(1—0052 0 li(cos6) =
0 0

\;Olu.m“l 0 0
4 2 2
:pm?”R3.§R2 =S mk*. (15)

Fig. 5 Fig. 6

b. Momentul de inertie al unei bare omogene (de raza R, masa m si lungime 1) in
raport cu o axa perpendiculara pe bara §i care trece prin centrul sau de masa. Conform fig. 6,
p = x, lar momentul de inertie in raport cu axa Oz devine
1/2 2
/ 1
1. = *dm=p, nR* |x*dx=p, nR*l-—=—ml". 16

Volumul —-1/2 1 2
barei

c. Momentul de inertie al unei bare omogene omogene (de raza R, masa m si lungime [)
in raport cu o axa perpendiculara pe bara si care trece printr-un capat al sau. In acest caz, se
modifica numai limitele de integrare (fig. 7):

I} 2
I~ 1
I, = Ifjpzdm:pmnszxzdx:pmnRzl- :§mlz. (17)

Volumul 0 3
barei

Acelasi rezultat se obtine si aplicand teorema lui Steiner si folosind (16):



2 2 2 2
1, :Ic+m(1j = ml +ml :MZ .
2 12 4 3
d. Momentul de inertie al unui cilindru omogen (de masa m, raza R si inaltime h) in
raport cu axa lui de simetrie. Alegem axa Ox ca axd de simetrie a cilindrului. In acest caz,
avem p =r (fig. 8) si, folosind coordonatele cilindrice, se obtine:

R 21 mR2
I.= [[[p*dm=p,hf[r*dS =p, h[rdr[d6 = = (18)
Volumul 0 0
cilindrului

Se observa ca, in acest caz, momentul de inertie nu depinde de indltimea cilindrului,
deci si momentul de inertie al unui disc fata de o axa perpendiculara in centrul sau are aceeasi
valoare.

Fig. 7 Fig.8

e. Momentul de inertie al unui cilindru omogen gol avand razele interioara si
exterioard r, i, respectiv, r, , masa m §i inaltime h fata de axa lui de simetrie. In acest caz
este o situatie similara cu cea de la punctul d, schimbandu-se doar limitele de integrare:

I.= [[[p*dm= pthr3dere =p h- 271-M =22 +02). (19)
Yol v 42



