Anexa 1

A1l.1. Oscilatii amortizate

Desi de o mare importantd in fizicd, oscilatorul liniar armonic este doar un model ideal.
Faptul ca energia totald este un invariant temporal este o urmare directd a ipotezei absentei
efectelor disipative in sistemul fizic. Nu existd oscilatii mecanice pur armonice in sisteme
inchise, pentru simplul fapt cd nu exista sistem mecanic in miscare repetitiva, fara disipare de
energie sub forma termica, prin lucrul mecanic al fortelor de frecare. Evident, oscilatiile
intetinute pot avea caracterul unor oscilatii pur armonice, dar numai cu aport energetic
exterior sistemului. Aceste aspecte par astazi triviale, dar timp de sute de ani oamenii au
incercat sa construiasca asa numitele "perpetuum mobile".

Vom numi oscilatie amortizatd miscarea care are loc sub actiunea simultani a unor
forte de tip elastic si a uneia sau mai multor forte de tip disipativ (forte de frecare).

Miscarea amortizatd nu este o oscilatie libera, in sensul definitiei anterioare a acestui
concept. Fortele elastice pot fi in general neliniare, iar fortele dispative pot avea naturi
diferite (frecare uscata, frecare fluida, "frecare" electromagnetica (de tipul celor care apar
datorita curentilor turbionari indusi in metale aflate in miscare in cAmp magnetic).

Vom considera mai departe cazul unei miscari unidimensionale sub actiunea fortei
elastice liniare si a unei forte de frecare fluida proportionala cu viteza de oscilatie
(presupunere justificatd in cele mai multe probleme de oscilatii, in care vitezele au valori
relativ reduse):

F,=—kx; (A1.1-1)

F.=-bx, (A1.1-2)
unde k este constanta elastica iar b este un coeficient de frecare fluida (vascoasa).
Observatii
a) Coeficientul de frecare fluida nu este un parametru de material, deoarece nu
caracterizeaza doar fluidul, ci si corpul care se misca in fluid. Depinde de vdscozitatea §i
densitatea fluidului, dar si de geometria corpului in migcare (aria sectiunii transversale pe
directia de miscare, factorul de forma).
b) La viteze mari, forta de rezistenta variaza neliniar cu viteza, crescand mult mai repede
decat arata ecuatia (A1.1-2).

Suma celor doua forte produce acceleratia corpului:

—kx—bx =mXx. (A1.1-3)
Relatia (A1.1-3) se poate pune sub forma canonica impartind la masa (nenuld) si aranjand
termenii In ordinea descrescatoare a ordinului de derivare:

)'c'+£5c+£x:0. (Al1.1-4)
m m
Expresia (A1.1-4) este o ecuatie diferntiala de ordinul II, cu coeficienti constanti, liniara si
omogena, a carei rezolvare este descrisa in Anexa 2.
Vom folosi notatiile:
- a)g, s (A1.1-5)
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=2y, (A1.1-6)
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unde @, >0 este pulsatia proprie a oscilatiilor libere (in absenta efectelor disipative), iar

y >0 va fi numit in cele ce urmeaza coeficient de amortizare. Cu notatiile introduse, ecuatia
(A1.1-4) devine:

427 +oix=0. (A1.1-7)
Ecuatia caracteristica asociata acestei ecuatii diferentiale este ecuatia de gradul 2:

P42+ =0, (A1.1-8)
avand discriminantul:

A =4y? — 4o} =4(7/2 _wg). (A1.1-9)

In functie de semnul discriminantului A, se vor distinge urmatoarele cazuri:
Cazul I - Regimul puternic disipativ
Se mai numeste si regim supra-amortizat. Daca parametrii fizici sunt astfel incat:

Y > @ <:>2i>\/g<:>b>2\/km, (Al1.1-10)
m m

atunci solutiile ecuatiei caracteristice (A1.1-8) sunt reale si distincte:

—27/i2w/7/2 — o}
iy = S = rErt e (AL1-11)

si conform Anexei 2, solutia ecuatiei diferentiale (A1.1-7), adica legea de miscare, va fi:
x(t)= 4-¢""+ B-e"', adica (A1.1-12)

2

x(t):A.e—Wﬂ“mf+B.e—7t— y? ot _
=e_ﬂ[1‘1'exp(\/72 —603 't)+B-exp(—\/72 —a)g .tﬂ,

unde 4 si B sunt constante ce pot fi determinate daca se cunosc pozitia si viteza corpului la
un moment dat (conditiile initiale). Se observa ca ambele solutii ale ecuatiei caracteristice
sunt negative, deci ambii termeni ai legii de miscare vor tinde la zero cand timpul tinde la
infinit. O astfel de miscare se va "stinge" fara a prezenta caracteristicile unei oscilatii, fiind
mai degraba o miscare relativ lenta spre pozitia de echilibru in care fortele elastice se
anuleaza. In regim puetrnic disipativ, miscarea va fi asadar aperiodica.

Cazul II - Regimul critic

Se mai numeste si regim supra-amortizat critic. Daca parametrii fizici satisfac relatia:

(Al.1-13)

y =wy < b=2km, (Al.1-14)
atunci solutiile ecuatiei caracteristice (A1.1-8) sunt reale si egale:

r=n=nr=-y, (AL.1-15)
si conform Anexei 2, solutia ecuatiei diferentiale (A1.1-7) va fi:

x(t)=A4-¢"+Bt-e" =e"(4+ Bt), (A1.1-16)

unde constantele 4 si B se pot determina din conditiile initiale.

Legea de miscare (Al.1-16) descrie asa-numita miscare critica, ce asigura cea mai rapida
revenire a corpului spre pozitia de echilibru x =0, fard a se produce oscilatii. Aceastd
afirmatie trebuie inteleasd in raport cu valoarea coeficientului de amortizare y, pentru o
pulsatie proprie data.

Observatie: Miscarea critica are o aplicatie interesantd, pentru un dispozitiv comun.
Amortizoarele cu fluid care se instaleaza la usile batante din spatiile publice intens circulate,
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asigurd o migcare a acestora care la modul ideal satisface doua conditii: i) usa nu trebuie sa
oscileze la inchidere; ii) revenirea spre pozitia de echilibru a usii trebuie sa fie cdt mai
rapida, cu conditia i) satisfacutda. Aceasta este tocmai miscarea cu frecare fluida in regim
critic. Un sistem amortizor-usa de calitate va fi deci acela care functioneaza cat mai aproape
de regimul critic.
Cazul I1I - Regimul oscilatiilor amortizate sau slab disipativ

Se mai numeste si regim sub-amortizat. Daca parametrii fizici satisfac relatia:

Yy <wy < b<2Vkm, (A1.1-17)

atunci solutiile ecuatiei caracteristice (A1.1-8) sunt complex conjugate (7} = rz* ):

no=-ytiJoi —7*, (A1.1-18)

si conform Anexei 2, solutia ecuatiei de miscare va fi:

x(t)=e_7’t[A~exp(i1/a)§ —7/2 ~t)+B~exp(—iw/a)§ —7/2 tﬂ (A1.1-19)

Se introduce notatia:

ol =) -7°, (A1.1-20)
unde ®; se numeste pseudopulsatia miscarii amortizate.
Observatii:

a) Denumirea de pseudopulsatie este justificata de caracterul periodic aproximativ al legii
de miscare in acest caz. Miscarea este o pseudo-oscilatie, cu intelesul ca legea de migcare nu
este periodica, in sens matematic strict.

b) Pseudopulsatia este intotdeauna mai mica decdt pulsatia oscilatiilor libere (w; < @,).
Cu notatia introdusa si folosind formula lui Euler, legea de miscare (A1.1-19) se poate pune
sub forma echivalenta:

x(t)= e_W(Acosa)lt +1A4sin oyt +Bcosa)lt—iBsina)1t)=

(Al1.1-21)
=e " [cos(a)lt)(A + B)+ sin(a)lt)(i A —iB)}
Folosind renotarile:
A+B=Ajcosp,si (Al.1-22a)
i(4-B)=-Agsing, (A1.1-22b)
cu A, pozitiv, relatia (A1.1-21) se rescrie succesiv:
x(t)=e7" Ay[cos(wt)- cosg —sin(w,t)sing]; (A1.1-23)
x(t) =A,e " cos(a)lt + qo). (A1.1-24)

Observatie: Un matematician scrupulos nu ar fi operat o astfel de transformare a legii de
miscare din forma (A1.1-19) in forma (A1.1-23). Ar fi spus direct ca in cazul III, solutia
generald a ecuatiei diferentiale a miscdrii este exponentiala reald e inmultitd cu o
combinatie liniara a functiilor armonice sin(a)lt) si cos(a)lt), cum arata relatia (A1.1-23).
Relatia (A1.1-24) reprezintd legea de miscare a oscilatorului cu amortizare fluida. Miscarea
este asadar o oscilatie cvasiperiodica (cvasiarmonicd) dacd y, coeficientul de amortizare,
este mic. Legea de miscare are aspectul aproximativ al unei oscilatii armonice dar
amplitudinea nu este constanta in timp, ci descreste exponential spre zero.
Figura 1 prezintd comparativ cele trei regimuri discutate mai sus.
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Fig. 1. Cele trei tipuri de miscari posibile sub actiunea unei forte elastice liniare si a unei
forte de frecare vascoase.

Vom nota:

Al)=Ay-e", (A1.1-25)
amplitudinea miscarii amortizate ca functie de timp. In acestd perspectivi, A, are
semnificatia de amplitudine initiald sau maximd: A, = 4(0). Cu notatia ficutd, legea de
miscare capdtd o forma similard cu cea a oscilatorului liniar armonic:

x(2)= A(t)- cos(ayt + ) = Alr)- cos p(r). (A1.1-26)

A, si ¢ se pot determina dacd se cunosc pozitia si viteza oscilatorului la momentul 7, =0.

Un exemplu de variatie in timp a elongatiei oscilatorului armonic este prezentat in Fig. 2.
12 . : . .

x(m)

" ; ‘ ‘ | ; ‘
0 1 2 3 4 5 8 7

t(s)
Fig. 2. Graficul legii de miscare a unui oscilator cu amortizare fluida.
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Se introduc pseudoperioada si respectiv pseudofrecventa oscilatiei amortizate prin relatiile:

I I am ; (A1.1-27)
N
2 2
y= A N& TV (A1.1-28)
2 2r
Observatii:

a) Se observa ca pseudoperioada oscilatiilor amortizate este mai mare decdt perioada
proprie a oscilatiilor libere T, =.2n/®m, (miscarea amortizatd este mai "lenesa").
Oscilatiile libere armonice (o idealizare) sunt un caz limita, pentru y — 0, al oscilatiilor cu

disipare de energie.
b) Legea de miscare nefiind riguros periodicd, pseudoperioada nu are o semnificatie
matematica clara, ca in cazul oscilatorului armonic. Putem sa interpretam marimea T, ca
fiind intervalul de timp intre doua momente consecutive pentru care oscilatorul trece prin
porzitia de echilibru in acelasi sens.

Legea de viteza se obtine prin derivarea in raport cu timpul a legii de miscare (A1.1-24):

V(l) = x'(t) =-A, e " [7/ cos(a)lt + go)+ o} sin(a)lt + go)] . (A1.1-29)
Viteza este defazata in raport cu elongatia, dupa cum se observa in Fig. 3.
5 . :

X, vx/Sl
[}

80 100

t/s

Fig. 3. Legea vitezei pentru un oscilator amortizat, in suprapunere peste legea sa de miscare
(cu linie punctata sunt reprezentate curbele A(t) si — A(t) , numite "Infasuratoare" ale
graficului legii de miscare).

Putem calcula momentele de timp la care viteza oscilatorului amortizat se anuleaza. Este

echivalent cu a cauta momentele de extrem ale pozitiei In cursul miscérii. Egaland cu zero
expresia (A1.1-29), se obtine:
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tg(a)lt+g0)=l:> t, =L{arctg[lj—(p+nﬂ}. (A1.1-30)
o @ @
Din aceasta relatie se observa ca intervalul de timp intre doud maxime consecutive ale
elongatiei este dat de pseudoperioada 7} =27/, .
Se defineste 0 marime adimensionald ce caracterizeaza "rapiditatea" cu care oscilatia se
stinge, numitd decrement logaritmic de amortizare:

e
D=1In A(t) =In Ag-e
Ae+1) A, o7

O oscilatie cu amortizare puternica va avea decrementul mare. D se poate pune si sub
forma explicita:

) =1n(eﬂ1 )= i (Al1.1-31)

_ 2w
2 Nakm—b?

care aratd cda pentru o constantd elastica fixata, decrementul de amortizare depinde de

coeficientul de frecare fluida (vezi Fig. 4). La limita, in cazul miscarii critice, decrementul de
amortizare tinde la infinit.

2 T T

p=_2 , (A1.1-32)
Joi -

1 5H

X, v/Sl

2 i i
0 20 40
t/s t/s
Fig. 4. Oscilatii amortizate: (a) cu decrement mic; (b) cu decrement mare. Constanta elastica

este identica, dar coeficientul de frecare fluida este de patru ori mai mare in cazul (b).

A1.2. Oscilatii fortate

Un oscilator real pierde energie prin frecari, iar miscarea sa este amortizatd in absenta
altor forte care sd efectueze lucru mecanic pozitiv. Pentru a compensa pierderile de energie
prin frecare trebuie actionat asupra oscilatorului cu o fortd excitatoare periodica in timp

numita fortd de intretinere. Acest fenomen este cunoscut sub numele de oscilatie fortata sau
intretinuta.
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Vom numi oscilatie fortatd miscarea care are loc sub actiunea simultana a unor forte
de tip elastic, a uneia sau mai multor forte de tip disipativ (forte de frecare), si a unor
forte de intretinere periodice in timp.

Un sistem oscilant intretinut poate avea unul sau mai multe corpuri componente,
efectuand o oscilatie simpla, respectiv una compusa (complexa). De asemena, miscarea poate
avea loc in una sau mai multe dimensiuni.

Presupunem mai departe o miscare simpla unidimensionald, sub actiunea unei forte de tip
elastic liniara, a fortei disipative de tip fluid, si a unei forte de intretinere armonica in timp:

F, = —kx; (A1.2-1)
F, =—bx; (A1.2-2)
F,(t)= Fy cos(at), (A1.2-3)

unde madrimile din ecuatiile (A1.2-1) si (Al.2-2) au aceleasi semnificatii ca in paragraful
Al.l, F, reprezintd amplitudinea fortei excitatoare, iar @ >0 este pulsatia de intretinere
(pulsatia fortei excitatoare).

Observatii

a) Forta F, din relatia (A1.2-3) depinde explicit de timp. Si fortele din relatiile (A1.2-1) si
(A1.2-2) depind de timp, dar implicit, prin intermediul pozitiei si respectiv vitezei.

b) Pentru simplitate, am ales originea timpului astfel incat Fl(0) = F,. Altfel spus, am ales sa
nu avem faza initiala in expresia fortei de intretinere.

Rezultanta celor trei forte produce acceleratia corpului:

— kx —bx + Fy cos(wt) = mi . (A1.2-4)
Relatia (A1.2-4) se poate pune sub forma canonica impartind la masa (nenuld) si aranjand
termenii in ordinea descrescdtoare a ordinului de derivare. Termenul fortei de intretinere il
vom scrie in membrul drept si va constitui neomogenitatea ecuatiei diferentiale:

F
X+ éx + kx =0 cos(a)t). (A1.2-5)
m o m m
—~ — ——
2}/ CO(% ap

In ecuatia (A1.2-5) am introdus notatiile explicate in capitolul de oscilatii amortizate, precum
si notatia a0, o marime cu dimensiunea fizica de acceleratie. Cu aceste notatii, avem:

X+ 2+ a)gx =ay cos(a)t) , (Al1.2-6)
adicd o ecuatie diferentiala de ordin II, liniari, cu coeficienti constanti, si neomogena. in
Anexa 2 este explicat mai pe larg cum se procedeaza pentru solutionarea acestui tip de

ecuatie. Pe scurt, solutia generala a ecuatiei neomogene este egala cu suma dintre solutia
generald a ecuatiei omogene asociate si o solutie particulara a ecuatiei neomogene.

Xgn(t)=x4,(0)+x,,(1). (A1.2-7)
Ecuatia omogena corespunzatoare, specifica oscilatiilor amortizate:

427 +oix=0 (A1.2-8)
a fost discutata in paragraful Al.1 si a condus la solutia:

xgio(t) =Aye " cos(oyt + ). (A1.2-9)

Solutia particulara se propune de forma neomogenitatii (de tip cosinusoidal):

x ., (t)=Bcos(wt +35), (A1.2-10)
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unde faza initiala 6 este un defazaj in raport cu forta de intretinere. Solutia particulara
(A1.2-10) trebuie sa verifice separat ecuatia diferentiald neomogena, ceea ce conduce la
determinarea constantelor B si 6 . Vom prezenta o solutie complexa pentru acest calcul. Se
cauta functia particulard complexa de forma fortei de intretinere, adica oscilanta armonic la
pulsatia @, si se admite posibilitatea unei amplitudini complexe X =B exp(i o ):
%,.,(t)=X expliot], (A1.2-11)

Se considerd ca avand semnificatie fizica partea reala a functiei complexe. Prin inlocuirea
expresiei (A1.2-11) in ecuatia diferentiald a miscarii, se obtine:

(a)g —0’+ 21’7/00))? exp[ia)t] =a exp[i a)t] , (A1.2-12)
de unde se deduce ca:
X= 9o (A1.2-13)

a)g —0® +2iyw .
Mai departe se calculeaza modulul B si argumentul 6 al numarului complex (A1.2-13) si se
obtin relatiile:

B(w)= : (A1.2-14)
m\/(oo2 —a)g)z +40027/2
tgd(w) = % (A1.2-15)
0 — 0

Tinand cont ca faza initiala & este negativa (conform relatiei (A1.2-13), din care se poate
deduce ca sind =-2Bwy/ay <0) si ca arctangenta ia valori din cadranele trigonometrice I

si IV, defazajul 6 se poate exprima astfel:

2

5(w)=arctg— "~ 7. (A1.2-16)
W — 0

Se observa ca B si 6 sunt functii de pulsatia fortei de intretinere, pentru un oscilator cu

parametrii fizici fixati.

Solutia (A1.2-7) a ecuatiei neomogene, adica:

xg,n(t)=A0 e "cos @ t+¢|+B(w)cos oTot+5(a)) , (A1.2-17)
i)
2_ 2 F
@o —Y

este legea de miscare a oscilatorului fortat, in cele mai generale conditii. Constantele A, si
@ pot fi determinate din cunoasterea conditiilor initiale xg,n(O) =Xp Sl Xg, (0)= vy . Figura
1 prezintd legile de miscare in cateva situatii distincte de oscilatii fortate, pentru seturi

observa imediat trei aspecte importante: i) dupa timp suficient de lung, toate oscilatiile
prezentate capatd aspect strict armonic, indiferent de variabilitatea observata a aspectului
graficului la inceputul miscarii; ii) amplitudinea in regimul armonic depinde de frecventa
fortei de intretinere, variind in limite foarte largi; iii) exista o pulsatie de intretinere la care
amplitudinea de oscilatie se maximizeaza. Pentru valori mai mici sau mai mari ale pulsatiei
fortei de intretinere, amplitudinea scade.
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Fig. 1. Oscilatii fortate 1n regim tranzitoriu si in regim permanent, pentru diferite valori ale
frecventei fortei armonice de Intretinere.

In continuare vom explica teoretic aspectele observate in Fig. 1. Comportamentul legii de
miscare generale (A1.2-17) depinde de raportul intre primul termen al solutiei, de tip
amortizat, si al doilea, de tip armonic (solutia particulard). Se noteaza cu 7 = 7/_1 timpul de
relaxare, definit ca intervalul dupa care amplitudinea termenului amortizat scade de "e" ori
(numarul lui Euler). Se pot pune in evidenta doua situatii calitativ distincte:

. Daca t<t, cei doi termeni ai solutiei generale (A1.2-17) sunt in general de

acelasi ordin de marime, niciunul neputand fi neglijat in raport cu celalalt. Miscarea este

descrisa corect doar de legea de miscare completd x, (1), Acest caz anarmonic se

numeste regim tranzitoriu al oscilatiei fortate, deoarece dureaza un timp finit, de ordinul
timpului de relaxare (vezi portiunea de inceput a legilor de miscare din Fig. 1).

. Daca ¢ >> 7, termenul amortizat al solutiei (A1.2-17) devine mult mai mic decat
cel de-al doilea, putand fi neglijat, adica xg,o(t)<<B. In acest caz miscarea este bine

descrisa de solutia particulara, regimul numindu-se permanent.

Miscarea oscilatorului fortat in regim permanent este prin urmare armonica, la o pulsatie
impusa de forta excitatoare:

x(¢)= B(w)cos (ot + 5(w)). (A1.2-18)

Sa admitem ca sistemul oscilant este bine precizat, in sensul ca masa sa, pulsatia proprie,
si coeficientul de amortizare sunt cunoscute si fixate. Se observd ca amplitudinea miscarii
oscilatorii fortate in regim permanent (A1.2-14) si defazajul fata de forta de intretinere (A1.2-
16) depind de pulsatia de intretinere, un parametru necaracteristic sistemului oscilant,
determinat doar de sistemul excitator. In Fig. 2 sunt reprezentate grafic formele tipice ale
graficelor acestor functii. Se observa ca amplitudinea creste de la valoarea
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B(O) =, / (mw§)= Fy/k (care este deformarea statica a sistemului la fortd constanta Fy) la

o valoare maxima, dupa care scade asimptotic spre zero la frecvente mari: lim B(a)) =0.
W—>0

Amplitudinea oscilatiei fortate in regim permanent prezinta, in general, un maxim
local la o frecventa pe care o vom numi frecventd de rezonanta a amplitudinii. Aceasta
frecventa are o valoare apropiata de frecventa proprie a oscilatorului liber, asa cum se va
demonstra mai jos.

35
3
o~
g 25
5 &
= §
= =5}
= i
=, 15 2
g &
<

—

o
wn

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Pulsatia fortei de intretinere (rad/s)
Fig. 2. Dependenta tipica a amplitudinii B si fazei § a oscilatiilor fortate in regim
permanent de pulsatia @ a fortei de intretinere.
Faza 6 scade de la zero la pulsatii mici si tinde asimptotic spre — 7z la pulsatii mari. Vom
incerca sa explicam fizic si intuitiv aceasta comportare, in termeni mai putin rigurosi dar mai
sugestivi. La pulsatii mici, variatia fortei de intretinere este foarte lentd si deformarea
sistemului oscilant urmeaza fidel variatia fortei, ceea ce se numeste oscilatie in faza cu

sistemul excitator ( limtgd =0). Cand pulsatia creste, elongatia sistemului oscilator nu mai
0—0

"reuseste" sa urmdreasca in faza forta excitatoare, ci "rdmane In urma", adica defazata
negativ. La frecvente foarte mari, intelegerea fenomenului poate face apel la conceptul de
miscare in antifaza, specificd oscilatiilor cu doud moduri proprii. Intr-un anumit sens,
oscilatiile fortate pot fi vazute ca o oscilatie compusa sistem oscilant - sistem excitator, ceea
ce explicd analogia amintita.

Dacd admitem ca masa si constanta elastica a sistemului oscilant sunt fixate, dar se poate
modifica coeficientul de frecare fluida, vom putea compara oscilatii fortate cu coeficienti de
amortizare diferiti.

Observatie: Acest gen de variatie este mai greu de realizat practic intr-un montaj in care
forta disipativa provine chiar din interactia corpului cu un fluid. Exista insa sisteme
echivalente, cu forte de franare magnetice, descrise matematic de o formula similara celei de
frecare vascoasa. Cu un astfel de dispozitiv, coeficientul de amortizare este de obicei
reglabil continuu prin variatia unui curent electric.

In Fig. 3 sunt prezentate curbe de amplitudine pentru valori echidistante ale coeficientului de
amortizare.
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Fig. 3. Curbe de amplitudine la diferite valori ale coeficientului de amortizare. Pentru y =0,
amplitudinea tinde la infinit la o anumita valoare a pulsatiei. B si @ sunt date in unitati
arbitrare, 1ar y variaza cu pas constant.
Evidentiem cateva idei importante:

e Oscilatia fortata prezintd un regim tranzitoriu anarmonic, urmat de un regim
permanent armonic.

e Oscilatia permanenta se produce la o frecventa dependentd doar de sistemul
excitator.

e Amplitudinea de oscilatie fortati in regim permanent se maximizeazi la o
anumita frecventa, apropiata de frecventa proprie a oscilatorului liber.

e Elongatia oscilatorului fortat este defazatd in urma fortei excitatoare, cu un
unghi depinzind de frecventa.

e Cand frecventa de intretinere este mult mai mica decat frecventa proprie,
defazajul intre legea de miscare si forta se apropie de 0 (oscilatia este in faza cu
forta excitatoare).

e Daca frecventa de intretinere este mult mai mare decat frecventa proprie, legea
de miscare este defazata cu 7 radiani in urma fortei de intretinere (oscilatia este
in antifaza cu forta exterioara).

Vom discuta in continuare un fenomen deosebit de interesant si important, asociat
oscilatiilor fortate. Este vorba despre fenomenul de rezonantd. Desi termenul "rezonanta"
face parte din vocabularul curent, conceptul fizic corespunzator este mai putin inteles.

in fizici, rezonanta este un fenomen selectiv de transfer energetic care apare in
contextul oscilatiilor intretinute, la anumite frecvente caracteristice sistemelor oscilante.

Efectele rezonantei consta in maximizarea unor marimi specifice oscilatiei iar in practica
sunt deosebit de importante pentru functionarea unor sisteme si dispozitive. Exista procese de
rezonantd 1n toate clasele de fenomene fizice: rezonanta mecanica de amplitudine sau de
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viteza, rezonanta electricd de tensiune (sarcina electricd) sau de curent, rezonanta optica,
rezonanta magnetica nucleard, rezonanta de spin, rezonanta cuantica, rezonanta plasma,
rezonanta gravitationala, etc.

In mecanici se pot evidentia dou tipuri principale de rezonanta:

- rezonanta de amplitudine;

- rezonanta de vitezd (numita uneori $i rezonantd de putere).

Rezonanta de amplitudine reprezintia fenomenul prin care, la o frecventa bine
determinata a fortei de intretinere, amplitudinea oscilatiei fortate in regim permanent
este maximizata.

Pentru a studia cantitativ acest fenomen, vom reveni la expresia (Al.2-14) a amplitudinii
oscilatiei fortate, ca functie de pulsatia fortei exterioare. Vom rescrie aceasta relatie intr-o
forma care favorizeaza calculul comod al punctului de extrem:

F, F,

B(a)) = 0 = 0 .
m\/(oo2 - a)g )Z + (27/00)2 m\/E“ (a))
B atinge un maxim cand expresia:
E,(0)= (ao2 - wg)z +40%y? (A1.2-20)

atinge un minim. Fiind o functie derivabila, putem aplica teorema Fermat de extrem local,
anuland prima derivata:

E;(w)=2-(w2—w§)-2w+8wy2 =0, (A1.2-21)
de unde rezulta:

(A1.2-19)

) ) ) o =0, sau

4a)(a) -y +2y )= 0=( , ) ) (A1.2-22)
W, =w) —2y°.
Prima solutie nu este de interes, ea indica doar faptul ca derivata la dreapta a functiei B la

frecventa nula este zero. A doua conditie din (A1.2-22) conduce la o solutie reala doar daca
a)g > 2y? XN 2\/57/:

o, =i -2y* . (A1.2-23)

Aceasta expresie defineste asa-numita pulsatie de rezonanta a amplitudinii, valoarea
pulsatiei fortei de intretinere la care devine maxima amplitudinea de oscilatie in regim

permanent.
Observatii:
a) Pulsatia o, a rezonantei de amplitudine este mai mica decdt pseudopulsatia oscilatiei
amortizate, ®; = a)g —7/2, care la randul ei este mai mica decdt pulsatia proprie a

oscilatiilor libere, w,.

b) Rezonanta de amplitudine poate avea loc doar daca @, > \/57/ . Daca aceasta conditie nu

este satisfacuta, curba de amplitudine este monoton descrescatoare (nu se mai observa un
maxim de amplitudine).

Expresia amplitudinii la rezonantd se obtine din relatia (A1.2-19) folosind pulsatia de
rezonanta obtinuta mai sus:

__f (A1.2-24)

B B F
o =Bl )= \/(—272)Z+4(Ew§—272)'72 " 2mym,
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Tinand cont de faptul ca 7/2 = a)g —a)12 si col2 = (cor2 + a)g )/2, relatia (A1.2-24) poate fi

scrisd ca o functie a maximului de amplitudine de variabila ®,, in ipoteza unei pulsatii
proprii constante:

F
Bmax (wr ) = 0

0 (A1.2-25)
my oy — o

Aceasta functie are semnificatie fizicd doar pentru o, <@, si tinde la infinit pentru
o, = o, . Este reprezentata grafic in Fig. 4 cu linie punctatd groasa si arata clar ca pe masura
ce o, scade (prin cresterea coeficientului de amortizare y in relatia (A1.2-23)), maximul de
rezonanta al amplitudinii scade si simultan se deplaseaza spre stanga (spre pulsatii mai mici).
Rezonanta de amplitudine poate avea asadar efecte majore de crestere a elongatiei de
oscilatie in vecinatatea pulsatiei proprii, daca coeficientul de amortizare este redus.

7 | o ]
o |7 |
il \ y=0 ]
il Bmax (wr ) ",:" "-“ i
|

R
2r k \
1 T

oba) — & p”

% 0.5 1 15 >

Fig. 4. Maxime de rezonanta pentru diferite valori ale coeficientului de amortizare.
Amplitudinea si pulsatia sunt date in unitati arbitrare.
Rezonanta de vitezd reprezinti femomenul prin care, la o anumita pulsatie de
intretinere, amplitudinea vitezei de oscilatie se maximizeaza.

Se demonstreaza usor ca rezonanta de viteza nu se produce simultan (la aceeasi pulsatie)

cu rezonanta de amplitudine. Legea vitezei oscilatorului fortat se obtine prin derivarea
temporald a relatiei (A1.2-18):

V(f)= ).C(l‘)E —a)B(a))sin(a)t+5(a))). (A12-26)
Amplitudinea vitezei de oscilatie este valoarea maxima atinsa de expresia (A1.2-26):
F
v, (a)) = a)B(a)) = 0% .
m\/(oo2 - a)g)z + 40027/2
Pentru a studia variatia cu pulsatia a acestei marimi, relatia (A1.2-27) se poate rescrie astfel:

(A1.2-27)
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Fy

v 0)=—F——, (A1.2-28)
o(0)=— )
unde expresia de sub radical este:
2
2
E(0)=]|0-20| +4y2. (A1.2-29)
®
.
v, maxim < E, minim & 0=—2 < @ =a@,. (A1.2-30)
®

Valoarea definita de relatia (A1.2-30) se numeste pulsatia rezonantei de viteza. Se observa
asadar ca rezonanta vitezei are loc la pulsatia proprie a oscilatorului liber. Conform expresiei
(A1.2-27) se pot scrie si relatiile:

Jim (o) =0

A1.2-31
lim v,(w)=0. ( )
@—>0

Expresia amplitudinii vitezei la rezonanta se obtine din relatia (A1.2-27) folosind pulsatia
de rezonanta a vitezei (44):

F, F, F,
VI =y () = 0% - 0% ___ 0 __pB o (A1.2-32)

“ S m-2 2
m\/(a)g—a)g)z+4y2a)g A Y

Observatii:

a) Pulsatia rezonantei de viteza o, nu depinde de coeficientul de amortizare (spre deosebire
de o, ), dar amplitudinea vitezei la rezonanta depinde invers proportional de acesta.

b) Viteza de oscilatie are o amplitudine care se maximizeaza cand pulsatia de intrefinere, @,
devine egala cu pulsatia proprie a sistemului, ®,, deci la o frecventa mai mare decdt cea la

care se produce fenomenul rezonantei de amplitudine. Am afirmat deja ca oscilatia fortata in
regim permanent este o oscilatie armonicd, deci este aparent similara oscilafiei libere.
Exista insa o diferenta esentiala: oscilatia libera se produce la pulsatia proprie a sistemului
oscilant, pe cdnd oscilatia fortata are loc cu pulsatia impusa de forta de intretinere.

Factorul de calitate al oscilatorului fortat este o marime adimensionala ce
caracterizeaza eficienta transferului energetic de la sistemul excitator la sistemul
oscilant. Se defineste prin raportul dintre energia medie a oscilatorului fortat si lucrul
mecanic efectuat de forta de intretinere intr-o perioada de oscilatie:

def < E >
Q0 =2r——r. (A1.2-33)
(L)

(E > - energia medie temporald a oscilatorului fortat;

(Li> - lucrul mecanic efectuat de forta de intretinere F; intr-o perioada.

Vom calcula o expresie a factorului de calitate in functie de pulsatia proprie a oscilatorului
liber si de coeficientul de amortizare si vom discuta semnificatia sa grafica.

Dacad oscilatia in regim permanent este armonicd, putem concluziona ca energia mecanica
totald a oscilatorului ramane constantd in timp. De aici deducem ca intr-o perioada de
oscilatie, lucrul mecanic al fortei de intretinere trebuie sa fie egal in modul cu lucrul mecanic
al fortelor disipative (care este negativ):
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<Li>:_ <Lr> (A1.2-34)
"4 "—"(disipat prin frecari)

Exista deci doua cai de a calcula marimea (Li> (direct si indirect, prin intermediul lucrului
mecanic rezistent) si le vom aborda pe amandoua, ca exercitiu interesant.

Puterea mecanica instantanee asociatd fortei de intretinere, este:

P, (t) =F, cos(a)t)~ v(t). (A1.2-35)

—
Fi(1)

Lucrul mecanic efectuat de forta excitatoare intr-o perioada se poate calcula ca produsul

dintre puterea de intretinere medie temporald si perioada 7 =27/®:

(L)=(R)T (A1.2-36)

Pentru calculul puterii medii de intretinere, aplicam formula generald de mediere pentru
functii periodice, in care folosim legea vitezei (A1.2-26) si o formula trigonometrica de
transformare a produsului in suma:

(L;) =%}Pi(t)dt~T = —jFO cos(wt)-B(w)wsin (ot + 5)dt =

=-FyB(w )w(jwdt+}5ir;5 dtJ:

0 (A1.2-37)
- _F,B(w)o- { cos(2a)t+5) lTsin5]=
4o 0 2
= —%FO B(w)oT sind = —F, B(w)sind.
Folosind expresia lui sin§ 1n (A1.2-37), obtinem:
(L) =-Fy B(a)){— m(‘;’:ﬂ} = 2mmB(0) @ >0. (A1.2-38)
0

Sé calculdm acum intr-o maniera similard lucrul mecanic rezistent (disipat) intr-o perioada de
oscilatie. Pornim de la expresia puterii rezistente instantanee asociata fortei de frecare de tip
fluid (amintim cd b =2my ):

P.(t)= F.(t)-v(t)=—b- v(t)*. (A1.2-39)

Folosim o relatie similaré cu (A1.2-36):

(L.)=(P.) =—I 2myB(w) w?* sin? (wt +8)dt-T =
=—2m7/B(a))2a)2 .Il—cos(22a)t+25)dt _
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T T

=-2myB(w dr 1 cos (2wt +25)dt | =

)2 29 (A1.2-40)

0
= —m7B(w)2 w* T = —27z'm7B(a))2a) = —(Li >
Vom calcula acum energia totala medie pe o perioada:

11 fa.. 11 %
<E>:<Ec>+<Ep>:?E~m~_([v dt+?~5~k~_([x de=

; ; (A1.2-41)
21T mB(w )2 ZJ.sinz(cot+5)dt+mB(a))2a)5J.cos2 (oot +5)dt
0 0

In relatia (A1.2-41) intervin doui integrale de acelasi tip, ambele egale cu jumitate din
T T
perioada (.[0 sin (ot +8)dt = .[0 cos? (w1 +8)dr =T/2). Energia medie va fi:
I mB@f T, o) 1 2( 2, 2
Ey=— —""——\0 " +oy)=—mBlo) \0o” +vj ). Al.2-42
(B g P o) (o) o7 + o) (AL2-42)
Inlocuind relatiile (A1.2-42) si (A1.2-37) in expresia de definitie (A1.2-33), se obtine:

1 2( 2, 2
ZmB(a)) (coo +w )_a)g+a)2

Ow)=27- = (A1.2-43)
B(w) w? - myT 4wy
Relatia (A1.2-43) reprezintd expresia factorului de calitate al oscilatorului fortat la o
frecventa oarecare a fortei de intretinere. La rezonanta de vitezd (®, = @), formula (Al.2-

43) capata forma mai simpla:

(A1.2-44)

Omare & < > >> <L > Un factor de calitate mare Inseamna o energie a oscilatorului mult

mai mare decat lucrul mecanic efectuat periodic pentru intretinerea oscilatiei. Oscilatorul
"acumuleazd" cu usurinta energie, pierderile fiind relativ mici, si oscilatia fortata este usor de
intretinut.

Omic & <E > ~ <Li>: Un factor de calitate mic se obtine atunci cand energia oscilatorului

este de acelasi ordin de marime cu lucrul mecanic de intretinere. Oscilatorul pierde rapid
energia provenitd din lucrul mecanic al fortei excitatoare, efectele disipative fiind relativ
importante. O astfel de oscilatie fortata este intretinuta cu dificultate, ineficient din punct de
vedere energetic.

In continuare vom demonstra existenta unei relatii intre puterea disipati medie (sau,
echivalent, puterea absorbita medie) a oscilatorului fortat si factorul de calitate si vom ilustra
grafic aceastd legatura. Din relatia (A1.2-39) deducem ca:

(B)(@)=mB(o) ©* = mp, (o). (A1.2-45)
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Puterea medie se maximizeaza simultan cu amplitudinea vitezei, la pulsatia o, = @, acesta

fiind motivul pentru care rezonanta de viteza se mai poate numi si rezonanta de putere (Fig.
7). Valoarea maxima a puterii medii este, conform cu relatia (A1.2-32):

(B N =1(55)

2 2
2 F F,
(a)O):mY'V?aX =my [—2’1;)7/) :—4}137/ . (A12-46)

4.: : | {\ | ]
4k | (B

3.5

3r 4

25F 1
2r y creste
1.5

1

0.5

Fig. 7. Rezonanta de putere, cu coeficient de amortizare variabil.

Sa calculam acum valorile pulsatiei la care puterea se reduce la jumatate din valoarea
maxima. Avem, succesiv, relatiile echivalente:

| <Pr> |= B(w)2w2m7 _ B(w)2w2 ~4m27/2 21

: (Al1.2-47a)
2 2
‘<P">max ‘ FO FO 2
4my
2 2
o o Amyt 1 (A1.2-47b)
: : :
mz[(wz—a)g)z+4a)2y2} £y 2
80’y” =40y’ +(a)2 _wg)z. (A1.2-47c)
(02 - 02 =40%2. (A1.2-47d)
w? - wf =Ry . (A1.2-47¢)
(@—-wy)(0+wy)=+ 2wy . (A1.2-47f)

Cand coeficientul de amortizare y este destul de mic, se poate face aproximatia
®+ @y = 2w in vecinatatea rezonantei de putere, si relatia (A1.2-47f) devine:
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w-wy=ty, (A1.2-48)
ceea ce furnizeaza doua solutii:

w_=wy—7;
(A1.2-49)

W, =0 +7.
Diferenta celor doua pulsatii este:

Ao=w,-0_=2y. (A1.2-50)
Substituind (A1.2-50) in (A1.2-44) se obtine:

0y =2, (A1.2-51)

Aw

ceea ce se poate concluziona astfel:

Factorul de calitate la rezonanta de putere este dat de raportul intre frecventa de
rezonanta si lirgimea la semi-iniltime a curbei de putere.
Aceasta interpretare este ilustrata grafic in Fig. 8.

5 T T
45+ ﬂ Q mare ]
4+ ‘<Pr> .
y mic

3.5 .

3_ .

25

2_

151

1_

05F

0
0 0.5 1 15 2

Fig. 8. Curbe de putere pentru doud valori ale factorului de calitate. Maximul puterii este
invers proportional cu ¥, iar largimea curbei la semi-inaltime este direct proportionald cu y .

Observatii:

a) Expresia din relatia (Al1.2-44) poate fi asociata si unui oscilator amortizat si numita

factorul de calitate al oscilatorului amortizat. Q, poate fi pus in relatie cu decrementul

logaritmic de amortizare:
@,

Q0=—D ,—cog—yz :

b) Factorul de calitate se poate calcula atat pentru oscilatorii mecanici, cdt §i pentru cei
electromagnetici, optici sau cuantici. De exemplu, o antena (circuit RLC oscilant) este

(A1.2-52)
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"buna" daca are factor de calitate mare deoarece receptioneaza foarte selectiv semnalele
radio.O sursa laser (oscilator sau generator optic) este in general cu atat mai performanta
cu cat are factorul de calitate mai mare, conditie echivalenta cu monocromaticitatea sursei.
Intelegem cd nu poate exista o sursd laser perfect monocromaticd, care ar avea factorul de
calitate infinit. Electronii aflati intr-o groapa cuantica semiconductoare polarizata la o
tensiune constanta cu ajutorul unei surse de tensiune, pot fi intelesi ca oscilatori cuantici
fortati. Factorul de calitate cuantic va fi in aceasta situatie o masura a stabilitatii
electronilor pe nivelele de energie in groapa cuantica.

Fenomenele de rezonantd mecanica sunt foarte importante. Rezonanta poate fi utila in
anumite mecanisme dar poate avea si efecte distructive. De exemplu, cutremurele produc
oscilatia fortatd a structurilor civile si industriale. Daca energia seismica este acumulata
preponderent in unde de anumite frecvente caractersitice, si daca acestea sunt apropiate de
frecventele proprii de miscare ale unei cladiri, aceasta poate oscila cu amplitudine mare si
poate fi distrusd. Proiectarea moderna a cladirilor in zonele seismice tine cont de posibilele
efecte ale cutremurelor.
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Anexa 2

Rezolvarea ecuatiilor diferentiale liniare de ordinul IT

Una dintre ramurile matematicii cu cele mai vaste domenii de aplicabilitate o constituie
studiul ecuatiilor diferentiale. Aceasta anexa prezinta notiuni despre o categorie particulara
de ecuatii diferentiale ordinare, utile in studiul oscilatiilor mecanice. Neglijand uneori
rigoarea matematicd, se vor prezenta metodele de rezolvare folosite curent in practicd. Vom
adapta notatiile folosite la problemele de fizica studiate. Studiul sistematic al ecuatiilor
diferentiale trebuie facut la cursurile de matematici superioare.

O ecuatie diferentiala este o relatie in care intervin o functie de una sau mai multe
variabile, derivate ale acestei functii, si unele dintre variabile. Nu ne vom ocupa aici de
cazul functiilor cu mai multe variabile, in cazul carora ecuatiile se numesc cu derivate
partiale.

Daca functia x care intervine in ecuatia diferentiald este de o singura variabila ¢ si
deci derivatele care intervin sunt in raport cu aceasta variabila, ecuatia diferentiala se
numeste ordinara.

Orice functie x(t) care verificd ecuatia diferentiald se numeste solutie sau integrald a
acesteia.

Ordinul unei ecuatii diferentiale este dat de ordinul maxim al derivatelor ce apar in

ecuatie. De exemplu, dacd derivata maximald din ecuatie este x(”), ordinul ecuatiei
diferentiale este n.
Se poate vorbi despre gradul ecuatiei diferentiale, daca forma implicita a acesteia:
Flexx...x)=0 (A2-1)
este o functie rationald. Gradul functiei determina atunci gradul ecuatiei diferentiale.
Deosebit de importante pentru aplicatii sunt ecuatiile diferentiale de gradul 1, numite si
ecuatii diferentiale liniare. In aceste ecuatii functia necunoscuti si derivatele sale apar doar la
puterea 1. Ecuatiile diferentiale neliniare fie sunt de grad superior, fie nu au grad definit, daca
F nu este rationala. Forma generala a unei ecuatii diferentiale liniare de ordinul n este:

FalOX0)+ ot 10 0+ A0 0+ folex(e)= 1), (A2-2)
unde f', fy, ... , f, sunt functii date de ¢. Daca in particular, functia f este identic nula,
ecuatia se numeste omogend. Daca functiile f, f;, ... , f,, sunt constante, ecuatia diferentiald

se numeste cu coeficienti constanti.

Integralele ecuatiilor diferentiale pot fi generale, particulare, sau singulare. In contextul
de interes pentru noi, nu vom intalni solutii singulare, acestea fiind caracteristice de regula
unor discontinuitati ale ecuatiei date. Vom discuta despre solutii generale si particulare, in
anumite situatii bine precizate. In matematici, teoremele de existenta stabilesc conditiile pe
care trebuie sa le satisfaca ecuatiile diferentiale pentru a admite solutii. Se poate arita ca
integrala generald a unei ecuatii diferentiale de ordinul n contine n constante, adica o astfel
de integrala este determinata facand abstractie de n constante.

Procedeul prin care se determina solutia sau integrala unei ecuatii diferentiale se
numeste integrare. O ecuatie diferentiald este integrabild prin metode elementare daca
solutia ei generald se obtine ca o combinatie a unui numar finit de functii elementare, prin
metode de integrare obisnuite, numite cvadraturi. Acest lucru este posibil doar pentru unele
tipuri de ecuatii diferentiale.
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In problemele de oscilatii intilnim o categorie particulara de ecuatii diferentiale ordinare,
si anume cele de ordinul II. Cand acestea sunt neliniare, le rezolvam in general folosind
metode de calcul aproximativ. Cand problemele sunt liniare sau se pot liniariza, avem de
rezolvat ecuatii diferentiale liniare, de ordinul II, cu coeficienti constanti, omogene (daca
oscilatiile sunt libere) sau neomogene (daca oscilatiile sunt fortate). Solutiile vor fi in acest
caz determinate prin metode elementare, facand abstractiec de 2 constante de integrare.

Ecuatiile de ordinul II au coeficientul constant f, (t) = C, nenul, deci se pot Intotdeauna
imparti prin acesta. Aceste ecuatii se pot scrie asadar in forma generica:

x"(¢)+ Cpx'(e)+ Cox(e) = £(2), (A2-3)
unde f (t) se mai numeste $i neomogenitate.

Pentru coerenta si comoditate, din motive care tin de problemele de oscilatii studiate,
vom folosi notatiile:

Co=f,si (A2-4)

C =2y, (A2-5)
unde @, >0 se numeste pulsatia proprie, iar y >0 este coeficientul de amortizare (vezi
Anexa 1). Cu notatiile introduse, ecuatia (A2-3) devine:

x"(£)+ 290 (1) + g x(t) = £ (7). (A2-6)
Vom discuta rezolvarea acestei ecuatii in doua etape.
Etapa 1) Vom incepe prin a rezolva ecuatia omogend, adicd ne ocupam prima datd de

situatia mai simpla, in care f(¢)=0:

i+ 2p+atx=0. (A2-7)
Observam ca ecuatia (A2-7) admite solutia banala x(t) = (), care nu prezinta interes deosebit.
Deoarece ecuatia este omogena si liniara in functia x(t) si in cele doua derivate ale sale, daca
x,(¢) si x,(z) sunt doua integrale particulare, atunci orice combinatie liniard Ax, (¢)+ Bx, (r)
este solutie a ecuatiei, 4 si B fiind constante arbitrare. Pentru ca o combinatie
Ax;(t)+ Bx,(¢) de doua solutii particulare si reprezinte integrala generald, solutiile x;(¢) si
x,(t) trebuie si fie liniar independente. Daca nu ar fi astfel, atunci s-ar putea gisi doud
constante o si S, ambele diferite de zero, pentru care ax;(¢)+ fBx,(¢)=0. Dacad a =0,
rezultd cd x; =—fx,/a =& x,. Cele doud functii ar reprezenta asadar aceeasi integrala
particulard, deoarece difera numai printr-un factor constant.

Cand cele douii solutii particulare x(r) si x,(r) sunt liniar independente, ele
formeaza un sistem fundamental de solutii al ecuatiei diferentiale. In acest caz, raportul
X (t)/ X, (t) nu este constant, si derivata sa

dx _ X' Xy — Xx1%5' (A2-8)
dt X x%
nu este identic nuld. Determinantul:
X' x
A= = x'x —xx,, (A2-9)
R %)
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egal cu numaratorul din relatia (A2-8), se numeste determinant wronskian, dupa numele
matematicianului polonez Josef Wronski (1778-1853). Are loc teorema:

Doua solutii particulare Xx; (t) si xz(t) formeaza un sistem fundamental si deci
combinatia liniara x(t): Ax (t)+ sz(t) reprezinta integrala generald a ecuatiei
diferentiale (A2-7), daca si numai dacd determinantul wronskian format cu aceste
functii este diferit de zero.

Aceasta teorema este adevarata si pentru coeficienti variabili, dar in astfel de cazuri nu exista
o metoda generala de gasire a unui sistem fundamental de solutii.

In cazul nostru insi, coeficientii sunt constanti si o metoda generald de rezolvare este
disponibild. Propunand solutii de forma x(t)= exp(rt) in ecuatia (A2-7), si tinand cont de
faptul ca exponentiala nu se anuleazd, se aratd imediat cd r trebuie sa verifice o ecuatie
algebrica simpla. Ecuatia caracteristica asociata acestei ecuatii diferentiale este ecuatia de
gradul 2:

P42+ =0, (A2-10)
avand discriminantul:
A=4y? -4} :4(7/2 _wg). (A2-11)

Ecuatia de gradul 2 are in general doua solutii complexe, acestea fiind uneori reale. In functie
de semnul discriminantului A, se vor distinge urmatoarele cazuri:

Cazull y>0y < A>0
In acest caz solutiile ecuatiei caracteristice (10) sunt reale si distincte:

na=—7 £y’ —ag . (A2-12)

Se poate verifica imediat ca, substituind solutiile x;(r)=exp(rz) si x,(t)=exp(r,?) in
wronskianul (A2-9), acesta nu se anuleazad. Prin urmare, conform discutiei de mai sus,
integralele particulare x, (t) sl X, (t) formeaza un sistem fundamental si solutia generald a
ecuatiei diferentiale (A2-7) va fi combinatia liniara:

x(t)= 4-¢""+ B-e"', adica (A2-13)

x(t)=A-e_n+“y2_w§'t+B-e_W_ ri-egt _
=e_”[A-exp(\/7/2 —a)g -t)+B-exp(—\/7/2 —a)g tﬂ

fizica. Se observa (in particular, pentru y >0) cd ambele solutii ale ecuatiei caracteristice

(A2-14)

sunt negative, deci ambii termeni ai solutiei generale vor tinde la zero cand variabila t tinde
la infinit.

Cazulll y=0, < A=0
Solutiile ecuatiei caracteristice (A2-10) sunt reale si egale:

r=n=r=-y. (A2-15)
In acest caz solutiile x, (t) sl X, (t) de forma propusa initial sunt liniar dependente si
wronskianul se anuleaza. Prin inlocuire directd in ecuatia (A2-7), se verifica faptul ca functia
x,(t)=texp(rt) este solutie particulard. Deoarece de aceasti dati avem raportul
X, (t)/ X (t) =t neconstant, solutiile particulare x; (t)z exp(rt) sl X, (t) = texp(rt) sunt liniar
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independente si wronskianul este nenul. Solutia generald a ecuatiei diferentiale (A2-7) va fi
atunci o combinatie liniara a celor doua functii:

x(t)=A4-¢"+Bt-e" =e"(A4+ Bt), (A2-16)
unde constantele 4 si B se pot determina din conditiile initiale. Si acest gen de solutie tinde la
zero, pentru ¢ — oo, indiferent de valorile coeficientilor 4 si B.
Cazullll y <oy < A<0

In acest caz solutiile ecuatiei caracteristice (A2-10) sunt complex conjugate (7, = rz* ):
Ny =-y tijag -7 . (A2-17)

Solutiile particulare x; (t) 1 X, (t) sunt liniar independente si deci solutia generala se scrie:

x(t)=e_7’t[A-exp(i1/a)§ —7/2 -t)+B-exp(—iw/a)§ —7/2 tﬂ (A2-18)

Se poate introduce notatia a)lz =a)§ —7/2 si folosind formula lui Euler, solutia (A2-18) se
poate pune sub forma echivalenta:

x(t)= e_W(Acosa)lt +1A4sin oyt +Bcosa)lt—iBsina)1t)=
=e " [cos(a)lt)(A + B)+ sin(a)lt)(i A —iB)}
Folosind renotarile 4+ B =Acosg, si i (A - B) =-A,sing, cu A, pozitiv, relatia (A2-19)

(A2-19)

se poate rescrie astfel:
x(1)=Ay e cos(ayt + ). (A2-20)
Functia (A2-20) este o solutie de tip cvasiarmonic, pentru care constantele A, si ¢ se pot

determina din conditii suplimentare. O situatie particulara a acestui caz este aceea in care
y =0, sideci o; = @, . Ecuatia diferentiald omogend (A2-7) devine:

i+wix=0, (A2-21)
cu solutia obtinuta din particularizarea expresiei (A2-20):
x(t)= Acos(wyt + ). (A2-22)

Solutia (A2-22) este numitd armonicd, si se poate exprima si cu functia sinus, prin

schimbarea corespunzatoare a fazei initiale ¢ .

Etapa 2) Daca f (t) # 0, ecuatia (A2-6) este neomeogena. Se aplica urmatoarea teorema:
Solutia generala a ecuatiei diferentiale liniare neomogene de ordinul II este egala cu

suma dintre solutia generali a ecuatiei diferentiale omogene corespunzitoare si o

solutie particulara oarecare a ecuatiei neomogene.

Daca Ax; (t)+ sz(t) este solutia generala a ecuatiei omogene si xp(t) este o integrald

particulard a celei neomegene, atunci x(r) = Ax; (£)+ Bx,(¢) + X, (t) va fi integrala generala a
ecuatiei diferentiale neomogene. O integrald particulard x), (t) a ecuatiei diferentiale

neomogene se poate obtine din integrala generald a ecuatiei omogene prin metoda variatiei
constantelor a lui Lagrange. Aplicarea metodei variatiei constantelor este uneori incomoda
deoarece se ajunge la integrale ce nu pot fi evaluate decat prin aproximatie. Cand coeficientii
ecuatiei diferentiale sunt insd constanti, atunci pentru anumite forme ale neomogenitatii se
poate determina o integrala particulara fara a se folosi metoda variatiei constantelor. Dintre
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toate tipurile de neomogenitati pentru care teoria matematica ofera solutii particulare, ne vom
opri doar asupra celor de interes pentru lucrarea de fata, adica de forma:

£(t)=acos(wt)+ bsin(awr). (A2-23)
In acest caz, solutia particulari se cauti de forma:
X (t)= a cos(a)t)+b* sin(a)t), (A2-24)

. . A . . .. . LL.o% * .o .
chiar si atunci cand unul dintre coeficientii a si b este nul. Aici ¢ sau b se determind prin
metoda coeficientilor nedeterminati, adicd x,, (t) de forma (A2-24) se inlocuieste in ecuatia

(A2-6) si se identificd separat coeficientii termenilor restransi in cos(a)t) si sin(a)t).
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