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STUDIUL DEZINTEGRARILOR RADIOACTIVE.
VERIFICAREA DISTRIBUTIEI POISSON

1. Scopul lucrarii

Se verifica conditiile experimentale de realizare a distributiei Poisson, aflandu-se estimatele
parametrului acestei distributii.

2. Teoria lucrarii

Sa consideram un detector iradiat cu un fascicul de particule ionizate, ce sunt statistic
independente una de alta, ca de exemplu un fascicul de raze cosmice sau din fondul natural de
radiatii. Ajungerea uneia din particule n detector constituie un fenomen intamplator (aleatoriu). De
aceea, in cursul diferitelor intervale de timp egale prin detector va trece un numar diferit de
particule. Care este in aceste conditii probabilitatea py (t) ca in cursul intervalului de timp t in

detector sa ajunga k particule ?

O astfel de problema este tipica pentru un numar mare de fenomene ale fizicii nucleare, cele
mai multe dintre ele deosebindu-se de cea prezentatd numai prin aceea ca in locul numarului de
particule ce ajung in detector este luat in considerare numarul altor fenomene, ca de exemplu
numarul de dezintegrari ale unei substante radioactive dintr-un anumit interval de timp, numarul de
stele & pe o anumita suprafata dintr-o emulsie nucleara iradiata uniform, etc.

Pentru simplificare, in continuare se va vorbi numai despre numarul de evenimente ce au loc
intr-un interval de timp t.

Sa consideram un interval de timp dt foarte mic (la limitd infinit mic) si sa presupunem ca
probabilitatea realizarii in cursul acestui interval de timp a unui singur eveniment p;(dt) este
proportionala cu dt, adica:

py (dt)=n-d (1)

in care mirimea n, de obicei, este denumitd intensitate. In general intensitatea poate si
depinda de timp, insd vom presupune ca ea este constanta.

Pentru ca in timpul dt sd aiba loc doud evenimente, este necesar ca dupa primul eveniment,
in cursul timpului care a mai ramas pana la sfarsitul intervalului dt, sa aiba loc cel de al doilea
eveniment. Probabilitatea fiecaruia din aceste cazuri este data de o relatie de forma (1), fiind un
infinit mic de ordinul intii datorita lui dt. Avand in vedere independenta statistica a celor doua
evenimente, probabilitatea p, (dt) de realizare a celor doud evenimente este egala cu produsul
probabilititilor lor, adicd va fi un infinit mic de ordinul doi in raport cu dt. In mod analog ne
convingem ca probabilitatile p;(dt), ps(dt),.... de realizare a 34, ... evenimente in cursul
intervalului de timp dt sunt infiniti mici de ordinul trei, patru, .... De aceea, in egalitatea evidenta:

Po (dt) + py (dt) + py (dt) + p3 (dt)+....=1,
care exprima faptul ca in intervalul de timp dt are loc cu certitudine un numar oarecare de
evenimente, se pot neglija termenii de la ordinul doi in sus, rezultand ca:
Po (dt) = 1—py (dt),
care impreuna cu relatia (1) da:
Po(dt)y=1-n-dt.
Din aceasta relatie rezultd ca:
po(dt)=1 )

Conditia (2) exprima faptul c@ in cursul unui interval de timp de marime nuld nu poate avea

loc nici un eveniment si deci:

Po(0)=p2(0)=.....0 @)



Pentru calcularea probabilitatii py (t) vom Incepe cu cel mai simplu caz, cel al probabilitatii
Po(t) ca in cursul intervalului de timp t sd nu aibd loc nici un eveniment. Sa consideram pentru
inceput un interval de timp t + dt nu pre mare si sa calculam pg(t+dt).

Pentru ca in intervalul t+dt sd nu aiba loc nici un eveniment este necesar si suficient ca sa
nu existe nici un eveniment atat in intervalul t, cat si in intervalul dt. Datoritd independentei
statistice a evenimentelor ce au loc 1n intervale independente (nesuprapuse), probabilitatea realizarii
simultane a celor doud cazuri este egala cu produsul probabilitatilor fiecarui caz in parte, deci:

Po (t+dt) = po(t)- po(dt) = po(t)-(1-ndt).

Pe de alta parte, cu o precizie pana la termenul de ordinul (dt) 2 , avem ca:
dpo (1)
po(t+dt) = po (1) +=-

Din cele doua expresii ale lui pg(t+dt), dupa simplificarile corespunzatoare, obtinem

dt.

ecuatia diferentiala:

dpg (1)
+npy =0 3
p” Po 3)
pentru determinarea lui pg(t). Rezolvand ecuatia (3) cu conditia initiala (2), obtinem ca:
po)=e™" @)

Sa calculam acum py (t), presupunand K > 1. Ca si mai inainte, sd calculam pentru inceput
Pk (t+dt) . Pentru ca in intervalul t+dt sa aiba loc k evenimente, este necesar si suficient sa se

realizeze unul din urmatoarele cazuri:
- in intervalul t au avut loc K evenimente, in dt nici unul;
- in intervalul t au avut loc k —1 evenimente, in dt un evenimente;
- in intervalul t au avut loc k — 2 evenimente, in dt 2 evenimente;

- in intervalul t nu a avut loc nici un eveniment, in dt au avut loc k evenimente.
Datorita independentei statistice a evenimentelor ce au loc in intervalele nesuprapuse, rezulta

Pk (t+dt) = py (1)~ po(dt) + py—1 (1) - P1(dD) + py— (1) - P2 (dt) +
+... 4P (L) pg (dt)
Neglijand infinitii mici de ordinul doi i mai mare, relatia de mai sus devine:
Pk (t+dt) = py (1) - P (dt) + px—_1 (1) py(dt),
adica:
Pk (t+dt) = py ()(1—ndt) + py_; (t)-n-dt
Pe de lata parte:
dpy (1)

P (t+dt) = py () + "

Comparand cele doua expresii ale lui py(t+dt) dupa simplificdrile corespunzitoare,

(db).

obtinem ecuatia diferentiala:
dpy

—+ NP =NP_ 5
ot Pk = NPk—_1 Q)

pentru probabilitatea py (t), care trebuie rezolvata impunand conditiile ).
Inlocuind succesiv k =1,2,3,... in ecuatia (5) si tinand cont de relatia (4), obtinem
probabilitatile p;(t), p,(t), st asa mai departe. Se poate vefica cd solutia sistemului de ecuatii (5)
si (3) este:
k
(nlz)' o Nt

Pk (1) = (6)



Notand nt =a, care este o marime constantd pentru un interval t fixat si o intensitate n

constanta, relatia (6) devine:
_a*
Pk = K1 €
care reprezinta legea de distributie Poisson.
Rezultatul obtinut poate fi interpretat in doud moduri. Considerand un numar foarte mare de
instalatii complet identice, compuse din surse de particule identice, in cursul unui interval de timp t
primul detector inregistreaza K; particule, al doilea k, particule si asa mai departe. Atunci valorile

(7

Ki,Ko,....sunt distribuite dupa legea Poisson (7). Considerand acum numai un singur detector si o
singura sursa, detectorul va Inregistra un numar X; X2 X3, de particule in cursul unui numar

mare de intervale de timp egale Intre ele. Dacd intensitatea n este constanta, deci parametrul a este
constant, valorile k; vor fi de asemenea distribuite dupa legea Poisson:

p(x)=——e"° ®)

Fig. 1.

O marime, care reprezintd un numdr de evenimente (variabil in raport cu un anumit factor -
timp, suprafata, volum, etc.), este distribuitd Poisson daca satisface conditiile:

a) este un numar intreg si pozitiv, inclusiv zero:

b) intr-un interval foarte mic al domeniului de variatie se poate produce sau un singur
eveniment sau nici unul (probabilitatea producerii a doud sau mai multe evenimente in acest
interval este nuld);

c¢) probabilitatea producerii unui singur eveniment intr-un asemenea interval foarte mic este
proportionald cu marimea intervalului.

De aici rezulta pentru dispersie:

02:<x2>—<x>2:a2+a—a2:a 9)
Deci parametrul a al distributiei Poisson reprezintd speranta matematica <X> a variabilei

aleatorii, precum si dispersia 2.

Estimarea parametrului a al distributiei

Repetarea de n ori, in conditii identice, a masurarii directe a unei marimi distribuitd Poisson
ofera un colectiv de valori numerice Xp,X3 X3,....,Xp, evident unele valori putandu-se repeta.

Probabilitatea W a realizarii simultane a tuturor celor n valori individuale este egald cu produsul
probabilitatilor individuale:



X X
_5a’l _, a2 _aq a
aZ__.ed ....e?
XI! X2! Xn!

n a%i
W=e =[] — (10)

a carei valoare nu poate fi calculata datorita necunoasterii parametrului a.

In ipoteza plauzabilitatii maxime, drept estimat al parametrului a se considera acea valoare
pentru care functia W 1isi atinge maximul sdu, atunci estimatul parametrului a al distributiei se
obtine din conditia:

JlnW
a
Logaritmand relatia (10), obtinem:

0 (11)

n n
InW = —na+lna2xi —Zlnxi !
i=1 i=1
si derivand 1n raport cu a:

AlnW 1
=—N+—) Xj,
a aé !

astfel ca din conditia (11) se obtine estimatul:

g -
a’ =est(a)= = Xj =X (12)
n:
i=1
care este un estimat consistent si nedeplasat.
Deci, conform relatiei (10), estimatul parametrului a al distributiei Poisson este media

aritmetica X a sirului de valori obtinute experimentale.

Distributia valorii medii

Valoarea medie X a sirului de valori experimentale este la rAndul sdu o marime fluctuanta.
Pentru a stabili legea sa de distributie, sd calculam functia generatoare a distributiei. In conformitate
cu “Teoria erorilor”, functia generatoare a distributiei medie este:

= m )]

Deoarece variabila X este distribuitd Poisson, in conformitate cu relatia (9), obtinem ca:
A

m (2)=e @ .o (13)

astfel ca:

i
A na[e”—lj
m (A)=e " .e"" = (14)

Derivatele acestei functii generatoare sunt:

A
A na{e n —1]

m:(A)=aen e =e
y; 2 2

m#(2) = aen.enae™-h 1 aen
n

Pentru A = 0 se obtin sperantele matematice:



)= (15, 16)
<§2>=a(%+aj ,

astfel ca dispersia este:
=2 —\ 2 1 a
62:<x >—<x> :a(_+aj_a2:_
X n n (17)
Deci media X a sirului de valori experimentale este o0 marime distribuitd Poisson cu speranta
. . . .oa
matematicd a si dispersia —.
n

Estimatul disperisiei mediei este deci:

ngeSt(a)zf (18)
X n n
Numarul de particule care ajung intr-un detector iradiat de o sursa radioactiva cu o intensitate
constantd si deci cadenta impulsurilor inregistrate de detector, adicd numdrul de impulsuri
inregistrate in intervale de timp egale, prezinta fluctuatii.
Pentru un numar infinit de Inregistrari, presupunand ca duratele acestora sunt riguros egale,
numerele de impulsuri obtinute sunt distribuite dupa legea Poisson:
X

Px)=e 2.2 (19)
X!

unde P(X) reprezintd probabilitatea ca la inregistrare sa se obtind x impulsuri, iar a reprezinta
media statistica (speranta matematicd) a impulsurilor inregistrate:

o0
a= Y x-P(x) (20)
x=0
Pentru un numar limitat N de inregistrari se poate presupune cd formula (1) isi pastreaza
valabilitatea doar dacd N este suficient de mare. In acest caz numarul de inregistriri in care se
obtine acelasi numar X de impulsuri va fi:

Ke(X) = P(x)-N (21)

unde indicele € are semnificatia ca aceastd valoare se obtine prin calcul. K. (X) este definit ca

frecventa de aparitia a fenomenului X, adica de cate ori in seria celor N inregistrari vor fi inregistrate
X impulsuri.

In aceasti lucrare se urmireste a se compara pentru un numir N mare de inregistrari,
distributia experimentald a valorilor X cu o distributie Poisson calculati, adicd compararea
frecventelor de aparitie experimentale K, (X) cu frecventele calculate K¢ (X).

Pentru determinarea probabilitatilor Poisson este necesara cunoasterea parametrului a al
distributiei. Insd acesta este necunoscut, valoarea lui depinzand de intensitatea sursei radioactive
(numarul de particule emise in unitatea de timp), tipul detectorului si tensiunea sa de functionare,
geometria inregistrarii. Din aceastd cauza parametrul a va fi inlocuit cu estimatul siu, care s-a
demonstrat a fi valoarea medie aritmetica a sirului de valori X; experimentale:

n'
Y L zxi'Ke(Xi)
— i=1
ESta:X:W.lej :W;Xi.Ke(Xi):In'— (22)
1= = ZKe(Xi)
i=1

in care n' reprezintd numarul de valori x diferite obtinute.



In scopul inlesnirii calculelor, valorile probabilitatilor Poisson se gisesc intr-un tabel din
anexa lucrarii, pentru valori ale parametrului a intre 7,0 si 15,0 in pas de 0,1.

Pentru compararea distributiilor experimentald si calculatd, se utilizeaza testul %> (Pearson).

In acest scop se calculeaza marimea X°, definita ca:

X% = i [Ke ()= Ke (%))
i=1 Ke (Xi)

o este, la randul sau, o marime fluctuanta, prezentand o distributie cu un numar n=n'-1
grade de libertate, Intrucat distributiei Poisson teoreticd i s-a impus conditia de a avea aceiasi
valoare medie cu distributia experimentala.

(23)

Probabilitatea de realizare a unei valori mai mari decit o anumitd valoare X°, pentru un
numar n de grade de libertate, este:
n
0 N Y

P, m)=——— [y2 e 2dy

LI
r(”)ﬂ x
2

Valorile P(9(2 ,n) sunt date intr-un tabel din anexa lucrarii pentru valori &* 6[1,30] si
ne[6,15].
Se considera ca distributia experimentala a valorilor X concorda cu o distributie Poisson daca

P(9(2 ,N) are o valoare cuprinsa intre 5% - 95%.

P(X2 ,N) reprezintd probabilitatea ca un alt ansamblu de determindri experimentale sa
prezinte o abatere fata de distributia Poisson calculata mai mare sau cel putin egala.

3. Dispozitivul experimental

Montajul cuprinde un detector cu scintilatie conectat la un numarator electronic NUMEPORT 537A

4. Instructiuni de utilizare a numaratorului electronic

Pe panoul frontal sunt patru comutatoare:

ALIMENTARE, IMPULSURI, CICLU UNIC, STOP.

Se trece comutatorul de STOP pe T, timp, comutatorul de CICLU UNIC pe cifra 2, care
corespunde la o pauza de 2 sec intre inregistrari consecutive, comutatorul de IMPULSURI pe cifra
2 care marcheaza numadrul de secunde in care se face Inregistrarea de impulsuri. Se alimenteaza
numardtorul de la reteaua de curent si se trece comutatorul de ALIMENTARE pe pozitia LUCRU.

Numarul de impulsuri este afisat electronic in caseta IMPULSURI iar timpul corespunzator in
caseta SECUNDE. In aceste conditii numaritorul inregistreza timp de doua secunde numirul de
impulsuri detectate si becul START este apris dupa care afiseaza timp de 2 secunde (becul START
este stins), sterge Inregistrarea anterioara si porneste automat o noua inregistrare.



5. Modul de lucru

Se Intocmeste un tabel In care pe linie se considera numarul X; de impulsuri afisate dupa 2

secunde, iar pe verticalda se marcheazd aparitia numarului de impulsuri afisat corespunzitor la
fiecare Inregistrare consecutiva. Se recomanda ca valorile afisate X; sd fie cuprinse intre 0 si 20.

Daca numarul de impulsuri Inregistrate depasesc 20 de impulsuri se mareste pragul de
sensibilitate al numaratorului.

6. Prelucrarea datelor experimentale

Se intocmeste un tabel ca acesta:

Xi Ke(Xi) | XiKe(Xj) P(Xj) Ke (X Ke (X)) - Ke (Xj) [Ke(xi)—Kc(xi)]2
Ke(Xi)
S [ e O e e e
ol e | e |
Suma N > o

Pe prima coloand sunt trecute numerele de impulsuri X diferite obtinute, iar pe cea de a doua
coloand sunt trecute frecventele de aparitie experimentale K, (Xj) care se socotesc cu ajutorul

datelor inscrise in primul tabel. Suma valorilor Kg(X;) reprezintd numarul total N de mdsuratori
inregistrate.

Suma z a valorilor X;Kg(Xj) din cea de a treia coloand serveste la determinarea
estimatului parametrului a cu (22). Pe cea de a patra coloana se trec valorile probabilitatilor Poisson
P(xj) calculate dupa relatia (19) in care parametrul a este Inlocuit cu estimatul sdu X. Aceste

valori se extrag din tabelul cu probabilitati Poisson din anexa lucrarii.
Urmatoarea coloana cuprinde frecventele de aparitie K (X;) calculate cu ajutorul relatiei

(21) cu o precizie de o singurd zecimala si se aproximeaza cu valoarea inreagd, prin rotunjirea
corespunzatoare.

In scopul calculdrii marimii X° se completeazd ultimele doud coloane, suma valorilor
cuprinse in ultima coloana reprezentand valoarea x°,

Cu valoarea X° obtinuta si numdrul n=n’'-1 se determina din tabelul de valori ale
probabilitatilor P(%?,n) din anexa lucrarii valoarea probabilitatii P(X?,n).

Se construiesc apoi pe hartie milimetricd histograma teoretica si histograma experimentald, pe
acelasi grafic, eventual cu culori diferite; pe abscisa se considerd numarul de impulsuri X;, iar in

ordonatd frecventele de aparitie calculate K (X; ), respectiv experimentele Kg (X;) .
Referatul asupra lucrarii va cuprinde un rezumat al teoriei, cel de al doilea tabel, graficul cu

cele doua histograme si valoarea probabilitatii P(*, n).
7. Utilitatea lucrarii; aplicatii in economie

Obisnuirea studentilor cu aplicarea metodelor statistice in prelucrarea evenimentelor aleatoare
si a lanturilor stochastice.



8. Intrebiri preliminare
1) Ce este distributia statistica ?
2) Care este parametrul distributiei Poisson ?
3) Care sunt conditiile de valabilitate a distributiei Poisson ?
5) Care sunt estimatele de maxima plauzibilitate pentru distributia Poisson ?
6) Ce este functia generatoare a unei distributii ?

7) In ce consta testul &> 2

8) Imaginati o organigrama pentru prelucrarea la calculator a datelor experimentale.
9) Care este montajul utilizat in cadrul lucrarii

10) Ce legétura cunoasteti intre distributia Poisson, Gauss si binomiala.

9. Observatii

Testul X° este o metoda statistica principala de verificare a faptului daca o distributie este de
tip Poisson, Intrucat acest test este rapid aplicabil, si usor de modelat in calculele executate automat.

Deoarece intre distributiile Poisson, Gauss si Bernoulli existd relatii de legdturd imediate,
obtinute pe baza formulei lui Sticlang, se pot elabora metode statistice de verificare a unor astfel de
distributii, prin extinderea rezultatelor prezentei lucrari.

Aceste distributii, fiind cele mai des intalnite In informatica, statistica matematica, modelarea
procedeelor din economie si tehnicd, importanta acestei lucrari se extinde in afara studiilor din
cadrul laboratoarelor de fizica.



