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• Problema pragului laser – obținerea unui criteriu potrivit pentru a distinge 

când sistemul se află în starea laser și calculul valorii de prag exacte; 

 

    O problemă clasică [1], [2], dar încă dezbătută [3]: 

• [1] V. DeGiorgio and M. O. Scully, Analogy between the Laser Threshold 

Region and a Second-Order Phase Transition, Phys. Rev. A 2, 1170 (1970); 

• [2] P. R. Rice and H. J. Carmichael, Photon statistics of a cavity-QED laser: 

A comment on the laser – phase-transition analogy, Phys. Rev. A 50, 4318 

(1994); 

• [5] C. Z. Ning, What is Laser Threshold?, Quantum Electronics, IEEE 19, 

1503604 (2013); 

 

• Starea laser de neechilibru ca analog al unei tranziții de fază; 

Motivație 
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• Un sistem de N atomi identici în interacție rezonantă cu un 

mod al cavității; 

Imaginea Fizică 

𝛿 = 𝜔𝑐 − 𝜔𝑎 = 0 
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Cadrul Matematic 

Modelul de Interacție Jaynes-Cummings 

𝐻 = 𝐻0 + 𝐻𝐽𝐶 = 𝜀1𝜎+𝜎− + 𝜀2𝜎−𝜎+ + 𝜔𝑐𝑎
†𝑎 + 𝑔𝑎†𝜎− + 𝑔∗𝑎𝜎+ 

 

Descrie sistemul atomic cu 2 nivele în interacție cu un mod 

cuantificat al cavității optice: 
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𝐻 = 𝐻0 + 𝐻𝐽𝐶 = 𝜀1𝜎+𝜎− + 𝜀2𝜎−𝜎+ + 𝜔𝑐𝑎
†𝑎 + 𝑔𝑎†𝜎− + 𝑔∗𝑎𝜎+ 

 

Hamiltonianul atomic 

𝜎+ =  1  2  
𝜎− =  2  1  
𝜔𝑎 = 𝜀1 − 𝜀2 

Hamiltonianul câmpului 
liber 

Hamiltonianul de 
interacție 

𝑔 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑐𝑢𝑝𝑙𝑎𝑗 

Cadrul Matematic 

Modelul de Interacție Jaynes-Cummings 

Descrie sistemul atomic cu 2 nivele în interacție cu un mod 

cuantificat al cavității optice: 
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Ecuația von Neumann-Lindblad pentru operatorul de densitate 𝜌(𝑡), 

scrisă în sistemul de referință rotațional al lui 𝐻0 are forma: 

Ecuația von Neumann – Lindblad 

Cadrul Matematic 
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𝜕

𝜕𝑡
𝜌 = −𝑖 𝐻𝐽𝐶 , 𝜌

+
𝑃

2
2𝜎+𝜌𝜎− − 𝜎−𝜎+𝜌 − 𝜌𝜎−𝜎+

+
𝛾

2
2𝜎−𝜌𝜎+ − 𝜎+𝜎−𝜌 − 𝜌𝜎+𝜎−

+
𝜅

2
[2𝑎𝜌𝑎† − 𝑎†𝑎𝜌 − 𝜌𝑎†𝑎] 

Ecuația von Neumann – Lindblad 
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Ecuația von Neumann – Lindblad 

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 = −𝑖 𝐻𝐽𝐶 , 𝜌

+
𝑃

2
2𝜎+𝜌𝜎− − 𝜎−𝜎+𝜌 − 𝜌𝜎−𝜎+

+
𝛾

2
2𝜎−𝜌𝜎+ − 𝜎+𝜎−𝜌 − 𝜌𝜎+𝜎−

+
𝜅

2
[2𝑎𝜌𝑎† − 𝑎†𝑎𝜌 − 𝜌𝑎†𝑎] 
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Ecuația Master 

  Ecuația Master– dedusă din ecuația von Neumann-Lindblad în 

anumite aproximații, pentru elementele diagonale ale operatorului de 

densitate 𝜌 𝑡 :  

𝑝 𝑛,𝑁1 = 𝑛,𝑁1 𝜌 𝑛,𝑁1  

→ probabilitatea de a avea o stare cu 𝑛 fotoni în cavitate și 𝑁1 atomi 

pe nivelul excitat. 
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𝜕

𝜕𝑡
𝑝 𝑛,𝑁1

= 𝑅 𝑛 + 1 𝑁2 + 1 𝑝 𝑛 + 1,𝑁1 − 1 − 𝑅𝑛𝑁2𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝑅𝑛 𝑁1 + 1 𝑝 𝑛 − 1,𝑁1 + 1 − 𝑅 𝑛 + 1 𝑁1𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝛾 𝑁1 + 1 𝑝 𝑛,𝑁1 + 1 − 𝑁1𝑝 𝑛,𝑁1    
+ 𝑃 𝑁2 + 1 𝑝 𝑛,𝑁1 − 1 − 𝑁2𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝜅 𝑛 + 1 𝑝 𝑛 + 1,𝑁1 − 𝑛𝑝 𝑛,𝑁1  

𝑁 = 𝑁1 + 𝑁2  − 𝑛𝑢𝑚ă𝑟𝑢𝑙 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑎𝑡𝑜𝑚𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

𝑅 =
4𝑔2

𝜅 + 𝛾 + 𝑃
− 𝑟𝑎𝑡𝑎 𝑒𝑚𝑖𝑠𝑖𝑒𝑖 𝑠𝑝𝑜𝑛𝑡𝑎𝑛𝑒 

Ecuația Master 
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𝜕

𝜕𝑡
𝑝 𝑛,𝑁1

= 𝑅 𝑛 + 1 𝑁2 + 1 𝑝 𝑛 + 1,𝑁1 − 1 − 𝑅𝑛𝑁2𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝑅𝑛 𝑁1 + 1 𝑝 𝑛 − 1,𝑁1 + 1 − 𝑅 𝑛 + 1 𝑁1𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝛾 𝑁1 + 1 𝑝 𝑛,𝑁1 + 1 − 𝑁1𝑝 𝑛,𝑁1    
+ 𝑃 𝑁2 + 1 𝑝 𝑛,𝑁1 − 1 − 𝑁2𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝜅 𝑛 + 1 𝑝 𝑛 + 1,𝑁1 − 𝑛𝑝 𝑛,𝑁1  

Absorbție 

Ecuația Master 
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𝜕

𝜕𝑡
𝑝 𝑛,𝑁1

= 𝑅 𝑛 + 1 𝑁2 + 1 𝑝 𝑛 + 1,𝑁1 − 1 − 𝑅𝑛𝑁2𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝑅𝑛 𝑁1 + 1 𝑝 𝑛 − 1,𝑁1 + 1 − 𝑅 𝑛 + 1 𝑁1𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝛾 𝑁1 + 1 𝑝 𝑛,𝑁1 + 1 − 𝑁1𝑝 𝑛,𝑁1    
+ 𝑃 𝑁2 + 1 𝑝 𝑛,𝑁1 − 1 − 𝑁2𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝜅 𝑛 + 1 𝑝 𝑛 + 1,𝑁1 − 𝑛𝑝 𝑛,𝑁1  

Emisie stimulată și spontană 

Absorbție 

Ecuația Master 
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𝜕

𝜕𝑡
𝑝 𝑛,𝑁1

= 𝑅 𝑛 + 1 𝑁2 + 1 𝑝 𝑛 + 1,𝑁1 − 1 − 𝑅𝑛𝑁2𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝑅𝑛 𝑁1 + 1 𝑝 𝑛 − 1,𝑁1 + 1 − 𝑅 𝑛 + 1 𝑁1𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝛾 𝑁1 + 1 𝑝 𝑛,𝑁1 + 1 − 𝑁1𝑝 𝑛,𝑁1    
+ 𝑃 𝑁2 + 1 𝑝 𝑛,𝑁1 − 1 − 𝑁2𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝜅 𝑛 + 1 𝑝 𝑛 + 1,𝑁1 − 𝑛𝑝 𝑛,𝑁1  

Procese neradiative induse de 

rezervor 

Absorbție 

Emisie stimulată și spontană 

Ecuația Master 
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𝜕

𝜕𝑡
𝑝 𝑛,𝑁1

= 𝑅 𝑛 + 1 𝑁2 + 1 𝑝 𝑛 + 1,𝑁1 − 1 − 𝑅𝑛𝑁2𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝑅𝑛 𝑁1 + 1 𝑝 𝑛 − 1,𝑁1 + 1 − 𝑅 𝑛 + 1 𝑁1𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝛾 𝑁1 + 1 𝑝 𝑛,𝑁1 + 1 − 𝑁1𝑝 𝑛,𝑁1    
+ 𝑃 𝑁2 + 1 𝑝 𝑛,𝑁1 − 1 − 𝑁2𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝜅 𝑛 + 1 𝑝 𝑛 + 1,𝑁1 − 𝑛𝑝 𝑛,𝑁1  

Pompaj incoerent 

Absorbție 

Emisie stimulată și spontană 

Procese neradiative induse de 

rezervor 

Ecuația Master 
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𝜕

𝜕𝑡
𝑝 𝑛,𝑁1

= 𝑅 𝑛 + 1 𝑁2 + 1 𝑝 𝑛 + 1,𝑁1 − 1 − 𝑅𝑛𝑁2𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝑅𝑛 𝑁1 + 1 𝑝 𝑛 − 1,𝑁1 + 1 − 𝑅 𝑛 + 1 𝑁1𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝛾 𝑁1 + 1 𝑝 𝑛,𝑁1 + 1 − 𝑁1𝑝 𝑛,𝑁1    
+ 𝑃 𝑁2 + 1 𝑝 𝑛,𝑁1 − 1 − 𝑁2𝑝 𝑛,𝑁1

+ 𝜅 𝑛 + 1 𝑝 𝑛 + 1,𝑁1 − 𝑛𝑝 𝑛,𝑁1  

Pierderile cavității 

Absorbție 

Emisie stimulată și spontană 

Procese neradiative induse de 

rezervor 

Pompaj incoerent 

Ecuația Master 
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Valori medii 

𝑁𝑢𝑚ă𝑟𝑢𝑙 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑡𝑜𝑛𝑖 𝑑𝑖𝑛 𝑐𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑡𝑒 = 𝑛  
𝑎†𝑎 = 𝑇𝑟 𝑎†𝑎𝜌  

𝐼𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎ț𝑖𝑒 = 𝑁1 − 𝑁2 = 𝜎𝑧  
𝜎𝑧 = 𝑇𝑟 𝜎𝑧𝜌 = 𝑇𝑟 (𝜎+𝜎− − 𝜎−𝜎+)𝜌  
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Ecuații de rată 

 

𝜕

𝜕𝑡
𝑛 = 𝑅 𝑛 + 1 𝑁1 − 𝑅 𝑛 𝑁 − 𝑁1 − 𝜅 𝑛

𝜕

𝜕𝑡
𝑁1 = −𝑅 𝑛 + 1 𝑁1 + 𝑅 𝑛 𝑁 − 𝑁1 − 𝛾 𝑁1 + 𝑃 𝑁 − 𝑁1

 

În starea staționară: 

 
𝑅 𝑛 + 1 𝑁1 − 𝑅 𝑛 𝑁 − 𝑁1 − 𝜅 𝑛 = 0

−𝑅 𝑛 + 1 𝑁1 + 𝑅 𝑛 𝑁 − 𝑁1 − 𝛾 𝑁1 + 𝑃 𝑁 − 𝑁1 = 0
 

Deduse din ecuația Master într-o aproximație de tip Mean field: 
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𝑔 = 0.1 𝑝𝑠−1 
𝛾 = 0.02 𝑝𝑠−1 

𝑁 = 1 
𝜅 = 0.01 𝑝𝑠−1 

 

  



𝑔 = 0.1 𝑝𝑠−1 
𝛾 = 0.02 𝑝𝑠−1 

𝑁 = 1 
𝜅 = 0.01 𝑝𝑠−1 

 

  

Prag laser Self-quenching 



Tranziți de Fază în Limita 

Termodinamică  

  Tranzițiile de fază sunt marcate de schimbări abrupte în una sau 

mai multe mărimi ce caracterizează sistemul, la o variație mică a 

unui parametru de control.  
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Tranziți de Fază în Limita 

Termodinamică  

  Tranzițiile de fază sunt marcate de schimbări abrupte în una sau 

mai multe mărimi ce caracterizează sistemul, la o variație mică a 

unui parametru de control.  
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Constanta de cuplaj este proporțională cu 𝑉−1
2  [13]: 

𝑔2~
1

𝑉
~

1

𝑁
 

𝑉 → ∞ 
𝑁 → ∞ 
𝑉/𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Limita termodinamică:  
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𝑁 → ∞, 𝑔 → 0, 𝑔2𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 
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𝑁 → ∞, 𝑔 → 0, 𝑔2𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 
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𝑁 → ∞, 𝑔 → 0, 𝑔2𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 
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𝑁 → ∞, 𝑔 → 0, 𝑔2𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 
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𝑁 → ∞, 𝑔 → 0, 𝑔2𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 
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𝑁 → ∞, 𝑔 → 0, 𝑔2𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 
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Analiza ecuației Master 

𝑁2𝑝 𝑁𝜂,𝑁𝑥
𝑁→∞

𝜌 𝜂, 𝑥  

𝜂 =
𝑛

𝑁
∈ 0,∞  

𝑥 =
𝑁1

𝑁
∈ 0,1  

𝜕

𝜕𝑡
𝜌 = 𝜅

𝜕

𝜕𝜂
𝜂𝜌 − 𝑃

𝜕

𝜕𝑥
1 − 𝑥 𝜌 + 𝛾

𝜕

𝜕𝑥
𝑥𝜌 + 𝑅 

𝜕

𝜕𝑥
𝜂𝑥𝜌

− 𝑅 
𝜕

𝜕𝜂
𝜂𝑥𝜌 − 𝑅 

𝜕

𝜕𝑥
𝜂 1 − 𝑥 𝜌

+ 𝑅 
𝜕

𝜕𝜂
𝜂 1 − 𝑥 𝜌   

  În limita termodinamică ecuația Master devine: 
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Analiza ecuației Master 

𝜂 
  

𝜂 
  

𝑥 𝑥 

log 𝑃 = −2 log 𝑃 = −1.6 
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Analiza ecuației Master 

𝜂 
  

𝜂 
  

𝑥 𝑥 

log 𝑃 = −0.7 log 𝑃 = 1 
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Rezolvarea numerică a EDP – stare laser 

𝑡 = 5 𝑝𝑠 𝑡 = 25 𝑝𝑠 

𝑡 = 75 𝑝𝑠 𝑡 = 1000 𝑝𝑠 
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Rezolvarea numerică a EDP – stare 

normală 

  -înainte de pragul laser;   -după self-quenching; 
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 Concluzii 

• Schimbare abruptă în comportamentul atât a numărului de 

fotoni din cavitate cât și a inversiei de populație – prag laser;  

 

• În limita termodinamică 𝑉 → ∞, 𝑁 → ∞, 𝑉/𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡., 

intervalul de tranziție dintre stări tinde la un punct –  în 

analogie cu tranzițiile de fază de echilibru; 

 

• Criteriu pentru a distinge starea laser: 

lim
𝑁→∞

𝑛

𝑁
> 0 − 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑒 𝑙𝑎𝑠𝑒𝑟 

lim
𝑁→∞

𝑛

𝑁
= 0 − 𝑠𝑡𝑎𝑟𝑒 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙ă 

 

• Aceleași concluzii sunt obținute și cu ecuația Master; 
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Anexă – Determinarea  valorii pragului 

laser 
𝑅𝑛 𝑓1 − 𝑓2 −

𝜅

𝑅 
≅ 0 

𝑓1 − 𝑓2 ≤ 𝑀𝑖𝑛 𝑓1
0 − 𝑓2

0,
𝜅

𝑅 
 

  Din ecuațiile de rate avem: 
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Anexă – Comparație între ecuația 

Master și ecuațiile de rată 

 

 

 

 

 

 
 

Universitatea Politehnica București – Facultatea de Științe Aplicate – Halați Cătălin-Mihai – 2015 



Anexă – Ecuația Master – funcții de 

corelație 𝑔 𝑖 =
𝑎† 𝑖

𝑎 𝑖

𝑎†𝑎 𝑖
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Anexă – Efectul rețelei la integrarea 

numerică 
𝑁′ = 30, 𝑛′ = 100 → 𝑁1

′   = 60, 𝑛1
′  = 200 
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Anexă – Efectul rețelei la integrarea 

numerică 
𝑁′ = 30, 𝑛′ = 100 → 𝑁2

′   = 120, 𝑛2
′  = 400 
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Anexă – Efectul rețelei la integrarea 

numerică 
𝑁′ = 30, 𝑛′ = 100 → 𝑁3

′   = 240, 𝑛3
′  = 800 
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