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1 Clasificarea undelor
Undele reprezintă perturbat, iile care se propagă din aproape ı̂n aproape pornind de la o perturbat, ie
init, ială numită sursă primară de undă. Undele pot fi materiale sau nemateriale, dacă se pro-
pagă ı̂n medii materiale sau nemateriale, pot fi scalare sau vectoriale, după cum mărimea care
caracterizează direct, ia de propagare s, i oscilat, ia este scalară sau vectorială, pot fi transver-
sale sau longitudinale după cum oscilat, ia mărimii ce caracterizează unda este perpendiculară
sau paralelă cu direct, ia de propagare. De asemenea, mediile de propagare pot fi neomogene
sau omogene, dacă mărimea ce caracterizează unda ı̂ntr-un este dependentă de coordonatele
punctului sau nu, pot fi anizotrope sau izotrope, dacă mărimea ce caracterizează unda este
dependentă de direct, ia de propagare.

2 Principiul Huygens-Fresnel
Se defines, te suprafat,a de undă ca locul geometric al punctelor care oscilează ı̂n fază. De aseme-
nea, se defines, te frontul de undă ca locul geometric al punctelor cele mai ı̂ndepărtate de sursă
care oscilează ı̂n fază.
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Principiul Huygens-Fresnel reprezintă observat, ia modului de propagare contiguu al undei
(Huygens) s, i modelarea geometrică a acestei contiguităt, i (Fresnel).

Formularea Huygens: Propagarea undelor se face din aproape ı̂n aproape, prin compu-
nerea unei oscilat, ii armonice liniare s, i o mis, care rectilinie uniformă. În acest sens, fiecare tip
de undă prezintă viteza caracteristică v (pentru sunet vs = 375 m/s, pentru câmpul electro-
magnetic c = 3× 108 m/s).

Formularea Fresnel: În decursul propagării unei unde, fiecare punct de pe frontul de undă
la un anumit moment t poate fi considerat sursă secundară de undă, dând nas, tere următorului
front de undă prin trasarea ı̂nfăs, urătorii ce unes, te punctele care oscilează la momentul t + T
(T este perioada de oscilat, ie) s, i care păstrează forma suprafet,ei de undă generatoare.

3 Ecuat, ia unidimensională a undelor
Pentru determinarea ecuat, iei unidimensionale a undelor se construies, te modelul corzii vibrante:
O coardă elastică de lungime L s, i distribut, ie uniformă a masei totale pe toată lungimea sa.
Deoarece coarda este perfect elastică, tensiunea este tangentă la aceasta. Pentru un element
de coardă dl s, i masă dm, orice deplasare verticală y (x, t) fat, ă de pozit, ia de echilibru este dată
de act, iunea fort,elor de tensiune de la capetele elementului de coardă. Se proiectează mis, carea
pe axele ox s, i oy, s, i se t, ine cont de aproximat, ia unghiurilor mici α s, i β (cosα = cos β = 1 s, i
sinα = α, sin β = β. Pe ox, avem:

dTx = T cos β − T cosα = 0 (1)
ı̂n timp ce pe oy avem:

dTy = T sin β − T sinα = T (β − α) (2)
De asemenea, variat, ia deplasării ı̂n raport cu x, la un capăt al corzii este:

∂y (x, t)
∂t

= tg α ' α (3)

ı̂n timp ce la celălalt capăt, este:

∂y (x+ dx, t)
∂t

= tg β ' β (4)

De aici, variat, ia tensiunii pe oy este:

dTy = T

[
∂y (x+ dx, t)

dx
− ∂y (x, t)

dx

]
= F

∂ [y (x+ dx, t)− y (x, t)]
∂x

(5)

Se observă că:

dTy = T
∂

∂x

[
∂y (x, t)
∂x

]
dx = F

∂2y (x, t)
∂x2 dx (6)

Deoarece dTy = dmay = dm∂2y(x,t)
∂t2

, unde

dm = ρdV = ρSdl = ρS
√

(dx)2 + (dy)2 = ρS

√√√√1 +
(
dy

dx

)2

dx (7)

Vom face aproximarea (∂y/∂x)2 ' 0, s, i rezultă:

dm ' ρSdx (8)
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De aici, ecuat, ia de mis, care a corzii devine:

F
∂2y

∂x2 = ρS
∂2y

∂t2
(9)

de unde, dacă rearanjăm, avem:

∂2y

∂x2 −
ρS

F

∂2y

∂t2
(10)

Mărimea
√
F/ (ρS) are mărimea unei viteze. Ecuat, ia se scrie:

∂2y

∂x2 −
1
v2
∂2y

∂t2
(11)

Aceasta este ecuat,ia unidimensională a undelor.

4 Solut, ia generală a undelor
Solut, ia generală a ecuat, iei unidimensionale are forma unei superpozit, ii de două funct, ii arbitrare:

y (x, t) = f (x− vt) + g (x+ vt) (12)

Dacă se face schimbarea de variabilă: ξ = x− vt

∂f

∂x
= ∂f

∂ξ

∂ξ

∂x
= ∂f

∂ξ
(13)

pentru variabila spat, ială, s, i

∂f

∂t
= ∂f

∂ξ

∂ξ

∂t
= −v∂f

∂ξ
(14)

Dacă derivăm a doua oară, obt, inem:

∂2f

∂x2 = ∂

∂x

(
∂f

∂x

)
= ∂

∂x

(
∂f

∂ξ

)
= ∂

∂ξ

(
∂f

∂x

)
= ∂2f

∂ξ2 (15)

iar pentru variabila temporală:

∂2f

∂t2
= ∂

∂t

(
∂f

∂t

)
= ∂

∂t

(
−v∂f

∂ξ

)
= −v ∂

∂ξ

(
∂f

∂ξ

)
= v2∂

2f

∂t2
(16)

În mod analog, se arată că s, i pentru ζ = x + vt avem aceleas, i identităt, i. Din punct de
vedere fizic, unda caracterizată de ξ se numes, te undă progresivă, ı̂n timp ce unda caracterizată
de ζ se numes, te undă regresivă.

5 Solut, ia particulară a undelor
Pentru găsirea solut, iei particulare, vom aplica metoda separării variabilelor ı̂n expresia lui y:

y (x, t) = S (x)T (t) (17)

Introducem această formă ı̂n ecuat, ia diferent, ială, s, i obt, inem:

T
d2S

dx2 = 1
v2S

d2T

dt2
(18)
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sau:

v2

X

d2X

dx2 = 1
T

d2T

dt2
(19)

Deoarece membrul din stânga este dependent de x, iar cel din dreapta este dependent de t,
singurul caz posibil pentru care avem egalitate este cel ı̂n care cele două părt, i sunt egale cu
aceeas, i constantă, pe care o putem alege convenabil ω2. Pentru membrul dependent de pozit, ie
avem:

d2S

dx2 + ω2

v2 S = 0 (20)

Raportul k = ω/v este numărul de undă, iar solut, ia este:

S (x) = S01 exp (ikx) + S02 exp (−ikx) (21)

Pentru membrul dependent de timp, avem:

d2T

dt2
+ ω2T = 0 (22)

cu solut, ia:

T (t) = T01 exp (iωt) + T02 exp (−iωt) (23)

De aici, solut, ia este:

y = S (x)T (t) = Y0 exp [±i (ωt± kx)] (24)

6 Unda armonică plană
Unda armonică plană este o particularizare a solut, iei particulare, care ia ı̂n calcul doar unda
progresivă:

y (x, t) = Y0 exp [i (ωt− kx+ θ0)] (25)

care prezintă partea reală:

y (x, t) = Y0 cos (ωt− kx+ θ0) (26)

Funct, ia este periodică ı̂n timp s, i spat, iu. Perioada temporală satisface condit, ia:

ω (t+ T ) = ωt+ 2π (27)

de unde rezultă:

T = 2π
ω

(28)

Perioada spat, ială satisface condit, ia:

k (x+ λ) = kx+ 2π (29)

de unde rezultă:

λ = 2π
k

(30)
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s, i poartă numele de lungime de undă. Se observă că dacă notăm faza θ = ωt − kx + θ0,
următoarele relat, ii sunt respectate:

ω = ∂θ

∂t
, k = − ∂θ

∂x
(31)

7 Unda armonică tridimensională
Unda armonică tridimensională are funct, ia de undă ce respectă ecuat, ia undelor:

∆ψ − 1
v2
∂ψ

∂t
= 0 (32)

unde ∆ reprezintă operatorul Laplace, dat de:

∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂

∂z2 (33)

Pentru acest tip de funct, ie, vom presupune proiect, iile independente pe cele trei axe. Acest
lucru implică relat, ia:

ψ (x, y, z, t) = X (x)Y (y)Z (z) exp (iωt) (34)

Dacă introducem ı̂n ecuat, ia sistemului, se obt, ine:(
Y Z

d2X

dx2 +XZ
d2Y

dy2 +XY
d2Z

dz2

)
exp (iωt) = −ω

2

v2 XY Z exp (iωt) (35)

Reducem funct, ia exponent, ială, notăm k2 = ω2/v2 = k2
x + k2

y + k2
z s, i ı̂mpărt, im fort,at cu

XY Z. Se obt, in 3 ecuat, ii de forma:

1
ζs

d2ζs
ds

= k2
ζ (36)

cu ζs ∈ {X, Y, Z} s, i s ∈ {x, y, z}. Aceste ecuat, ii sunt de tip armonic liniar, având solut, iile:

ζ (s) = ζ01 exp (ikζs) + ζ02 exp (−ikζs) (37)

Introducând s, i funct, ia de timp, se obt, ine solut, ia temporală pe direct, ia s:

ψs = ζ (s) exp (iωt) (38)

Din suprapunerea solut, iilor, se obt, ine:

ψ = ψ0 exp [i (ωt− (kxx+ kyy + kzz))] (39)

Dacă se defines, te vectorul ~k = kx~1x + ky~1y + kz~1z s, i vectorul ~s = ~1x + ~1y + ~1z, solut, ia se scrie
restrâns:

ψ = ψ0 exp
(
i
(
ωt− ~k~s

))
(40)
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8 Unde sferice
În cazul ı̂n care sursa este punctiformă, iar mediul este omogen s, i izotrop, frontul de undă
capătă o formă sferică. Pentru a descrie acest tip de undă, se rezolvă ecuat, ia diferent, ială
tridimensională a undelor, ı̂n care operatorul Laplace este scris ı̂n formă sferică - din motive de
convenient, ă:

∆r,θ,ϕ = 1
r2

[
∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+ 1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ ∂

∂θ

)
+ 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
(41)

Deoarece suprafat,a sferică se păstrează pentru orice θ s, i ϕ, funct, ia va depinde doar de r ı̂n
coordonate sferice. Laplacianul se rescrie doar pentru r, iar ecuat, ia sistemului devine:

∆rψ −
1
v2
∂ψ

∂t
= 0 (42)

unde

∆r = 1
r2

[
∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)]
(43)

Solut, ia generală se obt, ine construind funct, ia φ = rψ. Înlocuind ı̂n ecuat, ia diferent, ială, se
obt, ine:

∂2φ

∂r2 −
1
v2
∂2φ

∂t2
(44)

Deoarece ecuat, ia diferent, ială este aceeasi, cu singura diferent, ă fiind faptul că variabila
spat, ială devine raza ı̂n loc de proiect, ia pe axă, funct, ia φ este echivalentă matematic cu funct, ia
ψ. Dacă ne aducem aminte că funct, iile de undă reprezintă superpozit, iile dintre o funct, ie
progresivă s, i una regresivă:

φ = φp

(
t− r

v

)
+ φr

(
t+ r

v

)
(45)

Din punct de vedere matematic, aplicând metoda separării variabilelor, se obt, ine:

φ = A exp
(
iω
(
t+ r

v

))
+B exp

(
iω
(
t− r

v

))
(46)

de unde se obt, ine funct, ia ψ:

ψ = A

r
exp

(
iω
(
t+ r

v

))
+ B

r
exp

(
iω
(
t− r

v

))
(47)

9 Unde stat, ionare
Unda stat, ionară apare prin suprapunerea a două unde, una progresivă s, i una regresivă, de
amplitudini s, i pulsat, ii egale. În natură, aceste unde apar ı̂ntr-o coardă vibrantă, de lungime
fixată L, care are ambele capete fixate. Solut, ia generală este:

y (x, t) = Yp cos (ωt− kx) + Yr sin (ωt+ kx) (48)

Utilizând metoda separării variabilelor pentru y, ca ı̂n cazul precedent, vom obt, ine formele
funct, iilor:

S (x) = S01 cos kx+D sin kx (49)
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T (t) = T01 cosωt+ T02 sinωt (50)

Vom studia condit, iile la limită: Deoarece capetele corzii sunt fixate, avem y (0, t) = y (L, t) =
0. De asemenea, undele sunt induse de o anumită perturbat, ie init, ială, de forma y (x, 0) = ϕ (x),
cu variat, ia ∂y/∂t (x, 0) = ϕ1 (x). Aplicăm condit, iile la limită ı̂n ecuat, ia funct, iei dependente
de x, s, i condit, iile init, iale ı̂n ecuat, ia funct, iei dependente de t. În urma aplicării condit, iilor la
limită se obt, in coeficient, ii:

S01 = 0, s, i S02 sin kL = 0 (51)

Această ecuat, ie este satisfăcută pentru o serie de de numere de undă kn:

knL = nπ (52)

Deoarece kn = 2π/λn se observă că punctele aflate la λn nu oscilează. Aceste puncte se
numesc noduri. Punctele aflate la mijlocul distant,ei dintre noduri se numesc ventre.

10 Pachetul de unde
Pachetul de unde este un model teoretic utilizat pentru a descrie o perturbat, ie de durată finită.
Astfel, dacă vom considera pentru exemplificare o undă plană unidimensională, care se propagă
pe o durată infinită, mărimea perturbat, iei este partea reală a solut, iei ecuat, iei undelor:

y = A cos (ω0t− kx) (53)

Această undă poate fi construită ı̂n spat, iul frecvent,elor prin intermediul unei singure com-
ponente, la frecvent,a ω0, de amplitudine A. Dacă, ı̂n schimb timpul ı̂n care are loc oscilat, ia
devine finit, pentru construct, ia acestei unde este nevoie de folosirea unei bande simetrice de
frecvent,e centrate pe ω0 s, i de lărgime ∆ω. Pentru o perturbat, ie de durată finită ∆τ , lărgimea
de bandă ∆ω este:

∆ω = 2π
∆τ (54)

Pentru acest interval, funct, ia de undă este dată de suprapunerea tuturor componentelor:

ψ =
ω0+∆ω/2∫
ω0−∆ω/2

A (ω) exp (i (ωt− k (ω)x)) dω (55)

Pentru cazul ı̂n care toate componentele au aceeas, i amplitudine A0, se poate dezvolta k (ω)
ı̂n serie Taylor ı̂n jurul lui ω0, până la primul ordin:

k (ω) = k (ω0) + (ω − ω0) dk
dω

∣∣∣∣∣
ω0

(56)

Dacă introducem această formă ı̂n solut, ie, se obt, ine:

ψ = A exp (i (ω0t− k (ω0)x))
ω0+∆ω/2∫
ω0−∆ω/2

exp
[
i (ω − ω0)

(
t− dk

dω

∣∣∣∣∣
ω0

x

)]
dω (57)

Se efectuează schimbarea de variabilă:
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ξ = t− dk

dω

∣∣∣∣∣
ω0

x (58)

s, i ω − ω0 = Ω, iar solut, ia devine:

ψ = A exp (i (ω0t− k (ω0)x))
∆ω/2∫

−∆ω/2

exp (iΩξ) dΩ (59)

După rezolvarea integralei, se obt, ine:

ψ = A exp (i (ω0t− k (ω0)x))
exp

(
i∆ω

2 ξ
)
− exp

(
−i∆ω

2 ξ
)

iξ
(60)

de unde:

ψ = A exp (i (ω0t− k (ω0)x))
2 sin

(
∆ω
2 ξ
)

ξ
(61)

sau mai convenabil:

ψ = A∆ω exp (i (ω0t− k (ω0)x))
2 sin

(
∆ω
2 ξ
)

∆ω
2 ξ

(62)

Această relat, ie arată că solut, ia pachetului de unde este o combinat, ie ı̂ntre două tipuri de
suprafet,e - un set de suprafet,e care oscilează ı̂n fază, s, i un set de suprafet,e care prezintă aceeas, i
amplitudine. Cele două tipuri de suprafet,e se propagă cu două viteze diferite:

• Viteza de fază, care exprimă viteza de oscilat, ie a perturbat, iilor ce compun spectrul. Viteza
de fază este determinată din condit, ia de fază constantă:

vf = dx

dt
= ω0

k (ω0) (63)

• Viteza de grup, vg, care exprimă viteza cu care se propagă suprafet,ele de aceeas, i ampli-
tudine ( viteza cu care se deplasează ı̂nfăs, urătoarea pachetului ). Viteza de grup este
constantă s, i depinde de natura undelor - oferă viteza de propagare a undelor. Dacă pe
parcursul propagării componentele spectrale prezintă viteze de grup diferite, se ajunge
ı̂ntotdeauna la alterarea formei init, iale a ı̂nfăs, urătorii. Acest fenomen se numes, te dis-
persie. Este de ment, ionat că unda se propagă nedeformat ı̂n condit, iile ı̂n care viteza de
grup este egală cu viteza de fază. Pentru situat, iile in care vg 6= vf , se disting următoarele
cazuri:

– Dispersia normală - dacă viteza de fază este mai mare decât viteza de grup. În acest
caz, ı̂nfăs, urătoarea pachetului suferă o extindere.

– Dispersia anomală - dacă viteza de fază este mai mică decât viteza de grup. În acest
caz, ı̂nfăs, urătoarea suferă o compresie, s, i apoi o extindere ı̂n sens invers.
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