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1 Miscarea rectilinie

Miscarea rectilinie presupune pastrarea unei directii paralele cu una dintre axele de coordonate
la orice moment de timp t. Vom alege pentru simplitate axa ozx.

1.1 Miscarea rectilinie uniforma

Acest tip de miscare presupune mentinerea unei viteze constante pe parcursul evolutiei. In
aceste conditii, avem:

dv
=—=0 1
si
x:/vdt:xg—irvt (2)



1.2 Miscarea rectilinie uniform variata

Acest tip de miscare presupune mentinerea unei acceleratii constante pe parcursul evolutiei. In
aceste conditii, avem:

v:/adt:vo+at (3)

t2
x:/vdt:/(v0+at)dt:a:0+vot+a7 (4)

Daca eliminam timpul intre aceste doua ecuatii, se obtine ecuatia Galilei:

v =/ + 2ax (5)

1.2.1 Caderea libera

Caderea libera este o miscare rectilinie uniform variata pe directie verticala, cu acceleratia
constanta g = 9.81m/ s>, Sistemul fizic are viteza initiald vy = 0, si porneste de la indltimea
Yo = h. Scriind ecuatiile miscarii rectilinii variate pentru acest caz, se obtin urmatorii parametri
de interes:

1. Timpul de cadere:

2h
te=1/— 6
J (6)

2. Viteza la momentul impactului cu coordonata y = 0:
v =4/2gh (7)

1.2.2 Aruncarea pe verticala

Aruncarea pe directie verticala este un alt caz particular al miscarii rectilinie uniforma variata,
si presupune ca sistemul porneste de la nivelul y, = 0, pe directie verticala, avand viteza initiala
vg # 0, urca pana la o anumita Inaltime h si se reintoarce in pozitia initiala. Scriind ecuatiile
miscarii rectilinie variata, se obtin parametrii de interes:

1. Timpii de urcare si coboréare:

2. Inaltimea maxima la care urca sistemul:



1.2.3 Aruncarea sub un unghi dat

Un sistem care este aruncat la un unghi 6 fata de orizontala, avand viteza initiala vy # 0 si coor-
donate initiale n originea sistemului de referinta, executa simultan doua miscari: pe orizontala
- miscare rectilinie uniforma, pe verticala - miscare rectilinie uniform variata. Parametrii de
interes sunt:

1. Timpii de urcare si coborare:
by =t =~ =2""— (10)

2. Inaltimea maxima la care urca sistemul:

2 .
ho Y _ vg sin? 0 (11)
g 29

3. Distanta maxima fata de pozitia initiala la care cade corpul:

2upsinf v sin 20
g g

x =, (t, +t.) = vgcost (12)

1.2.4 Miscarea rectilinie uniform accelerata cu forte de rezistenta

Pana acum, modelele considerate au presupus acceleratiile si fortele constante. Din acest motiv,
parametrii cinematici sunt gasiti prin integrarea directa a acceleratiei gasite prin intermediul
principiului al II-lea. Problema devine mai complicata in momentul in care in miscare intro-
ducem forte care depind de parametri cinematici. Vom considera un sistem de masa m care se
misca pe o directie orizontala cu o acceleratie a caruia i se opune o forta de rezistenta F, = —yv.
In aceste conditii, scriem principiul al II-lea al mecanicii:

F=ma=—yv (13)
De aici, scriem ecuatia de miscare a sistemului:

dv 7y
—+—v=0 (14)

at  m
Aceasta ecuatie reprezinta ecuatia de miscare a modelului. Conform procedurii de modelare,
rezolvarea acestei ecuatii produce forma matematica a parametrului de interes, in acest caz

viteza: Daca se noteaza

8
0= — 15
5 (15)
Ecuatia de miscare are solutia generala:
v (t) = v exp (—4t) (16)

unde 0 reprezinta coeficientul de atenuare. Pentru cazul in care forta de tractiune este mai
mare decat forta de rezistenta, ecuatia sistemului nu mai este egala cu zero, ci cu o constanta.
Gasirea solutiei generale acestei ecuatii este asemanatoare cu rezolvarea de mai sus, dar gasirea
unei solutii particulare pentru cazul dat presupune introducerea formei generale in expresie si
recalcularea celorlalti parametri.



2 Miscarea circulara

Modelul presupune un sistem de masa m care executa o miscare pe circumferinta unui cerc de

raza R.

2.1 Miscarea circulara uniforma

In acest caz, viteza unghiulara este considerata constanta. De aici, rezulta:

dw
E—E—O

si
Qz/wdt:00+wt

Relatia intre viteza liniara si viteza unghiulara:

v=wX R=wR

2.2 Miscarea circulara uniform variata

In acest caz, acceleratia unghiulara este considerata constanta. De aici, rezulta:

w:/edt:wo+et
si

2

9:/wdt:/(w0+et)dt:00+w0t+Eg

Relatiile intre componentele acceleratiei si componentele unghiulare:

a, =€ X R=¢€¢R

an = w X (W x R) = w?R

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

Notatiile vectoriale au fost omise deoarece sensurile raman aceleasi pe durata evolutiei.

3 Miscarea oscilatorie

Modelul oscilatorului liniar este unul dintre cele mai importante din fizica, deoarece in natura
exista un numar destul de numeros de fenomene care pot fi echivalate cu acest model. De
exemplu, undele sunt oscilatori liniari care se propaga cu o viteza in spatiu, comportamen-
tul atomilor in reteaua cristalina poate fi echivalat cu un oscilator liniar, agitatia termica a
microsistemelor poate fi de asemenea echivalata cu un oscilator liniar, precum si multe alte

fenomene.



3.1 Miscarea oscilatorie armonica

Modelul oscilatorului armonic presupune un sistem de masa m legat de un resort de constanta
elastica k, care este deplasat din pozitia de echilibru. Forta de tractiune din fiecare punct este
egala cu forta elastica din resort. Modelul se scrie:

d*x

ma=m-_g = —kx (24)

Impartim la m si notam wy = \/k/m. Se obtine ecuatia de miscare a modelului:

d*x
-+ wir =0 (25)
Solutia generala a acestei ecuatii este:
x (t) = Asin (wot + 0p) (26)

unde A este amplitudinea, wy este pulsatia naturala si 6y este faza initiala a oscilatiilor. Pentru
oscilatii armonice, toti acesti parametri sunt constanti. Pe baza pulsatiei se defineste perioada
naturala ca fiind intervalul de timp in care se efectueaza o oscilatie completa:

_27r

T (27)

Wo
si frecventa naturala ca fiind numarul de oscilatii complete efectuate in unitatea de timp:
vV=—=— (28)

Datorita formei analitice a lui z (¢), se poate observa ca miscarea oscilatorie reprezinta
proiectia pe axa a unei miscari circulare cu viteza unghiulara wy. Aceasta echivalenta permite
reprezentarea unei oscilatii cu ajutorul fazorilor (vectori rotitori).

3.2 Miscarea oscilatorie armonica amortizata

Sa adaugam la modelul oscilatorului armonic un amortizor cu constanta de amortizare . Forta
inertiala este data de suma dintre forta elastica si forta de rezistenta (sau amortizare). Principiul
IT al mecanicii se scrie:

F =ma = —kx —~yv (29)

Impértim la m si efectuim notatiile: wy = \/k/m - pulsatia naturald si § = v/ (2m) - coeficientul
de atenuare. Se obtine ecuatia de miscare:

& d
d—tf + 256% Wz =0 (30)

Rezolvarea acestei ecuatii se face prin inlocuirea cu ecuatia caracteristica:
2 2 _
5°+20s +wy =0 (31)
Aceasta este o ecuatie de gradul 2, avand radacini reale pentru (/w3 — 62, de forma:

S1,2 = -0 =+ \/52 — w% (32)

Se disting urmatoarele cazuri:



1. Daca d > wy, ecuatia caracteristica are radacini reale, iar solutia generala are forma:

x (t) = Crexp (s1t) + Cyexp (sat) (33)

Deoarece argumentele exponentialelor sunt reale si negative, se observa ca miscarea se
atenueaza nainte ca oscilatia sa apara.

2. Daca 0 = wy, ecuatia caracteristica are o singura radacina s = J. Solutia generala devine:

x = (C1t 4+ Cy) exp (—6t) (34)
La fel ca in cazul precedent, miscarea este atenuata Inainte ca oscilatia sa apara.

3. Daca § < wy, ecuatia caracteristica are radacini complexe de forma:

S19=—0tiJwd—02=—0+tiw (35)

Solutia generala a ecuatiei de miscare este:

x (t) = exp (—6t) [C} exp (iwt) + Cy exp (—iwt)] = Aexp (—dt) sin (wt + ) (36)

Se observa ca amplitudinea se atenueaza exponential cu timpul, iar pulsatia devine depen-
denta de coeficientul de atenuare 0. Faza initiala ramane constanta. Perioada oscilatiei
este:

2m 2m
w Jw? — 82
avand o valoare mai mica decat perioada naturala. Pentru aceasta miscare, se defineste

decrementul logaritmic ca fiind parametrul ce caracterizeaza gradul de amortizare al am-
plitudinii oscilatiei dupa o perioada:

T = (37)

A(t+T)

A=1In A

= T (38)

3.3 Miscarea oscilatorie armonica fortata

Vom adauga modelului de mai sus o componenta externa a fortei. De interes este o forma a fortei
care sa intretina miscarea oscilatorie. Din acest considerent, forta va avea forma matematica:

F() = fo sin (Qt) (39)
Modelul de miscare devine:
d*x dz 9 fo .
a2 + 25$ + wpr = - sin (Qt) (40)

Aceasta este o ecuatie diferentiala de ordinul doi, neomogena. Solutia este o superpozitie de
doua componente, xq (t) si 1 (t):

z(t) =xo (t) + 21 (2) (41)



Alici, xg este solutia generala a ecuatiei omogene, iar x; este o solutie particulara a ecuatiei
neomogene, obtinuta prin inserarea lui z( in ecuatia diferentiala si ajustarea coeficientilor pentru
a egala componenta neomogena Fj. Solutia ecuatiei omogene tinde la zero pentru ¢t — oo, deci
x = x1. Rezulta ca z; va avea forma:

x1 = Asin (2t + 0) (42)

Substituim in ecuatia diferentiala aceasta forma si obtinem parametrii:

fo/m

A= - (43)
V(wg — 02)? + 45202
si
20w

3.4 Compunerea oscilatiilor armonice cu aceeasi frecventa si directie

In cazul in care asupra unui corp actioneaza mai multe forte de tip armonic pe aceeasi directie,
care dau nastere unor oscilatii cu aceeasi pulsatie, oscilatia rezultanta este data de suprapunerea
oscilatiilor componente:

xr = Al sin (th + 61) , X9 = A2 sin (Ldot -+ 02) (45)

r =1z + 2y = Asin (wt + 0) (46)

Amplitudinea este data de relatia:

A=\ A%+ A%+ 24, A5 cos (6, — 0,) (47)
iar defazajul este dat de:
tg 0 — A1 sin 91 + A292 (48)
Aj costy + As cos by
Se disting urmatoarele cazuri speciale:
1. Pentru un defazaj 6 = 2kn, amplitudinea devine:
A=A+ A (49)
2. Pentru un defazaj § = (2k + 1) 7 , avem:
A=A — A (50)

3. Pentru un defazaj 0 = (2k + 1) 7, avem:

A= \JA? + A3 (51)



3.5 Variatii mici ale frecventei. Fenomenul de batai.
Daca frecventele celor doua oscilatii sunt sensibil diferite, cele doua solutii au forma:

ZL’j = Aj SiIl (w]'t —f- QJ) (52)
cu j € 1,n. Daca abordam modelul simplificat, in care toate amplitudinile componentelor sunt
egale A; = A, si fazele initiale 6; = 0, pentru doua componente, superpozitia lor este:

r =x1 + x93 = 2A cos (Qt) cos (wt) (53)
cu componentele w si €2 date de:
wi + W w1 tw
== Q = @te (54)

Se observa ca rezultanta suprapunerii este o oscilatie cu pulsatia w cu amplitudinea modulata
cu pulsatia €.

3.6 Compunerea oscilatiilor armonice cu aceeasi frecventa si directii
ortogonale

Daca vom considera doua pulsatii ce poseda aceeasi pulsatie wy dar care au loc pe directii
ortogonale, coordonatele pe x si y sunt date de:

xr = Asin (wot + 6,) ,y = Bsin (wet + 0,) (55)

Daca alegem 0, = 0 si 0, = 0 defazajul relativ al 0, fata de 0,, cele doua relatii devin:

r = Asin (wot+) ,y = Bsin (wot + 0) (56)

Daca eliminam timpul intre cele doua ecuatii de mai sus, se obtine relatia:

Y Ty .
E—|—§—2E0089:sm29 (57)

Se disting urmatoarele cazuri particulare:

1. Daca 0 = 2km, avem:

B
Y= Zm (58)
2. Daca 6 = (2k + 1) 7, avem:
B
y=-—5 (59)
3. Daca ¢ = (2k + 1) 7, avem:
2?2

Pentru situatiile in care raportul intre pulsatiile pe x si y este un numar intreg n, in urma
eliminarii timpului intre functiile parametrice, se vor obtine figurile Lissajous de ordinul n.
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