ANEXA 1

A 1.1. Solutiile WKB unidimensionale

Pentru a determina solutiile stationare ale ecuatiei Schrodinger
independente de timp prin metoda WKB se considerd o functie de unda y(x) care
satisface ecuatia:

y”+§l—};1[E—V(x)]y:0. (A LD

Notand

yzeiW/h, cu W=S+?1HA (A1.2)
(unde S si A sunt functii pare de 7 ), se obtine sistemul de ecuatii echivalente

S 2m(E-V)= h2§ (A 1.3)

24'S'+A4S'"'=0. (Al14)

Relatia (A 1.4) reprezinta ecuatia de continuitate si prin integrarea acesteia

rezulta:
1

A= const-(S") 2. (A 1.5)
Inlocuind expresia 4 in ecuatia (A 1.3), se obtine ecuatia:
2
3 S" 1 SW
S?=om(E-V)+n?| 2| 2] -2, (A 1.6)
4\ S’ 28

Relatia (A 1.6) reprezinta o ecuatie diferentiald de ordinul al treilea in S si
este riguros echivalenta cu ecuatia Schrodinger de la care am plecat.
Aproximatia WKB consté in a dezvolta pe S in serie dupa puterile lui 72 :

S=8¢+h>S; +.., (A 1.7)

apoi 1n a substitui aceasta dezvoltare 1n ecuatia (A 1.6) si a retine numai termenii
de ordinul zero:

S?~ 8% =2mlE-V(x)] (A 1.8)

Aceasta ecuatie aproximativa poate fi usor integrata.

Dupd cum E > V(x), sau £ < V(x), in ecuatia (A 1.8) se pot distinge
doua cazuri.

Cazul 1: £ > V(x) . Definind lungimea de unda cu ajutorul relatiei:

A(x)= i (A 1.9)

1/2m|E— V(x ), '
rezultd ci ecuatia (A 1.10) este satisficuti numai daci S'~+#/X. In acest caz
solutia WKB este o combinatie liniard de functii oscilante de forma:
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y(x)=a Kcos(jx%+(pj, (A 1.10)

in care: o si @ sunt doud constante arbitrare.

Cazul 2: £ < V(x). in acest caz

h
I(x)= , (A1.11)
RN =)
iar ecuatia (A 1.8) este satisfacuta daca S'~ +7i/ k. Solutia WKB este o combinatie
liniara de exponentiale reale,

y(x)=+1| yexp +j% +dexp —j% . (A 1.12)
x x

A 1.2. Conditiile de valabilitate a aproximatiei WKB
Teoria aproximatiei WKB este destul de complexd. In cazul general

dezvoltarea (A 1.7) dupa puterile lui #> nu este convergenti, aceasta fiind o
dezvoltare asimptoticad care, intreruptd dupd un numar finit de termeni, da

posibilitatea evaludrii lui S cu o aproximatie buni daci 7 este destul de mic.
Pentru a gasi un criteriu de valabilitate a aproximatiei WKB, putem calcula

cel de al doilea termen de dezvoltarii (A 1.7), h251 . Corectia de ordinul #% consta
in a inmulti solutia WKB prin factorul ™1 Efectul este neglijabil dacd AS; <<1.

Inlocuind dezvoltarea (A 1.7) in ecuatia (A 1.6) si egaland intre ei termenii
in 7%, se obtine pentru S, ecuatia diferentiala

1
(SO Tz 2
. 31 S 1S
280S] =—=—=>| 20| - 20 (A 1.13)
E
In cazul cand E > V(x) rezultd Sy = +7/ X . Dupa efectuarea calculelor se
obtine:

st = =] Lo 12

8 &
(A 1.14)
iar 1n final
2
hS; == l7&'—ljx—dx . (A 1.15)
4 8x A
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Daca E < V(x) se obtine o expresie identica, cu l(x) in loc de A(x).
Conditia /S, << este indeplinitd daca
A'(x) <<1candE >V (x)
I'(x) <<1candE <V (x).
Criteriul (A 1.16) poate fi comparat cu conditia de valabilitate a

aproximatiei clasice in general. Acest criteriu mai poate fi exprimat si prin
inegalitatea urmatoare, in care intervin potentialul ¥(x) si prima sa derivata:

|mh V'|

(A 1.16)

—<<1. (A 1.17)

A 1.3. Puncte de intoarcere si formule de racordare

In cele mai multe dintre cazurile in care se foloseste aproximatia WKB,
conditia (A 1.17) este indeplinitad peste tot in afara de vecinatatea punctelor

E=V(x). (A 1.18)

Acestea sunt punctele de intoarcere ale miscarii clasice, puncte in care
viteza particulei se anuleaza si 1si schimba semnul.

Din punct de vedere matematic, aproximatia WKB constd in a nlocui
ecuatia Schrodinger

y”+x%zo (A 1.19)

prin ecuatia

yvu{iz _GRy ) y=0, (A 1.20)
kK

atdt in regiunea E >V, cat si in regiunea E < V(x), regiune in care A =1/ . Se
verifica usor, intr-adevar ca expresiile (A 1.15) si (A 1.17) sunt tocmai cele ale
solutiilor generale ale ecuatiei (A 1.20). Aceasta ecuatie are un punct singular

(o singularitate de tip (x—a)_2) in orice punct a in care lungimea de unda devine
infinitd, adica in fiecare din punctele de intoarcere. In vecinatatea acestor puncte,
inlociurea ecuatiei Schrodinger cu ecuatia (A 1.20) nu este justificatid. Pentru a
obtine solutia completd, trebuie ca ecuatia Schrodinger sa fie rezolvata intr-un
domeniu de intindere convenabila din jurul punctului de intoarcere si sa fie
racordatd aceastd solutie cu solutiile (A 1.15) sau (A 1.17) care reprezintd bine
functia de unda in domeniile vecine, in care aproximatia WKB este valabila.

In practicd, nu este prea important si se cunoascid forma particulard a
solutiei 1n regiunea punctului de intoarcere, atata vreme cit se stie sd se racordeze
solutiile WKB de o parte si de alta a acestui punct.

Pentru a obtine formulele de racordare dintre solutia WKB exponentiala si
solutia WKB oscilatorie, de o parte si de alta a unui punct de intoarcere, se
presupune ca E > V(x) sau F < V(x) dupd cum x>a sau x<a (bariera la

stinga).
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Solutia generala este o combinatie liniard a doud solutii y; si y,, ale caror

forme asimptotice sunt:
-a)pentru x << a;

X dx l @dx
bg zx/7e><p{+ jTJ,yz z%exp —IT (A1.21)
‘ X
-b) pentru x>>a;
l xd_x X
¥ ~—K2sin j——E , ¥y = L2 cog j%—z . (A 1.22)
A 4 x4
a a
Definind numarul de lungimi de unda continute intr-un interval dat (x1 ,xz)
X, X,
prin integrala (1/ 27[) [(dx/R) sau (1/ 27[) [(dx/I), dupd cum ne aflim la
X X

dreapta sau la stanga punctului de intoarcere conditiile de valabilitate a acestor
formule de racordare sunt urmatoarele:

- a) in punctul de intoarcere, energia cinetica £ —V tinde catre zero ca
(x—a) si rdmane, cu o aproximatie, proportionala cu (x - a) intr-o regiune care
se Intinde peste cel putin una, dar de preferinta peste mai multe lungimi de unda,
de o parte si de alta;

- b) fiecare dintre aceste regiuni de intoarcere se racordeaza de o parte si de
alta a punctului sau de intoarcere cu o regiune asimptotica care se intinde pe mai
multe lungimi de unda si in care aproximatia WKB propriu-zisa este justificata.

In cazul folosirii formulelor (A 1.21) si (A 1.22) trebuie luate anumite

precautii. Dificultatile provin din faptul ca solutia Ay, + By, are, in afara cazului
particular cand 4 =0, o aceeasi forma asimptotica ca Ay, in regiunea x <<a;
termenul exponential crescitor Ay, predomind intotdeauna fatd de termenul
exponential descrescdtor By,, oricat de mic ar fi 4 fata de B, atdta vreme cat A

nu este riguros nul. Prin urmare, cunoasterea formei asimptotice nu este suficienta
pentru determinarea solutiei decat daca aceastd forma este de tipul exponential

descrescator (tipul y,); reciproc, daca coeficientii 4 sau B nu sunt cunoscuti

decat aproximativ si daca |A| << |B

, orice determinare, chiar si aproximativa, a
formei asimptotice este imposibila.

Presupunand c@ solutia. WKB 1in regiunea asimptoticd (x << a) este
cunoscuta, solutia WKB oscilatorie cu care aceasta se racordeaza este de tipul

1

: - 1,5 ¢ . :

exponential descrescator EBZ 2(— [(dx/ l)j; in acest caz, solutia este de forma
X

By, in regiunea punctului de intoarcere si comportarea sa in regiunea x >>a este
datd formula (A 1.22). Rezultatul se poate scrie
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X X
1 lexp[— IEJ — Kcos[jg—ﬁj (A 1.23)
2 gl S A4

sdgeata indicand sensul in care se face racordarea.
Pe de altad parte, presupunand cd solutia WKB 1in regiunea oscilatorie

(x >> a) este cea cunoscutd aceasta este de forma (A 1.10), adica:
X
CV% cos j%—ﬁﬂp (A 1.24)
2k 4

in care: C si ¢ sunt constante complexe. Conform formulelor (A 1.21) si (A
1.22), aceasta este forma asimptotica a solutiei definite prin
A=Csing, B~Ccos@. (A 1.25)
Constantele 4 si B nu sunt definite decat aproximativ, prin forma
asimptotica amintitd. Din aceastd cauza, daca |tg (p| << 1, determinarea formei

asimptotice a acestei solutii in regiunea x << a este imposibild; in caz contrar,
aceasta este datd de formula (A 1.21). Rezultatul se poate scrie sub forma:

ﬁcos(}c% - % + (pJ - sin(pxﬁ expﬁ%} , (A 1.26)

a
sdgeata indicand sensul in care se face racordarea.



