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Cele doua expresii, (\V,/AI(I)) si (/Al\u,d)) sunt egale deoarece a, =a,

reali. Deci, operatorul A este hermitic.

5.6. Postulatele mecanicii cuantice

Mecanica cunatica descrie fenomenele fizice specifice microcosmosului. Aceasta
teorie este inevitabil abstracti. In urma unor experiente efectuate cu multa grija, fizicienii
au descoperit cd realitatea microscopicd este caracterizatd prin fenomene cum este
dualitatea unda-corpuscul, care pare greu de inteles.

Mecanica clasica nu mai este corecta cand se aplica sistemelor microscopice.
Aceasta poate fi aplicatd cu succes de exemplu la miscarea astrilor, a obiectelor
macroscopice, dar este total nepotrivita in cazul studiului miscarii atomilor. Astfel,
notiunea de mic a sistemelor atomice capati o semnificatie absoluta. Intelegerea sensului
acestei micimi reprezinti baza intelegerii mecanicii cuantice. In fizica sistemelor clasice,
adicd a sistemelor carora li se poate aplica cu succes conceptele clasice, se presupune in
mod tacit cd operatiile de masurd nu perturba apreciabil starea (miscarea) acestora. De
exemplu, aplicand ecuatiile Maxwell, s-a presupus ca toti curentii electrici i cd toate
campurile care intervin pot fi masurate fara ca operatia de masurare sa modifice rezultatul
masurdtorii. Cu alte cuvinte s-a presupus ca toate perturbatiile produse prin masurare (de
exemplu, variatia curentului datoritd legarii in circuit a unui voltmetru) pot fi inlaturate cu
precizie. Modul cel mai simplu de observare a unui obiect constd in a-l privi. Pentru
aceasta se trimite un fascicul de lumina asupra sistemului, adica sistemul este ciocnit cu un
flux de fotoni. Daca sistemul este mare impactul cu fotonii este neglijabil, iar dacd sistemul
este mic impulsul acestuia poate fi comparabil cu cel al fotonului, astfel cd impactul cu
fotonii modifica starea initiald a sistemului.

Astfel, un sistem fizic este mic daca trebuie sa tinem seama de modificarea starii
sale in urma procesului de masurare. Aceasta idee este exprimata clar de P. A. M. Dirac in
lucrarea The Principles of Quantum Mechanics (Oxford Clarendon Press, ed. I (1930), ed.
IV, Oxford (1958)) sub forma: exista o limita a finetii posibilitatii noastre de observatie si
a micimii perturbatiei corespunzatoare-limita legata de esenta lucrurilor §i care nu poate
fi ameliorata prin tehnica. Daca sistemul fizic este atdt de mare incat aceste perturbatii
inevitabile sunt neglijabile se poate aplica ipoteza tacitd a fizicii clasice si se poate afirma
ca evolutia sistemelor verificd legile clasice. Dacd starea sistemului este influentatd de
aceste perturbatii, acesta este mic in sens absolut si este necesard o noud teorie pentru a-l
studia. Deoarece operatiile de observare (mdsurare) afecteaza evolutia sistemelor fizice
trebuie ca aceste operatii sa apard explicit in noua teorie. Aceste operatii au doua operatii
esentiale:

a) Fiecdrui tip de observatie (de exemplu, masurarea energiei, a impulsului sau a
pozitiei) 1i corespunde o multime de numere, care reprezintd rezutatele posibile ale
masuratorii. De exemplu, in cazul nivelelor energetice ale hidrogenului, aceste numere pot
acoperi un domeniu continuu, ca in cazul clasic, sau pot avea valori discrete.

b) Daca se efectueaza douad tipuri de masurdatori 4 si B, (de exemplu, 4 poate
reprezenta masurarea pozitiei si B masurarea impulsului), 4B corespunde efectuarii
masurdtorii B in urma mdsuratorii 4 i asemdnator B4 corespunde acelorasi operatii
efectuate in ordine inversa. Cele doud moduri de a mdsura pe 4 si pe B pot conduce la
rezultate diferite, deoarece fiecare masurdtoare modificd starea sistemului asupra céruia se
fac masuratorile. Simbolic, aceasta se poate scrie sub forma:

AB-BA#0. (5.251)
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Valoarea acestei expresii trebuie sa fie legatd de marimea perturbatiilor inevitabile
ale sistemului. In noua teorie trebuie s apard o constanti nouid care si dea si o masurd
cantitativd a micimii absolute. Tinand seama de bazele experimentale ale mecanicii
cuantice este evident ca aceasta noud constanti este constanta Planck, /.

Imaginea corectd despre fenomenele microscopice nu poate fi dezvoltatd pana la
capat fara a ajunge la contradictii sau la paradoxuri. La fel s-a intamplat si cu teoria
relativitatii cand unele rezultate obtinute in cazul unor viteze de deplasare a referentialelor
inertiale apropiate de viteza luminii, cum ar fi de exemplu contractia lungimilor, dilatarea
timpului etc. au venit in contradictie cu ideile fizicienilor de la Inceputul anilor 1900. Din
cele prezentate mai sus se constatd o analogie intre rolul constantei /4 in teoria cuantica si
rolul lui ¢ in teoria relativitatii. Faptul cd valoarea lui ¢ este finita a impus reconsiderarea
notiunii de simultaneitate si drept consecinta s-a limitat domeniul de aplicare al mecanicii
newtoniene. Asemanator, faptul cd / este finita si nenula impune o revizuire a notiunii de
masurare simultand a doud marimi fizice si limiteazd domeniul de aplicabilitate al teoriei
clasice. Experienta noastra zilnicd ne furnizeaza date despre o lume in care ¢ — o si
h — 0 si aceste imagini nu pot fi transpuse intr-o lume in care una din aceste aproximatii
nu mai este valabild. Deci, faptul cd nu existd o reprezentare concretd si coerentd a
fenomenelor fizice in teoria cuanticd nu este o insuficientd a teoriei. O teorie fizica este
satisfacatoare dacd indeplineste doud conditii:

a) previziunile acesteia sunt verificate de experienta;

b) reprezinta realitatea obiectiva in mod inteligibil.

Teoria cuantica indeplineste prima conditie cel putin in ceea ce priveste domeniul
fizicii atomice si moleculare. In privinta celei de-a doua conditii teoria cuantica face o
descriere completa a fenomenelor naturale. Analiza acestei conditii a fost facutd de Niels
Bohr in 1927. El a formulat conditiile particulare ale observatiei (masuratorii) la scara
microscopicd §i principiul de complementaritate: rezultatele masurdtorilor efectuate in
conditii experimentale diferite nu pot fi contopite pentru a da o imagine unicd. Aceste
rezultate trebuie privite ca fiind complementare in sensul ca numai totalitatea rezultatelor
masurdtorilor epuizeaza informatiile posibile despre proprietatile obiectelor fizicii
microscopice (N. Bohr, Naturwissenschatft, 16, p. 245, 1928).

5.1. Starea cuantica

In mecanica clasica identificim starea unui sistem cu valorile unor marimi fizice
observabile ale sistemului (de exemplu, pozitia x si impulsul p). Mecanica cuanticd, face

o distinctie netd intre stari si observabile. In legaturd cu starea unui sistem fizic, in
mecanica cuantica, se enuntd urmatorul postulat:

Postulatul 1. Oricarei stari fizice posibile a unui sistem cuantic ii corespunde un vector
normat din spatiul Hilbert \V(x) si invers, oricarui vector din spatiul Hilbert \V(x) i

corespunde o stare fizica posibila a sistemului.
Aceasta corespondenta intre starile fizice si vectorii normati din 4 este de unu la

unu, cu exceptia ca doi vectori din /A care sunt normati si diferd doar printr-un scalar, de
modul unitate, corespund aceleiasi stari fizice. Vectorul particular din & caruia ii
corespunde starea sistemului la momentul ¢ se noteaza prin W(x) si se numeste vector de

stare al sistemului. Se spune ca sistemul se afld in starea descrisa de \V(x). Starea unui

sistem este complet descrisd de vectorul de stare in sensul ca totul (ce poate fi cunoscut
despre sistem la momentul 7) se poate afla din functia W(x). Acest postulat contine trei
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afirmatii. Prima afirmatie precizeaza ca starea fizica posibila a unui sistem dat se afld in
corespondentd de unu la unu cu vectorii normati \|J(x) din A care sunt definiti pana la un

scalar cu modulul unitate. Deci, daca (I)(x) =Cy (x), unde |C |2 =1, vectorii de stare w(x)

si ¢(x) sunt echivalenti fizic, adica corespund aceleiasi stari fizice. A doua afirmatie se
referd la faptul ca tot ceea ce se poate cunoaste despre starea sistemului la momentul ¢ se
obtine din \y(x). Dar, postulatul nu precizeaza ce se poate cunoaste despre sistem si nici
cum se pot deduce informatii din vectorul de stare. La aceste inrtrebari raspund celelalte
postulate ale mecanicii cuantice. Deci, asa cum n mecanica clasica starea unui sistem la
momentul # este complet cunoscutd daca se specifica variabilele dinamice, coordonata si
impulsul, Tn mecanica cuanticd starea unui sistem este complet specificatd de vectorul
\p(x). In orice caz dependenta de timp a lui \|/(x) este esential diferitd de dependenta de

timp a variabilei x. Deci, vectorii de stare la doud momente de timp diferite \V(x,tl) si
w(x,tz) trebuie priviti ca doi vectori diferiti din &, adica ca doua functii diferite de x.
Dependenta explicita a lui \|f(x) de timp este datd de postulatul 5. Uneori vectorul de stare

w(x) se numeste si functie de stare sau functie de unda.

5.6.2. Observabilele in mecanica cuanticia

In mecanica cuantica specificarea stirii unui sistem difera, evident, de modul cum
se face aceasta Tn mecanica clasicd. Starea unui sistem fizic in mecanica clasica este
descrisa, in fiecare moment de timp, cu ajutorul unor observabile ale sistemului. In general,
starea sistemului la momentul ¢ este specificatd cu ajutorul perechii de valori x(t) si p(l).
Pentru specificarea clasica a starii unui sistem mecanic se presupune ca:

a) variabilele de pozitie si impuls au valori precise, bine definite la fiecare moment
de timp,

b) este intotdeauna posibil, cel putin in principiu, sd se masoare aceste valori fara a
perturba semnificativ sistemul.

In mecanica cuantici, postulatul 1 afirma ci vectorul de stare contine tot (intreaga
informatie) ce putem sti despre sistem. Rezultd ca trebuie sd ne asteptdm ca, daca la
momentul ¢ cunoastem forma vectorului de stare \u(x), sa putem face unele afirmatii

precise despre observabilele fizice ale sistemului la acel moment de timp. Evident, dacad nu
putem face acest lucru, vectorul de stare este o abstractizare complet inutila.

La fel ca si Tn mecanica clasicd o observabila, notatd de exemplu cu A4, este o
variabila dinamica care poate fi masurata. De exemplu, pentru un corp in miscare de-a
lungul axei Ox , observabilele sunt pozitia, impulsul si functiile de pozitie si impuls, dintre
care, desigur energia este cea mai utila. Masurarea unei observabile 4 este o operatie
fizica bine definitd care conduce la un numdr real numit valoarea Ilui A. Pentru
simplificare, se considerd ca toate masuratorile sunt ideale in sensul ca valoarea masurata
are o incertitudine experimentald nuli. In mecanica clasicd nu se face distinctia intre
reprezentarea matematica a unei observabile si valorile observabilelor. O astfel de
distinctie In mecanica cuantica are o importantd fundamentald. Postulatul al doilea face
legatura Intre reprezentarea matematicd a lui 4 si valorile posibile ale lui 4.

Postulatul 2. a) Fiecarei observabile fizice A 1i corespunde in spatiul Hilbert un operator

A

hermitic liniar A, cdruia 1i este asociatd o multime completa de vectori proprii
ortonormati {ocl-(x)} si o multime de valori proprii reale {Ai}, legate prin ecuatii de tipul:
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Ao (x)= Ao, (x), i=1, 2, 3,.... (5.252)
Invers, fiecarui operator din spatiul Hilbert ii corespunde o observabila fizica.
b) In urma masuratorilor singurele valori posibile care pot aparea sunt valorile
proprii ale operatorului.
Deci, conform postulatului 2, o observabila fizica este reprezentatd matematic

printr-un operaor liniar A4, caruia i se asociazd o multime completa de vectori proprii $i 0
multime de valori proprii reale. Un astfel de operator se numeste operator observabil.
Diferenta cea mai importantd dintre regulile de inmultire a numerelor si cea a

operatorilor este cd nu toti operatorii comuta AB # BA. Faptul ca nu toate perechile de
operatori observabili comuta, conduce la rezultate surprinzatoare, printre care, asa numita
dualitate unda-corpuscul. Postulatul 2 nu precizeaza nimic despre distributia valorilor
proprii, daca este continua sau discretd. Important este ca valorile proprii pot fi distribuite
si discret, ceea ce deschide posibilitatea ca unele observabile fizice si fie cuantificate. In
cele ce urmeaza ne vom referi in special la observabilele a caror operatori au valori proprii
distribuite discret.

5.6.3. Teoria cuantica a masuratorii

Legatura logica dintre vectorul de stare introdus de postulatul 1 si operatorii
observabili introdusi de postulatul 2 se face, desi indirect, prin conceptul de masuratoare.
Teoria cuanticd a mdsurdtorii reprezinti esenta mecanicii cuantice. In general, prin
mdsurdtoare se intelege o operatie fizica bine definita care conduce fara erori la un singur
numar real. Prin fara eroare se intelege cd nu existd o incertitudine experimentald in
obtinerea numarului rezultat.

Prevederea rezultatului unei mdsurdatori. Valoarea asteptatid i incertitudinea.
Fundamentele logice ale mecanicii cuantice au fost si continud sd fie un subiect de serioase
dispute intre fizicieni si filosofi. In cadrul acestui curs este prezentati teoria cuantica in
forma acceptatd de majoritatea fizicienilor. Disputa va continua pand cand se va realiza o
experientd care sa fie capabila, prin rezultatele ei, sa precizeze punctul de vedere corect.

Postulatul 3. Daca observabilei A i se asociaza operatorul observabila A, cu baza
ortonormata {OL ; (x)} si valorile proprii {AI- } §i se fac masuratori asupra unui sistem fizic
aflat in starea descrisa de vectorul \y(x) inainte de masuratoare atunci, prevederea cea
mai completa asupra rezultatelor masurdtorii este ca probabilitatea ca in urma

TN . . 2
masuratorii sa se obtina valoarea proprie Ak este |(0L & ,WX

Acest postulat marcheazd punctul de la care teoria mecanicii cuantice diverge
radical de teoria mecanicii clasice. Conform postulatului 3 cunoasterea vectorului de stare
foloseste doar pentru a prezice probabilitatile de obtinere prin masurdtori a diferitelor
valori, adica:

a) Adesea nu este posibil sd se prevadd cu certitudine rezultatul unei masuratori
efectuate asupra unui sistem aflat intr-o stare complet definita;

b) Daca asupra unui sistem se efectueaza doud masurdatori identice, dar separate,
avand grija sa se asigure ca sistemul sa se afle exact in aceeasi stare inainte de fiecare
mdsuratoare, rezultatele celor doua masuratori nu vor coincide neaparat.

Acceptand postulatul 3 trebuie sa acceptim aceasta imposibilitate de prevedere si
neunicitate a proceselor de masurare ca fiind manifestari ale unei proprietati a materiei.
Desi acest aspect este in dezacord violent cu intuitia noastra clasica adanc inradacinata,
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singura observatie pe care o putem face este ca, la nivel macroscopic, aceastd proprietate a
materiei nu este importanta.

Pentru ca |(oc k ,w)‘z sd poata fi o probabilitate trebuie ca:
0<|(ap,w)* <1si Y |(a,w)* =1. (5.253)
k

Aceste conditii impun ca norma lui y sa fie egala cu unitatea. Intr-adevar,

0

(wow)=| oo Yo wke, (=33 (0w) (o v o)

i=1 j=1 i=1 j=1

N CRIACTR . Z o) (o, p)= ZI any).  (5259)

i=l j=1
Astfel, daca:

(wow)=1si X [(ow)" =1, (5.255)
k

Daca se intampla ca doua din valorile proprii ale lui A si fie egale, de exemplu,
Ay = A5 = A, atunci probabilitatea de a obtine prin masuritoare valoarea A4 este

2 2 - 9 . C -
|(oc3,\|1){ +|(0c5,\|/){ . In acest caz se spune ca valoarea lui A este degenerata. Existenta
operatorilor observabild cu valori proprii degenerate este sursa multor fenomene
interesante. Un rezultat interesant al postulatului 3 este ca daca sistemul se afla intr-o stare
descrisa de vectorul y =a.;, cu certitudine se va obtine in urma masurdtorilor valoarea

Ay, . Deci, conditia necesara si suficientd ca o masurdtoare asupra lui A sd conduca la o

valoare unicd, bine determinatd, este ca vectorul de stare al sistemului inainte de
o o . . g . .. e g c A o 2
mdsurdtoare sd coincida cu unul din vectorii proprii ai lui A. Tinand seama ca |(OL i ,\|l)|

reprezintd probabilitatea de aparitie a valorii A, se mai pot defini, prin analogie cu

calculul probabilitatilor, valoarea medie a unui sir de rezultate a masuratorilor si abaterea
patratica medie. Pentru a defini aceste marimi trebuie precizatd notiunea de sir de
mdsurdtori. Intr-un sir de masuritori trebuie asigurat ca starea sistemului si fie aceeasi
inainte de fiecare masurdtoare din sir. In cele ce urmeazi nu ne intereseazd modul de
realizare a acestui lucru, desi, Tn urma masuratorii, in general, sistemul 1si modifica starea,
deci este descris de un alt vector de stare.

Existd doua tipuri diferite de masuratori multiple:

a) O serie de masuratori repetate asupra sistemului aflat in starea \V(x) se
efectueaza readucand de fiecare data sistemul in starea initiala.

b) O serie de M masurdtori succesive se efectueaza in asa fel incat vectorul de
stare al sistemului pentru masuratoarea a n-a este vectorul de stare care rezultd din
masuratoarea a (n — 1) -a

Postulatul 3 se refera doar la masuratorile repetate. Se considera un sir de foarte
multe mdsuratori repetate asupra lui 4 pentru un sistem aflat in starea \V(x). Media

valorilor asteptate se calculeaza cu ajutorul relatiei:

<121> = Z|(ock,\|/)|2Ak (5.256)
=

iar abaterea patratica medie a acestor valori fata de medie se exprima prin:
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2
M= || Sl w42 || Sllow) 4, | - (5.257)
k=1 k=1

A

In terminologia mecanicii cuantice <A> se numeste valoare agsteptatd, iar AA

poartd numele de incertitudinea lui A in starea w(x). Evident ca <A> nu va coincide

A

obligatoriu cu una din valorile proprii ale lui A, iar incertitudinea AA nu se datoreste

imperfectiunii tehnicii de masurare i valorile masurate care diferda mult de <A> nu sunt

mai putin indreptatite decat valorile masurate care sunt aproape egale cu </AI> In calcule

nu se utilizeaza relatiile (5.6) si (5.7) ci expresii echivalente ale acestora. Astfel,

<121> = gKuk"V)‘z 4, = g|(ak9“/)|2(ak 51210‘/{)
=(i(ak,\u)ock,i(ak,w)flak]=(\|/,121\|/) (5.258)

k=1 k=1
s
N ~y \ 2
Ad = <A >—<A> . (5.259)
Pentru a evidentia caracteristicile unui sir de masurdtori repetate se reprezinta
grafic dependenta numarului de aparitie a unei anumite valori din valorile proprii ale lui

p <A < - e 2 .
A. Tinand seama ca s-au efectuat M masuratori valoarea A; apare de |(0Ll.,\|/)‘ M ori.

Curba care uneste punctele de coordonate (Ak,(ai,wXZM ) se numeste curba de

distributie a lui 4 pentru un sistem aflat in starea \V(x). Largimea curbei la semiinaltime

este A;l, iar <121> nu corespunde neaparat cu maximul curbei (fig. 5. 38).

Numirul de aparitie
a valorilor proprii

2
[(eezrg) [} —

|

|

f

|

|

|
|
! |

A Valorile proprii
A4; <A> prop

Fig. 5. 38. Curba de distributie a lui 4 pentru un sistem aflat in starea \V(x).

Efectul masuratorii asupra stirii. Valoarea unei observabile. Conform postulatului 3,
daca se fac doua masuratori repetate asupra aceleiasi observabile a unui sistem aflat intr-o
stare data, rezultatele acestor masuratori nu vor coincide neapdrat. Dacd facem asupra lui
A doud masuratori succesive, rezultatele vor coincide Intotdeauna. Adica, daca
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presupunem ca sistemul se afla intr-o stare \|/(x), care nu este neaparat un vector propriu a

A

lui A si prima masuratoare conduce la valoarea proprie A4, , a doua masuratoare efectuata
fara a readuce sistemul in stare initiald, va conduce precis tot la valoarea A, . A doua

masurdtoare trebuie efectuatd imediat pentru ca sistemul sa nu sufere nici o evolutie in
timp, adicd sd nu se schimbe starea in care a ajuns sistemul in urma primei masuratori.
Previzibilitatea masuritorilor succesive ale lui 4 apare ca un gest caritabil al naturii. In
cazul cand remasurarea lui 4 conduce la aceeasi valoare proprie A, , ca si masurarea,

atunci vectorul de stare al sistemului In momentul remadsurarii trebuie s coincidd cu
vectorul propriu o k(x), corespunzator lui 4, , indiferent de vectorul de stare initial.

Aceste concluzii sunt exprimate in postulatul 4.

Postulatul 4. O masuratoare efectuata asupra unei observabile produce, in general, o
modificare necontrolabila a vectorului de stare al sistemului; indiferent de forma
vectorului de stare chiar inainte de masuratoare, imediat dupa madsurdtoare acesta va
coincide cu vectorul propriu corespunzator valorii proprii obtinuta prin masuratoare.
Postulatul 4 afirma ca o masuratoare asupra unei observabile 4 obligd vectorul de

stare al sistemului sd treacd intr-un vector propriu a lui A fird sd se precizeze nici un
detaliu al procesului prin care apare aceasta modificare a vectorului de stare. Dar, deoarece
nu este posibil sd se prevadd cu certitudine care valoare proprie se va obtine intr-o
masuratoare, rezultd cd, In general nu este posibil sd se prevada cu certitudine care vector
propriu al starii sistemului va fi ales prin masurdtoare. Tot ce se poate spune este ca
probabilitatea ca o masurdtoare a lui 4 sd oblige sistemul sa treacd in starea descrisa de

. 2 .
vectorul propriu o (x) este |(OL k ,\u)( ,unde \ este vectorul de stare care descrie starea

sistemului Tnainte de masuratoare. Se observa ca acelasi element de nedeterminare care
rezulta din postulatul 3 apare si in postulatul 4. De asemenea, se constatd cd cele doua
postulate 3 si 4 dau informatii despre starea sistemului imediat dupa masuratoare, fara a
preciza nimic despre starea dinaintea masurdtorii. Astfel, din punct de vedere cuantic,
masurarea ca operatie fizicd este o pregatire a starii finale si mai putin o observatie a unei
stari (cu toate cd nu avem un control real asupra starii pregatite (finald) in masuratoarea
datd). Din cele prezentate mai sus apare evidenta diferenta dintre teoriile clasica si cuantica
ale masuratorilor. Diferenta va fi §i mai evidenta dupa examinarea atentd a semnificatiei
expresiei valoarea unei observabile.

In mecanica clasicid se considerd ci o observabili are totdeauna o valoare si
masuratoarea facuta asupra observabilei conduce direct la valoarea sa. Se presupune tacit
ca valoarea unei observabile existd indiferent daca este pusa in evidentd sau nu intr-o
masuratoare de cdtre un observator.

In mecanica cuantici, in cazul particular in care vectorul de stare w(x) coincide cu

un vector propriu o, (x) alui A4 se poate adopta punctul de vedere al mecanicii clasice si
sd se afirme ca 4 are valoarea A, . Justificarea pentru aceasta este simpla, deoarece,

conform postulatului 3, este cert cd o masurdtoare ideald a lui 4 va conduce la numarul
A, . Situatia este mai dificild cand consideram cazul mai general in care \p(x) este o

A

combinatie liniara a doi sau mai multi vectori proprii ai lui 4:

w(x)=>" (o w)o; (x). (5.260)

1
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In acest caz o masuratoare asupra lui 4 va conduce la orice valoare A, pentru care

s .. 2 y IR
probabilitatea de aparitie |(oci,\v){ este nenuld. Astfel, valoarea obtinutd intr-o

masuratoare asupra lui 4 in aceasta stare nu va fi nici previzibila, nici unica si apare fara
sens incercarea de asociere a unei valori particulare a lui 4 in aceastd stare. Parerea
fizicienilor este ca daca vectorul de stare al unui sistem nu coincide cu un vector propriu

A

al lui A, atunci nu se poate spune despre observabila corespunzatoare lui A cd are o
valoare in sensul acceptat pentru aceasta expresie. In general, o masuratoare asupra lui 4
in mecanica cuanticd nu este simplu o privire discreta aruncata lui A. Se stie ca

2 o - . . o
|(oc k ,\p)‘ este probabilitatea ca masurdtoarea asupra lui 4 in starea w(x) a sistemului sa

< . y 2
conducd la valoarea A, ceea ce nu este acelasi lucru cu a spune cd |(0c k,\u)| este

probabilitatea ca 4 sa aiba valoarea A, 1in starea \y(x). Este mai corectd expresia

valoarea obtinuta intr-o masurdatoare asupra lui A fata de expresia valoarea lui A .

Teorema de compatibilitate si principiul de incertitudine Heisenberg. = Masurare

simultana sau compatibilitatea a doua observabile constituie cea mai interesantd problema
a mecanicii cuantice. Se presupune cd un sistem fizic dat este supus la trei masuratori
succesive asupra a doud observabile 4 si B. Masuratoarea efectuatd asupra observabilei

A se noteaza cu M 4, cea efectuatd asupra sistemului in starea 1n care se afla dupa M 1>
cu Mg sicu M', a treia masurdtoare afectuatd asupra lui A4 in starea in care se afla
sistemul dupd masuratoarea M. Cele trei masurdtori se efectueaza intr-o succesiune

foarte rapida astfel ca intre doud masuratori sa nu se modifice starea sistemului.
Observabilele A si B sunt masurabile simultan sau compatibile, daca si doar

daca rezultatul M', coincide cu certitudine cu rezultatul M 4, indiferent de starea in care
se afla sistemul inainte de masuratoarea M ;.

Evident cd din punctul de vedere al mecanicii clasice toate perechile de observabile
sunt compatibile, adicd mdsurdtoarea unei observabile nu influenteaza rezultatul masurarii
celeilalte observabile. Din punctul de vedere al mecanicii cuantice doud observabile sunt
masurabile simultan daca rezultatul masuratorii nu este influentat de ordinea in care se
efectueaza masuratorile asupra acestora.

Teorema de compatibilitate. Fiind date doua observabile A si B carora le sunt asociati

operatorii A si B, oricare din urmdtoarele trei afirmatii le implica pe celelalte doua:
a) A si B sunt observabile compatibile;

b) A si B au o bazd proprie comund;
c) A si B comuta.

Pentru a demonstra ca afirmatia a) implica pe b) se considerd ca inainte de M ,,
\|!(x) = Ocl-(x) , unde Ocl-(x) € {(x k (x)} este baza ortonormati a lui A. In urma misuritorii
M ; se obtine valoarea A;, iar dupd My rezultd M, = M',, deoarece conform cu a) A

si B sunt observabile compatibile; deci trebuie ca ocl-(x)EB j(x), sau in general

{ak(x)}f{ k(x)}'
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In cazul cand b) implica a), daca {oc k(x)} = {B X (x)}, dupd M , starea sistemului
este \p(x) = ocl.(x), cu valoarea proprie A4;. Dupd Mg, starea sistemului este tot
Bi(x) = ocl-(x), obtinandu-se valoarea B, iar dupd M', starea sistemului este dscrisa tot
de ai(x), obtindndu-se din nou valoarea A4;. Deci, ordinea masuratorilor neinfluentand
rezultatul obtinut 4 si B sunt observabile compatibile.

Pentru a demonstra ca b) implica pe c) se considera ca A si B admit baza comuni

o, (x) , de unde rezulta ca:

ABa,;(x)= 4B,a;(x)= B;Aa,(x) = B, 4,a,,(x), (5.161)
iar
BAo,;(x)= 4,Ba,(x)= 4,B,0,(x). (5.262)

Cele doud expresii sunt identice pentru ca valorile proprii 4; si B; sunt scalari
(numere reale). Atunci:

|4,8|= 4B-BA=0 (5.263)
pentru orice vector W(x) din A, deoarece intotdeauna:
wlx) =2 o ()= (v Jouy (), (5.264)
k k

unde (\V,(x k) este un numdr. in cazul cand c) implici pe b) se considerd ci daca 4 si B
comutd, pentru orice vector propriu

ABa, (x)= BAa, (x)= 4;Ba;(x), (5.265)

A~

adica Ba, l-(x) este un vector propriu a lui 4 cu valoarea proprie 4;. Acest lucru este

posibil doar dacd o, (x) este un vector propriu si al lui B.
Daca doua observabile 4 si B sunt incompatibile atunci, conform teoremei de

A A

compatibilitate operatorii asociati 4 si B nu comuta, adica cel putin pentru un vector
y(x) din 5,
(4B - BAy(x)=0. (5.266)
Aceasta inseamnd cd necompatibilitatea unor perechi de operatori observabild se
poate exprima printr-o ecuatie de forma:

AB-BA=C, (5.267)

unde C este un scalar nenul.
Pentru un astfel de caz incompatibilitatea dintre A si B este exprimatd prin
principiul de incertitudine, enuntat prima datd de W. Heisenberg in anul 1927. Daca 4 si

B verificd o ecuatie de tipul (5.266), atunci incertitudinile asupra lui 4 si B 1n orice stare
\|J(x) a sistemului satisfac relatia:

AA-AB z%|c|. (5.268)

Relatia (5.268) trebuie inteleasa in sensul cd dacad obligam sistemul aflat intr-o stare
sa aiba incertitudini din ce in ce mai mici In masurarea lui 4, atunci in aceeasi stare lui B

ii corespund incertitudini din ce in ce mai mari si invers. Cu alte cuvinte, daca 4 si B
verificd o ecuatie de tipul (5.266) cu C # 0, atunci cand A4 are o valoare intr-o anumita

stare, despre B nu mai are sens sa se spund cd are o valoare. Adica, daca \|l(x) =a l-(x),
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atunci A4 =0 si din ecuatia (5.268) AB =0 , deci nu mai are sens sa spunem cd B are o
valoare. Pentru a demonstra relatia (5.18) se utilizeaza expresiile incertitudinilor:

A = <,212> —<21>2 (5.269)

s =\(8)-(8)". (5270)

Intre incertitudile definite in (5.269) si (5.270) existi relatia:
N | Nn an
AAAB > 5‘(%(,43 - BAM . (5.271)

si

Pentru a demonstra relatia (5.271) se introduc operatorii A si B' definiti de
relatiile:

A= 21—<21> si 1§'=l§—<l§>, (5.272)
care au urmatoarele proprietati:
A'si B' sunt hermitici, (5.273)
[, 3'|=|4,B], (5.274)
(g, Ay )= (a4 (5.275)

In cazul relatiei (5.273) rezulta succesiv:

(A= (A= (A)hy )= (o o)t ()
= (Ayow (D)= (A= ()b = by 2w)= (vw). 276

Analog se demonstreaza pentru operatorul B'.
Calculul comutatorului din relatia (5.274) conduce la:

[ Bo(x) =\ ) B~ B) ) ~(B—( Bk A~ ) lw) =B B =| LB 5.277)

In cazul relatiei (5.275) se obtine:
(v )= (v, 22 )= (wa-(4) v ) - (w,(,az “2(A)as <;1>2M
=(42)—2(4) +(4) =(4)-(4)". (5.278)

Tindnd seama de proprietatile operatorilor A si B' (relatiile (5.273)-(5.275))
relatia de incertitudine (5.268) se poate scrie sub forma:

(.48~ BANy)= (w2 BBty )= (. 2 Bry)-(v.B 2v)

= (zzl'w,é'\y)— (E"\u,/]'w): (ﬁ'w,é’w)— (ﬁ'w,é'w)* =21 Im(ﬁ'\u,é'w). (5.279)
Modulul relatiei (5.279) este:

‘(\p,(flé — Bfl)\vl = 2‘Im(,21'\|/,l§'\|11 < 2‘(21'\|1,l§‘\u1 : (5.280)
Tinand seama de inegalitatea Schwarz:
‘(ﬁ'w,é‘wl < \/(ﬁ'w,ﬁ'wXE'w,é‘w), (5.281)

relatia (5.279) devine:
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(v.(48- Baj| <2y 2y )Bry.By) =247 4B, (5.282)
sau
AA-AB zg, (5.283)
unde
| = (. (4B - BAy). (5.284)

5.6.4. Evolutia in timp a stirii cuantice

Energia si operatorul hamiltonian. Ecuatia de evolutie in timp pentru \y (x) Postulatul

5. Fiecarui sistem fizic i se asociazd un operator hermitic, liniar, H , numit operatorul
hamiltonian, care are urmdtoarele proprietati:

a) Operatorul hamiltonian H este operatorul observabila asociat energiei totale a
sistemului. Acestui operator i se asociaza o multime ortonormata completa de vectori
proprii {1’] k(x)} si 0 multime de valori proprii reale {Wk }, legate prin ecuatii de tipul:

Numerele {Wk} reprezinta valorile posibile (permise) ale energiei totale a
sistemului.

b) Operatorul hamiltonian H determind evolutia in timp a vectorului de stare a
sistemului prin ecuatia:

ih% = Hy(x,1), (5.286)

unde h=h/2n=1,054- 107* J-s este constanta Planck redusa.

Evolutia in timp a unui sistem este descrisd de ecuatia (5.36) atat timp cat sistemul
nu este perturbat. Conform postulatului 4 o masuratoare facutd asupra unei observabile
caracteristica sistemului perturba in general starea acestuia. Cunoscand forma explicitd a
operatorului hamiltonian se poate, in principiu, calcula expresia vectorului de stare al
sistemului la momentul ¢ daca se cunoaste vectorul de stare la momentul # = 0. Conform
postulatului 4 singura posibilitate de a cunoaste vectorul de stare la momentul ¢ =0 este
de face o masurdtoare asupra sistemului aflat intr-o stare necunoscutd. Ca urmare a
masuratorii prin care s-a obtinut valoarea A4, se stie ca sistemul se afld in starea o k(x).

Din acest moment sistemul va evolua in timp pornind de la starea descrisd de vectorul
\|10(x,0)= o (x), conform ecuatiei (5.36). Evolutia in timp conform cu ecuatia (5.36)

continud pana cand se face o noud masurdtoare asupra sistemului, care trece intr-o altd
stare, descrisa de alt vector propriu si care va juca in continuare rolul functiei y, (x,O).

Se observa cd aceastd metoda de preparare a starii O(x,O) depinde esential de

faptul ca operatia de masurare ne indicd doar care vector de stare va descrie starea
sistemului imediat dupa masuratoare si nu imediat Tnainte de masuratoare.

Una din consecintele postulatului 3 a fost cd vectorul de stare al sistemului are
norma egala cu unitatea, adica (\yt W, ) =1. Este logic sa ne intrebam daca comportarea in

timp a lui \Vt(x) asigurd ca norma sd ramana constantd in timp. Pentru a raspunde la
aceasta intrebare se calculeaza variatia in timp a normei:
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d dy dy
, ) . 5.287
L Wv)= (dt wj (\v d) (5.287)
Din relatia (5.286) rezulta:
dy 1 A
—=——Hvy. 5.288
o Y (5.288)

Tinand seama de (5.287) relatia (5.288) devine:

dt (w.w)= (—ifl\v,\vj{w,—iﬁwj =%{(ﬁw,w)—(w,ﬁw)}:0 (5.289)

d h h
deoarece H este un operator hermitic conform postulatului 5. Deci:
d
0, 5.290
W)= (5.290)

adica norma vectorului de stare ramdne constanta in timp.
Deci evolutia 1n timp a vectorului de stare are loc in asa fel incat acesta sd ramana
normat in timp, adicd se respecta postulatul 1. Dependenta de timp a vectorului t(x)

prezisa de postulatul 5 implicd clar o dependentd de timp a valorii asteptate
<21> :(\pt,fl\yt) si a probabilitatilor |(Otl~,\|l)|2. Aceste dependente sunt deduse in
t

continuare.

Ecuatia de evolutie in timp a lui <121> . Conform postulatului 3 rezultatele mai multor
t

mdsuratori repetate asupra unei observabile 4 in starea \yt(x) pot fi exprimate prin

valoarea medie <A> si incertitudinea Azaz. Comportarea in timp a lui A./:lz poate fi
t

determinatd daca se cunoaste evolutia in timp a valorilor asteptate. Variatia In timp a
valorii agteptate este datd de relatia:

%@t i(\u Ay)= (i‘i’,ﬁwj{w,ﬁi—‘f) (5.291)

Tinand seama de relatia (5.288) rezulta:

%<21>t = % {(I:I\u, zzl\p)— (\|1, ,ZIFIW)}= %{(\V’ﬁg‘l’)_ (\V, AI:I\V)}

h(\u,(HA Aftly)= (\y,[H Ay)=1 [H A]> (5.292)

deoarece H este hermitic. Din relatia (5.29 2) se observda ca daca A comutd cu

A

hamiltonianul sistemului, H valoarea asteptata <A> ramane constanta in timp. Evident
t

cda in acest caz si AA, ramdne constant in timp. Aceasta apare ca o reguld pentru

determinarea constantelor de miscare. Deci, dacd A comuta cu H , sau echivalent, daca
A este compatibil cu energia totala a sistemului, atunci 4 este o constantd a miscarii n

sensul ca <1:1> si A/L sunt independente de timp. In particular, deoarece comuti cu el
t

A

insusi, <H > si AH, sunt intotdeauna constante in timp.
t
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Ecuatiile de evolutie in timp pentru (OL oW t). Constantele de miscare si starile
stationare. Exista doua motive pentru care este util sd se cunoasca dependenta de timp a

marimilor:
a,(t)=(a,,y,), n=1,2,3,.. (5.293)
In primul rand |(ocn W, Xz determind forma curbei de distributie pentru 4, iar in al
doilea rand orice vector de stare al sistemului poate fi scris sub forma:

\mx):i<an,w,m<x>:§am<x>. (5.294)

n=l

Variatia in timp a coeficientilor dezvoltarii a,, (t) este data de relatia:

(0= )=, =0, v |

—da
de "

dr dt
- _%(Otn »I:[\Ift): —%(Oﬁn ,]:liam (t)amj = _%(an ’ iam (t)[:[amj (5.295)
m=1 m=l1

:_%iam(z)(an,ﬁam), n=1,2,3,...
m=1

A~ A

Ecuatiile (5.294) capata o forma mult mai simpld dacd A comutd cu H , adica
{ocn(x)} = {n n(x)}, unde {nn(x)} este baza ortonormati a lui . in acest caz ecuatia
(5.294) devine:

d 1
v ==, w,) n=1,2, 3, (5.296)
Ecuatia (5.296) poate fi integratd daca se scrie sub forma:
Myw,) 7
si are solutia:
(nn,wt)=CeXp(—%Wntj. (5.298)

Dacdla t=0, y=vy,,atuncila t =0, (T]n,\lft)t:o = (nn,wo) si solutia (5.298)

se scrie sub forma:
(nn,wt)=(nn,\VO)eXp(—%Wnt) (5.299)

Daci A comuti cu H se obtine dependenta explicita de timp a produsului scalar
(O(,n ,\V). In acest caz:

()= 3 (v I, () = i(nn,\vO)exp(—%Wnt)nn(x)- (5.300)

n=1 n=l1

S-a obtinut dependenta explicitd de timp a vectorului de stare y,.La t =0,

Wol®) = 3 (w0 1, (x). (5301)

n=l1

Se observa ca dacd vectorul de stare al sistemului, \pt(x), coincide cu unul din

vectorii proprii ai lui H atunci toate observabilele sunt constante ale miscarii. O astfel de
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stare se numeste stare stationara. Dacad se noteaza cu {wgn)(x)} multimea vectorilor care
descriu stdrile stationare, atunci orice vector de stare poate fi scris sub forma:

v, ()= 2 (v wo Jp (). (5.302)

n=l

Astfel, v, (x) poate fi determinat intotdeauna cand se cunosc stdrile stationare.

In concluzie se constati ci in mecanica cuantici starea unui sistem se modifica atat
datorita trecerii timpului cat si ca rezultat al faptului ca se face o masuratoare asupra
sistemului. Conform postulatului 3 modificarea inclusa in vectorul de stare printr-o
masuratoare este n principiu, necontrolabild si imprevizibild. Din acest punct de vedere
este evident cad mecanica cuanticA nu este o teorie complet determinatd in sensul
lagrangean.

5.6.5. Miscarea unidimensionala a unei particule. Operatorii asociati
observabilelor pozitie si impuls

Consideratiile teoretice prezentate in capitolul 8 sunt particularizate in continuare
pentru un sistem fizic de masd m care se deplaseaza de-a lungul axei Ox intr-un potential
V(x). In cazul mecanicii clasice un astfel de sistem este descris cu ajutorul a doua

observabile: pozitia x si impulsul p. Multe alte observabile se pot exprima ca functii de

pozitie (coordonatd) si impuls. De exemplu, observabilele viteza v=£ si energie
m

E =§—+U (x) In mecanica cuantici se asociazi celor doud observabile cite un
m
operator. Expresia acestor operatori este precizata de postulatul 6.

Postulatul 6. Pentru o particula mentinuta pe axa Ox observabilelor pozitie si impuls li se
ataseaza operatorii hermitici:

% =x(t), (5.303)
. hd

=——. 5.304
P=" (5.304)

Orice observabild din mecanica clasica, care este functie de variabilele dinamice x
si p, are atasatd in mecanica cuanticd un operator legat in acelasi mod de operatorii X si

P ca siobservabilele, adica, dacd 4 = f (x, p), atunci
- A A . ., d
A=f(%p)= f(x,—lha]. (5.305)

Astfel, operatorul hamiltonian se scrie sub forma:

) 2 32
H=T+0(x)=£—+0(x)= —h—d—2+U(x). (5.306)
2m 2m dx
Componentele operatorului moment cinetic au expresiile:
A n( o0 0
L =y —-z2p =—|y——z—/|, 5.307
x = VP — 2Dy ; ()’ Py ﬁyJ ( )
- h( 0 0
L =z2p . —xp, =—|z——-x—|, 5.308
y = x TP = [ o 62) (5.308)

272



FIZICA

- h( 0 0
L =3xp,—ypp,=—|z——-y—|. 5.309
z =XPy — VP« : ( By y@xj ( )

Operatorii pozitie, X si impuls, p sunt hermitici.

2 . A A A * . .

In cazul operatorului, x = x, intrucat x = x , iar valoarea proprie este coordonata,
aceasta este un numar real.

Pentru p se obtine:

hd Thos
\|/1»P\Ifz _[Wl W2 )dx: J-TWI(thZ(X)

|l . o . hiTdw; i
—;{wmurw—I¢mw4——;]—%§ﬁwﬁﬂ¢>%mmmu) (5.310)

00 —00

vectorii Y s1 ¥, sunt marginiti deci tlnd la zero cand x — 0. Asemanator.

(\Iflaﬁz\lfz):(ﬁ\lflaﬁllfz):(ﬁzllfl:\l’z) (5.311)

0wz )= 0Gwiv,). (5312)

deoarece operatorul U (x) inseamnd inmultirea cu coordonata.

si

Tinand seama de relatiile (5.306), (5.311) si (5.312) rezulta ca si operatorul H este
hermitic, intrucat:

(Wi By )= (E (v ). (5.313)

Inlocuind expresia (5.306) a lui H in ecuatia cu vectori si valori proprii (5.285)
rezulta celebra ecuatie Schréodinger independenta de timp:

n* d’n,(x)
—— 22+ UlxM, (x)=W n,(x). 5.314
)y, ()=, () 5314
Aplicand relatia de incertitudine (5.283) si (5.284) pentru observabilele pozitie
. . . d y
(x=x) siimpuls | p = —— | rezulta:
1
n( d d h
C=|x,pl=—|x———x|=——=1h, 5.315
[, 5] i( e, j i (5.315)
iar
ICl=n (5.316)
si in final:
Ax-ApZ%. (5.317)

Din relatia (5.67) se observa ca daca Ax — 0, atunci Ap — o0, adica daca se poate

masura cu precizie pozitia unei particule nu se poate afla nimic despre impulsul sau, si
invers.
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Interpretarea statistica a vectorului de stare \p(x). Pentru a da o interpretare ststistica
vectorului de stare \V(x) se calculeaza valoarea medie a operatorului coordonata:

+o0 +o0
(%)= [v"sydy = [iy| dr. (5.318)

Comparand expresia mediei datd de relatia (5.318) cu media statisticd a unui sir de

. .. . C . o 2 - O
valori cu o distributie continud putem considera ca |\|I| dx reprezintd probabilitatea ca

2 s . . .
\y| capata semnificatia fizica

marimea w(x) sa ia valori in intervalul (x,x + dx) Astfel,

de densitate de probabilitate (probabilitatea pe unitatea de lungime) de localizare a
particulei in punctul de coordonatd x. Notand cu

* 2
Plx,t) =y (x,0)y(x,1)=|y(x,1) (5.319)
densitatea de probabilitate de localizare a particulei in punctul de coordonata x , variatia
in timp a acesteia este data de relatia:

*

—P =— = —_— _ 5.320
- Plx) dt(w (. )w(x.t)) =y Loyt (5.320)

Din relatiile (5.286) si (5.314) rezulta:

dy n* d*y
—=———+Ulx 5.321
dt 2m dx? ( )W ( )
si
QY] d"; +U(xy". (5.322)
dr 2m dx
fnlocuind i—‘i’ din (5.321) si ddlt din (5.322) in relatia (5.320) rezulti:
d ih( «d?y  dPy ) ih d| «dy  dy
—Px,t)= — =—— ——y—|. (5.323
dt( ) 2m[w o Ve e w Va ) O
Introducand marimea:
h « dy dy’
Slx,t)=—— — -y — 5.324
()Zim[wdxwde (5.324)
si inlocuind (5.324) in (5.323) rezulta ecuatia:
%P(x,t)Jr%S(x,t):O. (5.325)
In cazul tridimensional % — V, astfel ca putem defini, prin analogie cu (5.324):
/(= h * *
j(F.0= 5l vy —wvy’). (5.326)

iar ecuatia (5.75) devine:
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% +Vj(7.1)=0. (5.327)

oP(7,t)

Deoarece reprezintd viteza de variatie a densitatii de probabilitate de

localizare a particulei in vecinatatea punctului definit de vectorul tridimensional 7, din
relatia (5.327) rezultd ca j (17 ,t) are semnificatia unei densitati de curent de probabilitate.

Astfel, ecuatia (5.327) prin analogie cu alte ecuatii asemanatoare din fizicd, se numeste
ecuatie de continuitate.
5.7. Metode folosite in mecanica cuantica pentru descrierea

evolutiei in timp a microsistemelor

Teoria cuanticd elaboratd pand in prezent ne permite sa utilizam pentru descrierea
evolutiei in timp a sistemelor cuantice, trei metode diferite. Fiecare din cele trei metode
conduce la o forma particulara de scriere a ecuatiilor mecanicii cuantice. Cele trei metode
de descriere se bazeazd pe trei reprezentari diferite: reprezentarea Schrodinger,
reprezentarea Heisenberg si reprezentarea de interactie (Dirac). Termenul de reprezentare
este utilizat Intr-un sens foarte larg.

5.7.1. Reprezentarea Schrodinger

In cazul reprezentarii Schrodinger evolutia microsistemelor 1n timp este descrisa de
evolutia in timp a vectorului de stare:

y(x,2)=Ult, 10 w(x,t0). (5.328)
Operatorul de evolutie, U (t,to ), este liniar, unitar,
Ut =U0"0 =1 (5.329)
si satisface conditia initiala:
Ulty,ty)=1, (5.330)

unde U" este operatorul conjugat lui U. Conditia (5.329) rezultda direct din faptul ca
normarea vectorului de stare este independenta de alegerea timpului

(wle, 1) wx, 1)) = (Wl rg ) i g ), (5.331)
condtia (5.330) fiind evidenta. Ecuatia de miscare este ecuatia lui Schrodinger
ih%ff):ﬁ(x)w(x,t), (5:332)

unde operatorul H (x) este independent de timp. Din conditia (5.330) si ecuatia (5.286)

rezultd expresia operatorului de evolutie U (t 1 ):

0(t,f0):exp{_%(f_to )Fl(x)] (5:333)

Exponentiala din relatia (5.83) trebuie interpretata ca reprezentand dezvoltarea intr-
o serie de puteri.

5.7.2. Reprezentarea Heisenberg
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In aceasta reprezentare evolutia in timp a microsistemului este descrisd prin
evolutia in timp a operatorilor hermitici asociati microsistemului considerat. Vectorii de
stare sunt independenti de timp:

v, t)=wy(x,z,). (5.334)
Conform relatiei (5.78) trecerea de la reprezentarea Schrodinger la Heisenberg se

face cu operatorul U (t,to ):

(o, t)=U" (1,10 Ww(x,t,). (5.335)
Tinand seama de (5.79) s1 (5.80) relatia (5.85) devine:
W(x, ) =U Oy(x,t5) = Ultg.to W (x.t9) = w(x,z,). (5.336)

Notand cu L(x) operatorul asociat unei marimi fizice in reprezentarea Schrodinger,
acesta in reprezentarea Heisenberg este dat de relatia:

i(x,t):U+(Z,t0)]:(x)l7(t,to):ex{%(r—to)ﬁ(x)}]:(x)ex{—%(t—tO)I:I(x)}. (5:337)

Diferentiind relatia (5.87) in raport cu timpul rezulta:

i if)- exp[%(t _t, )ﬁ(x)}i(x)ﬁ(x)exp{—%(t i) (x)}
—exp{%(i—to)Fl(x)}lrl(x)i(x)exp[—%(t—tO)I:I(x)}, (5:339)

care se poate scrie sub forma:

A

ihgz(x,t)mi(x)ﬁ(x)ﬁ_Uw(x)L(x)zJ. (5.339)
Tinand seama de (5.79) relatia (5.89) devine:
ih%ﬁ(x,t) L0 00 B0 -0 A0 0. (5340)

Aplicand relatia (5.337) operatorilor i(x) si H (x) se obtine ecuatia de miscare in
reprezentarea Heisenberg:

ih%i(x,t) = [E(.t) A (x.0) (5.341)

care este asemandtoare cu ecuatia de evolutie in timp a mediei (valorii asteptate) in
reprezentarea Schrodinger. Observand ca la ¢ =1, \V(x,t) = w(x,to) s L(x,to): L(x),
se constatd ca la acest moment vectorii de stare si operatorii in cele doud reprezentari
coincid. Dar, imediat, la momentul de timp urmator, comportarea in cele doua reprezentari
este distinctd. In reprezentarea Schrodinger vectorul de stare este cel care evolueazad in
timp, iar in reprezentarea Heisenberg operatorul este cel care evolueaza in timp.

5.7.3. Reprezentarea de interactie

In cazul reprezentdrii de interactie, introdusa de Dirac, se presupune ca

hamiltonianul microsistemului se scindeazd in doi termeni, din care unul, / reprezinta

hamiltomnianul propriu-zis al sistemului si celdlalt, H,, caracterizeaza interactia

microsistemului initial cu campurile exterioare sau cu alte sisteme (acesta exprima efectul
de perturbatie la care este supus microsistemul initial):
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H(x,t)=Hy(x)+H,(x,1). (5.342)
In aceste conditii vectorul de stare (p(x,t) se exprimd in functie de vectorul de stare
U} (x, t) , dat in reprezentarea Schrodinger:

o) =exp| 11104 0) (). (534
Tinand seama de proprietatile operatorilor:
H(x,\)=U" (x, M)A (x)0(x,1) (5.344)
se poate scrie operatorul L B (x, t) in reprezentarea de interactie sub forma:
£y (rt)= exp{% (t—1,)A1, (x)}z(x)exp{_%(t i), (x)} O (5349)

Se observa ca relatiile (5.343) si (5.345) nu contin hamiltonianul total H (x,t), ci

doar partea sa neperturbata H 0 (x) . Diferentiind relatia (5.343) in raport cu timpul rezulta:

i a“’éj»” A ()l + i exp[% (t—1)F, (x)}%. (5.346)

Intrucat:

i a"’é’t"f) i1 () 11, (e )lat), (5.347)

si tinand seama de ecuatia Schrodinger temporala, rezulta:

m%:exp[ge—zomo(x)}ﬂl(x,r)w(x,r)

:ex{%(t_fo)ﬁo(x)}ﬁl(x,t)exp{_%(t_fo)ﬁo(x)}p(x,t):ﬁl(x,f)(p(x,t). (5.348)

Reunind rezultatele prezentate mai sus se obtin ecuatiile de migcare in
reprezentarea de interactie pentru vectorii de stare:

mgcp(x,z):ﬁl(x,t)@(x,f) (5.349)
si respectiv operatori:
ihwz [iB (x,t),ﬁlo(x,t)]. (5.350)

Ecuatia (5.350) se obtine in urma diferentierii in raport cu timpul a relatiei (5.345).
Se observa ca in reprezentarea de interactie, dependenta de timp a vectorului de stare este

determinatd de hamiltonianul de interactie (perturbatie), H |, lar cea corespunzdtoare

opoeratorilor de partea neperturbata, H o- Astfel, reprezentarea de interactie ocupd un loc
intermediar intre reprezentarile Schrodinger si Heisenberg.

5.8. Modele cuantice unidimensionale pentru rezolvarea ecuatiei cu
vectori si valori proprii a operatorului energie (ecuatia

Schrodinger atemporala)
5.8.1. Particula libera
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Treapta de potential. Cazul W >U,. Se considerd miscarea rectilinie a unei
microparticule de masa m intr-un potential de tipul celui prezentat in fig. 5. 39.

Uix)

o x

Fig. 5. 39. Treapta de potential.

. L . . : oU
Tinand cont de relatia dintre forta i energia potentiala F (x) = o se observa ca
X

particula este libera peste tot in afara de origine (x = 0), unde este supusa unei forte
dirijata spre stanga. Energia totald a particulei este:

W=T+U(x). (5.351)

In cazul clasic, microparticula are in x = 0 energia cinetici 7 =W . Pentru x >0,

particula este incetinitd pana la energia 7; =W —U,,, adica pana la valoarea impulsului

P = 2m(W—U 0) , dupa care particula continud sa se deplaseze uniform spre dreapta.

Se spune ca are loc o transmisie totald a fasciculului de microparticule in x =0.
Studiul migcarii particulei in cazul cuantic se face cu ajutorul ecuatiei cu functii §i

valori proprii ale operatorului H , scrisd in douda domenii: x <0, unde U =0 si x>0,
unde U =U,), adica:

2 42
d
_h % —we,, x<0, (5.352)
2m dx
n’ dz(Pz
-— +U =Wo,, x=0. 5.353
o 0P2 =W, ( )
Introducand notatiile
2m(W -U
=2 g _ 27 ~Uy) . o), (5.354)
h h
ecuatiile (5.352) si (5.353) se scriu:
de, +kZp; =0, x<0 (5.355)
dx2 0P =Y, ’ .
d%e
dxj +hkip, =0, x>0, (5.356)
Solutiile ecuatiilor (5.355) si (5.356) sunt de forma:
0, (x)= Aexpl(ikyx)+ Bexp(-ikyx), (5.357)
©,(x) = 4, exp(ik,x)+ B, exp(- ik, x). (5.358)

In ecuatia (5.357) cei doi termeni sunt asociati cu cite o undd incidentd (care se
propaga in sensul lui +00) si 0 unda reflectata (care se propagd in sensul lui —o0), iar in
(5.358), respectiv cu cate o unda transmisa (spre +00) si o unda reflectatd (spre —oo).
Intrucat in domeniul x > 0 unda reflectata ar trebui si se intoarca de la infinit, ceea ce este
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inscceptabil, rezulta cd B; =0. Pentru unda incidentd se obisnuieste sa se aleaga
amplitudinea egala cu unitatea, adica A =1. Astfel ecuatiile (5.357) si (5.358) devin:

¢, (x) = exp(ikyx)+ Bexp(-ik,x), (5.359)
©,(x)= 4, expl(ik,x). (5.360)
In x =0, vectorii de stare si derivatele acestora in raport cu x trebuie sd fie continue:
(p1(0)=(P2(0), (5.361)
doy) - _doy (5.362)
dx x=0 dx x=0
deci
1+ B =4, (5.363)
ko(1—B)=k 4, (5.364)
de unde rezulta:
B= ko =~y si A = 2ko . (5.365)
ky +k ky +k

Densitatea de probabilitate de a gasi microparticula intr-un interval de lungime

din domeniul x <0 este data de relatia:
2

ky -k, .
ﬁexp(- 1kyx

221 -U,) \/_ W= cos 2 Jamw . (5.366)

T Uy + 2 WV -U,) \/_+4/W Ug ' '
Densitatea de probabilitate de a gasi microparticula in domeniul x >0 este:
4y aw

(ko +5, )7 2W —Uy+2Ww(w -U,)’
Din relatiile (5.366) si (5.367) se observa ca daca W >>U,, ky =k, si B=0, iar
<<k si B=1,iar 4, =0, 1in

acest caz aparand o reflexie totala in x =0. Acest rezultat pur cuantic, are aplicatii in
fizica nucleului unde s-a constatat experimental ca in unele reactii nucleare un neutron cu
energie micd este reflectat cand se apropie de suprafata unui nucleu, adicd intalneste un
potential atractiv mare. Pentru a evalua factorul de reflexie, definit prin raportul:

Jr
Ji
trebuie calculate densitdtile de curent de probabilitate incident:

Ji = i {[exp(ikox)]* d [explikyx)]— exp(ikox)i [exp(ikox)]*} = i 21k, = kg (5.369)
2im dx dx 2im m

si respectiv reflectat:

Jjr= % {[B exp(— ikox)]* % [B exp(— ikox)] -B exp(- ikox)% [B exp(— ikox)]* }

x) =g, (x)* =lexp(ikox) +

x) = oy (x) = (5.367)

A4, =1 si se regaseste cazul clasic. Daca W << |UO ,

R =], (5.368)

/] ) 2
=—- (=2 B =-
2im ( lkO)‘ |

kO _kl ’
ko + kK

fiky (5.370)
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Tinand seama de relatiile (5.369) si (5.370) rezulta:

R:|ko—k1|2: W W=y | (5.371)
ko +hy| W+ W -U, )’

care reprezinta probabilitatea de reflexie in x =0 .
Analog, factorul de transmisie se defineste prin raportul:

T = J_f , (5.372)
Ji
unde
) h ) « d ) ) d ) *
i = L expltel & L expltenl- 4 exolit) & L xolty o |
1m dx dx
2
=.L-2ik1|A1|2 :h_kl|A1|2 _Ik 4k . (5.373)
2im m m (ko +k )

reprezintd densitatea de curent de probabilitate transmis. Tinand seama de relatiile (5.369)
si (5.373) rezulta:

ko Ak Akky ayww -U,)
ko (ko +k) (ko+k)* 2W-Uy+2 W -U,
care reprezinta probabilitatea de transmisie in x = 0.
Adunand relatiile (5.371) si (5.374) se observa ca
R+T =1, (5.375)

ceea ce reprezintd conservarea numarului de particule (numarul de particule incidente este
egal cu suma dintre numarul de particule reflectate si numarul de particule transmise).

, (5.374)

b) Cazul W <U,. In cazul clasic toate particulele care vin dinspre stinga sunt oprite de

bariera de potential din x =0. Se spune ca apare o reflaxie totald in x =0. Studiul
migcarii particulei in cazul cuantic se face rezolvand ecuatia Schrodinger temporald scrisa
in cele doud domenii:

2 42
_f_mtxﬁl Wy, x<0, (5.376)
2 42
—g—mddx(zz +Uypy =Wy, x20. (5.377)

Introducand notatiile
) _2mW 5 2m(Uy W)

ky = PR k o2 , (5.378)
ecuatiile (5.376) si (5.377) devin:

%01, 420 20, x<0 5.379
dx2 0 (Pl =U, X ) ( . )

2
d %2 k%9, =0, x20. (5.380)

dx

Solutiile ecuatiilor (5.379) si (5.380) sunt de forma:

0, (x) = exp(ikyx)+ Bexp(-ikyx), (5.381)
©,(x) = 4, exp(kx)+ B, exp(- kx). (5.382)
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Pentru ca ¢, (x) sa fie normabild (cu norma finitd) trebuie ca 4, = 0. Astfel:

©,(x)= B, exp(- kx). (5.383)
Conditiile de continuitate in x =0 se scriu sub forma:
¢1(0)=(0), (5.:384)
d d
Ll (5.385)
dx x=0 dx x=0
deci
1+B=B,, (5.386)
iky(1- B)=—kB, (5.387)
de unde rezulta:
ky —1ik 2k
S N Sl N (5.388)
ko +1k ko +1k

Densitatea de probabilitate ca microparticula sa se afle in domeniul x <0 este:

A(e)= o) - o

=2:1-2 s 1—K sinE«/ZmW— 1—% cos2—x«/2mW . (5.389)
U, U, h U, h

Densitatea de probabilitate de a gasi microparticula in domeniul x >0 este:
2 2

_ 2
explikyx)+ llio llil exp(- ikox)(

2 2k 4k
Py(x)=|p, (x) " = P Lexp(-ke) = e +°k2 exp(— 2kx)
aWw 2
:U—Oexp{—% 2m(U, —W)] (5.390)

Densitatea de probabilitate data de relatia (5.390) este nenula in cazul cuantic, cazul
clasic fiind interzis. Pentru a calcula factorul de reflexie si cel de transmisie se calculeaza
mai intai densitétile de curent de probabilitate pentru cele trei unde, incidenta:

i = lexplikg ) fenpliky)]-explt ) & enplt T |

_ M ik, = ko (5.391)
2im m
reflectata:
12
i =B k)= - o= Mo 539
2im m |ky+1k m
si respectiv transmisa:
on [ 2k “al 2k,
=— expl-kx)| — expl- kx
7 2im {koﬂk ol )} dx{koﬂk ol )}
2k, d[ 2k, '
- expl-kx)— expl— kx 5.393
ko +ik ol )dx{kowtik ol )} (5-393)
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h —4klk 4kl
= —exp(—2kx 0 1=0.
2im ){k§+k2 k§+k2}

Tinand seama de relatiile (5.391)-(5.393) rezulta:

R=|r|=1, (5.394)
Ji
si
_ ||
T=|24=0. (5.395)
Ji

Rezultatele (5.390) si (5.395) nu se contrazic, deoarece conform principiului de
incertitudine Heisenberg, operatia de masurare poate avea un rezultat imprevizibil in sensul
ca sistemul (microparticula) poate traversa potentialul din x =0 in loc sa fie reflectata. Se
observa ca densitatea de probabilitate de localizare a microparticulei in domeniul x >0
scade rapid cu distanta parcursa in domeniu.

in cazul unui electron (m =9,1-107" kg) si alegand
Uy-W=1 eV=l,6-10_19 J, pentru x=10""" m se obtine
% 2m(Uy—W)=1,045 si  exp(-1,045)=0,29, pentru x=5-10"" m,

%1/2m(U0 ~W)=52 si exp(-5,2)=0,005, iar pentru x=10-10""" m se obtine

% 2m(Uy,-W)=1045 si  exp(— 10,45) =4,54-10"%, valoare care este

nesemnificativa. Deci, densitatea de probabilitate de localizare a microparticulei in
domeniul x > 0 este nenuld doar pe o distanta foarte mica. Fenomenul este analog cu unda
evanescentd din cazul reflexiei interne totale a undelor electromagnetice. S-ar péarea ca
rezultatele date de relatiile (5.390) si (5.395) ar ardta ca in cazul W <U,, energia nu se

conserva in aceste procese. Pentru a lamuri aceastd problemd se tine cont ca in cazul
cuantic nu este posibild cunoasterea simultand cu precizie a coordonatei si impulsului
particulei. De asemenea, se presupune ca microparticula se gaseste in domeniul x > 0 intr-
un interval de lungime /, adicad incertitudinea in determinarea coordonatei este Ax =1/.
Atunci, conform principiului de incertitudine Heisenberg, incertitudinea in masurarea
impulsului este:

h
Ap > —, 5.396
Pz ( )
careia ii corespunde incertitudinea in energie:
A 2
A= Z) . (5.397)

Constatand ca densitatea de probabilitate de localizare a microparticulei in
domeniul x >0 scade exponential cu distanta pare logic sd alegem pentru / valoarea la
care exponentiala are valoarea unu:

%/M(UO —W)=~1 (5.398)

de unde:
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h
[= . 5.399
2.2m(U, -W) -39
Atunci:
Ap >\ 2m(U, —W) (5.400)
si
(Ap)* > 2m(U, -W), (5.401)
sau.
2
@Yy, (5.40)
2m
adica:
2
) U,. (5.403)
2m

Astfel, energia complementara, transmisda microparticulei in cursul masurarii
coordonatei, este mai mare decat diferenta dintre energia potentiald §i cea cinetica si
posibilitatea de a detecta microparticula la dreapta barierei din x =0 nu contrazice legea
conservarii energiei.

Bariera de potential. Efectul tunel. Bariera de potential este o treaptd de potential de
largime finitd a (fig. 5. 40). Din cele prezentate la treapta de potential s-a constatat ca din
punct de vedere cuantic este interesant cazul in care W <U,,. Deci, in cazul unei bariere

de potential, variatia potentialului cu coordonata poate fi scrisa sub forma:

Uy, 0<x<a,
U(x)= (5.404)
0, x<0, x>a.
ix)
Ul]
W I 1 2 3
O o x
Fig. 5. 40. Bariera de potential.
In cele trei regiuni ecuatia Schrédinger atemporala se scrie sub forma:
n? d2(|)1
————— =Wo,, x<0, (5.405)
2m dx
n* d*,
-— +U =Weo,, 0<x<a. 5.406
m dx? 0®P2 5] ( )
n? d?
_n ";3 =Wo,, x>a, (5.407)
2m dx
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Introducand notatiile

ki ., e , (5.408)
ecuatiile (5.405)-(5.407) devin:
dg, L k2p, =0, x<0 (5.409)
o 0P =Y, ) .
(ix—(P;—kchz =0, 0<x<a. (5.410)
dz(’? +k2ps =0, x>a. (5.411)
Solutiile ecuatiilor (5.59)-(5.61) sunt de forma:

0, (x) = exp(ikyx)+ Bexp(-ikyx), (5.412)

0, (x)= 4, exp(kx)+ B, exp(- kx), (5.413)

05 (x) = 4, exp(ikyx)+ B, exp(-ik,x). (5.414)

In ecuatia (5.414) termenul B, exp(- ikox) reprezinta unda reflectata la infinit, deci

trebuie ca B, =0.
Astfel ecuatiile (5.412)-(5.414) devin:

0, (x) = exp(ikox) +B exp(— ikox), (5.415)
©,(x)= 4, exp(kx)+ B, exp(— kx), (5.416)
@5(x) = 4, explikyx). (5.417)

In x=0 si x=a, conditiile de continuitate pentru vectorii de stare si derivatele
acestora in raport cu x se scriu sub forma:

01(0)=,(0), 02(a)=p3(a), (5.418)
do,| _do,| do,| _ do| (5.419)

el dv |y dr |y e |

care conduc la ecuatiile:

1+B=4,+5B, (5.420)
A, exp(ka)+ B, exp(—ka) = 4, exp(ikya), (5.421)
iky(1-B)=k(4, - B,), (5.422)
k{4, exp(ka)— B, exp(~ ka)} = ik, 4, exp(ik,a). (5.423)

Pentru a evalua transparenta barierei trebuie calculat coeficientul A4, . Eliminand
pe B intre ecuatiile (5.420) si (5.421) rezulta:
4 - 2k, + B, (k —ik, )
Y k+ik,
care se inlocuieste in relatiile (5.421) si (5.423), obtinand:

2ik, expl(ka) B {(k —ik, Jexpl(ka) +expl(- ka)} = A, exp(ikqa), (5.425)

(5.424)

k +ik, k +ik,
2ikk, explka k(k —ik, )explka : :
k0+—ikp0() + Bl{ ( p igko p(ka) - kexp(— ka)} =1ky4, exp(lkoa). (5.426)
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Dupa eliminarea lui B, intre relatiile (5.425) si (5.426) rezulta:
Ay (k+iky Jextlikoa) —2iky exka) koA (k +iky Jexrlikya)—2ikk, expika)
(k —iky )explka) +(k +ik, Jex—ka)  k(k—ik,)exp{ka)—k(k +ik, )ex{—ka)

, (5.427)

de unde:

4, = : dikky expl-ikya) : ' (5.428)
(k +iky )" exp(—ka)—(k —ik, )" exp(ka)

Tinand seama de expresiile densitatilor de curent de probabilitate incident:
. h . « d : : d : «
o= lenplt )& fexp(ko)]-explit) . ek |

o hk
_ P i, = (5.429)
2im m

si respectiv transmis:

J, = % {[A2 explik,x)| %[A2 explikyx)|— 4, ex;{ikox)% [4, ex;(ikox)]*} :h::Azz (5.430)

transmitanta barierei devine:

Ji 2 16k kg
T:f:|A2| (2. 2V 2,2
Ji (2 + k2 (exp(2ka) + exp(— 2ka)—2) + 16Kk
(5.431)
~ 4 kg ~ 4w (U, —w)
(k2 + k2 sh2(ka) + 42,2 Uosh® (ka)}\2m(Uy ~w) +4w (U, ~77)
Rescriind relatia (5.431) sub forma:
= f (5.432)
! (ko + kj exp(2ka)+ 4
4\ kK,

se observa ca la numitor putem neglija pe 4 in raport cu exponentiala, iar £ si k, fiind de
acelasi ordin de marime rezulta:

T=T, exp{— %" 2m(U, - W)} (5.433)

unde:
w w
T, :16—(1——) (5.434)
0 Uy
Din relatia (5.433) se observi ca transparenta barierei depinde de lirgimea sa a . In
tabelul 5. 3 sunt prezentate cateva valori ale transmitantei in cazul unui electron

(m =9,1-107! kg) si o bariera pentru care Uy, —W =5 eV = 81077 7J.

Tabel 5. 3.
a(- 1071° m) 1 1,3 1,5 1,8 2 5 10
T 0.1 [0.04 T003 [o0016 0008 [s55707 [14.10"2
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La traversarea unei bariere de potential microparticula nu pierde energie, aceasta parasind
bariera cu energia cu care a venit. Traversarea barierei de potential se numeste efect tunel.

Exemple de fenomene fizice explicate prin efect tunel. Emisia particulelor o . Energia
particulelor o 1n nuclee este mult mai mica decat Indltimea barierei de potential de la
marginea nucleului. Astfel, fenomenul de emisie de particule o din nucleu, pus in
evidenta experimental, nu poate fi explicat altfel decat prin efect tunel.

Emisia la rece (emisia autoelectronicd). S-a constatat experimental cd sub influenta unui
camp electric exterior intens electronii incep sa iasa dintr-un metal la o temperatura oricat
de coboratd, fenomenul numindu-se de emisie la rece (emisia autoelectronica). Explicatia
clasicd a valorilor intensitatii curentului electric in cazul acestui fenomen nu concorda cu
cele obtinute experimental. In fig. 5. 41 a), b) este reprezentat potentialul electric al unui
metal pentru un electron liber din acest metal, in lipsa unui camp electric exterior (a) si
respectiv in prezenta acestuia (b).

U(x) oix)
Bletal Vid
Uo & i
eHx
Metal i | 1 1 >

& Vid f) Lo

124
Lexi

= 0 x Xy X
a) b

Fig. 5. 41 a), b). Potentialul electric al unui metal pentru un electron liber din acest metal: in lipsa
unui camp electric exterior (a) si in prezenta acestuia (b).

Daca se aplica metalului un camp electric exterior de intensitate £, acesta
actioneaza asupra unui electron din metal cu o fortd eE . Electronul avand energia W
inferioara Tnaltimii barierei U, acesta poate parasi metalul prin efect tunel. Probabilitatea

ca electronul sa paraseascd metalul este data de transparenta barierei:

X2
T =T,exp —%J.\/Zm\/U—de , (5.435)
0

dacd se alege originea in x; (adica x; = 0). Energia potentiala fiind:

U(x)=U, —eEx, (5.436)

rezulta ca:

f\/ﬁ,/Uo —Wdx = f\/2m\/U0 —eEx—Wdx
0 0
22m 1

= (U, —eEx, -W
3 eE(OeXQ )

iE (U, -W)'? (5.437)
e

32 2\2m
3
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Din fig. 5. 41 b) se observa ca:

astfel ca:
2Uy WY \2m 1 ( a}
T =T, exps— —e=Thexp| —— |, 5.439
0 XP 3eh E[C T (5.439)
unde:
32 [
_ 2=y Nam (5.440)

3eh
Rezultatul obtinut concorda cu dependenta curentului electric obtinut in functie de
intensitatea cdmpului electric aplicat.

Diferenta de potential de contact. Acest fenomen a fost descoperit de A. Volta si se
explica prin trecerea electronilor prin bariera de potential dintre doua metale, egala cu
diferenta lucrurilor de iesire a celor doud metale.

Dispozitive electronice. Functionarea unor dispozitive electronice (dioda tunel, jonctiunile
dintre supraconductori etc.) se explica pe baza efectului tunel.

5.8.2. Particula legata
Groapa de potential cu pereti infiniti. Pentru a studia comportarea unui sistem atomic sau

nuclear se calculeaza valorile posibile ale energiei unei microparticule inchisd intr-o
groapa de potential unidimensionald, adica intr-un camp definit prin (fig. 5. 42):

{O, |x| <a,
U(x)= (5.441)
o0, x| >a.
Iix)
1 1
i i
- 0 a x

Fig. 5. 42. Groapa de potential cu pereti infiniti.

Din punct de vedere clasic microparticula este inchisa in regiunea |x| <a si oricare

ar fi energia ei aceasta se ciocneste elastic de peretii gropii de potential. Ecuatia
Schrédinger atemporald in domeniul |x| <a se scrie:

2 2
_;_ic_(; _ W, (5.442)
m

iar in domeniul |x| >a, @=0, deoarece aici particula ar trebui sa aibad energie infinita

pentru a exista.
Introducand notatia:
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2
k2 = sz , (5.443)
h
rezulta ecuatia:
d2(P 2
care are solutia:
o(x)= Asinkyx + Bcoskyx (5.445)

In x=—a si x =a, conditiile de continuitate pentru vectorii de stare si derivatele
acestora in raport cu x se scriu sub forma:

o(-a)=o(a)=0, (5.446)
do = do =0, (5.447)
dx X=—a dx X=a
adica:
o(a)= Asinkya+ Bcoskya =0, (5.448)
o(—a)=—Asinkya+ Bcoskya =0, (5.449)
Ak coskya=0. (5.450)
Adunand relatiile (5.448) s1 (5.449) rezulta:
Bcoskya=0 sau B=0. (5.451)
Atunci din (5.448) si (5.450) se obtine:
o(x) = Asinkyx (5.452)
si
koa=(2n+ 1)%, (5.453)
de unde
2n+1
ko = @+t (5.454)
2a
Scazand relatiile (5.448) si (5.449) rezulta:
Asinkya=0 sau 4=0. (5.455)
Astfel, in acest caz:
o(x)= Bcoskox. (5.456)
Punénd conditia (5.447) rezulta:
de unde
2
fy === (5.458)
a 2a
Combinand rezultatele (5.454) si (5.458) se obtine:
ko =22 (5.459)
2a

iar din relatia (5.443) rezultd valorile energiei microparticulei:
n*n? _2mW,

4a’ h?

, (5.460)

Sau
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2 szhz
n =n 2 >
8ma
Se observa ca particula legata in groapa de potential cu pereti infiniti are un
spectru discret da valori ale energiei, adica energia este cuantificatd.

Vectorii proprii ai operatorului energie sunt:

n=1223,.. (5.361)

. NT
Asin—x
¢, (x)= ¢ (5.462)
T
Bcos(2n+1)—x
2a
unde constantele 4 si B se calculeaza din conditia de normare:
a
[ 4%sin™Fxdr =1, (5.463)
a
sau
2nm
a l—cos——x
A [ ——2 —dx =1, 5.464
[ (5.464)
de unde rezulta:
1
A=—. (5.465)
Ja
Asemanator:
2 +1
J.B nt AT dx =1, (5.466)
2a
de unde se obtine:
1
B=—. (5.467)

Inlocuind valorile constantelelor A4 si B din (5.465) si (5.467) in relatia (5.462)
rezulta vectorii proprii ai operatorului energie sub forma:

nw 2nm
( ) 1 s1n7x—smzx
0,\X)=—7= (5.468)
Va cos(2n+1)2ix .
a

Se observa ca toti vectorii proprii ai operatorului energie (5.468) sunt functii pare
pentru n impar §i functii impare pentru n par. Numarul de noduri ai vectorilor proprii
(zerourile vectorilor proprii) creste odata cu valoarea proprie a operatorului energie,
adica creste cu o unitate cand se trece de la o valoare proprie la valoarea proprie imediat
urmdtoare. In fig. 5. 43 a) sunt reprezentati vectorii proprii pana la n =4, iar in fig. 5. 43
b) patratele modulelor acestor vectori, care reprezintd densititile de probabilitate de
localizare a microparticulei in interiorul gropii.
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P(x) |q,(x)|2
n=4 e N . W I o N i
FARA W AR F AR W AW
= P 2T P
~L7 R PN
n=72
n=1
-d O ) x - 8] ¢ x
a) b)

Fig. 5. 43 a), b). Vectorii proprii (a) si patratele modulelor acestor vectori (densitatile de
probabilitate de localizare a microparticulei (b)), pentru n =1, 2, 3, 4, 1n cazul

unei gropi de potential cu pereti infiniti.

Din fig. 5. 43 b) se observa ca in starea energeticd cea mai coborata, (n =l)
densitatea de probabilitate de localizare a microparticulei are o valoare maxima in centrul
gropii, In timp ce pentru nivelul energetic urmator (n = 2) in centrul gropii densitatea de
probabilitate de localizare este nula.

Groapa de potential tridimensionald. In problemele studiate pana in prezent functia de
stare depindea de o singurd coordonatd. Pentru a examina cel mai simplu caz
tridimensional se considera o microparticuld de masa m aflatd intr-un camp de potential
tridimensional de forma:

0, xel0,al yel0,b], z€l|0,d
U(x,y,z)z{ 0.4}y ef0.5] ] [0.4] (5.469)
0, in rest,
reprezentat in fig. 5. 44 si numit cutie de potential.
T
d
O b ¥
73
X
Fig. 5. 44. Cutia de potential.
Considerand ca:
U(x,y,z):Ul(x)+ Uz(y)+U3(Z) (5.470)
ecuatia Schrodinger atemporala se scrie sub forma:
o’y o'y 8’y 2
Y eV Y U, -U, -U, )y =0. (5.471)

o oyt ozt hm?
Pentru rezolvarea ecuatiei cu derivate partiale (5.471) se aplicd metoda separarii
variabilelor, adica se cauta o solutie de forma:
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w(x,y,z) = (Pl(x)'(Pz(y)'(Ps(Z)-
Inlocuind solutia (5.472) in ecuatia (5.471) rezulta:

{idchl _2mUlj+(Ld2(p2_2mU2}{id2(p3 _2mU

@ dx? h? ¢, dy? n? 03 dz*

(5.472)

e (5.473)

Egalitatea (5.473) este adevaratad daca fiecare din cei trei termeni aflati in paranteze

sunt constanti, adicd daca:

Ldz(Pl _2mU, — 2

0 d2 72 1>

1 d’p, 2mU, 2

0 &y’

Ld2(p3 _2mU; — 2

0s dz2 #2 3>
cu conditia ca:

k12+k22+k32=2:—2W.

Considerand cazul particular cand in cutie
ecuatiile (5.474)-(5.476) devin:

P
21 +k12(|)1 _05
?2 2
dy2 +k2([)2 O,
d2
(23 +k32(|)3 _0’

si au solutiile:
©,(x)= A4, sink,x + B, cosk,x,
©,(y)= 4, sink,y + B, cosk,y,
©5(z)= A4 sinkyz + B; cosk;,z.

(5.474)

(5.475)

(5.476)

(5.477)

(5.478)

(5.479)

(5.480)

(5.481)

(5.482)
(5.483)
(5.484)

Punand conditiile la limita (in afara cutiei de potential vectorul de stare este nul) se obtin

relatiile:

0,(0)=0,(a)=0, deunde B, =0 st kja=mm,
9,(0)=¢,(h)=0, deunde B, =0 si kb =n,m,
05(0)=5(d)=0, deunde B, =08i k3d =nym.

Tinand seama de relatiile (5.482)-(5.487), rezulta:

1 2

T . MW
ysin

w(x,,2)= 01 (x)o, (v)o3(2) = 4sin na xsin nb

Constanta A se determina din conditia de normare:
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abd
j“Az sinzmxsinzﬂysin2 Mzd.xdydz=l, (5.489)
000 a b d
adica:
F mn | 4 nom .4 NyT
A? Isinz #xdxf sin’ Lydy.[ sin? —=—zdz =1, (5.490)
0 a 0 b 0 d
de unde:
8
A=.|—. (5.491)
abd
Deci:
8 . . )
U} (x,y,z)z sin nlnxsm nznysm n3nz, (nl, Ny, n3)=1, 2,3,... (5.492)
1213 abd a d

Inlocuind relatiile (5.135)-(5.137) in conditia (5.127), rezulta:
232 (.2 2
n°h

2
_ o on m _
oy = 5 | Tt o) (n, ny, ny)=1,2,3,....  (5.493)

Vectorii de stare (5.492) reprezintd unde stationare cu (nl + 1) plane nodale
paralele cu planul yOz, cu (n2 +1) plane nodale paralele cu xOz si cu (n3 +1) plane
nodale paralele cu planul xQOy . Valorile posibile ale energiei exprimate prin relatia (5.143)
reprezintd un sir discret de grupe de trei valori intregi (”1» n,, n3) asociate nivelului de

energie determinat. Cele trei numere se numesc numere cuantice. In cazul particular cand
a =b =d expresiile vectorilor de stare, (5.168) si respectiv ale energiei, (5.169) devin:

8 . mm . Ny . MW
v (x,y,2)= | sin—=xsin—2= ysin =~z (5.494)
ny,ny,n3 a a a a
si
222
mh 2,2, .2
1,15 13 :—2ma2 (n1 +ny +ny ) (5.495)

Din relatiile (5.494) si (5.495) se observa ca pentru fiecare grup de valori intregi
(nl , Ny, n3) existd o stare (vector de stare) diferitd, dar valorile energiei corespunzatoare
tuturor stdrilor pentru care suma n12 +1122 + n32 este aceeasi, sunt identice. Astfel, pentru

stari diferite, (vectori de stare diferiti) se obtine aceeagi valoare a energiei. In acest caz se
spune ca starile sunt degenerate (nu pot fi deosebite doar printr-o masuratoare asupra
energiei) si numarul de stari care au aceeasi valoare a energiei se numeste ordin de
degenerare.

5.8.3. Oscilatorul armonic liniar

Din punct de vedere clasic, un oscilator liniar armonic este un punct material da
masa m a carui miscare are loc dupa o lege de tipul: x(t)z Acos(wt—(po), unde A si

(@, sunt constante care se determind din conditiile initiale. Forfa care actioneaza asupra

punctului material, (forta elastica) are expresia: F (x)z —me°x. Energia potentiala a
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X
oscilatorului  armonic  este: U(x):—IF (x)dx:Emofxz, iar energia totald a

0

2

1 1
oscilatorului armonic se scrie sub forma: W = Py mv* + U(x) =L 4 U(x) = EmmzAz .

2m

Valorile proprii ale hamiltonianului asociat oscilatorului armonic liniar. Din punct de
vedere cuantic, oscilatorul liniar armonic este un sistem caruia i se asociaza operatorul
energie (hamiltonian):

A2 2 12
A A oA 1 . e d 1
A=T+0=L" 4 mo*#*=—" % 4 e, (5.496)
2m 2 2m dx? 2
Ecuatia cu vectori si valori proprii a hamiltonianului se scrie sub forma:
a1, .,
(—%§+Emm X (Pn(X):Wn(Pn(X). (5497)

Oscilatorul liniar armonic cuantic fiind un sistem legat, nivelele sale energetice

. . . 2 .. ..
sunt discrete. Inmultind ecuatia (5.497) cu (— —j si introducand notatiile:

hw
mm w
=X =oxsie, =", 5.498
rezulta:
>,
—5 =" 0. (1) =-2¢,0,(y). (5.499)
dy
In vederea rezolvarii ecuatiei (5.499) se introduc operatorii:
dey-Lsiboyed (5.500)
dy dy

care satisfac relatiile:

i k)3 [ro-22)o (s - 2)

d2
=( 2 ——j(p(y), (5.501)

dy2
adica:
2
2 _d_:l(gg+,ag), (5.502)
dy? 2
si
L{an ~~ 1 d do d do
—(B4- 4B =l y+— S o [ (P b =1, (5503
2( )(p(y) 2{(y dyj(y(p dyj (y dyj(w dyj} 309
deci:
%(é,a ~AB)=1. (5.504)

Din egalitatile (5.151) si (5.154) rezulta:

293



MECANICA CUANTICA

. K
BA=y*———+1, (5.505)
dy
Y &
AB=y " ————1. 5.506
. (5.506)
Tindnd seama de relatiile (5.505) si (5.506) ecuatia (5.499) se poate scrie sub
forma:
sau
ABg,(v)=(2¢, -1)o,(v). (5.508)
si
BAp,(v)=(2¢, +1)9,(»). (5.509)

Multiplicand ecuatia (5.158) la stanga cu (pjZ (y) si integrand pe tot domeniul
ye (— oo,+oo) rezulta:

Tor()iBo, My = [ o5 ()2e ~hpa ()

+00
:(28;1_I)J.(pn(y)pn(y)dy:(zgn_1)203 (5.510)
deoarece:
+00 N
[, (v)dy =1, (5.511)
—0
vectorii proprii fiind normati, iar:
(26, -1)>0, (5.512)
deoarece €, contin valorile proprii ale energiei. Alegand cazul limita:
2¢, -1=0, (5.513)

. : I . : 1 .
se obtine valoarea minimd a lui €, = 5 Inlocuind €, = > in ecuatia (5.508) rezulta:

ABgy(y)=0, (5.514)
sau
Bgy(v)=0, (5.515)
adica:
d
(y +—j(p0(y)= 0, (5.516)
dy
deci:
dﬂ =—ydy, (5.517)
08}

care are solutia:
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2
0o(¥)=Cy eXP(- %j (5.518)

Functia @, ( y) poate fi un vector propriu deoarece este continud si uniforma in tot
. o . . de 1 : 2 o
domeniul de definitie a lui y si este normabild, adica expresia |(p0(y)( este finitd pentru

y — $o0. Se aplicd apoi la stdnga operatorul A ecuatiei (5.509) si se obtine:

A AA

ABdo,(y)=(2¢, +1)dg, (»). (5.519)

Comparand relatia (5.519) cu (5.518) se observa ca prin aplicarea operatorului A functiei
©, () se trece de la valoarea (2¢, —1) la valoarea (2¢, +1). Rezulta ci prin aplicarea
operatorului A functiei proprii lecpn (y) se trece de la valoarea (28n +1) la valoarea
(28n + 3), s. a. m. d. Astfel, valorile lui 2¢, sunt de forma: 1, 3, 5,... ,(Zn + 1) sau

g, =%(2n+1)=n+%, unde n=0, 1, 2,..... (5.520)

Inlocuind relatia (5.520) in notatia (5.498) se obtin valorile proprii ale operatorului
hamiltonian pentru un oscilator armonic liniar:

w, :snh(o:(n+%jhm. (5.521)

Din relatia (5.519) rezulta ca:
A9,(»)= 0, (). (5.522)

Operatorul A care are proprietatea ca fiind aplicat vectorului propriu intr-o stare
conduce la vectorul propriu din starea urmatoare se numeste operator de creere.

Asemanadtor, aplicand operatorul B ecuatiei (5.508) rezulta:

AA A

BABo,(y)=(2z, -1)Bg,(y). (5.523)
Comparand ecuatia (5.523) cu (5.509) se observd cd prin aplicarea operatorului B
vectorului (pn(y) s-a trecut de la valoarea (Zﬁn +1) la valoarea (28n —1), adica la
valoarea proprie corespunzatoare stdrii energetice imediat inferioare. Din acest motiv

operatorul B se numeste operator de anihilare. Valorile din relatia (5.521) formeaza un
sir discret de valori proprii ale energiei oscilatorului liniar armonic. Se observa ca in toate
cazurile diferenta dintre doua valori posibile ale energiei este egala cu Zw®, adica cu o
cuantd de energie, iar valoarea minima a energiei oscilatorului, numita energie de zero,
care nu poate fi anulata niciodata, este:

W, = hjco, (pentru n=0). (5.524)

Existenta acestei energii de zero, care justificd imposibilitatea experimentala de a
atinge temperatura de 0 K, apare ca o incertitudine a energiei in starea cu n =0.

Vectorii proprii ai hamiltonianului pentru oscilatorul liniar armonic cuantificat. Tinand
seama cd, (asa cum rezulta din relatia (5.522)):

Pt (v)=49,(»), (5.525)

iar
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2
¢o(¥)=C,y eXp(— %J (5.526)
rezultd cd se poate construi orice vector propriu @,, ( y) sub forma:
(n) 2
. d
¢,(v)=4 q)o(y):(y—d—j Co exp(—y—)- (5.527)
[y 2
Scriind ecuatia (5.509) pentru vectorul propriu @,,_; ( y) , adica:
BAg,,(y)=(2e,, +1)o,(»). (5.528)
unde
49,4(y)=0,(»). (5.529)
si
2¢, +1={2(n—1)+1}+1=2n, (5.530)
rezulta:
Bg,(v)=2n9,,(y). (5.531)

Inmultind la stanga ecuatia (5.531) cu (PZ—I ( y) si integrand pe domeniul de variatie
alui y rezulta:
+oo +00
f 0,1 (v)Bo, (y)dy =2n Icpfz (), (v)dy. (5.532)

Dar

L(Pnly)Bcpn y)dy = I(Pnl )(er—}v
—I(y——}pnl(y)ﬁp y)dy = IAcpnly)(P()y. (5.533)

—o0
. * ~+00 .o . A
Cantitatea ¢,,_, (y)(pn (y)|_oO se anuleaza deoarece vectorii @, (y) tind la zero cand

y — too. Tinand seama de relatia (5.533), rezultd succesiv:

I(pnly)Bcpn )y = IAcpnly)tP vy = I(Pn o, W)y, (5.534)

—00 —00 —00

Comparand relatiile (5.531) si (5.534), se obtine:
(0,-0,) =20, 1,0,1) = 21-2n=1Y, 5,0, 5) =-.= 2" !(@, ) =2" !, (5.535)

pentru ca:

(©0,99)=m. (5.536)

. L o . /m(o .
Revenind la variabila x, adica inlocuind y = x e conditia de normare se poate

scrie sub forma:

T(N 0, () (N, @, (x))dx = NZ\/if% W, )y =1,  (5.537)

de unde
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1 h 1/4 1 o 1/4
N, :_(_] :_H (5.538)
2" p I \MO N2 I\ T
unde
mm

oa=,—. 5.539
5 ( )

Astfel, vectorii proprii ai operatorului hamiltonian pentru oscilatorul armonic
cuantificat sunt:

(n) 2
_ _d Yy
(pn(y)—Nn[y dyj eXp( : j

=N,(-1)" {exp(y2 );nn exp(— y? )} exp(— y_;J , (5.540)

3

R R I SR K
(y dy)eXp( 2}— exp(zjdy. (5.541)

Functiile date de relatia (5.540) pot fi scrise sub forma:

pentru ca:

2
0, (y) = Nan (y)exp{_ %J > (5542)
unde
n d”
H,(y)=(-1) {exp(yz) w exp(—yz)}, (5.543)
sunt polinoamele lui Hermite.
Hy(y)=1, (5.544)
H(y)=2y, (5.545)
HQ(y)=4y2 -2, (5.546)
Hy(y)=8y> -12y, (5.547)
H,(y)=16y* —48y* +12, (5.548)
Hs(y)=32y° —160y° +120y, etc. (5.549)

Din relatiile (5.544)-(5.549) se observa ca polinoamele Hermite sunt alternativ
pare si impare odata cu valorile lui n. Vectorii proprii (5.542) se scriu functie de variabila
x sub forma:

¢ ( ) - - /—1 ( ) _2 ? 0
= H (o — ) 5.55
2 (n) o ,lox Jexp 5 X ( )

Se poate demonstra ca vectorii proprii (5.550) sunt ortogonali.

5.9. Teoria cuantica a momentului cinetic

In vederea studierii nivelelor energetice ale unei microparticule, aflata intr-un camp
central, este necesara prezentarea teoriei cuantice a momentului cinetic.
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5.9.1. Operatorii momentului cinetic

Operatorii momentului cinetic in coordonate carteziene au expresiile:

A n( o 0

[ =9p —sp =2, 2,9 5.551

x =Y., i[yaz Z@y] ( )

A n( o 0o

I =25 —sp. =22 _x2 ], 5.552

y = Pz i(zéx x@zj (5.32)
iﬁfy—ﬁ?x:Z x 2 —y—a : (5.553)

i oy =~ Ox

iar

2 2 2
=0 +0+07 =1 yg_zg +(zg—x§j + xg—yg . (5.554)
oy =~ ox

De multe ori in calcule sunt utile expresiile operatorilor (5.551)-(5.554) in
coordonate sferice (fig. 5. 45). Intre coordonatele carteziene si cele sferice exista relatiile:

x=rsinBcosqQ, (5.555)
y=rsin0singQ, (5.556)
z=rcosH (5.557)
sau
r= \/xz +y2 +z2 (5.558)
0 = arccos z (5.559)
Jx2 +y? + 22
_ Y
(p = arctg— (5.560)
X
- T
P(rd.9)
¥
&
o
" ¥
PI

X
Fig. 5. 45. Coordonate carteziene si sferice.

Facand schimbarea de variabile (x, Y, Z)—)(r, 0, (p) se obtin expresiile
operatorilor momentului cinetic (5.551)-(5.554) in coordonate sferice:

A

0 0
[ =1h| sinp— +ctgbcos— |, 5.561
x ( Pog O (Pa(Pj ( )
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. 0 0
[, =1h| -cos@— + ctgBsino— |, 5.562
y ( ¢ g T Cledsmo 8(pJ (5.562)
[, = —ihi, (5.563)
o¢
2
1% =-n* _1 i(sineij gt oL (5.564)
sin 6 60 80) sin’0 o¢>
Intre operatori exista urmatoarele relatii de comutare:
[ix,iyjzihiz, (5.565)
0,0 |=ini, (5.566)
.0 |=ini,, (5.567)
si
ix,izjzo, (5.568)
i.i%]=0, (5.569)
..0%]=0 (5.570)

Ca exemplificare se demonstreaza relatiile (5.565) si (5.568):
0 e yz) =0 w0 Ly =

=-1? yg—zi (zi—xQJ—(zg—xﬁj yg—zi vy (5.571)
0z OoyN Ox Oz ox Oz oz Oy

A R R N N VR

A A A~ A A

=ihl_ 1y —ihl Ly +ihl Loy =ikl ]y =0.
5.9.2. Vectorii proprii si valorile proprii ai operatorului [ .

Ecuatia cu vectori si valori proprii pentru operatorul I . (5.63) este:

1.0(¢)=1.0(9) (5.573)
sau
- ih(@—(@ = mh®d(p) (5.574)
do
unde
I, =mh, (5.575)

avand in vedere ca /i are dimensiunea fizicad a unui moment cinetic. Ecuatia (5.574) mai
poate fi scrisa sub forma:
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dCD((p) :
——< =1mdo, (5.576)
(o)
solutia acesteia fiind:
@, (¢)= Cexplimo), (5.577)
constanta C rezultand din conditia de normare, adica:
2n
J-CD; (¢)- @, (p)do=1, (5.578)
0
de unde
C=1/~2m. (5.579)

Tinand seama de relatiile (5.577) si (5.579) vectorii proprii ai operatorului l; pot fi
scrigi sub forma:
D, (p)= (1 / x/ﬂ)exp(imq)). (5.580)
Pentru ca solutia (5.580) sa fie univoca, avand in vedere cd ¢ este o variabila
ciclica, trebuie ca:

exp(imo) = exp(im(p +27)), (5.581)
adica:
exp(im2n)=1, (5.582)
sau
m=0, 1, £2, +3,.... (5.583)

Din cele prezentate mai sus rezultd cd masurand componenta z a momentului
cinetic se pot obtine valori care sa reprezinte multipli intregi ai cuantei de moment cinetic
i, numarul m numindu-se numdr cuantic magnetic.

5.9.3. Vectorii proprii si valorile proprii ai operatorului [?

Deoarece operatorul [? depinde de variabilele O si ¢ se aleg ca vectori proprii

functii de variabilele 0 si @, ¥ (6, q)). De asemenea, intrucat operatorii /, si / 2 comutd,
acestia admit aceeasi baza ortonormata de vectori proprii, deci se poate scrie ca:

Y(6,9)= P(6)-exp(imo). (5.584)
Ecuatia cu vectori si valori proprii pentru operatorul [? este de forma:
1°Y(0,0)=B*1Y(6,¢), (5.585)
sau tinand seama de relatia (5.584):
12 {P(8)-exp(ime)} = B*7*P(8)- exp(imo). (5.586)
Inlocuind expresia (5.584) a operatorului [%n relatia (5.586) rezulta:
2
_hz{ﬁg(gﬂe% + sir112 . a%}{p(e). explimo)} = p2A2P(0)- explime)  (5.587)
sau:
{#i(sineij _m Bz}P(O) -0. (5.588)
sin© dO d6) sin*@

Pentru a rezolva ecuatia (5.578) se cautd mai intdi valorile posibile ale lui 3,
observand ca intrucat diferenta
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A

2 72 72,72
=17 =17 +1; (5.589)
este operatorul unei marimi fizice pozitive (i xz +1 y2 ) rezultd ci la o valoare datd a lui />

trebuie sd fie indeplinita inegalitatea:

B =m? (5.590)
sau
—B<m<P. (5.591)
Pentru aflarea valorilor proprii ale momentului cinetic se introduc operatorii:
l = l + ll (5.592)
s
I_=1,-1l, (5.593)
care verificd urmatoarele relatii de comutare:
.0 |=2ni (5.594)
[lz, J= (5.595)
0.0 |=-ni_. (5.596)

Pentru exemplificare se verifica relatia ( 595):
L =00 il (0, +id, Yoy = (7~ 00 by +i(00, ~0 .
y
[zz,x}wﬂ[zz,y}uz(ihiyﬂ(-ih)ix}w h(l +11 “nly  (5.597)

Aplicand pe rand operatorii /[, si /_[_ vectorului propriu @, corespunzator

>‘\4>

operatorului iz se obtine succesiv:

L1, ()=, +1.0. 0, (0)=n(m+1),®,(p) (5.598)
si

i, (o)=(ni —11 ), (@)=n(m-1) ®,(e). (5.599)

Pentru deducerea relatiilor (5.598) si (5. 599) s-au folosit regulile de comutare
(5 835) si respectiv (5.836). Din relatiile (5. 598) si respectiv (5.599) se observa ca

l O ( ) este vectorul propriu al operatorului l corespunzator valorii proprii h(m + l)

jar [ @ m((p) este vectorul propriu al operatorului /_ corespunzitor valorii proprii

z

h(m —1). Se poate scrie ci:

D, ((p) = const. f+q)m ((p), (5.600)
®,,_;(p)=const. i_CDm (). (5.601)

Daca in ecuatia (5.600) se pune conditia ca m =3 rezulta ca:
[,®4(0)=0, (5.602)

~

deoarece stéarile cu m >3 nu existd conform conditiei (5.891). Aplicand operatorul /_
relatiei (5 602) rezulta:

LLoy(e)=, il )i, +il, Joy (o
I,

:(zx w124l d -1

)
)‘b )=(7 - izz—hiz)%(cp)=0. (5.603)
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A

Notand cu ¢ valorile proprii ale operatorului ] si tinand cont de faptul ca functiile
(DB ((p) sunt vectori proprii atat ai operatorului [ cat si l; , din ecuatia (5.603), se obtine:

nBE—h*t —n* =0 (5.604)
de unde

B2 =4(C+1). (5.605)

Astfel, valorile proprii ale operatorului moment cinetic total [ sunt (h , 1ar valorile
proprii ale operatorului patrat al momentului cinetic sunt n*e (ﬁ + 1). Operatorul proiectiei
pe axa Oz a momentului cinetic (l;) are valorile proprii m=2/¢, (-1, ... , —{, adica
(ZE +1) valori (proiectii) pentru fiecare valoare a lui ¢. Inlocuind rezultatul (5.605) in
(5.588) rezulta ecuatia:

1 d dy m’
———|sin0— |- +/0/+1);P(O)=0. 5.606
{sin@d@(sm deJ o )} ®) £

Aceastd ecuatie este bine cunoscutd in teoria functiilor sferice avand solutii care
sunt finite si univoce pentru £ Z|m| intregi si pozitivi. Solutiile ecuatiei (5.606) sunt

polinoamele Legendre asociate })Jm‘ (COS 9), definite de:
d‘m‘Pf (cos®) sino  d"

20 4
(dcos0)”  2°41 (dcos0)"! (cos 8 1), (5.607)

Pg‘m‘ (cosB)= sin 0

unde

NP
sin"'9 d Vi
P, (cos8)= ; S (cos2 6—1) (5.608)
2'0 (dcose)’
sunt polinoamele Legendre. Pe baza celor prezentate mai sus vectorii proprii (5.34) sunt
dati de relatia:

Y, (8,0)=C- P[Jm‘ (cosB)e™™. (5.609)
Constanta C se calculeaza din conditia de normare:
n2n 2
.”Cz‘Pgm (cos@)‘ sin0dode =1. (5.610)
00

Solutia completa este data expresia:
Y, (6.0)= ()" [20+1 (¢ ~|m|)! il ed“""‘ (sin” e)eim(p
200\ dr (£+]m))! d(cos0)"

aceste functii numindu-se armonici sferice, orice functie putand fi dezvoltata in armonici
sferice. Paritatea vectorilor proprii ai momentului cinetic este determinatd de comportarea

, (5.611)

lor la schimbdrile de coordonate sferice:  r = r, 0 = n—0, (p' =n+ @. Din conditia
(5.604) a rezultat ca operatorul modul al vectorului moment cinetic are valorile proprii
N f(ﬁ +1) , diferitelor valori ale lui ¢ corespunzandu-le stiri diferite pentru sistem. In

fizica atomica se obisnuieste sa se noteze diferitele stari cu valori diferite ale momentului
cinetic prin litere in felul urmator:

= 0, 1, 2, 3,..
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starea s, p, d, f,..

in tabelul 5. 4 sunt prezentate stirile, valorile lui ¢, m, vectorii proprii
corespunzatori si valorile momentului cinetic si a componentelor sale pentru starile cu

le [O, 2]. Se observd ci momentul cinetic / are modulul determinat de numdrul cuantic

orbital (azimutal) (=0, 1, 2, 3,...si este egal cu 74/l(¢+1), fiecarei valori a lui /¢

corespunzandu-i (2€ +1) valori a proiectiei pe axa Oz a momentului cinetic, care sunt

multipli intregi de 7. Celelalte doud proiectii /

L osil , sunt nedeterminate. Numerele

intregi (in unitati 7 ) care dau proiectia momentului cinetic pe axa Oz se pot interpreta ca
o cuantificare a directiei lui / , cu rezerva ca nu este daterminatd decat una din directiile
vectorului / . Pentru a intelege mai clar esenta acestui fenomen se exprima starea

determinata de ¢ =1 (starea p). Vectorii proprii ai operatorului [? in aceastd stare sunt:
Y,  =+/3/8nsin0e'?, Y, =~/3/4mcos0,Y | =+/3/8nsinOe™®, in toate aceste stiri

72 A . 2 . . . o
operatorul [/~ avand valoarea proprie 2%~ . Deci, starea p fiind triplu degenerata aceasta
trebuie descrisa prin combinatia liniard a celor trei vectori: ¥ =C,Y,, +C,Y, + C5Y_;.
Datoritd izotropiei spatiului nu exista nici o directie privilegiatd. Deci, cunoscand proiectia
momentului cinetic pe axa Oz, se poate izola intr-un fel aceasta directie, de exemplu,
aplicand paralel cu aceastd directie un camp magnetic exterior $i masurand proiectia
momentului cinetic pe aceasta directie. Daca, de exemplu, rezultatul acestei masuratori este
+ 7, atunci dupa masurdtoare, starea sistemului este descrisa de vectorul W =Y, adica

=1 s [c,f

determinatd, dar nu se poate spune nimic despre celelalte doud proiectii /, si /,. Acest

2 o T .
=|C3| =0. Proiectia /, a momentului cinetic are o valoare bine

lucru este rezultatul faptului cd vectorul propriu Y., nu este si vector propriu pentru

operatorii /, si / ,- Pentru a masura proiectia momentului cinetic dupd altd directie, se
aplicd un camp magnetic dupd aceastd noud directie, dar prin aceasta perturbam starea
initiala, sistemul trecand intr-o noud stare. Astfel, Intotdeauna, in orice stare a sistemului,
se poate misura doar o singurd proiectic a momentului cinetic. In acest caz axa Oz este
cea dupa care se poate masura proiectia momentului cinetic, de obicei, paralela cu directia
unui camp exterior. Pentru a intelege particularitatile miscdrii unei microparticule Intr-un
camp central este util sa se calculeze densitatea de probabilitate de localizare a unei
particule dupa diferite directii, In cateva cazuri particulare.

Tabel 5. 4.
0| m l I Iy, 1,
Starea Vectorul propriu
S 0] 0 0 0 0 0
1 [3/87 sin 0e'® J2h h nedeterminate
p I [3/ 47 cosO N2k 0 nedeterminate
-1 J3/8m sin 6e @ NDY/ — nedeterminate
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2 J15/32msin? 02 J6h 2h nedeterminate
., , 1 J15/8m sin ©cos Oe'® Jon h nedeterminate
0 J5/16n (3 cos2 0 — 1) Joh 0 nedeterminate
-1 J15/87 sin O cos Be @ Jon —h nedeterminate
-2 J15/3271sin? 0e 2 Jon —2h nedeterminate

Din punct de vedere cuantic, orientarea spatiala a vectorului moment cinetic este
intr-o anumita masura nedeterminata, deoarece exista intotdeauna o probabilitate nenula de
localizare a microparticulei n afara planului perpendicular pe directia vectorului moment
cinetic. In starea s (ﬁ = 0), probabilitatea de localizare dupa orice directie este aceeasi,

adicd microparticula se poate gasi oriunde pe suprafata unei sfere cu raza egala cu distanta
fatd de centrul de miscare. Raza sferei raimanand constantd se poate considera egala cu
unitatea si probabilitatea de localizare a microparticulei dupa diferite directii este data de

relatia: dP = Y 'W¥do = |‘I’|Zsin6d6d(p, unde do este elementul de suprafata al sferei de

raza egald cu unitatea, iar ¥(0,0)=7,,(0,9)= LPJM‘ (cosB)e™ . Deci,

\2n

2n 5 5 5
1 e”"q" d(p‘Pgm(cosO)( sin@dO:‘Pgm(cosO)( sin0d®, (5.612)

dP:—j

2n0

reprezinta probabilitatea de a gasi microparticula pe suprafata sferei de rza egalda cu
unitatea intre cercurile de 0 si 0+ d0. Aria cuprinsa intre aceste doua cercuri fiind egala
cu 2nsinBd0O, densitatea de probabilitate de localizare a microparticulei pe suprafata
sferei este data de relatia:
2
(P:i‘P/” (cos@){ , (5.613)
2w

2
functia Pf‘m‘ (cos@j caracterizdnd Tn mod deosebit distributia microparticulei pe

suprafata sferei dupd latitudine. In tabelul 5. 5 sunt prezentate valorile densitatii de
probabilitate (5.63) si sumele acestor valori pentru toate valorile lui m corespunzatoare

aceluiasi /£, in cazurile in care / € [0, 2]. In fig. 5. 46 sunt reprezentate densititile de

2
Pf‘m‘ (cos6)

egald cu unitatea pentru m =t/ in cazurile £ =0 (fig. 5. 46 a), / =1 (fig. 5.46b), { =2
(fig. 5. 46 ¢), { =3 (fig. 5. 46 d).

probabilitate de localizare a microparticulei, , pe suprafata sferei de raza

Tabel S. 5.
Co] m , S | pl ?
‘P/n(cose) mgg‘Pf (cos@){
0 0 1/2 1/2
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+1 (3/4)sin* 0
1 2 3/2
0 (3/2)cos*
t2 (15/16)sin* 0
2 +1 (15/4)sin? 0cos? 0 5/2
0 (5/8)3cos2 01

O T AREBARO T
g g it ¥ s
TR N AN
N A

b)

ovANAT B W
5 ) _“‘ a0
I g

A SN AN
A |

d)
Fig. 5. 46 a), b), ¢), d). Densititile de probabilitate de localizare a microparticulei pentru m = £/
in cazurile:a) £ =0,b) /=1,¢) £ =2,d) / =3.

Diagramele polare din fig. 5. 46 sunt astfel construite incat daca dirijam raza
vectoare din centru spre punctul de pe curbd, lungimea segmentului pana la intersectia cu
curba determina densitatea de probabilitate de localizare a microparticulei pe sfera in orice
punct de pe cercul corespunzitor latitudinii respective 0, care este unghiul dintre raza

. . . . T e e e .
vectoare si axa verticald Oz. Se observa ca 0= E corespunde orientarii orbitelor Bohr,

probabilitatea fiind maxima in acest caz, dar ramine nenula si pentru alte directii. Rezulta
ca pentru a obtine o imagine spatiala trebuie construit solidul de revolutie obtinut prin
rotirea figurilor reprezentate in jurul directiei verticale. Din fig. 5. 46 se constatd o
ameliorare progresiva a concordantei cu teoria lui Bohr, pe masurd ce ¢ creste. Astfel,
pentru ¢/ =0 (starea §) nu existd nici o concordantd, diagrama fiind un cerc. Odata cu
cresterea lui ¢ diagrama se aplatizeaza din ce in ce mai mult, distributia microparticulelor
concentrandu-se tot mai mult in apropierea planului orbitei Bohr.

5.10. Miscarea intr-un camp de forte central
5.10.1. Ecuatia Schrodinger in cazul miscarii intr-un camp de forte central

Operatorul energie (hamiltonian) asociat unei microparticule de masa M , aflata
intr-un potential central oarecare U (r) are expresia:
. K2 .
H=——A+U(F (5.614)
A UEF)

v e A . 1
care scrisa in coordonate sferice este :

1 . . . . ~ . ° . .
S-a notat masa particulei cu majuscula M, pentru a evita confuzia cu numarul cuantic magnetic
m.
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2 2
Hz )1 a(#ﬁ}rL 1 8(81 eaj P A +U(r). (5.615)
»2or" or) 72 sin 08 20) r?sin’ 0 op*

Imand seama ca operatorul momentului cinetic total are expresia:

2
[P=10+1]+1} =-h’ _1 8(51 eéj L o | (5.616)

sin® 00 00) sin’ 0 o¢>

expresia lui H in coordonate sferice este de forma:
2 72
po 10001 (9"P)+U(r). (5.617)
2M 2 or\ or)  2Mr?
Se observa ca

17,07 |=0si |0 |=0 (5.618)

unde / .= —ihi, ceea ce inseamna cd putem cunoaste cu precizie valorile energiei si ale
o
momentului cinetic total simultan, pe de o parte, si ale energiei si proiectiei momentului
cinetic pe axa Oz pe de lata parte. Mai mult, dacd scriem ecuatia cu vectori si valori
proprii pentru operatorul energie, adica

{ n? o1 8( zﬁ)ﬂ (o, (P)+U( )}‘I’n(r,O,(p)ng‘Pn(r,G,(p) (5.619)

M 2 or\ or) oMl
si exprimam vectorii proprii sub forma produsului:
¥, (r,0,0) =R,y () ¥,,,(0.0), (5.620)

atunci Y,,, (9, (p) sunt chiar vectorii proprii ai operatorului moment cinetic total. Tinand

seama de ecuatia cu vectori si valori proprii corespunzatoare patratului momentului cinetic
total

1%Y,,(0,0)= (¢ +1)r%Y,, (0,0), (5.621)
din ecuatia (5.621) in urma simplificérii cu ¥, (9, (p) rezulta:
Pl d( ,dY) e+ A
—————+Ulr )R =W, R 5.622
e G, ) ). s

care poartd numele de ecuatie radiala.

5.10.2. Vectorii si valorile proprii corespunzatori operatorului energie
pentru atomii hidrogenoizi

In cazul miscarii unui electron in cAmpul electric al unui nucleu incarcat electric cu
sarcina + Ze energia potentiald este datad de relatia:

Ze?

U(r)=- : (5.623)
dneyr
Inlocuind relatia (5.623) in ecuatia (5.9) si introducand notatiile:
2M MZze?
W_a — (5.624)

n? " 4megh?

rezulta:
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d’R(r) , 2 dR(r) +(x +2_Q_M)R(r): 0. (5.625)

dr? rdr r 2
Ecuatia (5.625) corespunde unei miscdri unidimensionale in potentialul echivalent

Ze? .\ n* (0 +1)
4negr 2M 2

prezentat in fig. 5. 47: U'(r) =—

'ir)

\/"

Fig. 5. 47. Reprezentarea grafica a potentialului U ' (r)

In relatia (5.625) pentru » suficient de mare, primul termen este predominant,
astfel ca U < 0, iar pentru » mic, dominant este cel de-al doilea termen si U '>0.
Astfel, pentru U <0 , potentialul este de forma unei gropi de potential, valorile energiei

fiind cuantificate, iar pentru U >0, particula care vine de la dreapta la stinga este
reflectata de bariera de inaltime infinita si isi continud miscarea spre dreapta. In acest caz
operatorului energie 1i corespunde un spectru continuu de valori proprii. In cele ce urmeaza

se va considera cazul U <0, caruia ii corespunde si W < 0. Cazul energiei totale
pozitive corespunde problemelor de ciocniri, de exemplu, problema difuziei electronilor;
cazul valorilor proprii continue fiind mult mai complex din punct de vedere matematic.

Din relatia (5.625) se observa ca marimea A are dimensiunea fizica a inversului
patratului unei lungimi. Notand cu:

A= - (5.626)
"o
ecuatia (5.624) devine:
2
TR 2dR0) 20 1 A goy g (s
dr? r dr v r02 r2
In cazul cand » —> oo ecuatia (5.627) se scrie sub forma:
2
digr)—izza(r) =0. (5.628)
dr 7
Solutia ecuatiei (5.628) este:
R(r)= exp(i LJ . (5.629)
"o
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Din cele doud solutii (5.629) numai cea cu semnul minus respectd conditia ca

. < SIS A L . . r
functia R, (r) sa fie marginita. Introducand variabila adimensionald p =2— =2ry/— A,
"o

unde — — =———, ecuatia (5.627) devine:

d_ddp_2d . d° _d (wjdp_ 4 d’

= U = 2 1 2°
dr dpdr rydp dr® dp\rgdp)dr 5 dp
2

IR 24R, Ll—l—f(fjl) R=0. (5.630)

dp® pdp \NV-Ap 4 p

Solutia ecuatiei (5.630) este de forma:
R(p) = exp(— %jf(p) (5.631)
Inlocuind solutia (5.631) in (5.630) si tinAnd seama c: ﬁ = % - l exp(— Bj
dp \dp 2 2

$1 =

. d*R dzf_g+
dp?

1 p ) .
— f |exp| —= |, ecuatia (5.630) devine:
dp? dp 4fJ p( 2) (5.630)

‘12_f+(§_1J%+{(L_1Jl_f(fjl)}f:o, (5.632)

dp2 p dp V=2 p p

Alegand functia f (p) sub forma unei serii de puteri de forma:

f(p)= p’ (ao + alp1 + a2p2 +....)= p" Zaup“ =Za“pv+“ , In urma inlocuirii functiei
n=0 u=0

f(p) in  (5632) si tinand seama  ca: df =Z(v+ p)aupwu_1 si

d_p n=0
22—]; = Z(V + H)(V nall l)a“pvw—z , rezulta:
p u=0
DAy )=+ ja,p ‘z{v - /—ak }%PW“_I =0. (5.633)
u=0 10 _

Pentru ca ecuatia (5.633) sa fie verificata identic, trebuie ca toti coeficientii
puterilor lui p sa fie nuli. Termenul inferior se obtine pentru p=0:
V(v +1)= (¢ +1)}ayp’ > =0. (5.634)
Alegand a, # 0 rezulta ca:
v(v+1)=0(0+1) (5.635)
de unde:
v="_siv=—({+1) (5.636)
Pentru v = —(¢+1) seria f(p) tinde la infinit in p = 0. Rezulta ca este acceptabild
doar solutia:

A v=/_. (5.637)
Inlocuind relatia (5.637) in (5.633) rezulta:

S{e+u)e+p+1)—e(0+1)a,p 2 _Z{E_FM_'_I_\/OL_}L

u=0 u=0 -

}aupf*“‘1 =0. (5.638)
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Alegand p =1 sianuland coeficientul puterii lui p se obtine formula de recurenta:

€+i+1-—\/gI
.. = — a. (5.639)
i) ewiv2)—t(e+1)
Solutia (5.633) este finitd pentru orice p daca seria care inmulteste pe pé se
transformad intr-un polinom. Admitand ca ultimul termen nenul al seriei este cel pentru care

I =n,,rezultd:

o

V=2 0 (5.640)

2

l+n,+1-

41 (0+n, +1)0+n, +2)—0(¢ +1)a”'*

unde a,, . Din relatia (5.640) se obtine:

2MW
Jn=—2% | : 5.641
(+n, +1 h? ( )
de unde tindnd seama de notatiile (5.11) rezulta:
2 4
W, = Mze . (5.642)

2n 2 2,2 2
32n* (0 +n, +1) h’eg
Numadrul intreg n, introdus este un nou numar cuantic. Se observa ca valorile

proprii ale energiei depind doar de suma:
n={(+n,+1. (5.643)
Valoarea minima a lui ¢ este zero iar valoarea maxima se obtine pentru 7, =0,
aceasta fiind n —1. Deci, pentru o valoare data a numarului cuantic principal n, numarul

cuantic ¢ ia valorile:

(=0,1,2, .., (n-1). (5.644)
Diferitale stari ale atomului hidrogenoid se pot descrie cu ajutorul celor trei numere
cuantice n,, ¢, m, dar fiind cunoscuti n si ¢, numarul n, se poate determina cu ajutorul
relatiei (5.39). Pentru comoditate se obisnuieste sa se foloseascd cele trei numere cuantice
n, ¢, m. Cu exceptia starii fundamentale, pentru care n=1 si / =m =0, toate celelalte
stari sunt degenerate. Gradul de degenerare se poate determina stiind cd pentru un n dat,
deci pentru o anumita valoare a energiei, numarul de stiri este dat de cele (2€ + 1) valori

ale lui m, unde /¢ ia valori intre 0 si (n—l), adicd numarul de stari ale atomului
hidrogenoid care corespund aceleiasi valori ale energiei este egal cu:

n—1
> (20+1)=14+3+5+...+(2n-1)=n (5.645)
=0
Se obisnuieste sd se noteze fiecare stare printr-un simbol care contine un coeficient
egal cu numarul cuantic principal 7 si o litera care desemneaza numarul cuantic azimutal
(. Astfel, de exemplu, starea cu n=1 si /=0 se noteaza cu ls, iar starea cu n=2 si
[ =0 senoteazacu 2s, /=1 cu 2p etc.

Expresia (5.642) corespunzatoare valorilor energiei se poate scrie si sub forma:
Mzt 11 z?
W= 2 —~Mc*a?

- —, 5.646
" 3nthlel nt 2 n’ ( :

unde
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n={0+n,+1=12,3,...,00 (5.647)
si
2
_ L e (5.648)
4ne, hc

este constanta de structura fina, utilizata ca masura a tariei interactiei electromagnetice.
Tinand seama de cele prezentate mai sus rezulta:

R, (p)=C,p" exp(— EJZ a,p . (5.649)
n
Revenind la variabila

Py p na,
r= = = 5.650
2 2N 2Z P ( )

unde
Arg o h?
ag = "802 (5.651)
Me

este prima raza Bohr si tinand seama ca:

\Pn (r’eﬁ(p):Rnf (I")'ng (99([))’ (5652)
s-au obtinut vectorii proprii ai operatorului energie pentru atomii hidrogenoizi. In tabelul
5. 6 sunt prezentati acesti vectori proprii normati pentru starile cu n =1, 2.

In cazul atomului de hidrogen (Z = 1) si in starea fundamentala (n = 1) vectorul
propriu a operatorului energie are expresia:

Y00 = (l/w/nag )exp(— rlay), (5.653)

iar densitatea de probabilitate de localizare a electronului in campul coulombian al
nucleului atomului de hidrogen este data de |‘P100|2 = (1/ Tcag )exp(— 2r/ ao). Se observa

ca expresia (5.653) nu depinde de variabilele unghiulare 0 si ¢. Aceasta inseamna ca
densitatea de probabilitate de localizare a electronului in atomul de hidrogen in starea
fundamentald are o simetrie sfericd, concluzie care nu apare in teoria lui Bohr deoarece
acolo orbitele erau plane. Probabilitatea de a gasi electronul intr-un strat de grosime dr la
distanta r de nucleu este egala cu

T T 2
de = |‘P100 |2 rzer. sin Gdej do = %exp(— 2r/ay)dr care are un maxim pentru

0 0 4o
2
de = {8—’; — 8%} exp(— 2r/a ) =0 adica pentru r = a, (prima raza Bohr).
dr \ay aq
Tabel S. 6.
(| m
Starea Y, (r, 9,(p) =R, (r) Y. (9,(p)
ls 010 (l/\/EXZ/aO)S/2 exp(—Zr/a,)
2s 010 (1/4\/%X2/a0)3/2(2—Zr/ao)exp(—Zr/ZaO)
1 (I/S\EXZ/% V"% Zr | ay exp(— Zr/2a, )sin O™
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2p Lo (1/4\/EXZ/aO)3/zZr/aO exp(— Zr/2a, )cos®

-1 (I/SﬁXZ/aO )Y'? Zr/ ay exp(~ Zr/ 2a, )sin O™

In aceeasi stare valoarea medie a energiei potentiale este egald cu:

OT T 2
”J.—exp ~2r/ay) ze r drsmeded(p——%z4 2% ze =2,
000 T 4me, o 4ng g 471280610

rezultat obtinut si in cadrul teoriei Bohr. in fig. 5. 48 sunt reprezentate nivelele
energetice ale atomului de hidrogen (diagrama Grotrian). In cazul seriilor Lyman, Balmer

[}
si Paschen lungimile de unda corespunzatoare diferitelor tranzitii sunt exprimate in A, iar
in cazul seriei Brackett acestea sunt in pm .

eV
1258 | ————— — —
5 T —t
P IO Es
YeEE SREY
MRS
2 o T Nl N A %
» ATV o 3
N — e’ | -
£
]
N
3
o
5| 8%
8
~
8.1
&
/A |

Fig. 5. 48. Diagrama nivelelor energetice ale atomului de hidrogen.

5.11. Atomul in camp magnetic
5.11.1. Magnetonul Bohr-Procopiu

Pentru a studia influenta unui cAmp magnetic exterior asupre nivelelor energetice
ale atomilor trebuie calculat momentul magnetic al atomului. In electrodinamicd momentul
magnetic al curentului electric circular se exprima cu ajutorul intensitdtii curentului §i a
ariei suprafetei inchisa de curent, S, adica momentul magnetic are modulul (directia este
perpendiculard pe suprafata traiectoriei iar sensul este dat de regula burghiului): p=17-S5.
Intensitatea curentului creat de miscarea electronului se evalueazd cu relatia:

I = ? = J.j .d4 unde J este densitatea de curent electric creat de electron iar ‘;1‘ este

sectiunea transversald a volumului toroidal in care se afld electronul in miscarea sa. in
mecanica cuanticd, electronul este reprezentat printr-o distributie spatiald de sarcina
electrica, pentru care se poate calcula densitatea de curent de probabilitate. Astfel,
densitatea de curent se defineste ca fiind produsul dintre sarcina electronului si densitatea
de curent de probabilitate, adica:

311




MECANICA CUANTICA

(- ieh * *
J(V,f) = _W(\anmv“!ném - anmV\anm ) (5'654)
Intrucat in  coordonate  sferice  expresia  operatorului \% este:
V=u, 9 +1ig 19 +u,, 1 9 , componentele lui J in coordonate sferice sunt:
or r 00 rsin 0 O
ieh| « Oy, v,
J, =— = — =0, 5.655
r M (Wn[m or Vonim or ( )
deoarece R, (r) este o functie reala de 7,
ieh | « Oy, o,
Jog=——»— _rntm __ _rntm :0, 5.656
din acelasi motiv. si anume ca Y, (9,(p) este o functie reala de O,
ieh x Oy, oy ’ ehm 2
__ ntm_ _ ntm | , 5.657
r YMr Sil’l e (\V nlm G(P Wnﬂm 8(P Mr Sil’l e |\V nlm ( )
deoarece
1
D, (¢)=—=cexplimo). (5.658)
(0)= = cxolin)

Relatia (5.657) permite calculul momentului magnetic p al atomului. In fig. 5. 49
este reprezentat un curent electric elementar de forma toroidala care parcurge cercul de
latitudine O la distanta » de centru.

Intensitatea curentului d/ care traverseaza sectiunea transversala d4 este data de:

dI =J,d4 (5.659)
iar momentul magnetic al acestui curent elementar circular este exprimat prin relatia:
dp, =S8d/ =S8J,d4, (5.660)
unde S este aria suprafetei inchisa de curentul electric, adica
S =nr’sin?0. (5.661)

Astfel,
2 2
nrsin” O ehim
Mr  sin®
iar momentul total W _ al curentului circular, produs de electron in miscarea sa in jurul

dp, =mr?sin® 0J,d4 = W | 4, (5.662)

nucleului, se obtine integrand relatia (5.662):

I, = %mﬂwmfznr sin 0d4 . (5.663)
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Fig. 5. 49. Curent electric elementar de forma toroidala.

Din fig. 5. 49 se observa ca 2nrsin0d4 este volumul unui tub de forma toroidala,

1ar
[ um|*dV =1. (5.664)
reprezintd conditia de normare pentru vectorii ,,,, -
Astfel,
R (5.655)
K M Up :
unde
eh
=— 5.666
Up M ( )

este magnetonul Bohr-Procopiu (},L B = 9,2729-107%* A -m? ) Faptul cé valorile proprii

ale momentului magnetic, care are proiectia doar pe axa Oz sunt cuantificate de numarul
cuantic m =0, 1, £2, £3,... .=/, justifica numele de numar cuantic magnetic a lui m .

Raportul dintre momentul magnetic [, si momentul cinetic /, = mh se numeste

raport magneto-mecanic $i este dat de relatia:

eh
Mo JOM_ _ € (Lg79447.10' Cikg). (5.667)
[ mh 2M

z
Extrapoland relatia (5.667) la cazul cand vectorii i si [ auo directie oarecare se
poate scrie ca:
e —

n=—-I, (5.668)
H 2M
relatie care se mentine si Intre operatorii atasati acestor marimi:
~ e 2
H=—-1I. (5.669)
H 2M

16.2. Nivelele energetice ale unei particule incarcata electric aflata in camp magnetic

313



MECANICA CUANTICA

Operatorul energie atasat unei particule de masa M incarcata cu sarcina g care se
afld intr-un camp electromagnetic are expresia:

A

1 (2 2\

Hy =—(ﬁ—qu +qV (5.670)
2M

unde A reprezintd potentialul vector iar V este potentialul scalar al campului

electromagnetic. In continuare se considera cazul cand ¥ =0 iar cimpul magnetic care are

inductia B=Bii . este descris de potentialul vector A de componente:
A, =-By, 4,=4, =0. (5.671)

Y —

Intr-adevir,

A _p, (5.672)

B,=0,B,=0, B, =-
oy

Inlocuind relatia (5.671) in (5.670) rezulta:

AN 2 A A
Hg—i[ﬁ—qu ! (ﬁz—qﬁA—qAﬁszz)

oM ToM
2 . 2 2 : 2p2 2
Mgl Gy, G e MG Mg G ATBYT s
2M 2M 2M 2M M 2M
deoarece
-~ 04. 04 A
VA="—"*+ y+aZ:0 (5.674)
ox oy Oz
si
V(A¥)= VA + AVE = AVY . (5.675)
Ecuatia cu vectori si valori proprii pentru operatorul (5.673) este:

2 - 2p2.2
—;WVZ‘P(JC,y,z)—%ByﬁxV‘P(x,y,z)+%‘P(x,y,z) =W¥(x,y,z). (5.676)

Solutia ecuatiei (5.676) este de forma:
\ng, v, z) =C exp{i((xx + Bz)}(p( y) , (5.677)
unde C, a, [ sunt constante. Inlocuind solutia (5.27) in ecuatia (5.676) si simplificand cu
expli(owx +Bz)} rezultd:

1> d? igh . ‘B*y?
——(—az —-p? +dy—2]@(y)—%By(la)@(yﬂu@(y) =Woly). (5.678)

2M 2M
Facand notatiile:

. ho d*  d? B n’p’
y :y"‘—a,—z:—'z,@o:q—,?’:W— b . (5.679)

B b g M 2M

s1 Inlocuindu-le 1n ecuatia (5.678), se obtine:
n* d’¢ Moy 2

- P LT g0, (5.680)

2M dy'2 2

Tinadnd seama cd (5.680) este ecuatia cu vectori §i valori proprii corespunzatoare
oscilatorului armonic cuantificat, rezulta ca nivelele energetice €, sunt cuantificate:
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2n2
sn:Wn—hB :(n+1)hw0, (5.681)
2M 2
sau
1 hZBZ
W, B)=| n+— [, + . 5.682
B)=(n+3 oy + 2 (5.652)

Primul termen din relatia (5.682) reprezintd energia miscarii din planul xOy,

perpendicular pe directia cAmpului magnetic, iar ultimul termen reprezinta energia cinetica
a migcarii de-a lungul axei Oz (de-a lungul inductiei campului magnetic), adica:

qB = q
W 0)=2n+1)h—=(2n+1 -B=u-B=—"—BI_. 5.683
In general:
q n’p’
W = Bl ) 5.684
(B) 2M 2 2M ( )

5.11.3. Efectul Zeeman normal

In cazul cand particula incarcata electric este electronul unui atom aflat intr-un
camp magnetic exterior (q = —e) , operatorul energie are expresia:

~ ~ e ~
H,=H—-—BI 5.685
B M z ( )

unde H este operatorul in lipsa campului magnetic exterior. Ecuatia Schrodinger in acest
caz se scrie sub forma:

- A h
(H - ﬁBlz ijném (r’ e, (p) } (Wn - ;WmB]lP’lfm (I", e’ (P) = WnB anL/m (I”, e’ (P) > (5686)

adica:

2
wE—w - =Ly 2 (5.687)
oM 2 n? 2M

Din relatia (5.687) se observa ca In prezenta unui camp magnetic exterior nivelul de
energie definit prin numarul cuantic principal n se despica in (2€ + 1) subnivele (numarul
valorilor diferite ale lui m, pentru un ¢ dat). Ecartul energetic dintre doua subnivele este:

aw =" g (5.688)
oM

si depinde de inductia cAmpului magnetic B si nu depinde de n si /. Aceasta despicare a
unui nivel energetic in subnivele In prezenta unui cdmp magnetic se numeste efect Zeeman
normal. Efectul duce la ridicarea degenerdrii, astfel ca fiecarei stari (fiecarui vector de
stare) ii corespunde o alta valoare a energiei (un subnivel). Acest efect nu explica toate
cazurile experimentale cunoscute de despicare a nivelelor energetice In camp magnetic.
Pentru explicarea acestora este necesara introducerea unei noi proprietati a electronului,
cunoscuta sub numele de spin.

5.11.4. Spinul electronului

Numerele cuantice introduse pand in prezent permit explicarea liniilor spectrale ale

atomilor, fard a da o explicare si structurii fine a acestor linii. Din experientd se stie, de
exemplu, ca linia D (linia galbenad) a sodiului este un dublet a cdrui componente sunt
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o
separate printr-un interval de 6 A (cele doua linii au lungimile de unda de 588,9953 nm si
respectiv 589,5930 nm. Toate metalele alcaline au linii cu structura de dublet. Pentru a iesi
intr-un mod prudent si confuz, o noud ipotezd conform careia structura de dubleti a
spectrelor metalelor alcaline este rezultatul naturii duale a proprietatilor cuantice ale
electronului, care nu pot fi interpretate clasic. In realitate ipoteza lui Pauli se reduce la
descrierea starii electronului cu ajutorul introducerii formale a unui nou numdr cuantic
suplimentar, descriind comportarea electronului prin patru numere cuantice in loc de trei,
ceea ce permite ridicarea degeneririi. In dezvoltarea acestei idei in pas important a fost
facut de fizicienii olandezi J. Uehlenbeck si S. Goudsmit, care au inlocuit formularea
confuzd de natura duala printr-o reprezentare a rotatiei electronului in jurul propriei sale
axe, numiti miscare de spin (de la fo spin care inseamnd a se roti in limba englezi). in

acest mod se atribuie si miscarii de spin un moment cinetic notat cu S, ale carui valori
sunt cuantificate, adica:

S =sh, (5.689)
unde s este numarul cuantic de spin. Modulul momentului cinetic de spin total are
valoarea:

‘S‘z s(s+1)n, (5.690)

conform regulii gasitd pentru momentul cinetic orbital. Vectorul moment cinetic de spin
are o singura directie, cea a axei de rotatie, dar doud sensuri posibile, dupa sensul de
rotatie. Deci, momentul cinetic de spin total coincide cuproiectia sa pe axa Oz. Daca
numarul proiectiilor posibile pe axa Oz este egal cu 2 se poate scrie ca: 2s+1=2, de

unde s = E, iar proiectiile pe axa Oz (axa de rotatie proprie) ale momentului cinetic de

: I, . 1 . . . .
spin sunt: + Eh sl — Eh . Electronul in migcarea sa de spin reprezintd un curent electronic

circular cdruia ii corespunde un moment magnetic de spin |\ .
Folosind relatia dintre momentul cinetic si cel magnetic, gasitd in cazul migcarii

. . . . 1
orbitale, rezultd ca ar trebui ca momentul magnetic de spin sa fie egal cu Eu g » dar toate

datele experimentale aratd cd momentul magnetic de spin este egal cu un magneton Bohr-
Procopiu p . Rezultd ca in cazul spinului relatia dintre cele doud momente magnetic si
cinetic este: P = Z(eh)/ 2M =2p,. Deci raportul giromagnetic (mecano-magnetic)
pentru spin este egal cu dublul raportului pentru momentele orbitale. Ipoteza electronului
in rotatie 1n jurul axei proprii explica dubletii din seriile spectrale ale atomilor alcalini, dar
nu explicd toate fenomenele cunoscute azi. Aceastd ipoteza este acceptatd pentru

simplitatea sa si deoarece permite crearea unui model simplu al electronului din atom, cu
ajutorul caruia se pot explica unele fenomene.

Momentul cinetic total al electronului §i structura de multiplet spectrelor de energie.

Din cele prezentate pana acum reiese ca momentele cinetice orbital / si cel de spin § nu
exprima nici unul intregul moment cinetic al unei particule. Se introduce o noud

observabila, momentul cinetic total j, care descrie atat miscarea orbitald cat si pe cea de
spin a electronului. Operatorul moment cinetic total are expresia:
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A

J=1

“l>

_ (5.691)

~pb +

Ca si In cazul componentelor lui si §, intre componentele lui j exista

urmatoarele relatii de comutare:

Uiy l=ini 7o =i g =i (5.692)
In plus
52:(f+§)2:?2+§2+2?-§, (5.693)
si
2.7, )=120, =177 0. = 0. (5.694)

Pentru a gasi valorile proprii ale operatorilor j’z s1 j, se scriu ecuatiile cu valori s1
vectori proprii:
JY =g’y (5.695)

~

A mjh‘P (5.696)

si se compard cu ecuatiile corespunzatoare momentului cinetic orbital. Pe baza celor
prezentate mai sus rezulta:

By =i +1) (5.697)
unde
j=l*xs, (5.698)
adica
‘f—léjéf+l, (5.6999)
2 2
deoarece
1
s = > (5.700)
iar

1
m.,=mt—==1t—

/ 2 2

Tindndu-se seama de existenta spinului electronului, fiecare din stérile energetice

ale electronului supus actiunii unui camp de forte central, descrisd de vectorii de stare

J_r%, o T (5.701)

1
Y,im (r,@,(p) este, de fapt, o stare dubla, spinul avand doua orientdri: s, = izh. Daca se

tine cont de spin, vectorul de stare al electronului devine:

Wi, (7,0,0,5) =¥, ,,,(r,6,9)-S,, (s), (5.702)
nivelele energetice fiind W, ,, iar cele patru numere luand valorile:
n=1, 2,3, .. (5.703)
(=0,1, 2,3, .., n-1, (5.704)
m=0, £1, £2, £3, ..., £/, (5.705)
my :i%. (5.706)
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Pentru fiecare nivel energetic W, existdi (2¢+1) stari care se deosebesc prin
orientarea momentului cinetic orbital, fiecare stare descompunandu-se, la randul sau, in
doud stari care se deosebesc prin orientarea spinului. Astfel, fiecarui nivel energetic i
corespund 2(2/ + 1) stari, ceea ce corespunde unei degenerari de ordinul 2(2¢ +1).

5.12. Atomul cu mai multi electroni
5.12.1. Descrierea sistemelor fizice de particule identice

Prin definitie, particulele identice nu se pot distinge Intre ele prin nici una din
proprietitile lor intrinseci. In mecanica clasicd, particulele identice nu-si pierd
individualitatea, desi proprietdtile lor fizice sunt identice. Astfel, descrierea miscarii
particulelor identice in mecanica clasica, se face prin specificarea traiectoriilor particulelor
individuale. In cazul clasic, particulele pot fi numerotate si astfel se poate urmiri miscarea
particulard a fiecarei particule. Orice permutare a particulelor conduce tot la o solutie a
ecuatiei miscarii, datoritd naturii identice a particulelor, solutia respectiva corespunzind
este descrisa de un vector de stare, care depinde de variabilele dinamice ale tuturor
particulelor. In principiu, nu exista nici o posibilitate de a urmari comportarea individuald a
fiecdrei particule. Particulele identice 1si pierd individualitatea, adicd devin indiscernabile.

Pentru simplitate, se considera un sistem format din doud particule identice a i b

a cror comportare este descrisd de doud multimi complete de variabile q° si qb. Starile
individuale posibile ale celor doud particule sunt:

v, (q9) wylg) . 2, (¢%). (5.707)
si
v, (") lg”) . ¥, lg”). (5.708)

Datorita indiscernabilitatii particulelor toate observabilele fizice sunt simetrice fata
de variabilele celor doua particule, adica:

Alg*.q")= Alg".q%) (5.709)
Relatia (5.707) este adevarata si pentru operatorul energie, adica:
Alg®.q")=flg".q%). (5.710)

Produsele intre vectorii de stare din multimile (5.707) si (5.708), cum ar fi:
¥ la W la" L la Myl L wila W g ) Lo la L g (o). 5.
reprezintd tot stari proprii ale sistemului. Astfel, de exemplu ‘Pp (qa)‘{"c (qb) ne indica
faptul ca particula @ se afla in starea p si particula b in starea G, iar produsul

g (qa )‘{—’p (qb) indica faptul ca particula a se afld in starea G si particula b in starea p.

(¢

Dar cele doud particule fiind identice starile descrise de produsele Vg (qa)‘l’p (qb) si

‘Pp (qa)‘l"c (qb) sunt indiscernabile, fiind descrise prin acelasi vector de stare in spatiul

Hilbert. Deci, starea generala a sistemului de doua particule identice este reprezentatda
printr-o suprapunere de stari (5.711), adica:

¥lg'.q" )= Y0¥, la Mol (5.712)

p,o=a
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2
unde ‘C este probabilitatea de existentd a particulei a 1n starea p simultan cu

oo
particula b, care ocupa starea G. Probabilitatea de existentd a particulei a in starea p

(O]
. - . - 2 n .
indiferent de starea ocupata de particula b este egala cu: Z‘C pG‘ . Permutand particulele

o=

intre ele, adicdA ficind schimbarea ¢ <—>qb, vectorul de stare este:

“P( b a)_ > a b 2 e . <
q .9 )= ZCGP‘I’G g~ )¥,\q" ). In acest caz probabilitatea ca particula a sa se afle

p,o=0

in starea o cand particula b se afla in starea p este ‘Ccp‘ . Dar, datoritd
indiscernabilitdtii particulelor

(5.713)

2 2
‘CPG‘ - ‘CGP‘

Conditia (5.713) este satisfacutd in urmatoarele cazuri: ‘P(q”,qb):‘}’(qb,qa),

IR . . A a . b . .o _ .
adicd vectorul de stare este simetric in q~ si g, ceea ce implica C ;=Cg, si

‘P(qa,qb):—‘lj(qb,q”), ceea ce implicd Cg, =—C,,, adicd vectorul de stare este

PG>

antisimetric in g si qb. Matematic, permutarea particulelor @ si b este echivalenta cu

aplicarea unui operator de permutare P  vectorului de stare, adica:
PY (qb ,q° ): pY¥ (qa , qb ) Din cele doua cazuri prezentate mai sus rezulta ca p ==+1,

adica valorile proprii ale operatorului P.
Daca la t =0 vectorul de stare W corespunde uneia din valorile proprii p = +£1,

aceasta situatie raimane constanta in timp, adica:

AP i~ -
- —h[H,P]—O (5.714)
unde
iy = Pl Wlg”.q" = 1la" .q° Wla"q")
:ﬁ(q“,qb)f"lj(q”,qb = HPY (5.715)
sau
|1.2]=0. (5.716)

Din (5.714) rezulta ca P este o constantd a miscarii, adica valorile proprii p nu se
modifica in decursul evolutiei temporale a sistemului.

5.12.2. Postulatul mecanicii cuantice referitor la sistemele fizice
formate din particule identice

Postulatul 7. Al saptelea postulat al mecanicii cuantice, care se referd la un sistem
fizic cuantic format dintr-un numar foarte mare de particule se enuntd in modul urmator:
pentru orice sistem fizic cuantic de particule identice sunt realizabili numai acei vectori de
stare care sunt fiecare complet simetric sau complet antisimetric in raport cu toate
variabilele particulelor.
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Conform acestui postulat, In fizica cuantica varietatea solutiilor posibile pentru
sistemele de particule identice este mai limitatd dacat in fizica clasicd. Nu se poate realiza
suprapunerea solutiilor simetrice cu cele antisimetrice.

Astfel, proprietdtile sistemelor de particule identice depind de caracterul vectorilor
de stare de a fi simetrici sau antisimetrici la operatia de permutare. Operatorul permutare

P nu are nici o semnificatie fizica pentru sistemele formate dintr-o singura particula.
5.12.3. Particule pentru care vectorul de stare este antisimetric (fermionii)

Din cele prezentate mai sus rezultd ca o stare antisimetricd a unui sistem format din
doua particule este descrisa de un vector de stare de tipul:

‘Pfc(qaaqb)=%{‘Pp(qa)%(qb)— ‘Pc(q")‘l’p(qb)}, (5.717)

unde p, =0, B, ..., ®. Vectorul de stare (5.17) descrie starea in care una din particule
se afld in starea p, iar cealalta in starea o, fard a putea preciza care din particulele a sau
b se afla in starea p sau in starea G, adica probabilitatea de aparitie a starii sistemului in
care particula a se afla in starea p, si particula b in starea G este egala cu probabilitatea
de aparitie a starii sistemului in care particula b se afld in starea p si particula a in

starea . O stare generala antisimetrica a unui sistem de doud particule a si b care se
afla in una din starile a, B, ...., ® este o combinatie liniard a multimii de stari (5.17)

liniar independente, adica:
A b c A b
a a

¥igq")= Y ¥ (a®.a") (5.718)

p,0=0

Daci se face permutarea g“ <> qb , rezulta:
wilg’,q%)=—w(g,q"). (5.719)
Din (5.717) se observa ca ‘I’pAG =0, daca p =0, adica: in cazul cind un sistem de
particule identice este descris de vectori de stare antisimetrici, fiecare stare individuala

poate fi ocupata de cel mult o particula (principiul de excluziune Paulli).
Daca un sistem de fermioni contine f particule a, b, c,..., r, fiecare putand sa se

afle in una din starile liniar independente ., B, ...., ®, atunci o stare antisimetricd
particulara a sistemului este descrisa de functia:

Yolg®) Yelg®) ... ¥,lg°
b b b

Yo b ... m(q“,qb,...,qr)=#%.q ¥ 'q \P"’.q . (5.720)
‘Pa(qr) ‘I’B(qr) ‘Pm(qr

Determinantul (5.720) este antisimetric.
17.2.2. Particule pentru care vectorul de stare este simetric (bosonii)

O multime completa a starilor unui sistem format din doua particule pentru care
vectorul de stare este simetric este descrisa de:
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‘ch(qbaq“)=%{‘1’p (g Wola® )+ wole W, (g ) (5.721)

unde p, =0, B, ...., ®. Se observa ca fiecare stare este ocupatd de una din particule

< L ea < < b <
fard a sti care particuld in care stare se afld. Daci se face permutarea g <> ¢~ rezulti:

‘PS(qa,qb)z ‘I’S(qb,q”), (5.722)
adica este posibil ca doud particule sa ocupe aceeasi stare in acelasi timp. Deci, in cazul
sistemelor de particule identice descrise de vectori de stare simetrici nu actioneaza nici un
principiu de excluziune.

Daca sistemul de bosoni contine f particule a, b, c,..., r, fiecare putand sa se

afle in una din starile liniar independente o, B, ...., ®, atunci o stare simetricd
particulara a sistemului este descrisa de functia:

%p‘f’a(qﬁ‘ﬁs(qb)ﬁ’m(qr)

N “q" g’ )= 5.723
a, B, ....,o)(q /Y] \/f'Nl'N2'Nk' ’ ( )

unde p reprezintd permutarea, iar Ny, N,, ..., N, sunt numerele de ocupare ale starilor

neidentice (N, + Ny +...+ N, = f).

5.12.5. Statisticile cuantice

Se considera N particule indiscernabile si identice. Pentru a gasi repartitia
particulelor pe nivelele de energie se considera ca energia totala a sistemului

W=> Ng, (5.724)

ramdne constanta in timp la fel ca si numarul total de particule

N=>N, (5.725)

in absenta fenomenelor de creere si anihilare de particule. In plus nivelele energetice € ; ale
particulelor sunt discrete. Este posibil ca g; stdri sd aibd aceeasi valoare a energiei. In
acest caz g; se numeste factor de degenerare sau pondere statistica a nivelului i.
Conform relatiei de incertitudine Heisenberg nu este posibil sd se localizeze o particula

intr-un volum mai mic decat 7°. fmpartind spatiul fazelor in celule de volum &~ %>, in
fiecare celuld se poate afla o singurd particuld a cdrei stare este determinatd de celula
respectiva. Unei stari macroscopice 1i corespund mai multe stari microscopice care diferd
prin repartitia particulelor in celulele elementare din spatiul fazelor. Se postuleaza ca toate
starile microscopice au o probabilitate de realizare egala. De asemenea, se postuleaza ca
starea de echilibru termodinamic este starea macroscopica cea mai probabila, adica cea
care se realizeaza prin numarul maxim de stari microscopice.
In cazul fermionilor este necesar si se respecte principiul de excluziune Pauli.

N particule indiscernabile pe nivelele de energie €, €,,..., €;,... cu degenerescentele
1> €75 Zj»., adicd probabilitatea Py, de a gisi N, particule pe nivelul de energie
€, N, particule pe nivelul de energie &, etc, se considera cd nivelul €; poate fi

reprezentat printr-o cutie (fig. 5. 50) divizatd in g; compartimente. Numarul de pereti
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interni este g; —1. Plecand de la o anumita repartitic se poate obtine o altd repartitie
permutand cele N; particule si cei (gl- —1) pereti, obtinandu-se (N ;T8 —1) permutari.
Dar, cand se permuta doua particule aflate in aceeasi stare (N ; !) sau doud compartimente

[( gi— 1)!] repartitia initiala raimane neschimbata.

E.
?

Fig. 5. 50. Reprezentarea schematica a nivelului energetic €; cu degenerescenta g; .

Deci, numadrul de permutari posibile este egal cu:
N, +g,—1) N, +g;)
p = Witg ) Vive)
i N"(gi_l)' i Nlg;!
Pentru a calcula valorile de echilibru ale numerelor de ocupare a starilor V;, adica

(5.726)

NO

; pentru care probabilitatea Pp, este maxima trebuie calculat maximul functiei Pg.

Deoarece numarul de particule N, si degenerescentele g; sunt presupuse mari se poate

utiliza formula lui Stirling:
Inx!~xlnx—x. (5.727)
Astfel,

i)~ S+, Sl 1)~ Tl }} - S £, 0 (5728

deoarece Valorlle g; sunt constante. Variatiile dN; nu sunt 1ndependente, deoarece din

relatiile (5.724) si (5.725) rezulta constrangerile:
> dN, =0 (5.729)

D gdN,; =0 (5.730)

deoarece N si W sunt constante. Pentru a rezolva ecuatia (5.728) cu constrangerile
(5.729) si (5.730) se introduc multiplicatorii Lagrange A; si A, pentru cele doua

constrangeri, adica:

N. + o.

Z(ln S Ei i, +k28idei 0. (5.731)
Intrucat dNV ; sunt arbitrari, rezultd ca:
N. +g;
In——=L=-A, —A,¢; 5.732
N, 1 — A28, ( )
sau

NO = Ei . (5.733)

exp(=2; Jexp(-2,g, ) -1

Introducand notatiile
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B=exp(-2,) si A, =-P (5.734)
relatia (5.33) devine:
0 Ei
Y= 5.735
Bexpl(Be; )- 7

Din punct de vedere fizic, particulele sunt mai numeroase pe nivelele de energie
mai coborite, astfel cd > 0. Impunéind conditia ca

> N = N = constant (5.736)
rezulta ca B =1, deci

0 _ Ei
N; _—€Xp([38i)— . (5.737)

Inlocuind relatia (5.737) in

d(In Py, )= Zln + Sian, (5.738)

l
rezulta:

d(In Py, ) = Zln[l + %)dNi =" In(1+exp(Be;)-1)dN; =BD g;dN;. (5.739)
i i i i

Scriind relatia Boltzmann care leaga entropia sistemului macroscopic de
probabilitatea de aparitie a starilor microscopice:

dS = kd(In Py, ) = kBZa dN, = kpdQ = —Q (5.740)
dupa identificare rezulta:
1
=, 5.741
p T (5.741)
Tinand seama de relatia (5.41) numerele de ocupare ale starilor la echilibru sunt
v, =—5 (5.742)

i )BE
e
exp| — |1
kT
In cazul sistemelor deschise, care schimbi particule cu exteriorul in locul lui €; se

introduce (81- - u) unde W este potentialul chimic, iar relatia (5.742) devine:

(N, )3 = i . (5.743)

BE e -1t
ex L -1
p( kBTJ

Relatia (5.743) s-a obtinut in cadrul distributiei macrocanonice ca un caz particular.

Statistica cuanticd Fermi-Dirac. In cadrul statisticii Fermi-Dirac, datorita principiului de
exclziune al lui Pauli, in fiecare stare cuantica se pot gasi 0 sau 1 particula. Deci:
N; << g;. (5.744)

In consecintd trebuie repartizate N, particule indiscernabile pe g, subnivele,

tinand cont cd nu se poate ageza mai mult de o particuld pe un subnivel (stare). Pornind de
la o repartitie arbitrard a celor N, particule in cele g, stari, care sunt fie ocupate, fie vide,

323



MECANICA CUANTICA

se poate obtine o noud repartitie permutind locurile vide cu cele ocupate, adica efectudnd
g;! permutdri. Dar, daca se permutd doua locuri ocupate intre ele, nu se obtine o noud
repartitie. De aceea trebuie ca g;! sa fie impartit la numarul de permutdri care nu conduc
la 0 noua stare, adica:

g;! N;

il N C,'. (5.745)

P
PFD_

energie €;, €,,..., €;,... care au gradele de degenerare g, g5,..., g;,... asezand cate

Ny, N,,..., N;,...particule pe aceste subnivele, este egal cu:

i g!
Por=1|Pep=||—""—— 5.746
w U v HNi!(gi_Ni)! ( :
Ca si in cazul statisticii cuantice Bose-Einstein se pune conditia ca:
. —N.
d(nPp)=-YInN,dN, + 3 In(g, — N, AN, = Zm%dzvi =0 si dupa
i i i i
introducerea multiplicatorilor Lagrange rezulta conditia: ln% =—A; —A,€; sau
i
N? Ei (5.747)

P Bexp(Be,)+1°

. .. 0 . o . . . n .. ..
Din conditia ca » | N; = N rezultd cd B =1 si aseminitor ca in cazul distributiei

1
1
Bose-Einstein 3 = T Tinind seama de relatia (5.747) numerele de ocupare ale starilor

la echilibru sunt

(N:)ip = —i’: - (5.748)
exp(’j +1
kT

In cazul sistemelor deschise, €, se inlocuieste cu (81- - u) unde P este potentialul
chimic, iar relatia (5.52) devine:

(N,)%, = &i . (5.749)
& —H
exp| —— |+1
( kT j
Relatia (5.749) s-a obtinut ca un caz particular al distributiei macrocanonice. Se
observa ca 1n cazul cand densitatea de populatie, adicd numarul mediu de particule pe un

.. N; . . € — € — :
subnivel, —- este mic, trebuie ca: exp g~k +1>>1 sau exp &K >>1, adicd se

gi kT kT
poate neglija 1 in raport cu valoarea exponentialei si cele doud statistici au o limita

. —g.
comuna: N l-o ~ —exp( ukT : j unde B rezulta din conditia ca ZN 1-0 =N.
i
Se obtine repartitia Maxwell-Boltzmann:

(N,.O )MB =% exp( “kT j (5.750)
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H—E;

unde functia de partitie Z are expresia: Z = Z g, exp T
i

5.12.8. Modelul vectorial al atomului

Cele patru numere cuantice si principiul de excluziune Pauli. Intr-un atom, stirile unui
electron se caracterizeaza prin cele patru numere cuantice:

n , numarul cuantic principal, care cuantifica energia;

0, numarul cuantic orbital, care cuantifica momentul cinetic orbital;

m, numarul cuantic magnetic, care cuantifici componenta momentului cinetic
orbital pe axa de cuantificare;

s, numarul cuantic de spin, care cuantifica momentul cinetic de spin.

Principiul de excluziune Pauli, care este o consecintd a indiscernabilitatii
electronilor, afirma ca intr-un atom vectorii de stare ai electronilor individuali trebuie sa fie
toti diferiti, adicd doi electroni dintr-un atom nu pot avea valori identice pentru toate cele
patru numere cuantice: n, {, m si mg. Acest principiu are urmdtoarele consecinte

importante in fizica atomului:

a) permite stabilirea numarului maxim de electroni dintr-un atom care pot avea
aceeasi energie,

b) da posibilitatea evaluarii ordinului de degenerare al unei configuratii. O anumita
configuratie ne precizeaza pentru fiecare electron numerele cuantice 7 si /. Introducand si
numerele cuantice m i s apare o degenerare, care poate fi ridicatd tindnd cont de
corectiile energetice cu diferite aproximatii. In prima aproximatie se presupune ci
electronii din atom nu interactioneaza intre ei si cd se gisesc in campul electrostatic al
nucleului. Operatorul energie in acest caz este dat de expresia:

2

. fi n
H, :Z,-: —WAZ-+U(1;-) (5.751)
unde
2
U(r)= _L (5.752)
dmer;

In urmatoarea aproximatie se tine cont de interactia electrostatica dintre electroni,

introducand termenul Wes si de interactia spin-orbitd, dintre momentul magnetic de spin si

campul magnetic creat de miscarea orbitald a electronului, introducand termenul W,

astfel ca operatorul energie devine:

H=Hy+W, +W, (5.753)
unde
A ez
Wy=>—. (5.754)
¢ i#j 4n80’3j

Electronii dintr-un atom care au aceeasi valoare a numarului cuantic # formeaza o
patura electronica, iar electronii (starile electronice) dintr-un atom care au aceeasi valoare
pentru numerele cuantice n si ¢ formeaza o subpdtura. Momentul cinetic total al
electronilor dintr-un atom care formeazd o subpdturd completd este nul. Intr-adevir, daca
n si / au aceleasi valori atunci stérile electronilor din subpatura se disting prin valorile lui
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m si s. Valorile lui m variaza intre — /¢ si +/, iar m = ia. Atunci, momentul cinetic
total al electronilor subpaturii este egal cu:
1
m={ mS_E
j=hY m+h )s. (5.755)
m=—/{ 1
my=——
2

Astfel, starile electronilor unei subpaturi complete au o simetrie sferica. Acest
rezultat permite simplificarea studiului momentului cinetic total al unui atom in sensul ca
trebuie compuse doar momentele cinetice ale electronilor din subpaturile incomplete, care,
in general este ultima subpaturd. Un caz particular este cel al lantanidelor care au o
subpdtura interna incompletd, caz in care studiul nivelelor energetice si ale starilor
electronilor din atom este mai dificil.

Exemple. Configuratia sodiului este urmatoarea: 1s? 2s% 2 p6 3s . Pe ultima subpatura,

1

incompleta, se afla electronul 3s, care are momentul cinetic orbital / =0 si j=5= Eh

e o : 1
Celelalte subpaturi fiind complete, momentul cinetic total al atomului este j =—7.

Gadoliniul este un atom complex din grupa lantanidelor, care are doud subpaturi
incomplete, pentru n =4 si £ =3 si respectiv n =5 si {=2. Momentul cinetic total se
obtine prin compunerea momentelor cinetice ale celor doua subpaturi cu momentul cinetic
al subpaturii exterioare.

5.12.8. Interactia spin-orbita

Cazul unui electron pe ultima subpdturd incompletd. Se considera electronul, cu sarcina
q = —e, in migcarea de spin in potentialul electrostatic al migcarii orbitale:

V(r)zw _ut) (5.756)
q e
unde U (r) este energia electrostatici corespunzitoare miscarii orbitale. Intr-un referential
exterior atomului, (referentialul laboratorului) acestui potential electric i corespunde
campul electric de intensitate:
E =—gradV(r). (5.757)
Dar, in referentialul legat de electron, apare, conform legilor electromagnetismului

relativist §i un cdmp magnetic de inductie B:

E:—izvxE. (5.758)
C

Energia de interactie spin-orbita, W,

rezultd din interactia dintre inductia
campului magnetic B si momentul magnetic de spin:
e - e
W, =——I =——hs =ugs 5.759
M IM s M Up ( )

adica

326



FIZICA

W, =—fi, -B= —Mbj(_L‘j X Ej = ﬂE%ﬁ x [~ gradv (r)]

c? 2M ¢
- 2
P U s s s (5760
2Mc’e dr r 2MZ?rc?  dr 2M%re? dr

In relatia (5.760) vectorii 5 si [ sunt exprimati in unitati 7, adica au modulul egal
cu raportul dintre modulul fiecarui moment cinetic si cuanta de moment cinetic 7.

Produsul 5/ rezultd din patratul sumei | = [ +5, adic:
- ~ VI -
Fr=(+5f =12 +52+20 5. (5.761)
de unde
FP-07 =57 G+ +1)=s(s+1)
2 2

unde s-au inlocuit valorile proprii ale operatorilor patrat al momentelor cinetice. Inlocuind
relatia (5.762) in (5.760) energia de interactie (cuplaj) spin-orbita devine:

[-5=

, (5.762)

W, =a(t,n)’ U +1)_£(€2+1)_S(S +) (5.763)
unde
> dU
tn)=—— "7 5.764
alt.n) 2M2rc? dr (5.764)

este o0 constanta caracteristica subpaturii respective.
. : . . . o 285+
Pentru identificarea termenilor spectrali se foloseste notatia spectroscopica SHL J

unde S este momentul cinetic de spin al atomului, L este momentul cinetic orbital al
atomului si J este momentul cinetic total al atomului

Cazul unui atom cu doi electroni pe ultima subpdturda incompleta (doi electroni de
valentd). In afara atomului de heliu, In aceasta categorie intrd atomii elementelor alcalino-

pamantoase cum sunt: Hg, Ca, Sr, Ba si Zn, Cd, Hg sau unii ioni ca: Li*,C 2+ , N>* ete.

Cuplajul L-S. Cei doi electroni de valentd au momentele cinetice il, l;, S, sl oS,.

Compunerea acestor momente cinetice se poate face in doud moduri. In cazul cuplajului L-
S compunerea se face in modul urmator: se compun momentele cinetice orbitale
si cele de spin

iar la urma se compun cele doud momente cinetice L si S

J=L+S. (5.767)
Prin analogie cu cazul atomului cu un electron de valentd se scrie energia de
interactie spin-orbitd sub forma unei sume de trei termeni:

unde

R N P R 1
5,5, :E(S2 ~5; —L922)=5{S(S+1)—S1(s1 +1)—s2(sz +1)} (5.769)
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== A= =y 72\ |
11.12=§(L2—112—122):5{L(L+1)—£1(€1+1)—£2(£2+1)} (5.770)

L3 :%(ﬂ P —52)=%{J(J+1)—L(L+l)—S(S+1)}. (5.771)
Tinand seama de relatiile (5.769)-(5.771) rezulta:
W, = %{S(S-Fl)—sl(sl +1)=s,(s, +1)}+%{L(L 1) =0,(6,+1)=0,(¢, +1))

+§{J(J +1)=L(L+1)-S(S +1)}. (5.772)

Cuplajul j-j. In cazul celui de-al doilea mod de compunere a momentelor cinetice se
compun momentele cinetice orbital si de spin pentru fiecare electron obtinandu-se
momentele cinetice totale pentru fiecare electron:

Ji=L+5 si j,=0+5, (5.773)
si apoi se compun cele doud momente cinetice totale ale electronilor rezultand momentul
cinetic total al atomului J = ]'1 + jz .

Pe baza aceleiasi analogii cu cazul atomului cu un electron de valentd, energia de
interactie spin-orbitd poate fi scrisa ca o suma de trei termeni sub forma:

Wy = a3Z1 5 +a4f2 Sy + Ay )
:a_;[jl(jl +1)=4(£ +1) =515, +1)]+%4[j2(j2 +1)=L5(0, +1)=5,(5, +1)] (5.774)

+%[J(J+1)_jl(jl +1)= jo (j, +1)].

Efectul Zeeman anomal. In absenta unui cdmp magnetic exterior vectorii L si S, care
reprezintd momentele cinetice totale, orbital si de spin efectueaza o miscare de precesie in

jurul rezultantei lor J . Daci se aplicd un cadmp magnetic exterior de inductie B apare
cuplajul dintre L si B si respectiv dintre S si B (fig. 5. 51).

E

S T

L

Lol "¢ #

Fig. 5. 51. Miscarea de precesie a vectorilor L , S si J.

In absenta unui cuplaj intre vectorii L si § acestia efectueazd o miscare de

precesie independenta in jurul vectorului B, iar in cazul existentei unui cuplaj aceasta
miscare devine foarte complexa. In cazul cand cAmpul magnetic este slab energia de cuplaj
dintre momentul cinetic orbital $i momentul cinetic de spin este mult mai mare decat cea
corespunzatoare cuplajului dintre aceste momente cinetice si cdmpul magnetic exterior.
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Astfel, se poate admite cd prezenta campului magnetic nu perturba cuplajul dintre L si S ,
iar interactia cu campul magnetic se traduce prin precesia vectorilor in jurul inductiei

campului magnetic B.

Momentul magnetic orbital [i, este coliniar cu momentul cinetic L:

Hp =—ppl (5.775)
momentul magnetic de spin este un vector coliniar cu momentul cinetic de spin S:
g =-2uzS. (5.776)

Astfel, triunghiul format din vectorii [i;,[lg si i, nu este asemenea cu triunghiul
format de vectorii Z, S si J. Energia de interactie dintre momentul magnetic total i ; si

campul magnetic exterior de inductie B este:

w=—(ii,) B (5.777)
unde <;] J> reprezintd proiectia vectorului [i; pe directia lui J . Notand cu [i J :ﬁ
versorul directiei lui J , rezulta:
<ﬁJ> = (proiecyia luip, pej+proiec!;ia luipig pe jj-ﬁj
(HBL fiy+2upS- IJJ)HJ == ‘ B‘ (L J+28- J)“
772 .,.72_3Q2 72,3 72,32 72
:_uB;] J°+L" =S +2J +5? Z—HBJ'3J +§2—L (5.778)
‘j‘ 2 2 2J
3J(J+1)+S(S+1)-L(L+1) -
=—MHp- J
2J(J +1)
Astfel, energia de interactie devine:
J(T+1D)+S(S+1)-L(L+1))5
W= 1 J-B= B, 5.779
HB( + 207 +1) Hp8m, ( )
unde
g:1+J(J+1)+S(S+1)—L(L+1), (5.780)

2J(J +1)
este factorul Landé. Se observa ca daca S =0, J =L si g =1 (moment cinetic orbital),
iar daca L=0, J=S§ si g =2 (moment cinetic de spin). Din relatia (5.780) se observa
ca pentru un J dat nivelul energetic se despica in (2] + 1) subnivele Zeeman (numarul de
valori ale lui m; ).

Probleme

. - . . e 3 . . e [
P.5.1. Se considera o incintd cu volumul V' =1 cm~ care contine radiatic termica la

temperatura 71’ =10° K. Si se calculeze: a) capacitatea caloricd la volum constant; b)
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presiunea  radiatiei  din  incintd. Se  dau: constanta  Stefan-Boltzmann,
6=57-10"°W/m?-K* si viteza luminii ¢ = 3-10% mys.

Rezolvare. a) Intrucat

R(T)zc'W(T)ch4 unde w:E (P.5.1.1)
4 14
rezultd
3
o, = 9E| _169TV 5102 k. (P.5.12)
or ), c

b) p=" ~2,53.10~ 4 N/m>. (P.5.1.3)

3V 3c

P.5.2. Intr-o cavitate de volum ¥ =lcm?, care contine radiatie termicd temperatura
variaza de la 7, =1000K la 7, =2000K . Sa se calculeze variatia entropiei radiatiei

termice de echilibru din cavitate. Se dau: constanta Stefan-Boltzmann,
6=57-10"° W/m?-K* si viteza luminii ¢ =3-10% m/s.

Rezolvare. Tinand seama de relatia entropiet :

ds = 8e _V dw p AW, (P.5.2.1)

T TdT 3T
si a densitatii totale de energie radianta

4
w= 3ot (P.5.2.2)
C
se obtine in final
16Voll; - T
AS = olry -1, )z 71-107% J/K . (P.5.2.3)

3¢

P.5.3. Suprafata unui anumit metal este iluminatd succesiv cu radiatii avand lungimile de
unda A, si A, (A, <A, ). Stiind ca tensiunile de franare corespunzitoare fotoelectronilor
emisi sunt U, si respectiv U,, de n ori mai mica dacat U, sa se calculeze: a) constanta
Planck si b) lucrul de extractie.

Rezolvare. Din bilantul energetic

he ., hc ,

—=€U1 +~Lext’ —=€U2 +~Lext (P531)
A 1 A 2

si relatia dintre tensiunile de franare

se obtine in final

a) h= (P.5.3.3)
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b) Lo = €U, nl . (P.5.3.4)

nx{l—lj
L MooA,

P.5.4. Un fascicul de fotoni X cu lungimea de unda initiald A, =0,1 A este difuzat prin

efect Compton pe un electron cvasiliber. Stiind ca unghiul de difuzie al fotonului este
T .y o 9 e . .
0 = — si se calculeze: a) variatia lungimii de unda a radiatiei, b) unghiul ¢ pe care il face

electronul de recul cu directia fotonului incident si c) energia fotonului difuzat. Se dau:
viteza luminii ¢ =3-10° m/s, constanta Planck /& = 6,626 1073475 si masa electronului
my =9,110-107" kg.

Rezolvare. a) Din relatia

AL=L-2, :L(l—cose)zﬂsinzg (P.5.4.1)
myc myc 2
se obtine pentru variatia lungimii de unda a radiatiei
0
AL =0,0121 A. (P.5.4.2)

b) Tinand cont cad inainte de difuzie electronul este practic in repaus, legea de
conservare a impulsului (pe directia impulsului fotonului incident (Ox) si pe o directie

perpendiculara (Oy)) se scriu sub forma (fig. P.5.4.1):

h
ﬂ—h—vcose = pCcosQ (P.5.4.3)
c c
hvg . .
——=sinO = psin@. (P.5.4.4)
c
¥ —
hv
P

Fig. P.5.4.1. Diagrama impulsurilor.

Impartind relatiile (P.5.4.3) si (P.5.4.4) si tinand seama de (P.5.4.1) se obtine:

0
. . tg—
hvsin 0 sin O ¢
tgp = v 0 v = fl (P.5.4.5)
Vo TAVEOSE - T0 _cos0 1+
\Y myCh

de unde
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¢=43°20". (P.5.4.6)
¢) energia fotonului difuzat este:
woleo e 1600, (P.5.4.7)
A Ay +AA

P.5.5. Se considerd un atom cu doi electroni al carui nucleu are sarcina + 2e. Utilizand
relatia de incertitudine Heisenberg sa se evalueze energia starii fundamentale. Se dau:
masa  electronului  m, = 9,1~10_31 kg, constanta Planck normalizata

h=h/21=1,055-10"*]-s, sarcina electrici elementara e=1,6-10"""C i
permitivitatea electrica absolutd a vidului ¢, = 8,86 1072 F/m.

Rezolvare. Considerand ca electronii se afld in pozitii simetrice fatd de nucleu la distanta
r si facand aproximatiile

Ap=psiAr=r (P.5.5.1)
in relatia de incertitudine Heisenberg
Ar-Ap = h (P.5.5.2)
energia totald se scrie sub forma:
2 2 2 2 2 2 2 2
Z h h 7
w=oP o2 ¢ _ "t ¢ ¢ b '  (ps553

2 2
2my  4neggr 4mey2r mr® meyr 8megr  mrc  8megyr

. . . . dw
Din conditia de minim a energiei totale — = 0, rezulta:

r
16me,h* ?
Voin :Loz si respectiv W,,;, = _49*62 = —132,3-10_19 J. (P554)
Tme 256meqh

P.5.6. Pe baza teoriei Bohr pentru atomul de hidrogen sd se deduca raportul dintre
frecventa de rotatie ®,, a electronului pe orbita n si frecventa liniei corespunzitoare

excitdrii atomului de pe nivelul fundamental pe nivelul 7.

Rezolvare. Din formulele frecventei de rotatie a electronului pe orbita n:
fo= v, _ mZ 2t 1

" 2, 16n’edh® n®’

si respectiv a frecventei liniei corespunzatoare excitarii atomului de pe nivelul fundamental

pe nivelul n

(P.5.6.1)

ho, =W, —W, = Rhc(l —izj . (P.5.6.2)
n

se obtine raportul sub forma:

®, h?
o n(n2 _1). (P.5.6.3)
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P.5.7. Sé se determine functia proprie corespunzatoare operatorului (x + d—j .
X

Rezolvare. Ecuatia cu valori proprii este de forma:

d
(x+—)w:aw. (P.5.7.1)
dx
In urma separirii variabilelor din ecuatia (P.5.7.1) si integririi se obtine
2
\p(x): Cexp(a —%] (P.5.7.2)

P.5.8. Se considerd ca la momentul initial starea unei particule cuantice libere este descrisa
de functia de unda

2
y(x)= Aexp{—zx—2+ika (P.5.8.1)
a

unde A4,a si k sunt constante. Si se calculeze: a) constanta de normare A si b) densitatea

curentului de probabilitate.
Se da:

Texp(— ocxz)dx = \/g . (P.5.8.2)

Rezolvare. a) Din conditia de normare

[Jwx) dr =1 (P.5.8.3)

—00

si tindnd seama de valoarea integralei (P.5.8.2), rezulta

1
A= . P584
Vadn (P3.84)

b) Inlocuind expresia functiei de unda (P.5.8.1) in formula densititii curentului de
probabilitate se obtine succesiv:

: in{ «dy d\y’k hb x?
=—— —— = exp| ——= |. P.5.8.5
/ 2m (W dx v dx j ma~'m p{ a2] ( :

P.5.9. Considerand cd la momentul initial starea unei particule cuantice libere este descrisa
de functia de unda

2
y(x)= Aexp{—zx—2+ika (P.5.9.1)
a

unde A, a si k sunt constante, si se demonstreze relatia de incertitudine Heisenberg

AxAp > %h (P.5.9.2)
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Se da:

jexp( )dx \f : (P.5.9.3)

Rezolvare. Din conditia de normare

[Jwlx) dx=1 (P.5.9.4)

si tinand seama de valoarea integralei (P.5.9.3), rezulta

1

A= . (P.5.9.5)
an
Impreciziile Ax si Ap sunt definite de relatiile:
Ax = J(x?) = (x)", (P.5.9.6)
2
Ap = <p2>—<p> . (P.5.9.7)

Explicitand relatiile (P.5.9.6) si (P 5.9.7) se obtine succesiv

:T\V*( x\|1 x)dx Ix|\|1 x)( dx = Azj‘xexpt——]dxzo, (P.5.9.8)
<x2>:]9\|/*( x \|1x)dx J.x2|\|/ |dx Az]?x exp ——de: , (P.5.9.9)

o0

:_Lw*(x)(—lh ) (x)Mx = j\y )(hk+—j (x)Mx =7k, (P.5.9.10)
) =:w*(x)[—ihd%j = | w*(@%w)dx:h%% 5911

Inlocuind relatiile (P.5.9.8)-(P.5.9.11) in (P.5.9.2), rezulta:
1
AxAp = a h

Bk 2

P.5.10. Se considerd un electron (my=9,1 10-107°" kg) aflat intr-o groapa de potential cu

(P.5.9.12)

(o]
pereti infiniti, de latime a = 0,5 A (fig. P.5.26.1) definita de potentialul:

0, 0<x<a
U= (P.5.10.1)
o, x<0,x>0

Sa se calculeze: a) functiile proprii si valorile proprii corespunzatoare si b) energiile
primelor trei nivele energetice ale electronului si ¢) probabilitatea de a gasi electronul in
..aa
domeniul —,—.
42

Rezolvare. a) Ecuatia Schrodinger atemporald in domeniul |x| < a se scrie:
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n* d*
S 0wy, (P.5.10.2)
2m dx
iar in domeniul |x| >a, ¢=0, deoarece aici particula ar trebui sa aiba energie infinita

pentru a exista.

Fig. P.5.10.1. Groapa de potential cu pereti infiniti.

Solutia ecuatiei (P.5.10.2) este de forma:

o(x)= Asink,x, (P.5.10.3)
unde s-a introdus notatia
2
k2 = sz . (P.5.10.4)
h

Din conditiile de continuitate pentru functiile de unda si derivatele acestora in
raport cu x in punctele x =0 si x =a:

0(0)=o(a)=0, (P.5.10.5)
d_(p :d_(p =0, (P.5.10.6)
dx x=0 dx x=a
rezulta:
kg =22, n=1,2,3,.. (P.5.10.7)
a
si respectiv valorile proprii ale energiei
242
h
W, =n> " (P.5.10.8)
2ma
Din conditia de normare
[lwx) dr =1 (P.5.10.9)
rezulta
2
A= — (P.5.10.10)
a
si deci functia proprie este de forma
2 .
(p(x):\/:smﬂx. (P.5.10.11)
a a
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b) Din relatia (P.5.10.8) se obtin valorile primelor trei nivele energetice ale electronului
W, =24-10"% T W, =96-10"% J,w, =216-107"* J (fig. P.5.10.2).

o . .. a a
¢) Probabilitatea P de a gasi electronul in domeniul 22 este:

5 5
P=j|w(x)12dx=3jsin2@xdx=0,5. (P.5.10.12)
a a a a
4 4
155
WS
&
7

Fig. P.5.10.2. Diagrama primelor trei nivele energetice ale electronului.

P.5.11. Se considerd un atom pentru care numerele cuantice sunt £/ =3, s =1, iar j=3.

Sa se determine: a) starea in care se gaseste atomul si b) momentele magnetice total si
efectiv ale atomului.

Rezolvare. a) Tinand seama de numerele cuantice din enuntul problemei si de notatia
consacrata stirii rezultd ci aceasta este > F;.
b) Momentul magnetic total [ ; al atomului este (fig. P.5.36.1)

iy =0+, (P.5.11.1)
iar
= [+ 2 i cos( ). @s12)
unde
| = O+ si || =2+/s(s +1)ug. (P.5.11.3)
7 i
b 0 /
ﬁj ﬁz

it

Fig. P.5.11.1. Reprezentarea schematica a momentelor cinetice si
respectiv a momentelor magnetice.

Tinand seama ca
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FP-07-57 D)=+ 1)=s(s+1)

s 2 i) sls +1)

si de valorile numerelor cuantice, rezulta
=27+ D)+ 2s(s + 1) =+ D pp =33 . (P51LS)

Momentul magnetic efectiv al atomului [ It definit ca proiectia momentului

cos(fi, i, )= cos(7,§)= (P.5.11.4)

magnetic total pe directia momentului cinetic total j este

1343

ii=giNJj+1)pg = V) (P.5.11.6)
g:1+](]+1)+s(s+l)—f(f+l):E ®5.117)
2j(j+1) 12
reprezentand expresia factorului Landé.
P.5.12. Se considera un rotator descris de functia de unda
W:Acosch. (P.5.12.1)

Sa se calculeze: a) constanta de normare si b) valoarea medie a componentei /. a
momentului cinetic.

Rezolvare. a) Constanta A se calculeaza din conditia de normare

21 2n
j|\u((p)|2d(p = 4° J'cos4 odop=1 (P.5.12.2)
0 0
rezultand
A= L, (P.5.12.3)
3n
deci

cos? . (P.5.12.4)

2
Y=

b) Valoarea medie a componentei /. a momentului cinetic este data de relatia

T T —4ihT 5
<lz> = j‘l’ ((P)lz\l’((P)d(P: I\If ((P){—lh \V((P)}d@= Icos3 @sinedp=0. (P.5.12.5)
0 0 d(P 3n 0
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