4. OPTICA ONDULATORIE

4.1. Teoria campului electromagnetic a lui Maxwell
4.1.1. Vectorii campului electromagnetic

Cdmpul electromagnetic reprezinta o forma de existentd a materiei intr-un domeniu
din spatiu caracterizat de patru vectori: intensitatea campului electric, E (x, V,Z, t), (unde
X,),z reprezintda coordonatele carteziene, iar ¢ este timpul), inductia electrica,

D(x,y,z,t), intensitatea campului magnetic, H(x,y,z,t) si inductia magnetica,

E(x, y,z,t). Acesta este format, ca ansamblu indisolubil, din campul electric si campul

magnetic, poate exista atat in interiorul corpurilor cat si in vid si poate fi generat atat de
corpurile care se gisesc in anumite stari sau poate avea o existentd independentd. Vectorii
prezentati mai sus sunt continui in functie de coordonatele carteziene si de timp in orice
punct al spatiului, iar derivatele acestora sunt de asemenea continue. Relatiile matematice
pe care le satisfac acesti vectori nu pot fi deduse, aceste trebuind sd fie obtinute din

experientd. Vectorii E(x, y,z,t) si B(x, y,Z,t) sunt considerati vectori de cdamp

fundamnetali, iar vectorii D(x, v, Z,t) si H (x, v, Z,t) se pot obtine din primii, impreuna
cu proprietatile electrice s1 magnetice care caracterizeazd mediul in care se manifesta
campul.

Relatiile fundamentale dintre vectorii de mai sus sunt reprezentate de ecuatiile
Maxwell si de legile de material.

4.1.2. Bazele experimentale ale teoriei campului electromagnetic

Din punct de vedere al teoriei macroscopice campul electromagnetic este generat
de o distributie de sarcini si de curenti electrici.

In electromagnetism sarcina electricd este o mirime fundamentala la fel ca masa,
lungimea si timpul din mecanica. Sarcinile electrice aflate in repaus si (sau) in miscare
exercitd forte asupra altor sarcini electrice aflate Tn miscare si (sau) repaus. Aceste forte se
numesc forte electromagnetice, iar campurile corespunzatoare, campuri electromagnetice.

Din punct de vedere experimental se demonstreazd ca: 1) exista doud tipuri de
sarcini electrice, (pozitive si negative), 2) orice sarcind este un multiplu intreg al sarcinii

. -19 . . . o
electrice elementare care are valoarea e =1,602-10""" C si 3) sarcina electricd se
conserva si este un invariant scalar. Sarcina electricanetd, g continuta intr-un volum V'

poate fi exprimata functie de densitatea de sarcina volumica p = p(x, V,Z, t) sub forma:

g=[p-dv. (4.1)
)

Sarcinile electrice aflate in migcare genereazd curenti electrici. Intensitatea
curentului electric reprezintd cantitatea de sarcind netd (pozitivd sau negativd) care
traverseaza o suprafatd In unitatea de timp si este definita de relatia:

d
I = —q (4.2)
dr
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Intensitatea curentului electric poate fi exprimata functie de densitatea de curent
electric, J (care specifica in fiecare punct atit intensitatea fluxului de sarcini prin
suprafata S cit si directia migcarii acestora) sub forma:

I=[J-i,dS. (4.3)
S

Tindnd seama de teorema Gauss in cazul unei suprafete inchise 2 care determina
un volum Vs, (curentul fiind un flux de sarcini care traverseaza suprafata) din relatiile
(4.1) 51 (4.3), rezulta:

jj.andsz—ijp-drf (4.4)
)y ds Vs
sau
. = Op
[|div+—=1]-dV =0. (4.5)
V. ot
z
Intrucat volumul Vs este arbitrar relatia
divi+P -0 (4.6)
ot

reprezintd ecuatie de continuitate pentru sarcina electrica (conservarea sarcinii electrice
intr-un punct al spatiului). Dacd p = const., rezulta:

divJ =0. (4.7)

La baza teoriei campului electromagnetic stau noud experiente care au fost

sintetizate de citre James Clark Maxwell in 1873. In continuare sunt prezentate cele noui
experiente in ordine logica.

Experienta I (legea Coulomb). Din studiul experimental efectuat cu ajutorul unei balante
de torsiune Coulomb a stabilit ca forta de interactiune dintre doua particule incarcate
electric, F' este direct proportionald cu produsul sarcinilor electrice, q\, q» cu care sunt
incarcate corpurile (prima etapd) si respectiv invers proportionald cu patratul distantei, r
dintre corpuri (etapa a doua). In vid expresia matematica a acestei legi este:

__ 99

F = 9q> T .

. 7 (4.8)
dregr® 1 4meyr

—

. ~ .o, . . ~ . . . r
unde €;=8,856" 10" F/m reprezintd permitivitatea absolutd a vidului, iar — este un
r

vector cu modulul egal cu unitatea si se numeste versor al directiei r.

Legea Coulomb (4.8) este valabild numai pentru corpuri a caror dimensiuni sunt
mici (neglijabile) in raport cu distanta dintre acestea. Fortele de interactie sunt orientate
dupa directia care uneste cele doua corpuri, iar sensul acestora depinde de semnul ambelor
sarcini. Daca sarcinile particulelor au acelasi semn (ambele pozitive sau ambele negative)
forta este de respingere (fig. 4. 1 a), iar daca au semne contrare, forta este de atractie (fig.
2. 1 b). In cazul cand cele doud sarcini se afld intr-un mediu omogen oarecare, legea
Coulomb in SI se scrie sub forma:

it 49
r

dmer dmer
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unde & reprezintd permitivitatea absoluta a mediului. Facand raportul intre modulele
fortelor date de relatiile (4.8) si (4.9) se obtine:

919>
Fy, dne,r’
To T _ & g (4.10)
F 414> €0

Amer?

unde €, este permitivitatea relativa a mediului, aceasta indicand de cate ori forta de

interactiune dintre doua corpuri incércate electric este mai mare in vid decat intr-un mediul
respectiv.

(-9,] [-qzl

+ +
n.q1 nqz M a]
-F r +F
+ -
[ qq1] [+qu]
::.1+ ' — o’ b)
-F r +F

Fig. 4. 1 a), b). Orientarea fortelor de interactiune electrica.

Experienta II (lucrul mecanic al fortelor electrice). Lucrul mecanic, L efectuat la
deplasarea unei sarcini de proba (micd), g intre doua puncte P; si P, pe un drum finit

(C) in cAmpul creat de sarcina Q (fig. 4. 2) este:

L=gq 0 — 0 . (4.11)
4ner, 4men
Din relatia (4.11) rezulta ca lucrul mecanic al fortelor electrice nu depinde decat de
pozitiile initiala si finala Intre care are loc deplasarea sarcinii de proba si nu depinde de
forma drumului.

Fig. 4. 2. Reprezentarea drumului (C) parcurs de sarcina de proba.
Daci sarcina de proba se intoarce in punctul initial (parcurgind o curba inchisa 1)

lucrul efectuat de sarcina impotriva campului este recuperat prin intoarcerea in punctul
initial, iar
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§F-dF =0. (4.12)
r
Tindnd seama ca intensitatea cAmpului electric este data de relatia
. F
E=—, (4.13)
q
rezulta:
§E-dF =0. (4.14)
r
Pe baza teoremei Stokes
§E-dF = [rotE-i,ds, (4.15)
r St
se obtine
rotE =0. (4.16)

Din relatia (4.16) rezultd ca 1n cazul unei sarcini punctiforme fixe campul
electrostatic este irotational si poate fi scris sub forma:

E= —gradV, (4.17)

unde scalarul V' reprezintd potentialul electric corespunzitor cAmpului electric E, care
este un camp potential.

Experienta 111 (fluxul intensititii campului electric printr-o suprafatd inchisa). Pe baza
acestei experiente s-a stabilit cd sarcina electrica totala g continutd intr-un volum V',

inchis de suprafata 2 poate fi masurata, deci pe baza relatiilor de mai sus:

jE“-iindS:ijp-dV. (4.18)
s €0 yy
Tinand seama de teorema Gauss, rezulta:
[E-i,dS = [divE-dV, (4.19)
s Vs
sau
dive = £ (4.20)
€

Verificarea acestei experiente se face masurand sarcinile electrice cu un cilindru
Faraday si campurile cu un corp de proba.

Experienta 1V (inductia electricd). Daca o sarcind electricd g este Inchisd de o suprafata

care contine medii diferite, efectul substantelor dielectrice asupra campurilor electrostatice
poate fi exprimat cu ajutorul relatiei:

D=c¢E, (4.21)
unde D este inductia electrica. Pe baza celor prezentate mai sus, rezulta:
[D-i,dS=q= [p-dV, (4.22)
z Vs
de unde se obtine:
divD =p. (4.23)
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Experienta V (legea Ohm). Pentru o portiune de circuit cu rezistanta R conectata la o
tensiune U , Ohm a demonstrat experimental ca intensitatea curentului, / verifica relatia:

U
[ =—. (4.24)
R
Tinand seama de expresia rezistentei electrice:
[
r=P_ (4.25)
S oS

(unde [ este lungimea conductorului, S este aria sectiunii transversale a conductorului,
p este rezistivitatea materialului, iar G este conductivitatea), de relatia (4.3) si de faptul

ci dU = E -dr, legea Ohm mai poate fi scrisi sub forma:

j=GE. (4.26)

Experienta VI (legea Ampeére). Studiind experimental interactiunea dintre un conductor cu
lungimea [ parcurs de curentul cu intensitatea / situat intr-un cAmp magnetic cu inductia

magneticd B, Ampére a stabilit ca forfa electromagnetica, F exercitatd asupra
conductorului este: F = I/\y, XB). Considerand ca V este viteza fiecdrei sarcini care
trece prin conductor si tindnd seama de definitia intensitdtii curentului, relatia

F=1I (L_i ;X B ) mai poate fi scrisa si sub forma:

F=q(ixB) (4.27)

Experienta VII (legea Faraday). In anul 1831 Faraday a stabilit o relatie intre intre
campul electric si magnetic:

— dd
Uu, =¢E, -dr =——2, (4.28)
em § in ds
unde U om ©Ste tensiunea electromotoare, iar
®, =B-S (4.29)
este fluxul magnetic. In cazul unui circuit inchis
o dd d 5 .
Upy =§E-dF =——2 =—— [B-ii,dS, (4.30)
I ds dr ¢
r
Aplicand teorema Stokes (4.15) relatiei (4.30), rezulta:
- 0B
otk = ——. (4.31)
ot

Experienta VIII. Utilizind un fluxmetru pentru a suma inductia magnetica normala pe o
suprafatd inchisa se poate demonstra ca suma rezultanta este intotdeauna nuld de unde se
poate trage concluzia ca liniile de flux magnetic nu au inceput si sfarsit, formand curbe

inchise. Astfel, din punct de vedere matematic se poate scrie ca §§ u,dS =0.
>
Aplicand teorema Gauss (4.19) relatiei §§ 1, dS =0 se obtine:
z
divB=0. (4.32)
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Relatia (4.32) evidentiaza faptul ca un cdmp magnetostatic este un camp fard surse
(fard divergentd) sau solenoidal.

Experienta IX. Pe baza acestel experiente s-a stabilit o relatie intre curent si campul de
inductie magnetica caruia aceasta 11 da nastere sub forma:

§H-dF = [J-u,dS, (4.33)
r St
unde
=15 (4.34)
1)

reprezinta intensitatea campului magnetic, iar
K= HoH, (4.35)
este permeabilitatea magnetica absolutd a mediului, Ny =4m- 107H/m fiind
permeabilitatea absoluta a vidului, iar |, , permeabilitatea magnetica relativa a mediului.
Aplicand teorema Stokes (4.15) relatiei (4.34), rezulta:
rotH = J . (4.36)

4.1.3. Ecuatiile Maxwell pentru campul electromagnetic

Teoria campului electromagnetic se bazeaza pe relatiile care se pot stabili intre

campurile sursi p si J, pe de o parte si campurile, E(x,y,z,t), D(x,y, Z,t),
H (x, V,Z, t) si E(x, V,Z, t), pe de alta parte si a fost elaborata pentru prima data de catre
J. C. Maxwell. Maxwell a facut urmatoarele ipoteze: a) inductia electrica, D are
divergenta proportionald cu densitatea de sarcina si in regim dinamic pe baza generalizarii

rezultatelor experientei IV, b) inductia magneticd, B are divergenta nuld si in regim
dinamic pe baza generalizarii rezultatelor experientei VIII, c¢) prin analogie cu legea
inductiei electromagnetice unde variatia in timp a fluxului magnetic genereaza tensiunea
electromotoare indusd, se considerd cd in cazul dinamic general si variatia inductiei

electrice D genereaza un curent electric pe baza generalizarii rezultatelor experientei IX.
4.1.4. Forma integrala a ecuatiilor Maxwell

Legea inductiei electromagnetice (legea Faraday). Pe baza experientei Il prima ecuatie
Maxwell poate fi scrisa sub forma integrala:

JE-07 = [Beii,ds. (437)
r S

Pe baza acestei legi tensiunea electromotoare instantanee de-a lungul oricarei
curbe inchise 1 este egala cu viteza instantanee a fluxului magnetic care strabate orice
suprafatd deschisa S, limitatd de curba I, cu conditia ca in decursul timpului conturul
I' sa ramdna acelasi si suprafata S sa fie simplu conexa.

Legea circuitului magnetic sau legea curentului total (legea Ampére). Tinand seama de
experienta IX si de prima ecuatie Maxwell, rezulta:
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§H -dF = jj.andS+i [D-ii,ds. (4.38)
r Sr dtsr

Pe baza ecuatiei (4.38) tensiunea magnetomotoare instantanee de-a lungul oricarei
curbe inchise 1" este egala cu suma dintre intensitatile instantanee ale curentilor de
conductie §i de deplasare (hertzian) care trec prin orice suprafata S, limitatd de curba
I', cu conditia ca in decursul timpului conturul 1" sa ramadnd acelasi si suprafata S sa fie
simplu conexad.

Legea fluxului inductie magnetice (legea Gauss pentru cdmpul magnetic). Generalizand
rezultatul experientei VII si In cazul dinamic se poate scrie a treia ecuatie Maxwell sub
forma:

§B-ii,dS=0. (4.39)
)y

Din relatia (4.39), rezultd cd fluxul magnetic instantaneu care trece prin orice
suprafata inchisa X este nul.

Legea fluxului inductie electrice (legea Gauss pentru cdmpul electric). Considerand ca
experientele III si IV sunt valabile si in cazul dinamic se poate scrie ca:

§D-ii,dS = [pdV. (4.40)
s Vs

Pe baza relatiei (4.40), rezulta ca fluxul inductiei electrice instantaneu care trece
prin orice suprafata inchisa X este egal cu sarcina electrica totala aflata in interiorul

suprafetei .. Daca sarcina electrica ¢ >0, fluxul lui D este spre exteriorul suprafetei

Y, iar daca q <0 este spre interiorul suprafetei X.

4.1.5. Forma diferentiala a ecuatiilor Maxwell

Ecuatiile Maxwell pentru campul electromagnetic scrise sub forma integrala sunt
utile pentru a rezolva acele tipuri de probleme care cer o simetrie completd, cum ar fi
simetria  sferica, cilindricA si rectangulard. Aceastd limitare a ecuatiilor
electromagnetismului sub forma integrala se datoreste faptului ca ele sunt legi care descriu
proprietatile cAmpului Intr-o regiune intinsa a spatiului.

Pentru ca ecuatiile electromagnetismului sa fie utile si in cazul general pentru
oricare tip de problema, este necesar sa se stabileascd relatii intre vectorii campului In
puncte arbitrare ale spatiului si la momente arbitrare de timp. Forma diferentiald a
ecuatiilor lui Maxwell pentru campul electromagnetic se obtine din forma integrald a
acestora, (4.37)-(4.40), utilizand teorema lui Stokes

fa-dr = §(rot2)5zn ds) (4.41)
r Sr
si teorema lui Gauss,
M-ﬁn ds = J'dinldV. (4.42)
P Vs
Pe baza celor prezentate mai sus se obtin ecuatiile:
~ 0B
rot £ = —a—, (4.43)
ot
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oD

rotH =J +—, (4.44)
ot

divB=0, (4.45)

divD=p. (4.46)

Pentru scrierea ecuatiilor campului electromagnetic sub forma diferentiald, este
necesar ca vectorii de camp sd fie functii de pozitie si timp, cu o singurd valoare,
marginite, continue si cu derivate continue. In general, vectorii cAmpului electromagnetic
au aceste proprietdti In tot spatiul, cu exceptia punctelor in care existd schimbari brusce in
distributiile de curent si/sau de sarcina. Relatiile intre discontinuitatile vectorilor de camp
si variatiile abrupte in distributia curentilor si/sau sarcinilor sunt cunoscute ca fiind conditii
la limita. Discontinuitatile vectorilor de camp apar la interfata dintre medii cu proprietati
fizice diferite. In cazul unei anumite probleme de electromagnetism, solutia se obtine
utilizand legile sub forma diferentiald si conduce la rezolvarea de sisteme de ecuatii
diferentiale. Solutia generala a fiecdrei ecuatii diferentiale contine termeni (constante sau
functii) care pot fi evaluati numai din cunoasterea comportarii variabilelor la conditiile la
limita spatiale si/sau la conditiile initiale.

Teorema de conservare a sarcinii electrice. In ecuatiile Maxwell teorema de conservare a
sarcinii electrice este continutd in mod implicit, aceasta rezultand in urma aplicarii
divergentei ecuatiei (4.44) sub forma:

div rot H =divJ + div%—? (4.47)
sau
0=div.J+ %(divﬁ). (4.48)
Tinand seama de ecuatia (4.46), relatia (4.48) devine:
divi+ P g : (4.49)
ot

aceasta evidentiind faptul ca sarcina electrica si curentul electric nu pot fi specificate
independent unul de celdlalt si exprimd matematic conservarea sarcinii electrice in
vecinitatea unui punct. In urma integrarii ecuatiei (4.49) pe un volum ¥, inchis de o
suprafata neteda X, rezulta:

jdeV = —ja—pdV, (4.50)
ot
Vs Vs
sau
—— d
§J i1, dS=—— fpdv. (4.51)
> dtV
z

Forma integrala a ecuatiei de continuitate se obtine tindnd seama de definitia
densitatii de sarcina volumica (4.1) si de relatia (4.51):

§J-ﬁn ds=-"", (4.52)

Considerand legea conservarii sarcinii exprimata prin (4.51), atunci din relatiile
(4.43) si (4.44) se obtin ecuatiile (4.45) si (4.46). Astfel, aplicind divergenta ecuatiei
(4.43), rezulta:
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div rot E = —%divf? =0, (4.53)

sau
divB =const.=0 (4.54)
intrucat cdmpul magnetic de inductie B nu a fost niciodatd nenul in trecut.
Aplicand divergenta ecuatiei (4.44) si integrand, rezulta:
div D —p = const. (4.55)
Considerand ca si in cazul precedent, ca in trecut, campul electric de inductie Ba
fost sau va fi nul la un moment oarecare, se obtine ecuatia (4.46).

Pe baza celor prezentate mai sus ca legi generale ale campului electromagnetic pot
fi considerate fie ecuatiile (4.37)-(4.40) fie ecuatiile (4.43),(4.44) si (4.49).

4.1.6. Definitia vectorilor fundamentali ai cAmpului electromagnetic E si B.

Cuplajul dintre campul electromagnetic si lumea mecanica poate fi caracterizat de
legea fortei Lorentz care se obtine din prima exprerientd si experienta a sasea, presupunand
ca asupra unei sarcini in migcare se exercitd in acelasi timp o forta electricd si o forta
magnetica, adica:

F=F,+F,=qE+Ili,xB. (4.56)

Intrucat intensitatea curentului electric / se datoreste sarcinii electrice ¢ care este
in miscare in directia u; cu viteza v, se poate scrie:

Ilu, =qv, (4.57)
iar legea fortei Lorentz are expresia:
F=glE+vxB). (4.58)

Considerand ca sarcina este distribuitd intr-un volum cu o densitate macroscopica

continud p, £ poate fi definit prin forta mecanica care actioneaza asupra unei sarcini,

adica:
F, = j pEdV (4.59)
v
aceasta forta fiind distribuitd cu densitatea volumica:
f.=pE. (4.60)
De asemenea, forta magnetica, Fm, se poate scrie sub forma:
F,=[(7xB)ar. (4.61)
v
aceasta forta fiind distribuitd cu densitatea volumica:
fn=JxB. (4.62)
Pe baza relatiilor (4.60) si (4.62), forma diferentiald a legii fortei Lorentz este:
f=f,+f,=pE+JxB. (4.63)

Tinand seama de relatiile (4.1) si (4.58) forma diferentiala a legii Lorentz se poate
exprima si prin relatia:

7 =plE+vxB). (4.64)
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Pe baza celor prezentate mai sus rezultd ca definitia arbitrara a vectorilor £ si B
prin relatiile (4.59) si (4.61) este inevitala intrucat daca fortele mutuale care se exercita
intre sarcini sau intre curenti sunt masurabile, vectorii cdmpului nu sunt accesibili
observatiei directe.

4.1.7. Legile de material

In spatiul vid. In spatiul vid, D nu diferd de E, respectiv H de B, decat printr-un factor
constant, deci se poate scrie ca:

D=g,E, (4.65)
respectiv,
=15 (4.66)
Mo

valorile si dimensiunile constantelor €, si L, depinzand de sistemul de unitati adoptat.

Considerand ci E si B sunt vectorii principali ai campului electromagnetic,
ecuatiile Maxwell (4.43)-(4.46) in spatiul vid se scriu sub forma:

rot £ +6—B =0, (4.67)
ot
rot B — €0 Mo %E = MoJ (4.68)
divB=0, (4.69)
divE = ip. (4.70)
€9

In substantd. Starea electromagnetici a unui esantion de substanti (un corp in campul

electromagnetlc) poate fi descrid cu vectorii polarizatie electrica, P si magnetizatie, M ,
definiti prin ecuatiile:

P=D-¢,E (4.71)
si respectiv
M=LB_f, (4.72)
Ho

Pe baza celor prezentate mai sus se observa ca definindu-i in acest mod, vectorii P
s M sunt legati de substanta si se anuleaza in spatiul liber, conform relatiilor (4.65) si

(4.66). Exprimand vectorii D si H functie de E si P, respectiv B si M, ecuatiile
Maxwell (4.43)-(4.46), in substanta, devin:

rot £ +8—B =0, (4.73)
ot
rot B — €olg— ok =Ny J+8—P+rotM (4.74)
ot ot
divB=0, (4.75)
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| I
divE =—(p—d1VP). (4.76)
€
Pe baza ecuatiilor (4.73)-(4.76) rezultda ca prezenta substantei intr-un cdmp
electromagnetic este echivalenta cu o distributie de sarcini electrice avand densitatea

. = opP .
—div P, plus o distributie de curenti electrici avind densitatea — +r1otM . Daca se

ot
cunosc vectorii P si M , se poate studia structura campului electromagnetic in prezenta

substantei. Vectorii P si M , respectiv J , sunt exprimati prin legile de material: legea
polarizatiei electrice, legea magnetizatiei si legea conductiei electrice.

Legea polarizatiei electrice. Din teoria macroscopica rezulta cd se pot distinge doud tipuri
de polarizatie electricd: polarizatie electrica permanentd, cand un dielectric este polarizat
intrinsec, indiferent de plasarea sa in camp electric si polarizatie electrica temporara, cand
dielectricul este polarizat sub efectul campului electric. Polarizatia electrica permanenta
este conditionata de cauze neelectrice, este masurabild direct si in cazul campului in
dielectrici, intervine ca o constantd cunoscutd a materialului in conditiile date. Polarizatia
electrica temporard depinde de intensitatea campului electric. Pentru rezolvarea
problemelor de camp in dielectrici, este necesard cunoasterea explicitd a acestei
dependente.

Legea polarizatiei electrice temporare stabileste relatia de dependentd dintre
polarizatia electrica temporara si intensitatea campului electric:

B =P(E) @.77)
Pe baza relatiei (4.77) se poate face o clasificare a dielectricilor.

a) Medii dielectrice liniare. Experimental, se poate arata ca in cazul mediilor dielectrice
(medii care nu sunt parcurse de curent continuu), intre polarizatia electricd temporara si
intensitatea cAmpului electric exista o relatie de proportionalitate:

P =P(E)=eq1.E. (4.78)

unde , este susceptivitatea electrica.

b) Medii dielectrice liniare §i izotrope. In cazul mediilor dielectrice liniare si izotrope,
susceptivitatea electrica este un scalar adimensional, caracteristic materialului considerat.

Vectorul polarizatie electrica P este:

P=P+P,, (4.79)
unde ]_5p este polarizatia electricd permanenta. Din relatiile (4.71) si (4.78), rezulta:
D=gyE+P=gy(l+y,)E+P, =¢oe,E+P,, (4.80)
unde €, este permitivatea relativa a materialului considerat. Tindnd seama cd
g, =1+y,, (4.81)
se poate defini permitivitatea absoluta a dielectricului
£=¢gyE,, (4.82)

iar relatia (4.80) devine:

—

D=¢E+P,. (4.83)
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In cazul corpurilor dielectrice nepolarizate permanent, (bachelitd, cauciuc, mica,
sticla etc.), cazul cel mai frecvent 1n aplicatiile practice, relatia (4.83) se scrie sub forma:

D=¢E. (4.84)

¢) Medii dielectrice liniare si anizotrope. Existd anumite materiale cristaline in care
fiecare componentd a polarizatiei electrice temporare depinde In general de toate

—

componentele intensitatii cdmpului electric, dependenta intre polarizatia temporard P, si
intensitatea E a campului electric fiind liniara. In acest caz se poate scrie ca:

Ptx = SOXexx Ex + SOXexy Ey + 8OXeXZ Ez >

Pty = 8OXeyxEx +80Xenyy +80XeyZEzﬂ (4.85)

B, =€te, Ex +80Xe,, By TE0)e,, Lz
sau
B =0 E (4.86)
unde
Xe =| Xey ey ey (4.87)

este matricea tensorului susceptivitatii electrice.

In acest caz inductia electrica D este data de relatia:
D=80(1+X6)E=8E+Pp, (4.88)

_ . _ I ey ey ey,
e=¢g, (1 + Xe): €o| ey, 1+ Keyy K, (4.89)
Lew — Koy 1+,

Pentru majoritatea mediilor, polarizatia permanentd este foarte mica, iar relatia
(4.88) se poate scrie sub forma:

D=g,E. (4.90)
d) Medii dielectrice neliniare. In naturi existi si dielectrici neliniari (printre care se
numara feroelectricii) pentru care relatiile (4.78) si (4.86) se abat de la liniaritate iar relatia

de dependenta intre F, si £ este datd de un ciclu de histerezis electric.

Legea magnetizatiei. Din punct de vedere al proprietatilor intre materialele dielectrice si
magnetice se poate stabili o analogie. Materialele magnetice sunt caracterizate de doua
tipuri de magnetizatii: magnetizatie permanentd, cand materialul este magnetizat intrinsec,
chiar fard a fi plasat In cdmp magnetic, aceasta fiind conditionata de cauze nemagnetice si
magnetizatie temporard, cand materialul este magnetizat sub efectul unui cAmp magnetic,
aceasta depinzand de intensitatea campului exterior.

Pe baza legii magnetizatiei temporare existd o relatie intre magnetizatia
(polarizatia) magnetica si intensitatea campului magnetic:

M, =M,(H). (4.91)
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Tinand seama de relatia (4.91) se poate face o clasificare a materialelor magnetice.

a) Medii magnetice liniare. In cazul materialelor magnetice liniare existd o relatie de
proportionalitate Intre magnetizatia temporara si intensitatea cAmpului magnetic:
M, =y,H, (4.92)

unde 7, reprezintd o constantd scalard adimensionala care caracterizeaza materialul si se

numeste susceptivitatea magnetica.

b) Medii magnetice liniare si izotrope. In acest caz vectorul magnetizatie poate fi scris sub
forma:

—

M=M,+M,, (4.93)

unde M p este magnetizatia (polarizatia) permanenta.
Din relatiile (4.72) si (4.92), rezulta:
B=po(A+M)=pon, H+M,, (4.94)
unde W, este permeabilitatea relativa a materialului considerat.
Tinand seama ca

. =1+, (4.95)
se poate defini permeabilitatea absoluta a materialului
= ok, (4.96)
iar relatia (4.94) devine:
B=HH+Mp. (4.97)

in cazul materialelor magnetice liniare si izotrope nemagnetizate relatia (4.97) se
scrie sub forma:

B=yd . (4.98)
¢) Medii magnetice liniare si anizotrope. Existd anumite materiale magnetice cristaline in
care dependenta dintre magnetizatia temporard si intensitatea cdmpului magnetic este
liniard, insd fiecare componentd a magnetizatiei temporare depinde de toate componentele
intensitdtii cAmpului magnetic. In acest caz se poate scrie ca:

Mtx :mexHx +meyHy +meZHz9

Mty :mexHx+meyHy+mesza (4.99)
M = Yo, H o+ Ko H oy + Ao H
sau
M,=%,H, (4.100)
unde
Kmy  Kmy X,
A =| Ly, Lmy,  Km,, (4.101)
Kmzy  Kmy  Km,

este matricea tensorului susceptivitatii magnetice.

In acest caz inductia magnetici B este dati de relatia:
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E=u06+;m)ﬁ+Mp::FI+qu7fp, (4.102)
tensorul permitivitatii magnetice absolute avand matricea:
_ . e Am,, Ko,
n= uo(l + Xom )= ol Amy,  1HAmy, A, (4.103)
o Ay, 1,

Pentru majoritatea mediilor, magnetizatia (polarizatia) permanenta este foarte mica,
iar relatia (4.103) se poate scrie sub forma:

B=pH. (4.104)

d) Medii magnetice neliniare. In naturd existd si magnetici neliniari (printre care se
numara feromagneticii, antiferomagneticii, feritele) pentru care relatiile (4.98) si (4.104) se

abat de la liniaritate iar relatia de dependenta intre M si H este data de un ciclu de
histerezis electric.

Legea conductiei electrice. Sub forma locala legea conductiei electrice stabileste relatia de
dependenta dintre densitatea curentului de conductie si intensitatea cAmpului electric:
J= J(E) (4.105)

Pe baza relatiei (4.105) se poate face o clasificare a conductorilor.

a) Medii conductoare liniare. Experimental, se poate arata ca 1n cazul mediilor
conductoare liniare intre densitatea de curent electric si intensitatea campului electric
existd o relatie de proportionalitate:

J=olE+E,). (4.106)
unde G este conductivitatea electricd, iar E; este intensitatea campului electric imprimat
(produs de alte cauze, in afara de cele de natura electromagnetica).

b) Medii conductoare liniare si izotrope. Pentru medii conductoare liniare si izotrope,
omogene (fizic si chimic), neaccelerate:
J =cF, (4.107)
In cazul conductoarelor filiforme liniare si izotrope relatia (4.107) se scrie sub
forma:
u+u,=Ri. (4.108)

[
unde R = pE este rezistenta electricd a conductorului, # este tensiunea electrica de pe

conductor, iar #, este tensiunea electromotoare a campului electric imprimat

e
conductorului. Dacd nu se imprima camp electric conductorului relatia (4.108) devine:
u=Ri. (4.109)

¢) Medii conductoare liniare si anizotrope. EXxistd anumite materiale cristaline (cu
exceptia celor cu retea cubicd) pentru care relatia (4.106) este de forma:
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X

J Gxx(Ex +Eix)+0xy(Ey +Eiy)+6xz(Ez +Eiz)’
J, =0, (E,+Ey)+0,(E, +E, )40, (E.+E.), @110
J sz(Ex +Eix)+Gzy(Ey +Eiy)+ cFzz(Ez +Eiz)7

z

sau

J=olE+E,). @.111)
unde

ny Oz

XX
yx Oy Oy (4.112)
zX

al

(9
=[O
(&) (&) (o)

zy “Yzz

este matricea tensorului conductivitatii electrice.

d) Medii conductoare neliniare. In naturi exista diferite medii conductoare neliniare
pentru care relatia dintre intensitatea curentului electric, / si tensiunea electrica aplicata,
U (caracteristica curent-tensiune) este neliniard, cum ar fi: semiconductorii (prezentati la
capitolul III al acestui volum) pentru care

U
I=1yexp ——1 (4.113)
UO
unde [, si U, depind de natura semiconductorului, tuburile electronice, pentru care
[=aU??, (4.114)

unde a este o constantd caracteristica dispozitivului, tuburile cu descari in gaze, becurile
cu incandescenta etc., care au multiple aplicatii in tehnica.

4.1.8. Conditiile la limita

In cele prezentate mai sus s-a postulat valabilitatea ecuatiilor campului
electromagnetic pentru punctele unui mediu In vecindtatea carora proprietatile fizice ale
mediului variazi sub o forma continua. In cele ce urmeazi, este necesar si se tind seama de
faptul ca la traversarea unei suprafete care limiteazd un corp separand un mediu de alt
mediu, parametrii €, L si o suferd variatii bruste. Aceste variatii la scard macroscopica
pot fi considerate ca discontinuitati si, ca atare, este de presupus ca si vectorii de cAmp vor
suferi discontinuitati. Comportarile vectorilor cdmpului electromagnetic la suprafetele de
discontinuitate in medii sunt numite conditii la limita. Conditiile la limitd sunt necesare
pentru a completa ecuatiile diferentiale (4.43)-(4.46) ale cAmpului electromagnetic.

Se considera suprafata S (fig. 4. 3), care separa mediul (1), caracterizat de
parametrii €, 1;, ©;, de mediul (2), caracterizat de parametrii €,, ll,, G,.
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By (1)
Ep M0

Fig. 4. 3. Reprezentarea schematica a conditiilor la limita pentru componenta normala
a inductiei magnetice.

Considerand o patura de tranzitie foarte find (cilindrul cu suprafata bazei AS si
inaltimea Al), in interiorul careia €, W $i G variaza rapid dar continuu de la valorile lor

corespunzatoare mediului (1), In vecinatatea suprafetei S, la valorile lor din mediul (2), in

vecindtatea aceleiasi suprafete, se poate studia comportarea vectorilor B si D.
Aplicand legea fluxului magnetic (4.39) pentru suprafata inchisa 2 (formata din
suprafata laterala a cilindrului si cele doua suprafete ale bazelor acestuia), se obtine:

(E’ Uy, + B-ii " ) AS + contributia suprafetei laterale=0.  (4.115)
Contributia suprafetei laterale este proportionald cu Al. Reducand, acum, patura

cilindrica la suprafata (AS ), este necesar ca Al —> 0. Atunci, valoarea lui B in mediul (1)

pe suprafata (S ) este El, iar in mediul (2), pe aceeasi suprafatd, va fi éz. Deoarece

— —

U, =u, = —L_inl ,cand Al > 0 si AS — 0, rezulta:

n ny
(B, - B, )-ii, =0. (4.116)
Astfel, la traversarea unei suprafete de discontinuitate in mediu, componenta
normala a inductiei magnetice B este continud. Acelasi rationament se poate face si asupra

inductiei electrice D. Legea fluxului electric (4.40), in cazul suprafetei inchise 2 (fig. 2.
3), are forma:

(ﬁ-ﬁnl +D- Uy, ) AS + contributia suprafetei laterale=p-Al-AS, (4.117)
p-Al-AS fiind sarcina distribuitd in inetriorul suprafetei de tranzitie cu densitatea p.

Definind densitatea de sarcina electrica de suprafata, p , prin:

p, = lim (p-Al) (4.118)
Al—0
p—>©
si punand conditiile A/ — 0 si AS — 0, din (4.117), rezulta:
([)2—51)-5[” =p,. (4.119)

Ecuatia (4.119) evidentiaza faptul ca la traversarea unei suprafete de
discontinuitate, componenta normala a inductiei electrice D suferd o discontinuitate, egala
cantitativ cu densitatea de sarcina de suprafatd la interfata dintre cele doud medii.

Pentru a studia comportarea componentelor tangentiale ale vectorului campului
electromagnetic la suprafata de separare a celor doud medii, este necesar sa se inlocuiasca
cilindrul din fig. 2. 3 cu un contur rectangular (fig. 4. 4). Dreptunghiul ABCD constituie
conturul (F), de-a lungul caruia legea inductiei electromagnetice (4.37), u " 1 St si T si

T, fiind vectori unitari in sensul circulatiei, se poate scrie sub forma:
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L 0B ,
(E T,+ET, )AS + contributia extremitatilor Al = o As-Al- Up, - (4.120)
¢

829 P’_‘Zao—z

@,,B z
Al n:fgh(_l“)A

(1) c/«%
AS D

+

B2 1120y “my0

(5

A4
[

Fig. 4. 4. Reprezentarea schematica a conditiilor la limita pentru componenta tangantiald a
inductiei magnetice.
Dacd dreptunghiul ABCD se reduce la o curbd pe suprafata (S ), contributia
extremitatilor, proportionala cu A/, se anuleaza. Tinand seama ca T=u, Xii,,

—

- S E . 0B . .
u, xu,-E=u, -u,xE sipundnd conditile Al >0 si As— 0, — fiind nenul si

ot

n

finit, prin definitie, atunci relatia (4.110) devine:
i, x(E, - E,)=0. 4.121)
La interfata dintre doua medii oarecare, componenta tangentiald a intensitatii

campului electric E este continua.
Analog, se obtin informatii asupra componentei tangentiale a intensitatii cAmpului
magnetic H .De-a lungul conturului dreptunghiular ABCD se poate scrie:
- . - oD - .
(H 7 T Hz, )AS + contributia extremitatilor A/ = [a— +J |As-Al-u, , (4.122)
t

aceasta fiind legea circuitului magnetic (4.38).

< oo . . = 0D e
Intrucat T=u, xu,,u, xu,-H=u, -u,xH, o este nenul si finit, iar
¢

lim (7 A7)=J, (4.123)
Al—0
Fovo

este densitatea superficiald de curent electric, atunci, punandu-se conditiile Al — 0 si
As — 0, relatia (4.122) se transforma:

i, ([, —d,)=7,. (4.124)
Ecuatia (4.124) stabileste ca la interfata dintre doud medii, componenta tangentiala

a intensitatii campului magnetic este discontinud cu o cantitate egald cu densitatea
superficiala de curent electric in punctul respectiv. Daca conductivitatile mediilor in

contact sunt finite, J s =0, deoarece E este finit si GEAl — 0, cand Al > 0. Astfel,
pentru conductivitdti finite (care este, de fapt, cazul general), rezulta:

i, < (A, - i, )=0, (4.125)

Pe baza celor prezentate mai sus conditiile care guverneaza trecerea componentelor

normale ale lui E si H la suprafata de separatie a doua medii, sunt:
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”(Ez —S—IEHJ - Lo, (4.126)
€ €
respectiv
7 A 2
Ha

iar relatiile care guverneaza trecerea componentelor tangentiale ale lui D si B la suprafata
de separare a doua medii sunt:

ﬁnX(Dz—S—ZBI]ZO, (4.128)
€]
respectiv
ii, X(Ez —M—2§1J=u2js. (4.129)
H

Conditiile (4.116), (4.119). (4.121), (4.124) si (4.126)-(4.129), impreund cu legile
diferentiale Maxwell (4.44)-(4.46), descriu complet proprietatile unui camp

electromagnetic. Daca D si B se exprimd in functie de vectorii de polarizatie P si,
respectiv, de magnetizatie M , atunci relatiile (4.116) si (4.119) se transforma n:
i eo(E, — E, )=p, +ii,(B - B,), (4.130)
respectiv
De asemenea, se poate stabili o conditie aditionald, obtinutd prin aplicarea ecuatiei

de continuitate. Facand acelasi rationament ca in cazul inductiei electrice D (fig. 2. 3),
rezulta:

(j Uy + Jii . )AS + (contributia suprafetei laterale a cilindrului)=

= —%(plAVl +p,AV, +p, -AS), (4.132)

intr-un punct oarecare. Volumele AV, si AV, sunt proportionale cu A/. De asemenea,

contributia suprafetei laterale a cilindrului este proportionala cu A/ . Deci, cand Al — 0,
rezulta:

i, (7, —fl)=—§ps. (4.133)

Astfel, componenta normala a lui J este discontinud cu rata cu care sarcinile libere
se formeaza pe suprafata.

4.1.9. Proprietitile cAmpurilor electromagnetice

Céampurile electromagnetice au urmatoarele proprietati:

— verifica ecuatiile Maxwell, care sunt ecuatii liniare. Deci, daca Intr-un mediu se
suprapun doud sau mai multe campuri, fiecare satisfacand ecuatiile Maxwell, si campul
rezultant va satisface aceleasi ecuatii (principiul suprapunerii). Daca fiecare din campuri
satisfaceacelasi set de conditii la limitd, si campul rezultant va satisface aceleasi conditii la
limita;
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— Intr-o anumita regiune limitata din spatiu, solutia ecuatiilor Maxwell este unica,
adicd existd o singurd solutie care satisface conditiile la limita respective. Cunoasterea
valorilor initiale ale vectorilor de cAmp electric si magnetic in regiunea studiata, precum si
cunoasterea valorilor componentelor tangentiale ale vectorului electric sau magnetic la
limita regiunii, la toate momentele de timp # >0, duc la obtinerea unei solutii unice in
cazul general al unui camp variabil in timp, daca proprietdtile regiunii sunt liniare si
izotrope.

4.1.10. Tipuri de campuri electromagnetice

Existd urmatoarele tipuri de campuri electromagnetice: campuri electromagnetice
Statice, campuri dinamice $i campusri cuasistatice. Campurile electromagnetice statice se
impart la randul lor in: cdmpuri electrostatice, magnetostatice $i electrostatice.

In cazul cand sursa de camp este o distributie statici de sarcini, cAmpul este
electrostatic. Acest camp are urmatoarele proprietati:

— singurii vectori de camp nenuli sunt intensitatea cAmpului electric £ si inductia
electrica D ;
— campul este conservativ, adica, pentru orice contur I" inchis, rezulta:

§Edii=0, (4.134)
r
sau
rotE =0, (4.135)
de unde
E =—gradV, (4.136)

V(x, y,z,t) reprezintd potential scalar al campului electromagnetic. In acest caz,
V= V(x, y,z);

— inductia electricd D se obtine din relatiile (4.40) sau (4.46);

— conductoarele nu pot avea un camp electrostatic intern si, de aceea suprafetele lor
sunt suprefete echipotentiale (fac exceptie conductoarele eletrolitice).

In cazul cand sursa de camp este o distributie de curenti electrici si regiunea unde
existd distributia de curenti are o conductivitate mare, astfel intensitatea campului electric
din regiunea respectiva poate fi neglijatd, campul este magnetostatic. Acest camp are
urmatoarele proprietati:

— singurii vectori de cdmp nenuli sunt inductia magneticd B si intensitatea
campului magnetic H;

— campul nu este conservativ, dar este solenoidal, adica, pentru orice suprafatd X
inchisa, exista relatia (4.39), respectiv (4.45);

— intensitatea cadmpului magnetic poate fi calculatd cu relatiile (4.33), respectiv
(4.34).

Un camp electrostatic §i un cdmp magnetostatic nu sunt cuplate, adica sunt complet

independente unul de celalalt.

Daca sursele de camp sunt curenti independenti de timp, ce circuld Intr-o regiune
conductoare a carei conductivitate este mica, astfel incat intensitatea campului electric din
regiunea conductoare nu poate fi neglijatd. Campul electromagnetostatic are urmatoarele
proprietati:

— toti vectorii de cdmp sunt nenuli;
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— campul electric este electrostatic, iar campul magnetic este magnetostatic, cele
doud campuri fiind cuplate prin relatia (4.107);

— campul electric produce in regiunea conductoare o distributie staticd de sarcini,
de obicei pe suprafata conductoarelor care devin sursele campurilor electrostatice.

Campurile dinamice sunt campurile variabile in timp. Ele au urmatoarele
proprietati:

— campurile electric i magnetic sunt intotdeauna cuplate;

— cuplajul dat de relatia (4.104) ramane in regiunile conductoare, dar mai apare un

.. . . . . . oB . oD . .
cuplaj important prin intermediul derivatelor in raport cu timpul, — §i —, care intervin
ot ot

in ecuatiile Maxwell (4.44), respectiv (4.45);

— campurile se propaga sub forma unor unde cu o viteza finitd. Aceste efecte apar
cu o intarziee In timp, numita retardare;

— energia electromagneticd propagatd sub formd de unde poate fi ghidatd prin
mediu (de linii de transmisie) sau poate fi radiata (de antene).

Cdmpurile variabile in timp, pentru care se pot neglija fenomenele ondulatorii,
viteza de propagare si de atenuare in timp, sunt campurile cuasistatice. Viteza de propagare
a undelor electromagnetice este totdeauna finita. Ca atare, intr-un spatiu infinit, campurile
variabile 1n timp nu sunt niciodatd cuasistatice. Campurile variabile in timp pot fi
cuasistatice intr-o anumitd regiune din spatiu, caracterul cuasistatic fiind definit pe baza
dimensiunilor regiunii si in functie de rata de variatie in timp si de viteza de propagare.

4.1.11. Potentiale electromagnetice

Ecuatiile Maxwell contin patru vectori de cAmp rezultant, E,B,D si H si doui

campuri de sursa, p si J . Ecuatiile Maxwell impreuni cu legile de material dau, din punct
de vedere matematic, informatii suficiente pentru ca vectorii de cdmp sa se exprime functie
de p si de J. In multe cazuri calculele sunt usurate dacd se introduc potentialele

electromagnetice: A, numit potential vector $i un camp scalar V', numit potential scalar,
astfel Incat sa se determine mai Intai A(x, v, z,t) si V(x, y,z,t), cunoscand pe J sipe p si
apoi si se calculeze vectorii de cAmp E,B,D si H din A si V. Utilizarea potentialelor
electromagnetice este avantajoasi in cazul mediilor omogene si izotrope. In cele ce
urmeaza, se utilizeazd teorema Helmholtz conform careia: un camp vectorial este
determinat dacd i se cunosc rotorul §i divergenta, iar un cdmp scalar se poate determina
pana la o constanta aditiva dacai se cunoaste gradientul.

Din ecuatia (4.45) rezulta ca B este totdeauna un camp solenoidal, deci se poate
defini prin:

—

B =rot 4. (4.137)
Ecuatia (4.137) nu este suficientd pentru a defini pe ;10 , deoarece se poate scrie:
B=rotA, (4.138)
unde
A=A, —-grady (4.139)
este o functie arbitrara de punct. Introducandu-se B din relatia (4.138) in (4.44), rezulta:
rot[EJra‘aitoJ:o, (4.140)
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respectiv

¢

rot£E+Zij=o. (4.141)

_ 04 . o4
Din relatiile (4.140) si (4.141) se observa ca E +88_0 si E +2—A sunt campuri
t t

irotationale, adica:

_ A
E = —gradV/ ) (4.142)
ot
si
E =—gradV—‘Z—A, (4.143)
t
cele doua functii V' si V|, fiind legate intre ele prin:
v=v,+ 2 (4.144)

ot
aceasta rezultdnd din relatiile (4.139) si (4.143). Functiile A reprezintd potentiale vector
ale campului electromagnetic, iar functiile /' sunt potentiale scalar, iar functiile 2[0 si V)

reprezintd o pereche de potentiale determinate. Plecand de la aceste potentiale, se pot
deduce vectorii de camp cu ajutorul expresiilor (4.138) si (4.143). De asemenea, se observa
ca plecand de la relatiile (2,139) si (4.144), rezulta ca exista o infinitate de potentiale la
acelasi camp. Considerand un mediu omogen s§i izotrop pentru care € si p sunt

independente de intensitatile campului electromagnetic si tinand seama de relatiile (4.138)
si (4.143), rezulta:

D=¢F = —{grad Vs +z—‘j], (4.145)
respectiv
A=lp-Liotd. (4.146)
TR

Introducand relatiile (4.145) si (4.146) 1n (4.44), precum si pe (4.145) in (4.46), se
obtine relatia:

5=
rotrotA+sugrada—V+8ugrada—A=;,tj (4.147)
ot or?
si, respectiv
.04 1
AV +div—=——p. (4.148)
ot €

Cand conditiile la limitd sunt aceleasi, solutiile particulare ale ecuatiilor (4.147) si
(4.148) conduc la acelasi camp electromagnetic. Aceste solutii diferd intre ele prin functia
arbitrard y . Tindnd seama de conditia Lorentz (etalonarea Lorentz):

diV;1+8;,taa—V=0, (4.149)
t
rezultd cd functia y trebuie sa satisfaca ecuatia:
oy .. - oV,
Ay —ep Y =div Ay +ep 0, (4.150)
ot ot
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2[0 si V,, fiind solutii particulare ale ecuatiilor (4.147) si (4.148). Tindnd seama de (4.149)

si de relatia:

Vx(Vx4)=V-VA-Ad (4.151)
ecuatiile (4.147) si (4.148) devin:
- 0%4 -

Ad—gp—07r=-nJ, (4.152)

ot

2
AV—sua—zV:—lp. (4.153)

ot €

In urma rezolvarii ecuatiilor (4.152) si (4.153) se deduc potentialul vector A,
respectiv potentialul scalar ', daca se cunosc distributiile de curenti, respectiv de sarcina,

iar in final se pot calcula vectorii de cAmp B si E , respectiv vectorii D si H .

Intrucat relatiile (4.138) si (4.142), relative la vectorii B si E, nu sunt generale,
este necesar ca sa le adaugam orice solutie particulara a ecuatiilor omogene:

rotE+8—B:0, (4.154)
ot
rotﬁ—a—Dzo, (4.155)
ot
divB =0, (4.156)
divD=0. (4.157)
Sistemul de ecuatii (4.154)-(4.157) fiind simetric, se poate scrie:
D=-rotd" (4.158)
si
H =—gradl7* —8%. (4.159)
4
Pe baza relatiilor (4.158), (4.159) si tinand seama de (4.145) si (4.146), rezulta:
E:—lrotz*, (4.160)
€
respectiv
B =—;,L(gradl7* +ai} (4.161)
ot
Introducand conditia Lorentz,
divA" +suaL=o, (4.162)
ot
potentialele A" si V" satisfac ecuatiile:
S
—gp—>-=0, (4.163)
ot
respectiv
5=
AV—8u2—2V=O. (4.164)
t

In final vectorii de cAmp se exprima prin:
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-k

E:—gradV—%—lrot;l*, (4.165)
o
B=-rotA— u[%+ gradV*], (4.166)
D=-rotAd —s(gradeLg—IjJ , (4.167)
N N o ‘
H=——rotA—| —+gradV |, (4.168)
7 ot

-k . * - e . . . . .. c e .
unde 4 si V' reprezintd potentialele unei distributii de sarcini si de curenti, care este

complet exterioara regiunii considerate. Daca ¥ — o, se pune A" =v"=0 si potentialele
tuturor sarcinilor, fie ca ar fi la distanta, fie ca ar fi locale, sunt reprezentate de V' si 4. In
orice punct in care p=0 si J =0, un cAmp electromagnetic posibil este dat de: Vo =0 si
Ay =0, iar (4.150) devine:

2

Aw—su%zo. (4.169)

Intrucat in acest caz, V satisface aceeasi ecuatie (4.169), in acelasi punct se poate
afla y astfel ca V' =0, iar campul electromagnetic poate fi exprimat in functie de un

singur potential vector A, adica:

B=rotA, (4.170)
E= —a—A, (4.171)

ot
ﬁ:—aa—A, (4.172)

ot
A=Lroti. (4.173

1)
Potentialul vector A trebuie sa satisfaca ecuatiile:

5=

M—sué—f=0 (4.174)
ot
si (conditia de etalonare Coulomb):

VA=0. (4.175)

4.1.12. Energia electromagnetica

In cazul unui sistem fizic format din doud sarcini g, si ¢,, imobile, in vid, situate

la o distantd 77, una de cealaltd energia electrica este data de relatia:

W, :4‘]&. (4.176)
TepN2

Generalizand relatia (4.176) 1n cazul unui sistem format din 7 sarcini, rezulta:
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z 49 ;
W =— (4.177)
Z ;4%%‘,0
i=1

unde sumarea asupra lui i si j are loc numai pentru [ # j (fiecare sarcind neavand nici o

actiune asupra ei insdsi) si se ia semisuma, deoarece Wij W nu dau decat o contributie.

Relatia (4.177) mai poate fi scrisd sub forma:

W:%quyi (4.178)
unde
Z 9i (4.179)
z;t/

i=1
In medii materiale caracterizate de o distributie continud, (conform teoriei
fenomenologice), energia electrica este data de relatia:

1
We:EIdeV. ( 4.180)
Tinadnd seama de relatiile corespunzatoare campului electrostatic, E= —gradV si
div D = p, relatia (1.79) devine:

P N _
w, —EldeDdV - i[dw(VD) Dgradv|dv

(4.181)
.- = 1
=—[E-DdV +—[V-D,dS.
2 2 "
V z
Intrucat
D, =8—D:—ps. (4.182)
qu,
al doilea termen din relatia (4.181) se scrie sub forma:
1 1
EIVDndSz—EJVdeS. (4.183)

Densitatea de energie electricid si magneticd. Considerand valabild relatia D =¢E in
cazul unei suprafete 2 care limiteaza volumul V", destul de mare, se poate scrie:

1 ,e -
W,=—[E-DdV =[w,dV, (4.184)
2 V 14
densitatea de energie electrostatica fiind
I - = 1 =
w,=—FE-D=—¢E~". 4.185
e =5 ) (4.185)

De asemenea, considerand ca este valabila relatia B =/ si procedand in acelasi
mod ca mai sus, evaluarea energiei magnetice conduce la formula:
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les =~ 1
W%z—JBanVz—JW%dV, (4.186)
2 v 2
unde densitatea de energie a campului magnetic este
- - 1 =
w%:EBJ¥:EuH? (4.187)

Admitand céd energiile campurilor electric si magnetic se adund fara a modifica
reciproc valorile lor, in cazul general al unui camp electromagnetic densitatea de energie
electromagnetica este data de relatia:

1v=%@ﬁ3+ﬁ@}=%&é2+uﬁz) (4.188)

Fluxul de energie. Teorema Poynting. Considerand ca ipoteza distributiei de energie in
camp este valabila, o variatie a intensitatii cAmpului si a densitatii de energie trebuie sa fie
asociata la un flux de energie mergand catre sursa sau iesit din aceasta. Tinand seama de
ecuatiile generale ale campului electromagnetic (4.37)-(4.40), inmultind relatia (4.37) cu

H ,iar pe (4.38) cu E si scazand din prima relatie obtinuta pe cea de-a doua, rezulta:

div(ExA)+Ei=-EL g%, (4.189)
ot ot
In urma integrarii relatiei (4.189) intr-un volum ¥ limitat de o suprafati X, se
obtine:
L . oD 0B
I@xHﬁﬁm+IEJdV:—jE§—+H§—dV. (4.190)
S i iy ot ot

Relatia (4.190) a fost stabilitd de Poynting in 1884 si, in acelasi an, in mod
independent, de Heaviside. Din relatia (4.190) rezulta ca rata de scadere in timp a energiei
inmagazinate in campul electromagnetic este egala cu fluxul vectorului Poynting,
S,=ExH (4.191)
sau fluxul energiei electromagnetice prin suprafata X plus pierderile prin efect Joule.
Considerand cd ¢ este conductivitatea mediului si Ei intensitatea campurilor electrice

imprimate (intensitatea tensiunilor electromotoare aplicate si datorata pilelor), rezulta:

J=clE+E,) (4.192)
sau
E:lj—i. (4.193)
c
Tinand seama de (4.193), relatia (4.189) se poate scrie sub forma:
EJ=div(Exa)r 172+ O[22 o B2, (4.194)
c ot\ 2 2

aceasta reprezentand teorema Poynting sub forma diferentiala, in absenta substantelor
feromagnetice, relatiile dintre intensitatile campului si inductii fiind, in general, liniare.
Sub forma integrald, teorema Poynting este:

g iay = [(Exi)ids+ [L72ar+ 2 [[EE2 42
iEﬂdV—i@kfﬁ%ﬁS+igJ%V+ngzEz+2HQ}W’ (4.195)
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Din relatia (4.195) rezulta ca energia electromagnetica produsa in volumul V5 este

cheltuitd pe seama fluxului de energie prin efect Joule si a existentei unei energii variabile
in timp a campului electromagnetic. Notand puterea cheltuitd, sub forma termochimica, pe
unitatea de volum cu

I - = -
ngJ -E.J, (4.196)
teorema Poynting pentru un camp electromagnetic in care nu existd fenomene de

histerezis, se poate scrie sub forma:

~ ow
divS, +—+0=0. 4.197
p Ty ) ( )

A o . w . . .
In cazul unui cAmp stationar, — = 0, iar relatia (4.197) devine:
¢

divS, +0=0. (4.198)
Daca Q >0, energia electromagnetica intrd in volumul Vs si in cazul in care

0 <0, energia electromagnetica iese din volumul Vs .

Pe baza teoremei Poynting, se poate da ecuatiilor D=D(E), J=J(E) si
H=H (Z§) si o alta justificare. Teorema lui Poynting (4.189) este o consecinta directa a
ecuatiilor lui Maxwell si se poate scrie sub forma:

I L oD 0B
~§(ExA)i,as= §ETav+ §| B+ |av. (4.199)
ot ot
z Vs Vs
exprimand puterea totala care intrd intr-o suprafatd inchisa 2. Membrul drept al teoremei

Poynting contine trei termeni. Termenul din stdnga este interpretat ca fiind puterea totala
netd livratd la volumul V5 de catre sursele exterioare sau cAmpuri. daca fluxul net livrat

este negativ, se interpreteaza ca fiind acea putere medie care este livratd de la volumul Vs

la sursele exterioare sau campuri. Vectorul S, este numit vectorul Poynting si este

p
interpretat ca fiind densitatea de flux de putere in fiecare punct al suprafetei X. Integrala

de volum &E JdV , care pentru curentul de convectie se scrie sub forma:
Vs
§ETAV = §E(p, 5, +p_v_ )V, (4.200)
Vs Vs
reprezintd rata cu care campul electric efectueaza lucru asupra sarcinilor electrice in
volumul Vs . Acest termen poate fi pozitiv si, atunci, o cantitate netd de lucru pe unitatea

de timp este efectuat de camp asupra sarcinilor, sau poate fi negativ si, atunci, o cantitate
de putere este transferatd de sarcinile electrice la camp. In cazul in care volumul Vs nu

—

contine decat materiale conductoare, J = 6E, si

§EJdV=§cE2dV>0 4.201)
14 V

reprezintd pierderile ohmice in volumul V', adica, conversia energiei electromagnetice in
caldurd. In cazul in care volumul V' din relatia (4.195) este ocupat de baterii atunci
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iSE J dV <0 si aceasta reprezinta rata de conversie a energiei chimice (sau de alta natura)
Vs

8D - OB .
in energie electromagnetica. Termenul §( o +H a—jdV reprezinta rata netd cu care
t t
4

— —

energia creste In volum datoritd campului electromagnetic. Daca intre vectorii D si E,
respectiv B si H exista relatii liniare, rezulta:

j Ea—D+FIaB ar=-4 (1 eF? 4+ L ;,LH j (4.202)
V ot ot dr

Intrucat puterea este rata in timp a sch1mbar11 energiei, energia electromagnetica
totald Tnmagazinata in volumul V" este:

- —j( jdV (4.203)

Din relatia (4.203) rezultad ca energia electromagneticé include energia electrica

1 =
distribuitd cu densitatea W, = —€FE 2 in volumul ¥ si energia magnetica distribuitd cu

densitatea w,, = —|,LH2. Atat densitatile de energie, cat si forma diferentiala a teoremei

Poynting, privita ca fiind conservarea energiei intr-un punct, este necesar sa fie considerate
din punct de vedere macroscopic (distributie continua a energiei in volumul }").

Teorema Poynting rezultd din ecuatiile de camp si reprezintd conservarea energiei
electromagnetice sub forma: fluxul net al puterii interioare din volumul Vs prin suprafata
inchisa X este egal cu puterea impartita la sarciniin volum inchis de suprafata, plus rata
de schimbare a energiei inmagazinate in volumul V . Daca in relatia (4.202) se introduc

expresiile pentru vectorii B si, respectiv E rezulta:

’"_I( y P, JaA]dV §( F]xa—AJ i, ds. (4.204)
ot ot ot

Intrucat sursele sunt interiorul volumului ¥ la o distantd finitd de origine, cand

timpul variaza lent, vectorii de camp variazd cu —-, r fiind distanta de la sursd la punctul

2 b

de observatie. Potentialele variaza cu — si considerand suprafata X ca fiind o sfera a carei
r

raza creste fara limita, atunci integrala:

§ Va—D I:Ixa—A ndS—)Olafell,céndr—)oo, (4.205)
5 ot ot r
iar
W, = jaWem dt = j [ pP L 5.4 4y (4.206)
, Ot ol ot ot

Schimband ordinea de integrare in relatia (4.206) si tinind seama de relatia:
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[V@+.78—Ajdt =V dp+J 84, (4.207)
ot ot
formula (344) devine:
p 4
W =Wo+W,, =[| [VEp |dV+[| [J54 |dV. (4.208)
'\ 0 V' 0

fn cazul mediilor liniare, se poate considera ca dp=pdk si dd = Adk, unde

k €[0,1], iar:

p 1 4 1
jVsp:ijkdk:le si jAaA:jJAkdk:lJA, (4.209)
2 2
0 0 0 0
si relatia (4.208) devine:
W, :lepdVJrflJZdV. (4.210)
V2 V2

4.2. Teoria electromagnetica a luminii

In cadrul teoriei electromagnetice a Iluminii sunt utilizate numai proprietatile
clasice ale campurilor electrice, pe baza acesteia explicandu-se pe deplin fenomenele de
interferenta, difractie, reflexie, refractie, absorbtie si de dispersie. Exista si alte fenomene
cum ar fi emisia si absorbtia radiatiilor optice, efectele fotoelectric si Compton etc, In care
intervine sub o forma detaliata interactiunea dintre lumina si atomi, molecule, care nu pot
fi explicate pe baza teoriei electromagnetice a luminii (Maxwell) si este necasara teoria
cuanticd. Domeniul optic al spectrului radiatiilor electromagnetice cuprinde toate radiatiile
care pot fi manipulate cu mijloace optice: lentile, oglinzi, prisme, retele de difractie, lame

o
etc. si se intinde intre aproximativ 100 A (razele X moi) si 1 mm (radar), fiind impartit in:

UV vid, exclusiv pentru gaze si vapori (100 A <1150 A), UV si pentru materia

condensata (1150 A +1850 A), UV (1850 A +4000 A), vizibil (4000 A +7500 A), IR
apropiat (0,7 um +3 um), IR (3 pm +50 pum), IR indepartat (50 pm <1000 pum).

4.2.1. Propagarea undelor electromagnetice

Ecuatia de propagare. Ecuatia de propagare a unei unde electromagnetice se poate obtine
plecand de la ecuatiile Maxwell (4.43)-(4.46) si legile de material (4.84), (4.98). Astfel, in

cazul unui mediu fara sarcini spatiale (p = 0) si fara curenti electrici ( J =0, cazul unui

mediu izolant, omogen, presupus perfect din punct de vedere electric §i magnetic), tinand
seama de relatiile:

rotE:_a_B, (4.211)
Ot
. - oD
rot H =J+88—t, (4.212)

—

VB =0, (4.213)
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VD=0, (4.214)
rezulta:
~ - 5=
VxVxE:—an—B:—ungI:I:—pg op =—8u6—E. (4.215)
ot ot ot\ ot ot?
De asemenea, este verificata relatia:
VxVxE=V-VE=-AE. (4.216)

Tinidnd seama de relatiile (4.215) si (4.216), rezultd ecuatia de propagare a unei
unde electromagnetice sub forma:

-
AE—%G—f:O (4.217)
vS Ot
unde
y=(ep)"? (4.218)

reprezinta viteza de propagare a marimii E (r,t). Eliminand pe E din ecuatiile Maxwell
(4.211)-(4.214) si tinand seama de legile de material, rezulta o ecuatie de unda pentru H ,
identica ecuatiei (4.217). Analog, se pot obtine ecuatii de unda pentru B sau pentru D.in

cele ce urmeaza, se considera \p(?,t)—)E(F,t). Tindnd seama ca 1in vid,

1 _ ) -
gg *——107°[S.L] si py = 4m-107" [S.L], rezulta:
36m
c=(egpo)"? #3-108 ms™ (4.219)
deci, se gaseste exact aceeasi vitezd ca cea a luminii in vid, aceasta fiind o confirmare
stralucitda a ipotezei lui Maxwell ca Ilumina este datoratd propagarii undelor

electromagnetice (natura electromagneticd a luminii). Intr-un mediu transparent, altul
decat vidul, caracterizat de €=¢gy€, s1 W=y, ®,, se poate defini indicele de

refractie al mediului prin relatiile:
c
n=-—, (4.220)
Y
2 _
n-=g,, (4.221)

care sunt verificate pentru frecvente foarte joase (I. R. indepartat). In cazul frecventelor
mari (I. R. apropiat, V., U.V. etc.), se constati cd €, = ¢, (v)

Integrala generali a ecuatiei de propagare. Considerand cazul particular al problemei in

care E=E (x,t), ecuatia undelor (4.7) se reduce la:

_Lo9E ) (4.222)

a carei integrala generala, prin analogie cu ecuatia undelor mecanice (volumul I), este:

E(x,f)= f(t —f) +6(z‘ +5] . (4.223)
1% 1%

Integrala generald (4.223) reprezintd suprapunerea a doud pertutbatii. Propagarea

. - X — X < D -
perturbatiei reprezentate prin f° (t ——j sau (p(t + —j este o unda speciala, prin aceea ca
v v
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forma perturbatiei este nealteratd in timpul propagarii prin mediu. Pe baza celor prezentate
mai sus se poate afirma ca, regiunea din mediu, care este sediul undelor electromagnetice,
se numeste camp electromagnetic. Locul geometric al punctelor din mediu care sunt la un
moment dat In faza poartd numele de front al unde electromagnetice.

4.2.2. Tipuri de unde electromagnetice

Unde electromagnetice sferice. In cazul unei simetrii sferice ecuatiile Maxwell (4.43)—
(4.46) se scriu in coordonate sferice. Considerand un mediu fard sarcini electrice libere
(p = 0) ecuatia de propagare verificata de potentialul scalar /' devine:

1 o

V- ot

In coordonate sferice ecuatia (4.224) se scrie:

1@(251/) 1 1 a(. 8V) 1 1 0%V 1%
— | r +— —|sin@— |+ ————————=0 (4.225)

P2or\ or) 2 sindor 00 ) 12sin20 00> ¢ or
si admite solutii de forma:
V=R(r)®©(0)®(¢p)exp[int ] (4.226)
Daca V' = V(r,l‘), ecuatia (4.225) se scrie sub forma:
o*(rv) 1 &?
—— = _(r1)=0 (4.227)
or? c? 8r2( )
si admite solutiile:
- lf(t _Zj +lg(t +ZJ _ (4.228)
r v) r v

Considerand ca unda care se propagd in sensul lui » crescator (unda progresiva)
reprezintd o forma simpla a undei plane:

f(t —fj = 4 exp {iw(z‘ —fﬂ, (4.229)
\% \%

potentialul intr-un punct P(r,t) creat de sursa S consideratd in originea sistemului de

il

Pe baza principiului lui Huygens: o suprafata de unda, avind centrul in sursa S,

coordonate, este dat de relatia:

Vir,t)=4 (4.230)

(fig. 4. 5), emite unde secundare la un moment, acesta fiind ales ca origine si fiecare din
aceste suprafete de unde secundare are o raza vt la momentul t, iar anvelopa tuturor
undelor secundare formeaza o noua suprafata care constituie frontul de unda la momentul
t; perturbatia trimisa in P de elementul de suprafata dS este proportionala cu dS'.
Tinand seama de relatia (4.23 0), amplitudinea undei in punctul M este:

exp {iw(i — ’ﬂlﬂ
V(n,t)=A4 Y4 (4.231)

n
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unde 7; este distanta de la sursa S, la punctul M .

Fig. 4. 5. Reprezentarea schematica a unei unde sferice.

Potentialul in punctul P aflat la distanta » de punctul M este dat de relatia:

v(P)= Iiexp{im(t— Hﬁﬂ ds. (4.232)
1%

ri

Tinand seama de faptul ca potentialul satisface ecuatia (4.224), rezulta:

Vo,
V(P)—ij1 l(an( +@ cos(ﬁn,f){aTV] , ds. (4.233)

Tandr || vlar t?gj r ou,, [,_vj

Tinand seama de relatia (4.232), potentialul /' pe suprafata X, la momentul t—Z
v

Vi o= éexp{iw(t A ﬂ (4.234)
) ’

Din relatia (4.234) se obtin:

(6_1/) = iwé exp{iw(t I ﬂ (4.235)
ot ),_r n v

v

( a4 J = —Acos(ii, . 7, )- [l n Ejlexp{io{t _rtn ﬂ . (4.236)
i, ) r noov)n %

v
In urma introducerii relatiilor (4.236)-(4.237) in (4.234), rezulta:

v(P)= ﬁ [ iexp{im(l‘ - ﬂ ds Kl " iﬁjcos(ﬁn 7)-

devine:

si

rm rov
(4.237)
1 io .
- —+— COS(un,I"l) .
noov
Considerand » >> A si r; >> A, unde
A=2n", (4.238)

Q)]
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(situatie intdlnita cel mai des in practica, mai ales in opticd), relatia (4.237) devine:

V(P): j%exp{i@(t_ r"‘:rl HdS i[cos(ﬁni)—cos(ﬁn,ﬁ)] . (4.239)
1

In urma comparirii relatiei (4.29), rezultatd din solutia exacti a ecuatiilor Maxwell
si relatia (4.233), obtinutd, cu ajutorul principiului Huygens, se observa ca factorul corectiv

1 S .. o .
X[Cos(un,r)—cos(un,rl )] nu a fost prevazut de catre principiul lui Huygens. Acest

factor corectiv evidentiaza faptul cd amplitudinea undelor secundare, care sosesc in punctul
P de la sursa, depinde de unghiurile facute de 7 si 7; cu normala u,, precum si de
lungimea de unda. Utilizdnd relatia (4.233) se pot rezolva probleme de difractie uzuale,
aceasta fiind o aplicatie a principiului Huygens. Relatiile (4.238) si (4.239), care sunt
solutii ale ecuatiei d’Alembert (4.224), dau o expresie matematica exacta a principiului
Huygens, aducandu-i corectiile necesare. Daca intre sursa S, si punctul P se pun ecrane
in care sunt practicate orificii (fante), expresia (4.239) conduce la previziuni corecte ale
figurilor de difractie.

Unde electromagnetice plane. Unda armonica pland. Unda electromagnetica plana,
progresiva, prin analogie cu cea mecanicd (volumul I), este descrisd de ecuatia:

E (&)= const. f (r - é) (4.240)
\%

sau
E,(&1)=E, f(t—%). (4.241)
In cazul undei armonice plane se utilizeaza si expresiile:
E(7,t)=A exp {im(f —ﬂﬂ , (4.242)
v
E(.t)=Aexplilor—k7) . (4.243)
E(x,t)= A exp[i(of—kx)] . (4.244)

Ecuatia atemporali a undelor electromagnetice. Pe baza analogiei cu undele mecanice
ecuatia atemporald a undelor electromagnetice este:

AE(F)+k*E(F)=0, (4.245)
intensitatea cdmpului electric, care reprezintd o unda armonica pland, putand fi pusd sub
forma:

E(7,t)= E(F) exp[iot] (4.246)

_Unde produse de perturbati de durata finita si de pertutbatii de durata
infinita. In cazul unei perturbatii de forma (fig. 4. 6):
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)
0, pentru fe€|—o0,—— |;
2
E(t)=1E,explioyt], pentru te [—%,+§j; (4.247)
At
0, pentru fe (-l—?, Ooj’
rezulta:
+00 +At/2
E(0)= jE(t)exp[—i(ot]dt =E, _[exp [—i(w, —o)]d =
-0 -At/2
sin(1 Aw- Atj (4.248)
—Aw- At
2

unde Am =, —®. Reprezentand intensitatea undei |E (m){z functie de 1/2Aw- At (fig.

4.7), se observa ca unda electromagnetica este compusa dintr-o infinitate de perturbatii de

frecvente diverse m, unde
A A
®e (ooo —7(”, ®y + 7(”) (4.249)

In cazul cand banda de frecventd in care E (Q)) are valori semnificative este limitata
abaterea maximd Aw a frecventelor fata de ®, este data de relatia:

Aw-At >2m. (4.250)
Din relatia (4.250) se observa ca 1n cazul perturbatiilor de durata finita, se obtine un
spectru de frecvente si in cazul particular in care At — 0 (A¢ fiind durata perturbatiei),

rezultd Aw — o0, adica, intregul spectru de frecvente.

Rel £(1)]

ANAANA
SRV AYA

=AM A2

Fig. 4. 6. Reprezentarea grafica a unei perturbatii finite.

In cazul cand At este foarte mare, se obtine un spectru mic de frecvente, in jurul
frecventei ®,, iar pentru A¢ — oo, rezulta Aw —> 0, ®=®, (cazul undei armonice
plane).
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LK

-3x -2x -X% 0 X 2x 3x AwAfR

Fig. 4. 7. Dependenta intensitatii undei de Aw-Az/2.
4.3. Tipuri de propagare

Propagarea libera. Regimuri stationare. La fel ca in cazul undelor mecanice, si in cazul
undelor electromagnetice, propagarea libera corespunde unei pertubatii sinusoidale pure,
de frecventa . In cazul unui mediu de intindere infinita (x:) oo), rezulta:

E=FE, =ii, E(z) exp[iot] (4.251)
unde
E(z) = A exp[—ikz]. (4.252)
Daca mediul are intinderea finita x = L, prin analogie cu undelel mecanice
(volumul 1), si in cazul undelor electromagnetice existd un regim stationar, deoarece
bilantul transmisiei energiei intr-un anumit punct din mediu este nul.
In cazul existentei de reflexii atat in x = L, cat si in x =0, apare regimul rezonant,

E, (Z) existand pentru anumite valori ale parametrului ®, ®,, numite valori proprii.

Solutiile £ (Z), corespunzdtoare valorilor proprii ®, , poartd numele de functii proprii.

Propagarea intr-un mediu dispersiv. In cazul unei perturbatii de durata finitd care se
propagd in mediu are o amplitudine de valori semnificative in domeniul de frecvente

Ao Ao . : . .
oe| ®, ———, ®y +—— |, prin analogie cu undele mecanice se obtine:
U U !

sin o

E(z,t)= Ey(x,1)—, (4.253)
o
unde
Ey(z.t)= AAo expli(ogt —kyz)], (4.254)
iar
o= t—(%j z & (4.255)
do/, | 2

La fel ca in cazul undelor mecanice si In cazul undelor electromagnetice se
definesc: viteza de faza,

®g
-
kO

v (4.256)

si viteza de grup
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d
U= (_“)j , (4.257)
dk -
intre acestea existand relatia Rayleigh:
d
U=v-22Y, (4.258)
da

U fiind viteza de propagare a amplitudinii, adica, viteza de propagare a energiei oscilatiei
rezultante. Pachetul de unde exista, practic, pentru:

—ns(t—ij&sfc, (4.259)
U) 2
adica
Ut—1<z<I+Ut (4.260)
unde
=20 (4.261)
A®

trenul de unde (pachetul de unde) fiind cuprins intre punctele Ut—1[ si Ut+1[ si are

. . : A |
lungimea 2/. Pentru deducerea relatiilor de mai sus s-a presupus ca — < 1, adica X >1,
®

numai In acest caz, trenul de unde se deplaseaza fara deformatie, amplitudinea sa fiind o
functie periodica care se deplaseaza cu viteza U .

4.3.1. Structura undei electromagnetice

In cele ce urmeaza se considerd o unda electromagnetica care se propaga in directia
u, sica u, este perpendicular la planul P (fig. 4. 8). Ecuatia undei descrisd mai sus este:

5=
AE —%a—f =0 (4.262)
v© ot
unde E = E(F, u,, t). Din fig. 4. 8 se observa ca:
P, =Xu, +uu, +zu, (4.263)
s
gzuxi; i=uyi; i=uzi. (4.264)
Ox o oy og oz o¢

¥

Fig. 4. 8. Reprezentarea schematicé a propagarii unei unde electromagnetice.
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4.3.2. Transversalitatea intensitatilor campurilor electric si magnetic

Tinand seama de relatia (4.264), ecuatia (4.262) devine:

0°E 1 0°E
og ot
Facand schimbarile de variabilda & —vt =a si §+ vt =3, rezulta:
0°E
=0, (4.266)
oa -0
adica
E=E,(0)+E,(B)=E,(,7 —vt)+E,(ii,7 +vt). (4.267)
Unda progresiva este descrisd de ecuatiile:
E = E(Fii, —vt) (4.268)
s
H=H(Fi,—vt). (4.269)
In cazul undei armonice plane, relatiile (4.268) si (4.269) devin:
E=E, exp{ioo(t - ”"rj , (4.270)
v
respectiv
H=H, exp{im(i—M } 4.271)
v
Intrucat p =0, rezulta:
VE=0 (4.272)
si, deoarece VB =0, atunci:
VH =0. (4.273)
Pe baza relatiilor (4.272) si (4.273) se poate scrie ca:
i, - E=0siii, -H=0, (4.274)

adica, atat intensitatea campului electric, cat si intensitatea campului magnetic ale undei
sunt perpendiculare pe directia de propagare a acesteia, undele electromagnetice fiind unde
transversale.

Relatiile dintre intensititile campurilor electric si magnetic. In urma schimbirii de
variabild

U=r-u,—vt, (4.275)
relatiile (4.262) devin:
E=E(u)si H=H(u). (4.276)
Pe baza legii inductiei electromagnetice (4.43) si a magnetizatiei (4.66), rezulta:
. OH
VxE=—-u—m-. 4277
n (4.277)
Intrucat
0H 0H d ~
oSy (4.278)
ot ou dt
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si

% _p (4.279)

= .U _, . 7
axi Ju X

unde j, I =x, y, z relatia (4.277) devine:

ii, xE'=uvH! (4.280)
care, prin integrare, conduce la:

i, xE=uvH' (4.281)

sau

H= \/E i, xE. (4.282)
1)

De asemenea, tinand seama de legea circuitului magnetic (2.44) si de legea
polariatiei electrice (2.65):

OE
E—.
ot

Tindnd seama de relatia H = H (u) si facand acelasi rationament ca in cazul

expresiei (4.277), se obtine:
E:—\f i, xH . (4.284)

Intrucat in cazul undelor regresive u =i, 7 + vt , rezult:

T
[l

V x (4.283)

=™

—

i, xE, (4.285)

E= \/E i, xH . (4.286)
€

Pe baza celor prezentate mai sus rezultd cd intensitdtile campurilor electric si
magnetic sunt perpendiculare atat pe directia de propagare, cat si intre ele, raportul lor fiind

=

respectiv

constant, triedrul (E , H , V= ﬁnv) fiind un triedru direct. Acest ansamblu ortogonal al

vectorilor £ si H constituie o unda electromagnetica pland, polarizata rectiliniu.

Impedanta vidului. Intensitatea undei electromagnetice. Pe baza teorema energiei

electromagnetice rezulta cd pentru E . =0 si in absenta pierderilor

- o1 , 1
VS =——|—gE?+— 4287
P ar(z 2“HJ ( )
unde
S,=ExH (4.288)

este vectorul lui Poynting. In cazul unei unde electromegnetice armonice plane, (fig. 4. 9),
rezulta:

E,=0; E=E, =E, exp{iw(i —fﬂ; E.=0 (4.289)
\%
si
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H,=0; H,=0; H,=H= ﬁEmeXp iw(f—%) : (4.290)

Fig. 4. 9. Reprezentarea schematica a unei unde electromegnetice armonice plane.
Introducand, prin definitie, impedanta de unda a mediului:

Z:E:f@i:%-&, (4.291)
H €0E, g,

unde Z (z 376,6 Q) este impedanta vidului, atunci se constatd cd intre modulul
vectorului lui Poynting si intensitatea campului electric exista relatia:

E =
S,=|—E. (4.292)
1)
Intrucét intensitatea undei sau media in timp a intensitdtii este proportionald cu

2
) E |
‘E‘ si cu fluxul de energie este E_Zm sau —Z H 31 , rezultd ca intensitatea undei este

proportionald cu modulul vectorului lui Poynting.

4.4. Starea de polarizare a luminii
4.4.1. Bazele experimentale

Este cunoscut faptul cd lumina prezinta caracteristici care nu pot fi puse in evidenta
cu ochiul. de multe ori fiind necesare, chiar pentru informatii calitative, aparate optice care
sd prelucreze informatia si s-o transmitd ochiului. Din punct de vedere experimental, se
constatd cd doud fascicule de lumina cu aceeasi distributie a intensitatii intr-un anumit
domeniu de frecventd pot interactiona in mod diferit cu aceleasi elemente optice. In
general, interactiunile pot fi puse in evidentd printr-o inegalitate a directiei de propagare, o
modificare a spectrelor lor sau o combinaie a acestora. Acea caracteristica a luminii la care
ochiul nu este sensibil, dar pentru care exista elemente optice sensibile, este cunoscuta sub
numele de polarizare (stare de polarizare).

Un fascicul de lumina emis de sursa transportatd la detector atat informatii despre
sursa, cat si despre oricare interactiune pe care o suferd pe drumul de la sursa la detectorul.
Informatiile ne furnizeaza cunostinte despre conditiile emisiei si procesele fizice care au
loc in interactiunea cu mediul. Pentru a cdpata informatia necesard, trebuie fiacute atat

masuratorile asupra observabilelor: intensitatea radiatiei, [ =/ ((D), gradul de polarizare,

P= P(O)) sinumarul de unda k =k ((D), care care caracterizeaza directia de propagare
Pentru a descrie clasic o unda electromagneticd, este necesar sd se cunoasca
intensitatea, frecventa, directia de propagare, orientarea vibratiilor fatd de aceeasi axa
cunoscuta si variatiile intensitatii, frecventei, directiei de propagare si orientarii vibratiilor
fatd de aceeasi axd cunoscutd, iar pentru a specifica orientarea vibratiilor fatd de o axa
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cunoscutd, este necesar sa se aleagd unul din vectorii intensitate camp electric sau
intensitate cAmp magnetic. Pe baza experientei elaboratd de Wiener rezulta ca vectorul

intensitate camp electric E joaca rolul dominant Tn masuratorile optice. Caracteristicile de
orientare ale acestui vector In timp si in spatiu sunt numite polarizarea undei. Fixand un
punct particular al fasciculului undei prin locul geometric al varfului vectorului electric la
acel punct, se obtine o masurd a polarizarii. Planul de propagare este planul care contine
directia vibratiei si directia de propagare.

4.4.2. Unda electromagnetica plana si armonica

Este cunoscut faptul cd orice unda electromagneticd poate fi consideratd ca o
suprapunere de unde electromagnetice plane armonice. In cele ce urmeaza se considerd o

unda electromagnetica plana armonica, pentru care E si H au forma:
acos(t+3) (4.293)

unde T este partea variabild a factorului de faza, adica:

rzo{t—r””J:mt—lEF. (4.294)
\%

Alegénd axa Oz paralela cu directia i, (fig. 4. 10), componentele dupa axele Ox

si Oy ale lui E si cele corespunzatoare lui H sunt nenule, intrucat campul este
transversal. In cele ce urmeazi se studiazd natura curbei (locul geometric) care este
descrisad de varful vectorului intensitatii cAmpului electric ca punct tipic in spatiu. Aceasta
curba este locul punctelor ale caror coordonate sunt:

E.=E, cos (t+8,)=Re {Exo expli(t+8, )]} (4.295)
E, = Eyo cos (r + Sy): Re {Eyo exp [i (r + Sy)J}, (4.296)
E._=0. (4.297)
Pe baza celor prezentate mai sus, rezulta:
- =C0sT Ccosd, —sinT sind,, (4.298)
X0
si
E, .
—— =C0ST C0Sd, —sinTsind,. (4.299)
Yo
X
Ey
, 0
E, K, 4
¥

Fig. 4. 10. Reprezentarea schematica a directiei de propagare a
unei unde electromagnetice.
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In urma amplificarii relatiei (4.298) cu sind y 51 (4.299) cu —sind,, si adundrii

rezultatelor, rezulta:

E

X

sind,, ——2sind_ =costsind (4.300)
X0 Yo

De asemenea, In urma amplificarii relatiei (4.298) cu COSSy si pe (4.299)

cu—cosd . si adunand rezultatele, se obtine:

088, ——=-cosd, =sintsind, (4.301)
X0 Yo
unde
0=0,-96,. (4.302)
Din relatiile (4.301) si (4.302), dupa ridicarea acestora la pétrat si adunarea lor, rezulta:
2 2
E E E | E :
2 T A [ e COSSZSIIIZS, (4.303)
Exo E)’o Exo Eyo

relatie care reprezinta ecuatia undei canonice.
4.4.3. Polarizarea eliptica

Determinantul corespunzator conicei din relatia (4.303) este:

1 C0SO
- _ 2
E2 EE 1 i
o R — (1_00525): Sind_ | . (4.304)
cosd 1 E‘E E.E
_ 5 X0 Vo Yo
Eonyo Eyo

acesta reprezentand o elipsd nscrisd intr-un dreptunghi ale carui laturi sunt paralele cu
axele de coordonate (fig. 4. 11) si ale caror lungimi sunt 2FE X si 2F Yo elipsa atingand

laturile acestui dreptunghi in punctele:

(+E,;+E, cosd) (4.305)
s
(£E, cosd; +E, ). (4.306)
unda reprezentata de relatiile (4.295) si (4.297) fiind polarizata eliptic.
m \ ¥ £

ﬁ
2Ey0 ) >< x

\

b

2By,

Fig. 4. 11. Reprezentarea schematica a undei polarizate eliptic.
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—

Intensitatea cAmpului magnetice H se comporta la fel ca intensitatea campului

& &
—\/:Ey :—\/:Eyo cos(r+8y), (4.307)
\f \f E_ cos(t+35,), (4.308)

(4.309)
Pe baza celor prezentate mai sus rezulta ca varful vectorului intensitate camp

electric £, deoarece:

magnetic, H , descrie o elipsa intr-un dreptunghi ale carui laturi sunt paralele la directiile

€ €
Ox si Oy si ale caror lungimi sunt 2 \/: E Yo si, respectiv 2 \/: E xy - S€ demonstreaza ca:

u u
E)’O
tg2‘1’=2%cos6=2i2c056, (4.310)
Bz = E5 E,
ExO

unde V' este unghiul dintre directia Ox si O. De asemenea, se poate defini un unghi
auxiliar care specifica forma si orientarea elipsei.

4.5. Interferenta luminii

Interferenta reprezinti fenomenul de suprapunere a undelor. In regiunea de
suprapunere intensitatea luminii variaza de la un punct la altul Intre maxime care depasesc
suma intensitatilor fasciculelor si minime care pot fi nule, obtindndu-se franje de
interferenta. Intensitatea luminii, I este definitd ca fiind media in timp a energiei care
traverseaza unitatea de suprafatd perpendiculard pe directia fluxului de energie in unitatea
de timp. In cazul interferentei, comparand intensititile radiatiilor in acelasi mediu, rezulta

- 2 . . . . . . e
ca marimea <E >, unde E este intensitatea cAmpului electric, este 0 masura a intensitatii.
Pentru ca sa se produca fenomenul de interferenta undele trebuie sd aiba aceeasi pulsatie si
sa fie coerente.

4.5.1. Coerenta undelor luminoase

Coerenta reprezintd proprietatea undelor de a avea aceeasi lungime de unda si o
diferentd de fazd constantd in timp. In cazul suprapunerii undelor coerente ia nastere
fenomenul de interferenta stationara.

Coerenta totala §i coerenta partiald. Interferometrul Young. Pentru punerea in evidentd a
fenomenului de interferentd si evaluarea gradului de coerenta al unei radiatii optice se
utilizeaza un interferometru Young (fig. 4. 12). Se considera undele emise de sursele
secundare Sy si Sp, reprezentate, din punct de vedere optic, prin vectorii intensitate a

campului electric £y si E,, si suprapuse intr-un punct oarecare M din planul in care se
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observa interferenta. Intensitatea radiantd / rezultanta n punctul respectiv este definita prin
relatia:

- - 2 -
1=<(El +E,) >:1l +1,+2(EE,) @311
unde [; =<E12 > este intensitatea radiantd in punctul M, in absenta undei EZ si

I, = <E 22 > este intensitatea radianta In acelasi punct in absenta undei El . Se pot prezenta
doua situatii:

- a) <E1E2> # 0, cazin care [ # [{ +/,, adica, existd interferenta intre undele El
sl E 9

-b) <E'1E2> =0,,cazincare / =I; + 1, adicd, undele El si EZ nu interfera.

Fig. 4. 12. Dispozitivul Young de interferenta prin divizarea frontului de unda initial pe un ecran E
cu doua fante; S este sursa de radiatii, iar Sq si S» sunt sursele secundare.

Pentru ca undele considerate £ si £, si poata interfera, este necesar ca acestea sa

posede o proprietate numitd coerentd. Aceastd notiune de coerentd este echivalenta
matematic cu existenta unei relatii stabile in spatiu si/sau timp intre marimi fizice care
caracterizeaza radiatia optici. In optica clasici, prin coerentd se intelege corelatia
parametrilor cAmpului undei luminoase (faza si frecventa), considerati in diferite puncte ale
spatiului, pe acelasi front de unda (coerenta spatiald) sau in diferite momente de timp
(coerenta temporala). Coerenta spatiala si cea temporald sunt proprietati independente.
Pentru caracterizarea fenomenului de coerentd se considera doud unde
electromagnetice monocromatice plane, de aceeasi pulsatiec ®, si consideram, pentru
simplitate, ¢ cele doud unde au aceeasi amplitudine £, si, In plus, ca sunt plan-polarizate
dupa aceeasi directie, ceea ce permite considerarea componentelor scalare ale vectorilor
intensitate a cAmpului electric:
E, =E, cos((pl ~ot), E, = E, cos((p2 ~ot). (4.312)
Daca Ej si @1, depind de timp §i dacd se considera numai variatia fazei cu

timpul, se poate calcula media temporald a produsului E;E, pe timpul de raspuns al
fotodetectorului sub forma:

(E\Ey) = Ej (cos(o; — ;) (4.313)
si, in consecinta:
[=E + B2 +2(E\Ey) =21 [1+ (cos(o, -, ). (4.314)
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Cu cat <cos((|)1 -y )> este mai apropiat de zero, cu atit mai slab este efectul de

interferentd (cu atdt mai redus este gradul de coerentd al undei). La limitd, cand
<Cos((p1 -0, )> =0, in general, coerenta nu exista. Pentru <cos((p1 - ¢y )> =11, avem

coerenta totala. Toate cazurile intermediare posibile intre cazurile limitd (absenta coerentei
si coerenta totald) corespund unei coerente partiale.

Daca ne punem problema coerentei reciproce a undelor luminoase provenite de la
S1 st Sy, trebuie sa tinem seama de faptul ca undele parcurg distante diferite S{M=SoM, in

durate de timp diferite T; s1, respectiv, T,. Astfel, campul electromagnetic in punctul M,
la momentul de timp ¢, poate fi reprezentat prin:
E(t)=E(t—1)+Ey(t—1,). (4.315)
Intensitatea undei luminoase in punctul M, exprimatd ca medie temporald a
modulului patrat al expresiei (4.315) este:

I :<[E1 (=0 )+ Bt | By 1))+ Exle—, )]*> B
:<E1 (-—w)& (-, )> +<E2(t )y (11, )> "

+<El (t—'fl )Ez*(t—T2)+El*(t—Tl )Ez(t—Tz )> = (43 16)

~{ BB 1)+ BB 0) +{ e+ DS 045 r4E3 ) -

=1 +1, +2Re[<E1 (t+r)E; (t)>}

unde T =1, — 1. Efectul de coerentd mutuald, care conditioneaza obtinerea interferentei
undelor, este descris de ultimul termen din relatia (4.316). Astfel, introducand notatia:

<E1 (t+1)Er (t)>
Y12 (T) = \/E

unde Y,(t) este numit grad complex de coerentd reciprocd a undelor ce interfera.

(4.317)

Introducerea acestei functii permite exprimarea intensitatii radiante a undei rezultate prin
interferentd in punctul M sub forma:

I =1, +1,+21,1, Re{y;, (1)} (4.318)
unde:
-a) |y12 (IX =1 corespunde unei coerente complete (totale);
-b) 0< |y12 (IX <1 corespunde unei coerente partiale.
-C) |y1 5 (TX =0 corespunde absentei interferentei, adica necoerentei totale;
Deci, marimea |y12(rX poate caracteriza cantitativ gradul de coerentd. Astfel, se
poate scrie:
112(0) = i (v explilora (1) -0 I (4.319)
unde @, (r) este diferenta de faza dintre cele doua unde in punctele surselor secundare S
s1 Sp, iar @, este diferenta de faza dintre aceste unde in punctul M, datorita diferentei de

drum A =S,M —S;M a celor doud unde electromagnetice, adica:
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o :k(SQM—SlM):%(SZM—SlM) (4.320)

unde k este modulul vectorului de propagare al undei rezultante. Pentru a deduce
argumentul @, (r) al gradului complex de coerenta reciproca (grad complex de coerenta),
ylz(r), se tine seama de faptul cd, in lumina monocromaticd, franjele stralucitoare
corespund diferentei de faza @', =2nm, iar in lumina cvasimonocromatica, diferentei de
faza @, (1‘)+ @A =2nm, n fiind un numar intreg.

Astfel, exista o deplasare a franjelor de interferenta cand se trece de la lumina
monocromatica la lumina cvasimonocromatica,

App =¢'a—Pa =01(7). (4321)
Daca pentru diferenta de fazd de 2m existd o deplasare a unei franje cu distanta
Ax , la o diferenta de faza A@, exista o deplasare Ax' oarecare, rezultand:

Ax
AQy = 2nE =1, (1). (4.322)

Deci, masurand deplasarea Ax' si intervalul Ax dintre doua franje, se poate deduce
argumentul (plz(r) al gradului complex de coerentad ylz(r). Tindnd seama de expresia

(4.322), relatia (4.318) devine:
I=11+1, + 211 |y15(t) cos[@rn (1) - @] (4.323)

Relatia (4.323) se poate scrie sub forma:
I =|yy (T)|{[11 + 15+ 24115 cos|y5(t) - 0, ]}+
1=y () + 1) = (4.324)
=1

unde [ yerent S€ poate considera cd provine din suprapunerea coerentd a doud unde

coerent + [necoerent

electromagnetice, cu intensitatile |y12 (er 1 S |y12 (’EX[ 5, sl a caror diferenta de faza
relativa este @y, (’C)— @ i1ar [ oooerent Provine din suprapunerea necoerentd a doud unde
cu intensitatile [1 - |y12(r)u]1 si [1 - |y12 (r)ﬂ]z . Deci, radiatia electromagnetica in punctul

M poate fi privitdi ca un amestec de unde coerente si necoerente. In fig. 4. 13 este
reprezentata distributia intensitatii radiante (functie de distanta A =S,M —S;M) in cazul

interferentei, pentru cazul realizabil experimental /; =/, 1n situatiile: a), b), si c).

.l

$,M- 5 M

c)
Fig. 4. 13. Dependenta intensitati radiante a undei rezultate prin interferenta de tip Young in
punctul M de diferenta de drum geometric intre unde, in cazurile: a) coerenta totala a
celor doud unde, b) coerenta partiala si ¢) lipsa totala de coerenta.

Cand are loc fenomenul de interferentd, pe ecranul in care se afld punctul M, se
observa franje (maxime si minime de intensitate radiantd, provenite din suprapunerea
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fasciculelor de lumind obtinute de la sursele secundare Sy si Sp). Examinindu-se doua
franje de interferentd vecine, una stralucitoare, a carei intensitate in centru este /. si alta

intunecata, a carei intensitate in centru este / se poate defini vizibilitatea V a franjelor

min
de interferentd in apropierea punctului ales M prin relatia:

_ Tinax _Imin (4.325)
Imax + 1
Masurand in punctul M pe V', se poate determina pentru punctul respectiv modulul

functiei de coerenta reciproca

min

1 coerent
— 4.326
7 (4.326)

Intr-adevar, tindnd seama cd, in relatia (4.324), I=1

|Y12(T)| =

necoerent

max pentru

cos[pi5(t)—@a]=1si 1 =1, pentru cos[p;,(t =—1, se obtine:

[vi2 (2) = —V [\/Z \/7J (4.327)

In relatia (4.327) marimile ¥, I, I, pot fi determinate experimental.

Coerenta spatiala. Coerenta spatiald este determinatd de proprietitile transversale ale
undelor electromagnetice. In general, functia de coerenta mutuala in cazul a doua cdmpuri
E (171 , rl) si E (172 )T 2) in punctele diferite 77, 7 si la momentele diferite T, T, este:

Y2 (AL 7,11, 10) = <E1 (Vlafl)E2(72»T2)> (4.328)

Pentru a separa caracteristicile spatiale de cele temporale ale functiei mutuale de
coerentd se considerd T, =T, , deci T=0. In acest caz, (t =0), v(7.% ,0),funcﬁa de
coerenta spatiala caracterizeaza coerenta mutuald a cAmpurilor in doud puncte diferite din
spatiu, Sy si S, la acelasi moment de timp (fig. 4. 12).

le(ﬁ,fz,o)—@@%@‘

Notiunea de coerenta spatiald caracterizeaza si sursele luminoase. Astfel, functia de
coerentd mutuald (4.328) caracterizeazi sursele stationare. In cazul cand in experimentul
cu dispozitivul Young (fig. 4. 12) sursa S aflata la distanta R de ecranul E este inlocuita cu
doua surse punctiforme, independente, una fiind situatd pe axa z a dispozitivului, iar
cealalta la distanta p de aceasta, diferenta de faza corespunzatoare radiatiilor emise de cele

doua surse este:

(4.329)

pd
2n—. 4.330
Y (4.330)
Sursa punctiforma de pe axa z produce pe ecrenul de observatie situat la distanta
L fatd de ecranul E franje cu vizibilitate perfecta (V' =1). In cazul cand L >>p franjele

de interferentd produse de a doua sursa sunt deplasate fata de cele produse de prima sursa

pL

cu distanta e Campurile celor doua surse fluctueaza independent si nu interferd pentru

un interval de timp oarecare masurabil. Pentru a exista franje de interferentd in
experimentul cu doua surse trebuie ca franjele asociate cu o sursa (punctiformd) sa
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coincida practic cu franjele celeilalte. Aceasta se intampla daca deplasarea daca deplasarea
oy L .. . : . AL .
figurii de interferenta % este mai micd decat distanta dintre franje FE sau dacd distanta

d dintre orificiile din ecranul E este suficient de mica:
AR
d<—.

p

(4.331)

. A
In relatia (4.331) factorul — este aproximativ egal cu unghiul de difractie al

luminii avand lungimea de unda A care ilumineaza o aperturd de raza p. Astfel, functia de

coerentd mutuald a campului pentru o sursd ordinara este legatd de figura de difractie
pentru o aperturd de aceleasi dimensiuni cu sursa (teorema Van Cittert-Zernike).
In cazul cand sursa are forma unui disc circular de razad p gradul de coerenta

spatiala intr-un plan paralel cu sursa si situat la distanta R de aceasta, (R >>p si

R >> d ) este dat de relatia:

2J,(x)
X

. (4.332)

v12(7,7.0) :‘

2npd
AR

prezentate mai sus se poate spune cd din punct de vedere al proprietatilor spatiale radiatiile
emise de sursele clasice sunt netr inferioare celor laser. Astfel, din punct de vedere al

. . . 2np .
unde J, (x) este functia Bessel de ordinul I, iar x = 7\,_}5% - r2| = . Pe baza celor

concentratiei energiei pe o suprafatd (1um 2) limitata de difractie in cazul surselor clasice
aceasta poate avea loc pe un cerc cu diametrul de ordinul lungimii de unda A dar contine
foarte putind energie, iar in cazul laserelor pentru aceeasi operatie toatd energia este
concentratd pe suprafata cercului. In cazul surselor clasice concentratai unghiulard a
radiatiei (1 prad) este limitatd de defectele lentilelor, iar energia este foarte putind in unda

cvasipland obtinuta. Aceeasi operatie in cazul radiatiei laser este limitatd de diametrul
componentelor optice utilizate si toatd energia este concentratd in unda cvasiplana obtinuta.

Coerenta temporala. Interferometrul Michelson. Daca radiatia emisa la un moment dat de
un punct al sursei poate interfera cu radiatia emisa la un moment ulterior de acelasi punct
al sursei, cele douad radiatii sunt coerente temporal, marimea intervalului de timp
caracterizAnd coerenta temporald a sursei. In acest caz functia de coerenti mutuali este:

/(2.0 <E(t,x)E *(t+ r,x»

B Pl )

unde T este intarzierea de observare a stdrii cAmpului, observata la aceeasi cotd radield x
pe unda. In cazul unui laser ideal care functioneaza in regim continuu pentru orice x §i T

[v(t.0)=1. (4.334)

Coerenta temporald poate fi evidentiatd cu ajutorul interferometrului Michelson
(fig. 4. 14). Fasciculul incident este despicat in doua cu ajutorul unui divizor de fascicul
(lama semitransparentd), cele doud fascicule rezultate avand intensitati egale cu jumatate
din intensitatea fasciculului incident sunt reflectate de cele doua oglinzi O, si O, .

(4.333)
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rrdsrrsdsrig (]1
dl Divizor
R I de fascicul
[
Fascicul d

2

E'
g,
(=W
g

o

--M

Fig. 4. 14. Interferometrul Michelson.

Dupa reflexia pe oglinzi prima unda trece prin divizorul de fascicul si interfera in
punctul M la momentul ¢ cu cea de-a doua unda care este reflectatd de acelasi divizor,
campul total fiind dat de relatia:

E(M,t):lE R,t—l—l ey R,t—l—z (4.335)
2 c 2 c
unde

In relatia (4.335) primul termen reprezinti cAmpul in punctul M rezultat in urma
propagarii prin bratul transversal al interferometrului si cu exceptia factorului 1/2, acest
camp este acelasi cu cel din punctul R la un moment ulterior t—/;/c, unde /;/c
reprezinta timpul necesar luminii sd se propage din punctul R la M prin bratul transversal
(fig. 4. 14). Interpretarea este analoagd in cazul termenului al doilea, in acest caz
propagarea avand loc prin bratul longitudinal al interferometrului. Pe baza celor prezentate
mai sus intensitatea luminii masurata in punctul M este data de relatia:

(1(M,1)) 2&9—0<|E(M,¢)|2> _ % { % ‘E(R’t_ i jz

2 c

2
++1R6[E*(R,t_f_1)E(R,z_zﬂ}
2 c c

In cazul caAmpurilor stationare fiecare termen din relatia (4.337) este independent de
timp, iar functia de coerentd mutuala depinde numai de diferenta de timp

r=(z—lij—[t—l—1j=ll_lz = (4.338)

c c c c
Considerand un camp stationar intensitatea in punctul M devine:

(1(00) = 1 (R) +{1(R))+cs Re{ £ (RA)E(R. 7)) -

+

(4.337)

1
+_

E(R,t—l—zj
4 c

| (4.339)
=3 (I(R)[1+Rey(R,R,7)))
unde
ceg 1, .
Y(R,R,7)= IR) 2 (E*(R,7)E(R,7)) (4.340)

reprezinta gradul complex de coerentd. Tinand seama ca in cazul luminii monocromatice

190



FIZICA

y(?l T, r) = exp(— ioor) . |y(171 o ,r)| (4.341)
intensitatea lumini n punctul M se scrie cu ajutorul relatiei (4.338) sub forma:
(1(01) = LR+ cosor) = (1 (R cos” [% (d, —d, )] (4342)
In punctul M se pot obtine maxime de interferentd, daca:
|dy —dy|=nh,n=0]12,... (4.343)
si respectiv minime de interferenta, daca:
d) - | =M,n —0.02,.... (4.344)

Intrucat distanta dintre cele doud brate ale interferometrului poate fi variati in
punctul M se pot obtine alternativ spoturi luminoase si intunecoase. In cazul luminii
cvasimonocromatice pentru care gradul complex de coerentd este definit de relatia (4.341)
intensitatea lumini in punctul M, (4.340) poate fi scrisa sub forma:

(1(M)) = %(1(1{)){1 +v(R,R,7) cosz—; (d, -d, )} : 4(4.345)

iar vizibilitatea franjelor devine

M) =M,

<I(M)> max + <I(M)> min

Din punct de vedere experimental s-a demonstrat ca vizibilitatea franjelor scade cu
cresterea diferentei de timp T, (relatia (4.338)), scdzdnd si mai mult in cazul luminii
cvasimonocromatice cu largimi de bandd mari. Deci, cu cat radiatia este mai
monocromaticd, cu atat coerenta temporald este mai mare. Pentru a explica cele prezentate
mai sus se considerd cd lumina incidentd pe interferometrul Michelson are largimea de

oA O

banda OA, iar intensitatea luminii este constantd pentru A € {k —7,7\. +7} In acest

=[y(R,R,7). (4.346)

caz figura de interferentd dispare, daca |d1 —-d 2| este destul de mare, astfel Incat pentru

: . : 3 o : . :
lumina avand lungimea de unda A + 7 se vor obtine maxime, iar pentru cea cu lungimea

O
de unda A — > se vor obtine minime (sau invers). Conditiile (4.343), (4.344) devin:

oA
d) —d,| = n(k + 7), n=0,,2,.. (4.347)
si respectiv
2n+1)A OA
) —dy| = %(x —7), n=012,.. (4.348)
In urma sciderii relatiilor (4.347)-(4.348) si tinand seama ca 8\ << A, se obtine in final:
7\‘2
di—dy|=ct=—-. 4.349
dy —dy| S ( )
5 . ... . .0\ ¢ . .
Intrucat pentru variatii mic 8_ =— == relatia (4.349) poate fi scrisd sub forma:
A% AV, A%
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dy—d 1

41 ~dy —t=— (4.350)
c 20v

Relatia (4.350) leaga diferenta de drum dintre bratele interferometrului, |d; —d 2|

sau intervalul de timp, T pentru care figura de interferentd devine o pata continua. Pentru
separari in domeniul temporal mai mari decat T vizibilitatea franjelor devine foarte mica
sau se anuleazd. Din relatia (4.350) se observa ca T scade cu cresterea largimii benzii. Este
convenabil sa se defineasca

1 1 Y
Teoerents = —— =——| — |. 4351
coerenta = 5 v 27:\/(6\/) ( )

ca timp de coerentd al radiatiei monocromatice, distanta C-T.gerenta = lcoerenta

reprezentand lungimea de coerentd.
4.5.2. Monocromaticitatea

Gradul de monocrotaticitate fiind definit ca v/ Av pe baza relatiei (4.351) se
poate stabili o legaturd Intre coerenta si monocromaticitate. Astfel, o sursa de lumina

clasica, (lampa, bec etc.) de buna calitate are largimea de banda dv = 108 Hz, timpul de
coerentd T.,erentz < L,ONS (relatia (4.351)) si lungimea de coerentd /. o oniz = 0,48 m. Un

laser care functioneaza pe un singur mod de oscilatie transversal este caracterizat de o
coerenta spatiald perfectd, iar coerenta temporald este determinatd de largimea de banda a
radiatiei emise. Utilizand diferite tehnici de stabilizare s-au obtinut in cazul laserelor

largimi de banda dv =~ 3- 10% Hz si lungimi de coerentd /g oreniz © 10° m. Din punct de
vedere al coerentei temporale in tabelul 4. 1 sunt prezentate cateva caracteristici (lungimea
de unda, largimea benzii si lungimea de coerentd) corespunzatoare radiatiilor unor surse

clasice si respectiv laser.

Tabel 4. 1.
Nr. crt. Sursa de radiatii k(nm) Ak(nm) Looerenta
1. Lampa cu filament de tungsten 500 400 0,6 um
2. Lampa spectrala cu vapori de sodiu 500 0,1 2,5 mm
3. 488 6-10~3 4 cm
Laser cu argon ionizat
4. Laser cu He-Ne 632,8 4.107 10 m

Existd o legaturd si intre gradul de coerentd temporald si gradul de polarizare al
unei unde electromagnetice. Astfel, tindnd seama ca gradul de polarizare al unei unde este
dat de relatia:

ook —1

p — —max min _ 1 polarizata

1

, 4352
I +7 ( )

max min totala

rezulta

1

Loy = 5<I>(1 +P)si I = %(1}(1 - P). (4.353)
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In cazul luminii polarizate rectiliniu, P =1, in cazul celei polarizate circular si
nepolarizate P =0, iar in cazul celei polarizate eliptic P € (O, 1). Din relatiile (4.346) si
(4.350) pentru intensitati egale ale celor doud unde, se obtine:

P=lyp(). (4.354)

Din relatiile (4.352) si (4.354) se observa ca cu cat unda este mai monocromatica
caracteristicile de polarizare (gradul de polarizare) sunt mai ridicate. Functia de coerenta
mutuald caracterizeaza numai coerenta de ordinul intdi. Alte efecte de interferentd pot fi
caracterizate de functii de coerenta de ordin superior: doi, trei,..., n, cu ajutorul carora se
pot face deosebiri intre sursele ordinare si lasei. In general in domeniul aplicatiilor
laserelor prin coerentd se intelege numai coerenta de ordinul intéi, un fascicul laser fiind
numit coerent daca acesta produce franje de interferentd intr-un interferometru Michelson
cu o diferentd oarecare de drum intre brate si respectiv intr-un interferometru de tip Young
(sau echivalent) cu o diferentd oarecare intre orificii.

4.6. Difractia luminii

in anumite conditii undele luminoase pot ocoli obstacolele iar umbrele nu mai au
conturul determinat de legile opticii geometrice. Acest fenomen descoperit in anul 1665 de
catre F. M. Grimaldi se numeste difractie si apare ca o consecintd a principiului Huygens-
Fresnel. Pentru ca difractia sa fie pusa in evidentd trebuie ca dimensiunile obstacolelor sa
fie comparabile, ca ordin de marime, cu lungimea de unda a radiatiilor folosite.

Astfel, dacd se ilumineazd cu un fascicul paralel sau eventual izogen o fanta
circulard cu diametrul de 1+2 mm pe un ecran asezat in imediata apropiere, la distanta de
5+10 cm, se observi un cerc luminos cu marginile net delimitate (fig. 4. 15 a)). In
interiorul acestuia iluminarea este uniformd iar in zonele de umbrd exista Intuneric.
Lumina se propaga in aceste conditii in linie dreapta.

Departand ecranul la 2+5 m se observd o modificare a distributiei iluminarii in
interiorul cercului, pe margini aparand franje de difractie, imaginea pastreazd inca
aseminarea cu fanta (fig. 4. 15 b)). In acest caz se vorbeste de difractia Fresnel.

Cand ecranul se afla la o distanta si mai mare, de la ~30 m in sus (pana la infinit)
distributia iluminarii nu mai este in raport direct cu fanta si este de forma celei prezentate
in fig. 4. 15 c). In acest caz se vorbeste de difractia Fraunhofer.

De fapt existd o trecere continua de la un tip de difractie la celalalt; riguros vorbind
difractia Fraunhofer se observa doar la infinit, insa trecerea de la o categorie la alta are loc
pentru o distanta dintre sursd si ecran de ordinul a 30 m, cum s-a amintit mai sus.

VAN

0.01 mm 0.1 mm 100 mm

a) b] c]

Fig. 4. 15 a), b), c¢). Forma petei luminoase pe un ecran situat fata de sursa de lumina la distanta de:
a) 5-10 cm, b) 2 - 5 m (difractia Fresnel), ¢) ~ 30 m (difractia Fraunhofer).

4.6.1. Difractia Fresnel
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Pentru a calcula intensitatea luminoasa intr-un punct in cazul difractiei Fresnel se
considera o sursa punctiforma de lumina (S) care emite unde sferice, mediul in care are loc
fenomenul de difractie fiind izotrop (fig. 4. 16). Pe baza principiului lui Huygens suprafata
de undi () este formati dintr-un numir foarte mare de surse secundare S', S", ... . In
continuare se evalueaza contributia vibratiei In punctul B produsd de elementul de
suprafatd do situat in S'. Se presupune ca S' (centrul elementului de suprafatd) se afla in
jurul polului undei, A, fatd de punctul B, astfel cd unghiul a care determina inclinarea
dreptei SS' fata de SB poate fi considerat ca fiind mic (fig. 4. 16). Pe baza aproximatiilor
de calcul prezentate mai sus se poate scrie:

S'B? =SB? +SS'*-2SB-SS'-cos a (4.355)
sau explicit
2=(a+b)* +a* -2a(a+b)cosa (4.356)
si
) /2
r=b*+2a(a+b)(1-cosa)| . (4.357)
N
do I -
o g ¥
v/ |s
5 U ) B
o

Fig. 4. 16. Configuratia geometrica pentru descrierea difractiei Fresnel.

Tinand seama ci pentru unghiuri mici sin(o/ 2) ~a/2=s/2a, in urma dezvoltarii
in serie a radicalului din relatia (4.357) si considerarii numai a primului termen, rezulta:
la+b
r=b+— 52,
ab

Din relatia (4.358) se observa cd diferentei de drum dintre razele S'B si AB,

_la+b
2 ab

(4.358)

2 . . - <
s, 11 corespunde o diferenta de faza

Ap= 2T _paFh 2 (4.359)
A ab

Elementul de suprafatd do din jurul punctului S' trimite in B o unda de amplitudine
proportionald cu do, de forma:

Y =4 do-sin 27{1 —S—Bj (4.360)
arh T X

unde A este amplitudinea undei in S.
Tinand seama ca:

SBxb+dsir=b (4.361)
relatia (4.360) devine:
Y= idcs sin Zn(i—@j (4.362)
ab\ T A
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t
Facand substitutia ¢'= ? — X in relatia (4.362) si dezvoltand functia sin se obtine:

A : ¢ ) . )
Y=——do| sin2n—cos2n— — cos2n—sin2m— (4.363)
ab T A T A
adicd o suma de doua miscari vibratorii In cvadratura, ale caror amplitudini sunt:
A ) A . )
A4y =——do-cos2n— si Ay =——do-sin2n—. (4.364)
ab A ab A
Intensitatea luminii (vibratiei) in punctul B este:
I =47+ A} (4.365)

Daca se ia in considerare o portiune mai mare din suprafata de unda amplitudinile
vibratiilor in punctul B se calculeaza cu ajutorul integralelor (Fresnel):

4, :i”cosZnédG:iHcoﬂna+bs2d0 (4.366)
abh g, A abh g 2abh
A4, :i”sin2n§d0:iﬂsin2na +bs2dc. (4.367)
abh g A abh & 2ab\
Notand
a+ a+b

s?do (4.368)

P:J(.i[cos2n 2abis2d0 si Q= g‘sinZn T

amplitudinile din relatiile (4.367), (4.366) devin

A A
A=——Psi Ay =—-0 (4.369)
abh abkh
iar intensitatea in punctul B se calculeaza cu formula:
P2 + 2
lzTQzAz. (4.370)
a“b \

Aperturd de forma unei fante circulare. In acest caz pentru a calcula intensitatea in
punctul B se divizeaza aria deschiderii circulare care delimiteaza partea liberd a undei, €2',
in coroane circulare de raza § si latime ds astfel ca elementul de suprafatd do se scrie:

do = md(s?). (4.371)
Introducand notatia
a+b
vi=2 52 (4.372)
ab\
elementul de suprafata devine
n-a-b-A
do = —d(vz) (4.373)
2(a+b)
iar integralele P si Q se scriu sub forma:
a-b-n Y v? vi) a-bn v?
P= Jeost—d| n— |= -sin| T— (4.374)
a+b 2 2 a+b 2
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v 2 2 b 2
o=4bh jsinn%d[nV—J:a b-d l—cos[n%j . (4375)

a+b 2 a+b
In cazul unei deschideri circulare de razi R valoarea maximi a lui v este
a+b 12
v, = 2 R, (4.376)
abh

integralele P si O se calculeaza intre 0 si aceastd valoare maxima, iar intensitatea In
punctul B are valoarea:

P2+ Q? 4.4
I = 3 +2Q2 2= 3 sin? TEV—. (4.377)
a’b*\ (a+b) 4

Din relatia (4.377) se observa ca intensitatea in punctul B depinde de marimile a, b si R.
Considerand marimile a si R fixe si variind pe b se obtin o serie de maxime si minime daca

2
\" T
T— = (Zk + 1)—; maxime (4.378)
4 2
V2
TET = k7 ; minime (4.379)
sau
I 1 A
—+—= (2k + 1)—2 ; maxime (4.380)
a b R
I 1 A
—+—=2k—2;minime. (4.381)
a b R
De exemplu, in cazul cand R =2 mm, a =2 m si A = 5000 f& se obtin minime
2000 .
pentru b =———, k fiind un numar intreg. In tabelul 4. 2 sunt prezentate valorile lui b

9

corespunzatoare minimelor de difractie pentru cateva valori ale lui £.

Tabelul 4. 2.
k= |2 3 4 5 6
b= 0 4000 mm 2000 mm 1333 mm 1000 mm

Considerand marimile a §i b fixe si variind diametrul deschiderii 2R se obtin
maxime daca sinz(nv2 / 4)= 1 iar valoarea intensitatii devine:

4. 4*
I = —- (4.382)
(a + b)
Variind deci pe R se obtin pentru intensitate o serie de minime nule $i maxime
2
avand valoarea W Evaluarea intensitdtii intr-un punct situat in afara axei de
a+b

simetrie este cu mult mai complicata si implicd utilizarea functiilor Bessel (Lommel).
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4.6.2. Difractia Fraunhofer (in lumina paralela)

Pentru a descrie difractia Fraunhofer se considerd un fascicul paralel care este
delimitat de o diafragma Q. Divizdnd suprafata deschiderii libere Q in elemente de
suprafatd do=dx-dy vibratia rezulatana in directia « (fatd de normala la diafragma) intr-

un punct situat la o distanta foarte mare (infinitd) fatd de diafragma este data de relatia:
: t 9o
Y =[[sin2m ——— |dxdy. (4.383)
T A

unde diferenta de drum & este functie de variabilele x si y care definesc pozitia elementului
de suprafata in diafragma Q.

Aperturd de forma unei fante dreptunghiulare de lungime infiniti. In cazul
considerarii unei aperturi de forma unei fante dreptunghiulare de lungime infinitd
prezentatd in fig. 4. 17 difractia poate fi considerata ca unidimensionald, avand loc doar
dupa o directie perpendiculard pe muchea fantei. Ca si In cazul difractiei Fresnel partea
eficace din suprafata de unda Q se limiteazi la o fasie ingusti AB. In cazul unui izvor
liniform si paralel cu fanta imaginea acestuia datd de lentila (L) este o linie luminoasa (P)
care trece prin F, fiind paraleld cu fanta si insotitd de franje de difractie. Functie de
unghiul o, in diferite puncte ale planului focal intensitatea luminii are valori diferite.
Pentru a=0 razele care provin de la diferite puncte ale sectiunii AB se propagd fara a
prezenta diferente de drum intre ele si determind un maxim de intensitate in F,.

Pentru a calcula amplitudinea vibratiei in planul focal al lentilei (L) se divizeaza
fasia activa,eficace AB de latime a In m zone elementare egale suficient de mici astfel ca in
interiorul unei zone toate razele emise sa fie in faza. Atribuind fiecarei zone elementare un

. . .o . . . 1 2%d
vector elementar a; acesti vectori sunt defazati intrei ei cu unghiul —-%
m

(8=BC=asina =X este diferenta de drum dintre razele extreme presupusd egala cu A ) iar
amplitudinea rezultanta 4 uneste capetele vectorilor extremi (fig. 4. 18). Pentru razele care
27asin o

A

sunt emise 1n directia o diferenta de faza este ¢ =

Fig. 4.17. Apertura de forma unei fante dreptunghiulare de lungime infinita
pentru descrierea difractiei Fraunhofer.

Din fig. 4. 18 se observaca 4y =R-¢ s1 A/2=R-sin@/2 de unde
A= Aysinf(e/2)/(¢/2)]
(4.384)
sau explicit
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Tta sin (xj

sm[ 2
A=dy—— 2 2. (4.385)

Ta Sin o

Pl

Fig. 4. 18. Reprezentarea vectoriald a zonelor active elementare in cazul unei
fante dreptunghiulare de lungime infinita.

Intensitatea fiind proportionald cu 42 este data de relatia:

) ( Ta sin aj
sin 7\‘
Izk-Ag—2 (4.386)
7@ sin o
A
.. . . .. . . Ta sin o
Minimele de intensitate sunt echidistante §i se obtin pentru ¢ = - 0, 2m.... .

Pentru ¢ =0 se obtine de fapt un maxim (maximum maximorum). Maximele de intensitate

se obtin punand conditia d4/ d[%j =0 si sunt determinate de radacinile ecuatiei:

tg[gj - @j =0 (4.387)

care sunt tabelate. In fig. 4. 19 este prezentati distributia normata a intensititii in cazul
unei aperturi de forma unei fante dreptunghiulare de lungime infinitd in planul focal al
lentilei in functie de sina.

Ir

2A LA g
[7} [

b

2l sinoe
o

Fig. 4. 19. Distributia normata a intensitatii in planul focal al lentilei din
fig. 4. 17 in functie de sina .

In cazul a N fante (refea de difractie), in afara de fenomenul descris mai inainte are
loc in planul focal al lentilei interferenta tuturor undelor difractate sub unghiul o de catre
cele N fante. Considerand cd dimensiunea fantei este a iar d constanta retelei intensitatea n
planul focal (conjugat directiei o ) al lentilei este data de relatia:
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. z(nasinaj . 2(7:Ndsinaj
sin x sin =
I=1, . (4.388)

(nasina}z (TCNdSil’l(lJz
A A

Din relatia (4.388) se observd ca unda difractatd de o retea pland poate fi
considerata ca o unda de intensitate

.2 [ nNd sin OL)
sin .

I'=1, > (4.389)

[ 7Nd sin ocj

A
modulata de factorul
. ( nasin oc)
sin z

] (4.390)

. 2
a S o
[*3)

In acest caz distributia intensitatii din fig. 4. 19) este modulatd de factorul
modulator dat de relatia (4.390).

Probleme

P.4.1. “tiind ¢4 intensitatea cAmpului electric al Pamantului, £ scade liniar de la suprafata
acestuia, unde are valoarea E; =100 V/m, péana la indltimea 4 =0,15km, unde are

valoarea E;, =25 V/m, si se calculeze densitatea volumicd medie a sarcinii electrice, p

din atmosfera. Se da: €, = 8,856 - 1072 F/m.
Rezolvare. Considerand o scadere liniard a intensitatii cAmpului electric:

E=a-by, (P.4.1.1)
si punand conditiile la limiti: y=0=>E=a=FE, si y=h=E, =E,—bh, se
E,-F
obtine b =—2—"""jarin final:
E,-FE
E:EO_OThy' (P.4.1.2)
Aplicand legea inductiei electrice:
div(eE)=p, (P4.13)
rezulta:
E,-FE
i(Eo _Lo= by yjzﬂ, (P.4.1.4)
dy h €o
iar
E,-E _
p=-¢, OTh ~—4,4-107"2 C/m’. (P.4.1.5)

P.4.2. Se considera un potential vector dat de relatia:
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leB;r, (P.4.2.1)

unde B este inductia magnetica corespunzdtoare unui cAmp magnetic uniform, iar 7 este

vectorul de pozitie. Sa se verifice ¢a un cAmp magnetic uniform, B admite potentialul
vector dat de relatia (P.4.2.1).

Rezolvare. Componentele potentialului vector din relatia (P.4.2.1) sunt:
_ByZ—BZy _B.x-B,z y _Bxy—Byx
A

(P.4.2.2)

— -

Relatia dintre inductia cAmpului magnetic, B si potentialul vector, A
corespunzator este:

B=VxA. (P.4.2.3)
Tinand seama de relatiile (P.4.2.2) si (P.4.2.3), rezultd verificare cerutd in enuntul
problemei:

(vxd), =2 a;y _B, (v, =2k aAZ:B,(VxZ)f&;y—aAX:BZ. (P42.4)

P.4.3. Pe armaturile unui condensator plan de forma circulard cu razele egale, situate la
distanta d = 102 m (fig. P.4.3.1) se aplica o tensiune alternativa

u=107sin314¢ (V). (P.4.3.1)

Sa se calculeze intensitatea cAmpului magnetic, /4 intr-un punct O situat intre

armaturile condensatorului la distanta 7 = 107" m de axul acestuia.
Rezolvare. Inductia electrica, D in interiorul condensatorului este data de relatia:

eu eUsinot
pD="=2=2 (P.4.3.2)
d d

—

Fig. P.4.3.1. Reprezentarea condensatorului plan de forma circulara.

Aplicand legea circuitului magnetic sub forma:

§Fl-d?:%ﬂ5-d§ (P.4.3.3)
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unde I reprezinta conturul care trece prin punctul O, iar S este suprafata cercului
marginit de contur, rezulta:

2mrH = nr? %. (P.4.3.4)

Din relatiile (P.4.3.2) si (P.4.3.4), se obtine:

_ eUorcos ot
2d

H ~1,4-107° cos314¢ (éj. (P.4.3.5)

m

P.4.4. Se considerd un conductor liniar infinit parcurs de un curent electric cu intensitatea
I =50A situat in vid in acelasi plan cu un cadru dreptunghiular avand laturile

a=02m si b=0,4m la distanta » = 10 m fatd de latura a (fig. P.4.4.1). Sa se
calculeze: fluxul, ¢ al inductiei magnetice prin cadru si b) tensiunea electromotoare, E

d/ A

indusa 1n cadru daca intensitatea curentilui scade cu viteza d_ =10—.
t S

Rezolvare. a) Inductia magnetica generatd de curentul din conductor in elementul de
arie dS = adx situat la distanta x fata de latura a este:

1
g=—Ho (P4.4.1)
2n(r + x)
iar fluxul elementar care 1l strabate se scrie sub forma:
ladx
dp = Bds = Hor4X (P.4.4.2)
2n(r +x)
71
dx
¥ x <1 v )
b

Fig. P.4.4.1. Reprezentarea conductorului si a cadrului dreptunghiular.

Tinand seama de relatia (P.4.4.2) fluxul total este:

b b
woladx r+b 6
=|d¢=|—F—==polaln——~=14-10" Wb. (P.4.43
(I) £ ¢ {27‘((1”-%—)6) Ho p ( )

b) Tensiunea electromotoare indusa in cadru se calculeaza cu ajutorul relatiei:
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d_¢__u0a£1nr+b

dr 2n dt r

~28-107°V, (P.4.4.4)

P.4.5. Se considera doud medii, 1 si 2 caracterizate de urmatorii parametri constanti:
€ =¢&g, O] =0 sirespectiv €, =2¢,, G, =30, acestea fiind separate de o suprafatd
pland plasati in z=0 (fiz. P.4.5.1). In mediul 1 densitatea de curent este
Ji=Jy (L_i x T2u, +6u, |, unde J = const. Considerand cd in ambele medii campurile

sunt uniforme spatial si independente de timp, sd se calculeze: a) densitatea de curent in
mediul 2, J, si b) densitatea superficiald de sarcind, pg inplanul z =0.

Rezolvare. a) Intensitatea campului electric n mediul 1 este (legea Ohm):
. J Jolu, +2u, +6u
E =%L= old, +24, Z). (P.4.5.1)
Gy Gy

Mediul 1

Mediul 2

Fig. P.4.5.1. Reprezentarea mediilor 1 §i 2.

Tindnd seama de conditia la limita pentru componentele tangentiale ale intensitatii
campului electric, £}, = E,,, rezulta:

Jy . 2J,
Elx :sz :_O,Sl Ely :Ezy :—0 (P452)
Go Oo
Pe baza conditiei la limitd pentru densitatea de curent
(s s .0
i, (J,— J,)=-V-J, —%: 0, (P.4.5.3)
t

unde s-a tinut seama ca in ambele medii campurile sunt uniforme spatial (V oS = O),

0
independente de timp ( 8p £ = Oj , rezulta:
4

le :JZZ :6J0, (P454)
iar densitatea de curent in mediul 2, devine:
Ty = Jolii +2i, + 6. ). (P.4.5.5)

b) Tinand seama de relatiile (P.4.5.2), (P.4.5.4) si de conditia la limita pentru
componentele normale ale inductiei electrice,

u, (l_jl — Dz)z Py, sau in cazul de mai sus 1, (131 — l_jz): Py, (P.4.5.6)
unde D = SE , rezulta:

202



FIZICA

2¢g,J,
Go
P.4.6. Se considera o unda electromagnetica plana
E= Eo cos((ot —k- }7), (P.4.6.1)

y s k=ku,, (u, si U, fiind versorii axelor Ox si Oy), care se

propagd in vid. Sd se calculeze vectorul intensitate cAmp magnetic, H 1in punctul
determinat de vectorul de pozitie 7 = xu/,, la momentul de timp 7 =¢.

unde Eo =FEqu

Rezolvare. Intre vectorul intensitate cAmp magnetic si cel electric existi relatia:

gl IS0k < E, (P4.6.2)
k\ 1o

in cazul considerat mai sus, se obtine:

H= IS—OEOL?Z cos(wt —k - x), (P.4.6.3)
Ho

unde #, este versorul axei Oz . La momentul ¢ = {, rezulta:

H= [S—OEOZZ’Z cos(wty —k - x). (P.4.6.4)
Ho

1 |
Distanta dx este parcursd de unda care se deplaseazi cu viteza v = = in:
VEH /€y
dx
dt =—=/epydx, (P.4.6.5)
%

iar timpul total necesar parcurgerii lamei devine:

l [ _ox 2]
t=Juog; [Vedx = Jugg; fe 2 dr= :O (@_@) (P.4.6.6)
0 0

In—
%)

P.4.7. Sa se calculeze componenta vectorului inductie magnetica, B(x,t) a unei unde
electromagnetice stationara cu

E= Eo coskx-coswt, (P.4.7.1)

care se afla in vid de-a lungul axi Ox .

Rezolvare. Tinand seama de ecuatiile Maxwell

rotE = —a—B, rotH = 8_D (P.4.7.2)
ot ot

se obtine succesiv:
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OE, __0B, OE, __ 0B,

L = , (P.4.7.3)
ox ot  Ox ox
In urma inlocuirii relatiei (P.4.7.1) in (P.4.7.2) si (P.4.7.3), rezulta:
OB oF, . OB kE .
— =—inkx-coswt, — =—2 cos kx - sin ¢, (P.4.7.4)
ot c ox ¢
iar in final:
B = B,sinkx-sinot, (P.4.7.5)

E. - -
unde B, =0 i BIlE.
C

—

P.4.8. Sa se calculeze valoarea medie a vectorului Poynting, <S > in cazul unei unde

electromagnetice stationara
E=E, cos(cot—k -17), (P.4.8.1)
care se propaga in vid.

Rezolvare. Vectorul Poynting este definit de relatia:

S=ExH, (P.4.8.2)
unde E1H . Tinand seama ca

H= /S—OEO cos(oot —E-F), (P.4.8.3)
Ho
S = /8—0E02 Ecosz(oat —IE-F). (P.4.8.4)
Ho K

Valoarea medie a vectorului Poynting este data de relatia:

7 T 22
<§> = \/%Eg %%_([cosz(mt k- F)dt _2E0 p o pass)

rezulta:

P.4.9. Intr-un dispozitiv Young, distanta dintre cele doud orificii, S;,S, este
2/ =0,5mm, iar ecranul, E pe care se observa franjele de interferentd este plasat la

distanta D =25cm de planul orificiilor (fig. P.4.9.1). Sa se calculeze: a) lungimea de
undd, A a radiatiei utilizate stiind c3 interfranja este i = 0,3 mm si b) grosimea d a unei

lame de sticlda cu fete plan paralele care introdusd in drumul uneia dintre unde produce
deplasarea franjei centrale in pozitia celei de-a 20-a franje luminoasa.

Rezolvare. a) Tinand seama de relatiile care se pot scrie in triunghiurile OPM si S;S,N
din fig. P.4.9.1

sinazoc:i:kk,tgoczoc:x—k, (P.4.9.1)
21 D

rezultd interfranja:
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(P.4.9.2)

Fig. P.4.9.1. Dispozitivul Young.

b) Grosimea d a unei lame de sticla cu fete plan paralele care introdusa in drumul
uneia dintre unde produce deplasarea franjei centrale in pozitia celei de-a 20-a franje

(n=1)dD _, AD

luminoasa se calculeaza din relatia: 207 , sub forma:

20D\

=21-10%m. (P.4.9.3)
n—1

d

P.4.10. Sa se calculeze: a) intensitatea totald in cazul interferentei a N fascicule luminoase
coerente de acceeasi amplitudine, a daca intre doud fascicule vecine existd o diferenta de
faza constantd, ¢ si b) pentru ce valori ale lui ¢ se obtin maxime si minime de

interferenta.

Rezolvare. a) Amplitudinea rezultantd, A a undelor defazate cu @ este de forma:

i - - - i(N-1 iNo _

Aeupf =a+ae'® +ae12(p +ael3(P+...+ae ( )(P = ei—(pl (P.4.10.1)
e
Intensitatea luminii este data de relatia:

. : . 2 No

: K INg -INg sin“ —*—
T=ac®t g™ Tl e Tl 2 2 (P.4.10.2)

e'? e'? sinz(zp

b) Intensitatea luminoasa, / are valoare maxima daca se anuleaza numitorul, adica
pentru: ¢, =+2km; k=0,1,2,...,, iar valori minime daca se anuleazd numaratorul, adica

pentru: @,,;, = i2k%;k =1,2,...,N-1, N, N +1,.... Maximele secundare se obtin In urma

anularii derivatei functiei (P.4.10.2) in raport cu ¢, rezultand ecuatia transcedenta:

¢ No
Ntg—=tg—, P.4.10.3
g ) g ) ( )
care rezolvata conduce la:
O o = H2K + 1)%; k=1,2,..,N—1,N,N+1,. (P.4.10.4)

Scriind numaratorul relatiei (P.4.15.2) succesiv sub forma:
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tg= N<tg= = N (]
sin2 Vo _ &5 gy sin” 2
2 42N N220 1+( N2 —l)sinz ¢ (P4105)
2 2 )
valoarea maxima a intensitatii devine:
N2
—— (P.4.10.6)

1+ (V2 -1in2 @
2
In cazul maximului principal corespunzitor valorii ¢ =0, rezulta: [ max = a’N?.

P.4.11. O retea de difractie este iluminatd cu o radiatie avand lungimea de unda
A =600nm si directie perpendiculard pe aceasta. Doud maxime principale vecine se
obtin pentru: sin0, =0,2 si sin0,,, =0,3. Sa se calculeze: a) constanta, d a retelei si

b) ordinul maxim, &, al spectrului.

max

Rezolvare. a) Maximele principale de ordinele k£ si kK +1 se obtin daca:

(k+1)

sin 0, :%, sinQ,,, = ;k=0,1,2,..., (P.4.11.1)

A _
de unde rezultd: d = — - =6-10°m.
sin@,,, —sin0O,
b) Daca in relatia de calcul a maximelor de difractie (P.4.16.1) se pune conditia ca
sin@; =1, se obtine:

r =910, (P.4.11.2)
A
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