
4. OPTICĂ ONDULATORIE 
 
 
 
4.1. Teoria câmpului electromagnetic a lui Maxwell 
4.1.1. Vectorii câmpului electromagnetic 
  

Câmpul electromagnetic reprezintă o formă de existenţă a materiei într-un domeniu 
din spaţiu caracterizat de patru vectori: intensitatea câmpului electric, , (unde ( )tzyxE ,,,

r

zyx ,,  reprezintă coordonatele carteziene, iar t  este timpul), inducţia electrică, 

, intensitatea câmpului magnetic, ( yxD ,,
r

)tz, ( )tzyx ,,,H
r

 şi inducţia magnetică, 

. Acesta este format, ca ansamblu indisolubil, din câmpul electric şi câmpul 
magnetic, poate exista atât în interiorul corpurilor cât şi în vid şi poate fi generat atât de 
corpurile care se găsesc în anumite stări sau poate avea o existenţă independentă. Vectorii 
prezentaţi mai sus sunt continui în funcţie de coordonatele carteziene şi de timp în orice 
punct al spaţiului, iar derivatele acestora sunt de asemenea continue. Relaţiile matematice 
pe care le satisfac aceşti vectori nu pot fi deduse, aceste trebuind să fie obţinute din 
experienţă. Vectorii  şi 

( yxB ,,
r

)tz,

( )tzyxE ,,,
r

( )tzyxB ,,,
r

 sunt consideraţi vectori de câmp 

fundamnetali, iar vectorii  şi ( )t,zyxD ,,
r

( ), tz,yxH ,
r

 se pot obţine din primii, împreună 
cu proprietăţile electrice şi magnetice care caracterizează mediul în care se manifestă 
câmpul. 
 Relaţiile fundamentale dintre vectorii de mai sus sunt reprezentate de ecuaţiile 
Maxwell şi de legile de material. 
 
4.1.2. Bazele experimentale ale teoriei câmpului electromagnetic 
  

Din punct de vedere al teoriei macroscopice câmpul electromagnetic este generat 
de o distribuţie de sarcini şi de curenţi electrici.  
 În electromagnetism sarcina electrică este o mărime fundamentală la fel ca masa, 
lungimea şi timpul din mecanică. Sarcinile electrice aflate în repaus şi (sau) în mişcare 
exercită forţe asupra altor sarcini electrice aflate în mişcare şi (sau) repaus. Aceste forţe se 
numesc forţe electromagnetice, iar câmpurile corespunzătoare, câmpuri electromagnetice. 
 Din punct de vedere experimental se demonstrează că: 1) există două tipuri de 
sarcini electrice, (pozitive şi negative), 2) orice sarcină este un multiplu întreg al sarcinii 
electrice elementare care are valoarea C 1910602,1 −⋅=e

q
 şi 3) sarcina electrică se 

conservă şi este un invariant scalar. Sarcina electricănetă,  conţinută într-un volum V  
poate fi exprimată funcţie de densitatea de sarcină volumică ( )tzyx ,,,ρ=ρ  sub forma: 

∫ ⋅ρ=
V

Vq d .        (4.1) 

 Sarcinile electrice aflate în mişcare generează curenţi electrici. Intensitatea 
curentului electric reprezintă cantitatea de sarcină netă (pozitivă sau negativă) care 
traversează o suprafaţă în unitatea de timp şi este definită de relaţia: 

     
t
qI

d
d

= .     (4.2) 
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 Intensitatea curentului electric poate fi exprimată funcţie de densitatea de curent 
electric, J  (care specifică în fiecare punct atât intensitatea fluxului de sarcini prin 
suprafaţa S  cât şi direcţia mişcării acestora) sub forma: 

∫ ⋅=
S

n SuJI dr
r

.           (4.3) 

 Ţinând seama de teorema Gauss în cazul unei suprafeţe închise  care determină 
un volum , (curentul fiind un flux de sarcini care traversează suprafaţa) din relaţiile 
(4.1) şi (4.3), rezultă: 

Σ
ΣV
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Σ
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Σ V
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t

SuJ d
d
ddr

r
       (4.4) 

sau 

0=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
ρ∂

+∫
ΣV

V
t

J ddiv
r

.      (4.5) 

 Întrucât volumul  este arbitrar relaţia ΣV

0=
∂
ρ∂

+
t

J
r

div         (4.6) 

reprezintă ecuaţie de continuitate pentru sarcina electrică (conservarea sarcinii electrice 
într-un punct al spaţiului). Dacă .const=ρ , rezultă: 

0=J
r

div .               (4.7) 
 La baza teoriei câmpului electromagnetic stau nouă experienţe care au fost 
sintetizate de către James Clark Maxwell în 1873. În continuare sunt prezentate cele nouă 
experienţe în ordine logică. 
 
Experienţa I (legea Coulomb). Din studiul experimental efectuat cu ajutorul unei balanţe 
de torsiune Coulomb a stabilit că forţa de interacţiune dintre două particule încărcate 
electric,  este direct proporţională cu produsul sarcinilor electrice, q1, q2 cu care sunt 
încărcate corpurile (prima etapă) şi respectiv invers proporţională cu pătratul distanţei, r 
dintre corpuri (etapa a doua). În vid expresia matematică a acestei legi este: 

F
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0 44 πε
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=         (4.8) 

unde =8,856 10-12 F/m reprezintă permitivitatea absolută a vidului, iar 0ε ⋅
r
rr

 este un 

vector cu modulul egal cu unitatea şi se numeşte versor al direcţiei r.  
Legea Coulomb (4.8) este valabilă numai pentru corpuri a căror dimensiuni sunt 

mici (neglijabile) în raport cu distanţa dintre acestea. Forţele de interacţie sunt orientate 
după direcţia care uneşte cele două corpuri, iar sensul acestora depinde de semnul ambelor 
sarcini. Dacă sarcinile particulelor au acelaşi semn (ambele pozitive sau ambele negative) 
forţa este de respingere (fig. 4. 1 a), iar dacă au semne contrare, forţa este de atracţie (fig. 
2. 1 b). În cazul când cele două sarcini se află într-un mediu omogen oarecare, legea 
Coulomb în SI se scrie sub forma: 
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unde  reprezintă permitivitatea absolută a mediului. Făcând raportul între modulele 
forţelor date de relaţiile (4.8) şi (4.9) se obţine: 

ε

    rε=ε
ε

=

πε

πε
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4
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qq

F
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,    (4.10) 

unde  este permitivitatea relativă a mediului, aceasta indicând de câte ori forţa de 
interacţiune dintre două corpuri încărcate electric este mai mare în vid decât într-un mediul 
respectiv. 

rε

 

 
 

Fig. 4. 1 a), b). Orientarea forţelor de interacţiune electrică. 
 
Experienţa II (lucrul mecanic al forţelor electrice). Lucrul mecanic, L  efectuat la 
deplasarea unei sarcini de probă (mică),  între două puncte  şi  pe un drum finit 

 în câmpul creat de sarcina Q  (fig. 4. 2) este: 
q 1P 2P

( )C
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⎝

⎛
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−
πε

=
12 44 r

Q
r

QqL .    (4.11) 

 Din relaţia (4.11) rezultă că lucrul mecanic al forţelor electrice nu depinde decât de 
poziţiile iniţială şi finală între care are loc deplasarea sarcinii de probă şi nu depinde de 
forma drumului. 
 

 
 

Fig. 4. 2. Reprezentarea drumului (C) parcurs de sarcina de probă. 
 
 Dacă sarcina de probă se întoarce în punctul iniţial (parcurgând o curbă închisă Γ ) 
lucrul efectuat de sarcina împotriva câmpului este recuperat prin întoarcerea în punctul 
iniţial, iar 
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0=⋅∫
Γ

rF rr
d .      (4.12) 

 Ţinând seama că intensitatea câmpului electric este dată de relaţia 

q
FE
r

r
= ,              (4.13) 

rezultă: 
     0=⋅∫

Γ

rE rr
d .      (4.14) 

 Pe baza teoremei Stokes 
    SuErE n

S
drotd rrrr

⋅=⋅ ∫∫
ΓΓ

,             (4.15) 

se obţine 
     0=E

r
rot .              (4.16) 

 Din relaţia (4.16) rezultă că în cazul unei sarcini punctiforme fixe câmpul 
electrostatic este irotaţional şi poate fi scris sub forma: 

VE grad−=
r

,      (4.17) 

unde scalarul V  reprezintă potenţialul electric corespunzător câmpului electric E
r

, care 
este un câmp potenţial. 
 
Experienţa III (fluxul intensităţii câmpului electric printr-o suprafaţă închisă). Pe baza 
acestei experienţe s-a stabilit că sarcina electrică totală  conţinută într-un volum q V , 
închis de suprafaţa Σ  poate fi măsurată, deci pe baza relaţiilor de mai sus: 

∫∫
Σ

⋅ρ
ε

=⋅
Σ V

n VSuE dd
0

1rr
.    (4.18) 

 Ţinând seama de teorema Gauss, rezultă: 
    ∫∫

Σ

⋅=⋅
Σ V

n VESuE ddivd
rrr

,    (4.19) 

sau 

    
0ε
ρ

=E
r

div .     (4.20) 

 Verificarea acestei experienţe se face măsurând sarcinile electrice cu un cilindru 
Faraday şi câmpurile cu un corp de probă. 
 
Experienţa IV (inducţia electrică). Dacă o sarcină electrică  este închisă de o suprafaţă 
care conţine medii diferite, efectul substanţelor dielectrice asupra câmpurilor electrostatice 
poate fi exprimat cu ajutorul relaţiei: 

q

ED
rr

ε= ,             (4.21) 
unde  este inducţia electrică. Pe baza celor prezentate mai sus, rezultă: D

r

    ∫∫
Σ

⋅ρ==⋅
Σ V

n VqSuD ddr
r

,    (4.22) 

de unde se obţine: 
ρ=D

r
div .     (4.23) 
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Experienţa V (legea Ohm). Pentru o porţiune de circuit cu rezistanţa R  conectată la o 
tensiune U , Ohm a demonstrat experimental că intensitatea curentului, I  verifică relaţia: 

     
R
UI = .                (4.24) 

 Ţinând seama de expresia rezistenţei electrice: 

    
S
l

S
lR

σ
=

ρ
= ,          (4.25) 

(unde l  este lungimea conductorului, S  este aria secţiunii transversale a conductorului, 
 este rezistivitatea materialului, iar ρ σ  este conductivitatea), de relaţia (4.3) şi de faptul 

că rEU dd ⋅= , legea Ohm mai poate fi scrisă sub forma: 
     Ej

rr
σ= .                (4.26) 

 
Experienţa VI (legea Ampère). Studiind experimental interacţiunea dintre un conductor cu 
lungimea l  parcurs de curentul cu intensitatea I  situat într-un câmp magnetic cu inducţia 
magnetică B

r
, Ampère a stabilit că forţa electromagnetică,  exercitată asupra 

conductorului este: 
F
r

( )BuIlF l
rrr

×= . Considerând că vr  este viteza fiecărei sarcini care 
trece prin conductor şi ţinând seama de definiţia intensităţii curentului, relaţia 

( )BuIlF rr
= l ×

r
 mai poate fi scrisă şi sub forma: 

    ( )BvqF
rrr

×= .      (4.27) 
 
Experienţa VII (legea Faraday). În anul 1831 Faraday a stabilit o relaţie între între 
câmpul electric şi magnetic: 

t
rEU m

inem d
dd Φ

−=⋅= ∫
rr

,    (4.28) 

unde  este tensiunea electromotoare, iar emU
SBm
rr

⋅=Φ        (4.29) 
este fluxul magnetic. În cazul unui circuit închis 

SuB
tt

rEU
S

n
m

em d
d
d

d
dd ∫∫

Γ

⋅−=
Φ

−=⋅=
Γ

rrrr
,   (4.30) 

 Aplicând teorema Stokes (4.15) relaţiei (4.30), rezultă: 

t
BE
∂
∂

−=
r

r
rot .       (4.31) 

 
Experienţa VIII. Utilizând un fluxmetru pentru a suma inducţia magnetică normală pe o 
suprafaţă închisă se poate demonstra că suma rezultantă este întotdeauna nulă de unde se 
poate trage concluzia că liniile de flux magnetic nu au început şi sfârşit, formând curbe 
închise. Astfel, din punct de vedere matematic se poate scrie că 0=⋅∫

Σ

SuB ndr
r

. 

 Aplicând teorema Gauss (4.19) relaţiei 0=⋅∫
Σ

SuB ndr
r

 se obţine: 

0=B
r

div .                (4.32) 
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 Relaţia (4.32) evidenţiază faptul că un câmp magnetostatic este un câmp fără surse 
(fără divergenţă) sau solenoidal. 
 
Experienţa IX. Pe baza acestei experienţe s-a stabilit o relaţie între curent şi câmpul de 
inducţie magnetică căruia aceasta îi dă naştere sub forma: 

∫∫
Γ

⋅=⋅
Γ S

n SuJrH dd rrrr
,          (4.33) 

unde 

BH
rr

μ
=

1
              (4.34) 

reprezintă intensitatea câmpului magnetic, iar 
     rμμ=μ 0             (4.35) 

este permeabilitatea magnetică absolută a mediului,  fiind 
permeabilitatea absolută a vidului, iar 

H/m7
0 104 −⋅π=μ

rμ , permeabilitatea magnetică relativă a mediului. 
 Aplicând teorema Stokes (4.15) relaţiei (4.34), rezultă: 

JH
rr

=rot .              (4.36) 
 
4.1.3. Ecuaţiile Maxwell pentru câmpul electromagnetic 
  

Teoria câmpului electromagnetic se bazează pe relaţiile care se pot stabili între 
câmpurile sursă  şi ρ J

r
, pe de o parte şi câmpurile, ( )tzyxE ,,,

r
, , 

 şi 

( )tzyxD ,,,
r

( )tzyxH ,,,
r

( )y,, tz,xB
r

, pe de altă parte şi a fost elaborată pentru prima dată de către 

J. C. Maxwell. Maxwell a făcut următoarele ipoteze: a) inducţia electrică, D
r

 are 
divergenţa proporţională cu densitatea de sarcină şi în regim dinamic pe baza generalizării 
rezultatelor experienţei IV, b) inducţia magnetică, B

r
 are divergenţa nulă şi în regim 

dinamic pe baza generalizării rezultatelor experienţei VIII, c) prin analogie cu legea 
inducţiei electromagnetice unde variaţia în timp a fluxului magnetic generează tensiunea 
electromotoare indusă, se consideră că în cazul dinamic general şi variaţia inducţiei 
electrice D

r
 generează un curent electric pe baza generalizării rezultatelor experienţei IX.  

 
4.1.4. Forma integrală a ecuaţiilor Maxwell 
 
Legea inducţiei electromagnetice (legea Faraday). Pe baza experienţei II prima ecuaţie 
Maxwell poate fi scrisă sub formă integrală: 

SuB
t

rE
S

nd
d
dd ∫∫

Γ

⋅−=⋅
Γ

rrrr
.     (4.37) 

 Pe baza acestei legi tensiunea electromotoare instantanee de-a lungul oricărei 
curbe închise  este egală cu viteza instantanee a fluxului magnetic care străbate orice 
suprafaţă deschisă 

Γ
S , limitată de curba Γ , cu condiţia ca în decursul timpului conturul 

 să rămână acelaşi şi suprafaţa Γ S  să fie simplu conexă. 
 
Legea circuitului magnetic sau legea curentului total (legea Ampère). Ţinând seama de 
experienţa IX şi de prima ecuaţie Maxwell, rezultă: 
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∫ ∫∫
Γ Γ

⋅+⋅=⋅
Γ S S

nn SuD
t

SuJrH d
d
ddd rrrrrr

.             (4.38) 

Pe baza ecuaţiei (4.38) tensiunea magnetomotoare instantanee de-a lungul oricărei 
curbe închise Γ  este egală cu suma dintre intensităţile instantanee ale curenţilor de 
conducţie şi de deplasare (hertzian) care trec prin orice suprafaţă S , limitată de curba 

, cu condiţia ca în decursul timpului conturul Γ Γ  să rămână acelaşi şi suprafaţa S  să fie 
simplu conexă.  
 
Legea fluxului inducţie magnetice (legea Gauss pentru câmpul magnetic). Generalizând 
rezultatul experienţei VII şi în cazul dinamic se poate scrie a treia ecuaţie Maxwell sub 
forma: 

0=⋅∫
Σ

SuB ndr
r

.                 (4.39) 

 Din relaţia (4.39), rezultă că fluxul magnetic instantaneu care trece prin orice 
suprafaţă închisă  este nul. Σ
 
Legea fluxului inducţie electrice (legea Gauss pentru câmpul electric). Considerând că 
experienţele III şi IV sunt valabile şi în cazul dinamic se poate scrie că: 

    ∫∫
Σ

ρ=⋅
Σ V

n VSuD ddr
r

.                   (4.40) 

Pe baza relaţiei (4.40), rezultă că fluxul inducţiei electrice instantaneu care trece 
prin orice suprafaţă închisă  este egal cu sarcina electrică totală aflată în interiorul 
suprafeţei . Dacă sarcina electrică , fluxul lui 

Σ
Σ 0>q D

r
 este spre exteriorul suprafeţei 

, iar dacă  este spre interiorul suprafeţei Σ 0<q Σ . 
 
4.1.5. Forma diferenţială a ecuaţiilor Maxwell 

 
Ecuaţiile Maxwell pentru câmpul electromagnetic scrise sub formă integrală sunt 

utile pentru a rezolva acele tipuri de probleme care cer o simetrie completă, cum ar fi 
simetria sferică, cilindrică şi rectangulară. Această limitare a ecuaţiilor 
electromagnetismului sub forma integrală se datoreşte faptului că ele sunt legi care descriu 
proprietăţile câmpului într-o regiune întinsă a spaţiului. 

Pentru ca ecuaţiile electromagnetismului să fie utile şi în cazul general pentru 
oricare tip de problemă, este necesar să se stabilească relaţii între vectorii câmpului în 
puncte arbitrare ale spaţiului şi la momente arbitrare de timp. Forma diferenţială a 
ecuaţiilor lui Maxwell pentru câmpul electromagnetic se obţine din forma integrală a 
acestora, (4.37)-(4.40), utilizând teorema lui Stokes 

( )∫∫
Γ

=⋅
Γ S

n SuArA drotd rrrr
)    (4.41) 

şi teorema lui Gauss, 
      ∫∫

Σ

=⋅
Σ V

n VASuA ddivd
rrr

.    (4.42) 

Pe baza celor prezentate mai sus se obţin ecuaţiile: 

     
t
BE
∂
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−=
r

r
rot ,       (4.43) 
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t
DJH
∂
∂

+=
r

rr
rot ,        (4.44) 

     0div =B
r

,     (4.45) 

     ρ=D
r

div .     (4.46) 
Pentru scrierea ecuaţiilor câmpului electromagnetic sub formă diferenţială, este 

necesar ca vectorii de câmp să fie funcţii de poziţie şi timp, cu o singură valoare, 
mărginite, continue şi cu derivate continue. În general, vectorii câmpului electromagnetic 
au aceste proprietăţi în tot spaţiul, cu excepţia punctelor în care există schimbări brusce în 
distribuţiile de curent şi/sau de sarcină. Relaţiile între discontinuităţile vectorilor de câmp 
şi variaţiile abrupte în distribuţia curenţilor şi/sau sarcinilor sunt cunoscute ca fiind condiţii 
la limită. Discontinuităţile vectorilor de câmp apar la interfaţa dintre medii cu proprietăţi 
fizice diferite. În cazul unei anumite probleme de electromagnetism, soluţia se obţine 
utilizând legile sub forma diferenţială şi conduce la rezolvarea de sisteme de ecuaţii 
diferenţiale. Soluţia generală a fiecărei ecuaţii diferenţiale conţine termeni (constante sau 
funcţii) care pot fi evaluaţi numai din cunoaşterea comportării variabilelor la condiţiile la 
limită spaţiale şi/sau la condiţiile iniţiale. 
 
Teorema de conservare a sarcinii electrice. În ecuaţiile Maxwell teorema de conservare a 
sarcinii electrice este conţinută în mod implicit, aceasta rezultând în urma aplicării 
divergenţei ecuaţiei (4.44) sub forma: 

   
t
DJH
∂
∂

+=
r

rr
divdivrotdiv        (4.47) 

sau 

    ( )D
t

J
rr

divdiv0
∂
∂

+= .            (4.48) 

Ţinând seama de ecuaţia (4.46), relaţia (4.48) devine: 

    0div =
∂
ρ∂

+
t

J
r

,        (4.49) 

aceasta evidenţiind faptul că sarcina electrica şi curentul electric nu pot fi specificate 
independent unul de celălalt şi exprimă matematic conservarea sarcinii electrice în 
vecinătatea unui punct. În urma integrării ecuaţiei (4.49) pe un volum V , închis de o 
suprafaţă netedă , rezultă: Σ

    ∫∫
ΣΣ
∂
ρ∂

−=∇
VV

V
t

VJ dd
r

,            (4.50) 

sau 

    V
t

SuJ
V

n ∫∫
Σ

ρ−=⋅
Σ

d
d
ddrr

.     (4.51) 

Forma integrală a ecuaţiei de continuitate se obţine ţinând seama de definiţia 
densităţii de sarcină volumică (4.1) şi de relaţia (4.51): 

    
t

SuJ n d
dd ρ

−=⋅∫
Σ

rr
,          (4.52) 

Considerând legea conservării sarcinii exprimată prin (4.51), atunci din relaţiile 
(4.43) şi (4.44) se obţin ecuaţiile (4.45) şi (4.46). Astfel, aplicând divergenţa ecuaţiei 
(4.43), rezultă: 
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   0divrotdiv =
∂
∂

−= B
t

E
rr

,     (4.53) 

sau 
    0== const.B

r
div             (4.54) 

întrucât câmpul magnetic de inducţie B
r

 nu a fost niciodată nenul în trecut. 
Aplicând divergenţa ecuaţiei (4.44) şi integrând, rezultă: 

    const.D =ρ−
r

div             (4.55) 

Considerând ca şi în cazul precedent, că în trecut, câmpul electric de inducţie B
r

 a 
fost sau va fi nul la un moment oarecare, se obţine ecuaţia (4.46). 

Pe baza celor prezentate mai sus ca legi generale ale câmpului electromagnetic pot 
fi considerate fie ecuaţiile (4.37)-(4.40) fie ecuaţiile (4.43),(4.44) şi (4.49). 
 
4.1.6. Definiţia vectorilor fundamentali ai câmpului electromagnetic E

r
 şi . B

r

  
Cuplajul dintre câmpul electromagnetic şi lumea mecanică poate fi caracterizat de 

legea forţei Lorentz care se obţine din prima exprerienţă şi experienţa a şasea, presupunând 
că asupra unei sarcini în mişcare se exercită în acelaşi timp o forţă electrică şi o forţă 
magnetică, adică: 

   BulIEqFFF lme
rrrrrr

×+=+= .      (4.56) 
Întrucât intensitatea curentului electric I  se datoreşte sarcinii electrice  care este 

în mişcare în direcţia  cu viteza v
q

lur r
, se poate scrie: 

     vqulI l
rr

= ,     (4.57) 
iar legea forţei Lorentz are expresia: 

    ( )BvEqF
rrrr

×+= .         (4.58) 
Considerând că sarcina este distribuită într-un volum cu o densitate macroscopică 

continuă  poate fi definit prin forţa mecanică care acţionează asupra unei sarcini, 
adică: 

E
r

,ρ

     ∫ρ=
V

e VEF d
rr

,     (4.59) 

această forţă fiind distribuită cu densitatea volumică: 
     Efe

rr
ρ= .           (4.60) 

De asemenea, forţa magnetică, mF
r

, se poate scrie sub forma: 

    ( )∫ ×=
V

m VBJF d
rrr

,          (4.61) 

această forţă fiind distribuită cu densitatea volumică: 
     BJfm

rrr
×= .                 (4.62) 

Pe baza relaţiilor (4.60) şi (4.62), forma diferenţială a legii forţei Lorentz este: 

    BJEfff me
rrrrrr

×+ρ=+= .     (4.63) 
Ţinând seama de relaţiile (4.1) şi (4.58) forma diferenţială a legii Lorentz se poate 

exprima şi prin relaţia: 
    ( )BvEf

rrrr
×+ρ= .         (4.64) 
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Pe baza celor prezentate mai sus rezultă că definiţia arbitrară a vectorilor E
r

 şi B
r

 
prin relaţiile (4.59) şi (4.61) este inevitală întrucât dacă forţele mutuale care se exercită 
între sarcini sau între curenţi sunt măsurabile, vectorii câmpului nu sunt accesibili 
observaţiei directe. 
4.1.7. Legile de material 
 
În spaţiul vid. În spaţiul vid, D

r
 nu diferă de E

r
, respectiv H

r
 de B

r
, decât printr-un factor 

constant, deci se poate scrie că: 
 ED

rr
0ε= ,       (4.65) 

respectiv, 

     BH
rr

0

1
μ

= ,       (4.66) 

valorile şi dimensiunile constantelor 0ε  şi 0μ  depinzând de sistemul de unităţi adoptat. 

Considerând că E
r

 şi  sunt vectorii principali ai câmpului electromagnetic, 
ecuaţiile Maxwell (4.43)-(4.46) în spaţiul vid se scriu sub forma: 

B
r

    0rot =
∂
∂

+
t
BE
r

r
,        (4.67) 

    J
t
EB

r
r

r
000rot μ=

∂
∂

με− ,            (4.68) 

     0div =B
r

,              (4.69) 

     ρ
ε

=
0

1div E
r

.     (4.70) 

 
În substanţă. Starea electromagnetică a unui eşantion de substanţă (un corp în câmpul 
electromagnetic) poate fi descriă cu vectorii polarizaţie electrică, P

r
 şi magnetizaţie, M

r
, 

definiţi prin ecuaţiile: 
    EDP

rrr
0ε−=        (4.71) 

şi respectiv 

    HBM
rrr

−
μ

=
0

1
.       (4.72) 

Pe baza celor prezentate mai sus se observă că definindu-i în acest mod, vectorii P
r

 
şi M

r
 sunt legaţi de substanţă şi se anulează în spaţiul liber, conform relaţiilor (4.65) şi 

(4.66). Exprimând vectorii D
r

 şi H
r

 funcţie de E
r

 şi P
r

, respectiv  şi B
r

M
r

, ecuaţiile 
Maxwell (4.43)-(4.46), în substanţă, devin: 

     0rot =
∂
∂

+
t
BE
r

r
,       (4.73) 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

+μ=
∂
∂

με− M
t
PJ

t
EB

r
r

r
r

r
rotrot 000 ,   (4.74) 

     0div =B
r

,              (4.75) 
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    ( )PE
rr

div1div
0

−ρ
ε

= .            (4.76) 

Pe baza ecuaţiilor (4.73)-(4.76) rezultă că prezenţa substanţei într-un câmp 
electromagnetic este echivalentă cu o distribuţie de sarcini electrice având densitatea 

, plus o distribuţie de curenţi electrici având densitatea P
r

 div− M
t
P r
r

rot+
∂
∂

. Dacă se 

cunosc vectorii P
r

 şi M
r

, se poate studia structura câmpului electromagnetic în prezenţa 
substanţei. Vectorii P

r
 şi M

r
, respectiv J

r
, sunt exprimaţi prin legile de material: legea 

polarizaţiei electrice, legea magnetizaţiei şi legea conducţiei electrice. 
 
Legea polarizaţiei electrice. Din teoria macroscopică rezultă că se pot distinge două tipuri 
de polarizaţie electrică: polarizaţie electrică permanentă, când un dielectric este polarizat 
intrinsec, indiferent de plasarea sa în câmp electric şi polarizaţie electrică temporară, când 
dielectricul este polarizat sub efectul câmpului electric. Polarizaţia electrică permanentă 
este condiţionată de cauze neelectrice, este măsurabilă direct şi în cazul câmpului în 
dielectrici, intervine ca o constantă cunoscută a materialului în condiţiile date. Polarizaţia 
electrică temporară depinde de intensitatea câmpului electric. Pentru rezolvarea 
problemelor de câmp în dielectrici, este necesară cunoaşterea explicită a acestei 
dependenţe. 

Legea polarizaţiei electrice temporare stabileşte relaţia de dependenţă dintre 
polarizaţia electrică temporară şi intensitatea câmpului electric: 

     ( )EPP tt
rr

=      (4.77) 
Pe baza relaţiei (4.77) se poate face o clasificare a dielectricilor. 

 
a) Medii dielectrice liniare. Experimental, se poate arata că în cazul mediilor dielectrice 
(medii care nu sunt parcurse de curent continuu), între polarizaţia electrică temporară şi 
intensitatea câmpului electric există o relaţie de proporţionalitate: 

    ( ) EEPP ett
rrr

χε== 0 ,         (4.78) 
unde  este susceptivitatea electrică.  eχ
 
b) Medii dielectrice liniare şi izotrope. În cazul mediilor dielectrice liniare şi izotrope, 
susceptivitatea electrică este un scalar adimensional, caracteristic materialului considerat. 
Vectorul polarizaţie electrică P

r
 este: 

     pt PPP
rrr

+= ,      (4.79) 

unde  este polarizaţia electrică permanentă. Din relaţiile (4.71) şi (4.78), rezultă: pP
r

  ( ) prpe PEPEPED
rrrrrrr

+εε=+χ+ε=+ε= 000 1 ,      (4.80) 

unde  este permitivatea relativă a materialului considerat. Ţinând seama că rε
    er χ+=ε 1 ,                 (4.81) 

se poate defini permitivitatea absolută a dielectricului 
     rεε=ε 0 ,               (4.82) 

iar relaţia (4.80) devine: 
    pPED

rrr
+ε= .       (4.83) 
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În cazul corpurilor dielectrice nepolarizate permanent, (bachelită, cauciuc, mică, 
sticlă etc.), cazul cel mai frecvent în aplicaţiile practice, relaţia (4.83) se scrie sub forma: 

ED
rr

ε= .               (4.84) 
 
c) Medii dielectrice liniare şi anizotrope. Există anumite materiale cristaline în care 
fiecare componentă a polarizaţiei electrice temporare depinde în general de toate 
componentele intensităţii câmpului electric, dependenţa între polarizaţia temporară tP

r
 şi 

intensitatea E
r

 a câmpului electric fiind liniară. În acest caz se poate scrie că: 

  

,

,

,

000

000

000

zeyexet

zeyexet

zeyexet

EEEP

EEEP

EEEP

zzzyzxz

yzyyyxy

xzxyxxx

χε+χε+χε=

χε+χε+χε=

χε+χε+χε=

  (4.85) 

sau 
     EP et

rr
χε= 0 ,       (4.86) 

unde 

    
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

χχχ
χχχ
χχχ

=χ

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

eee

eee

eee

e      (4.87) 

este matricea tensorului susceptivităţii electrice. 
În acest caz inducţia electrică D

r
 este dată de relaţia: 

    ( ) pe PEED
rrrr

+ε=χ+ε= 10 ,   (4.88) 
tensorul permitivităţii electrice absolute având matricea: 

  ( )
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

χ+χχ
χχ+χ
χχχ+

ε=χ+ε=ε

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

eee

eee

eee

e

1
1

1
1 00            (4.89) 

Pentru majoritatea mediilor, polarizaţia permanentă este foarte mică, iar relaţia 
(4.88) se poate scrie sub forma: 

ED
rr

0ε= .     (4.90) 
d) Medii dielectrice neliniare. În natură există şi dielectrici neliniari (printre care se 
numără feroelectricii) pentru care relaţiile (4.78) şi (4.86) se abat de la liniaritate iar relaţia 
de dependenţă între  şi tP

r
E
r

 este dată de un ciclu de histerezis electric. 
 
Legea magnetizaţiei. Din punct de vedere al proprietăţilor între materialele dielectrice şi 
magnetice se poate stabili o analogie. Materialele magnetice sunt caracterizate de două 
tipuri de magnetizaţii: magnetizaţie permanentă, când materialul este magnetizat intrinsec, 
chiar fără a fi plasat în câmp magnetic, aceasta fiind condiţionată de cauze nemagnetice şi 
magnetizaţie temporară, când materialul este magnetizat sub efectul unui câmp magnetic, 
aceasta depinzând de intensitatea câmpului exterior. 
 Pe baza legii magnetizaţiei temporare există o relaţie între magnetizaţia 
(polarizaţia) magnetică şi intensitatea câmpului magnetic: 

    ( )HMM tt
rrr

= .        (4.91) 
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Ţinând seama de relaţia (4.91) se poate face o clasificare a materialelor magnetice. 
 
a) Medii magnetice liniare. În cazul materialelor magnetice liniare există o relaţie de 
proporţionalitate între magnetizaţia temporară şi intensitatea câmpului magnetic: 

    HM mt
rr

χ= ,        (4.92) 
unde  reprezintă o constantă scalară adimensională care caracterizează materialul şi se 
numeşte susceptivitatea magnetică. 

mχ

 
b) Medii magnetice liniare şi izotrope. În acest caz vectorul magnetizaţie poate fi scris sub 
forma: 
     pt MMM

rrr
+= ,       (4.93) 

 
unde  este magnetizaţia (polarizaţia) permanentă. pM

r

Din relaţiile (4.72) şi (4.92), rezultă: 
  ( ) pr MHMHB

rrrrr
+μμ=+μ= 00 ,       (4.94) 

unde  este permeabilitatea relativă a materialului considerat. rμ
Ţinând seama că 

    mr χ+=μ 1 ,               (4.95) 
se poate defini permeabilitatea absolută a materialului 

     rμμ=μ 0 ,     (4.96) 
iar relaţia (4.94) devine: 

    pMHB
rrr

+μ= .       (4.97) 
În cazul materialelor magnetice liniare şi izotrope nemagnetizate relaţia (4.97) se 

scrie sub forma: 
     HB

rr
μ= .               (4.98) 

c) Medii magnetice liniare şi anizotrope. Există anumite materiale magnetice cristaline în 
care dependenţa dintre magnetizaţia temporară şi intensitatea câmpului magnetic este 
liniară, însă fiecare componentă a magnetizaţiei temporare depinde de toate componentele 
intensităţii câmpului magnetic. În acest caz se poate scrie că: 

  

,

,

,

zmymxmt

zmymxmt

zmymxmt

HHHM

HHHM

HHHM

zzzyzxz

yzyyyxy

xzxyxxx

χ+χ+χ=

χ+χ+χ=

χ+χ+χ=

          (4.99) 

sau 
    HM mt

rr
χ= ,          (4.100) 

unde 

   
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

χχχ
χχχ
χχχ

=χ

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

mmm

mmm

mmm

m    (4.101) 

este matricea tensorului susceptivităţii magnetice. 
În acest caz inducţia magnetică B

r
 este dată de relaţia: 
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   ( ) ppm MHMHB
r r rr

01 μ+μ=+χ+ , 0μ=        (4.102) 
tensorul permitivităţii magnetice absolute având matricea: 

 ( )
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

χ+χχ
χχ+χ
χχχ+

ε=χ+μ=μ

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

mmm

mmm

mmm

m

1
1

1
1 00           (4.103) 

Pentru majoritatea mediilor, magnetizaţia (polarizaţia) permanentă este foarte mică, 
iar relaţia (4.103) se poate scrie sub forma: 

HB
rr

μ= .          (4.104) 
 
d) Medii magnetice neliniare. În natură există şi magnetici neliniari (printre care se 
numără feromagneticii, antiferomagneticii, feritele) pentru care relaţiile (4.98) şi (4.104) se 
abat de la liniaritate iar relaţia de dependenţă între M

r
 şi H

r
 este dată de un ciclu de 

histerezis electric. 
 
Legea conducţiei electrice. Sub formă locală legea conducţiei electrice stabileşte relaţia de 
dependenţă dintre densitatea curentului de conducţie şi intensitatea câmpului electric: 

     ( )EJJ
rrr

=             (4.105) 
Pe baza relaţiei (4.105) se poate face o clasificare a conductorilor. 

 
a) Medii conductoare liniare. Experimental, se poate arata că în cazul mediilor 
conductoare liniare între densitatea de curent electric şi intensitatea câmpului electric 
există o relaţie de proporţionalitate: 

    ( )iEEJ
rrr

+σ= ,     (4.106) 

unde  este conductivitatea electrică, iar σ iE
r

 este intensitatea câmpului electric imprimat 
(produs de alte cauze, în afară de cele de natură electromagnetică). 
 
b) Medii conductoare liniare şi izotrope. Pentru medii conductoare liniare şi izotrope, 
omogene (fizic şi chimic), neaccelerate: 

     EJ
rr

σ= ,         (4.107) 
În cazul conductoarelor filiforme liniare şi izotrope relaţia (4.107) se scrie sub 

forma: 
Riuu e =+ .            (4.108) 

unde 
S
lR ρ=  este rezistenţa electrică a conductorului, u  este tensiunea electrică de pe 

conductor, iar  este tensiunea electromotoare a câmpului electric imprimat 
conductorului. Dacă nu se imprimă câmp electric conductorului relaţia (4.108) devine: 

eu

Riu = .         (4.109) 
 
c) Medii conductoare liniare şi anizotrope. Există anumite materiale cristaline (cu 
excepţia celor cu reţea cubică) pentru care relaţia (4.106) este de forma: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) (
( ) ( ) ( ),

,

,

izzzziyyzyixxzxz

izzyziyyyyixxyxy

izzxziyyxyixxxxx

EEEEEEJ

EEEEEEJ

EEEEEEJ

+σ++σ++σ=

+σ++σ++σ= )
+σ++σ++σ=

  (4.110) 

sau 

    ( )iEEJ
rrr

+σ= ,     (4.111) 
unde 
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⎟
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⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

σσσ

σσσ

σσσ
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xzxyxx

    

    

    

         (4.112) 

este matricea tensorului conductivităţii electrice. 
 
d) Medii conductoare neliniare. În natură există diferite medii conductoare neliniare 
pentru care relaţia dintre intensitatea curentului electric, I  şi tensiunea electrică aplicată, 
U  (caracteristica curent-tensiune) este neliniară, cum ar fi: semiconductorii (prezentaţi la 
capitolul III al acestui volum) pentru care 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 1exp

0
0 U

UII          (4.113) 

unde  şi  depind de natura semiconductorului, tuburile electronice, pentru care 0I 0U
2/3aUI = ,           (4.114) 

unde  este o constantă caracteristică dispozitivului, tuburile cu descări în gaze, becurile 
cu incandescenţă etc., care au multiple aplicaţii în tehnică. 

a

 
4.1.8. Condiţiile la limită 

 
În cele prezentate mai sus s-a postulat valabilitatea ecuaţiilor câmpului 

electromagnetic pentru punctele unui mediu în vecinătatea cărora proprietăţile fizice ale 
mediului variază sub o formă continuă. În cele ce urmează, este necesar să se ţină seama de 
faptul că la traversarea unei suprafeţe care limitează un corp separând un mediu de alt 
mediu, parametrii με,  şi  suferă variaţii bruşte. Aceste variaţii la scară macroscopică 
pot fi considerate ca discontinuităţi şi, ca atare, este de presupus că şi vectorii de câmp vor 
suferi discontinuităţi. Comportările vectorilor câmpului electromagnetic la suprafeţele de 
discontinuitate în medii sunt numite condiţii la limită. Condiţiile la limită sunt necesare 
pentru a completa ecuaţiile diferenţiale (4.43)-(4.46) ale câmpului electromagnetic. 

σ

Se consideră suprafaţa S  (fig. 4. 3), care separă mediul (1), caracterizat de 
parametrii 111 ,, σμε , de mediul (2), caracterizat de parametrii 222 ,, σμε .  
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Fig. 4. 3. Reprezentarea schematică a condiţiilor la limită pentru componenta normală 
a inducţiei magnetice. 

 
Considerând o pătură de tranziţie foarte fină (cilindrul cu suprafaţa bazei SΔ  şi 

înălţimea ), în interiorul căreia lΔ με,  şi σ  variază rapid dar continuu de la valorile lor 
corespunzătoare mediului (1), în vecinătatea suprafeţei S , la valorile lor din mediul (2), în 
vecinătatea aceleiaşi suprafeţe, se poate studia comportarea vectorilor  şi B

r
D
r

. 
Aplicând legea fluxului magnetic (4.39) pentru suprafaţa închisă  (formată din 

suprafaţa laterală a cilindrului şi cele două suprafeţe ale bazelor acestuia), se obţine: 
Σ

( ) +Δ⋅⋅+⋅ SuBuB nn 21

rrrr
contribuţia suprafeţei laterale .     (4.115) 0=

Contribuţia suprafeţei laterale este proporţională cu lΔ . Reducând, acum, pătura 
cilindrică la suprafaţa , este necesar ca ( SΔ ) 0→Δl . Atunci, valoarea lui  în mediul (1) 

pe suprafaţa  este , iar în mediul (2), pe aceeaşi suprafaţă, va fi . Deoarece 
, când  şi 

B
r

B( )S

1nur
1B
r

Δl
2
r

2nn uu rr
−== 0→ 0→ΔS , rezultă: 

    ( ) 012 =⋅− nuBB rrr
.    (4.116) 

Astfel, la traversarea unei suprafeţe de discontinuitate în mediu, componenta 
normală a inducţiei magnetice  este continuă. Acelaşi raţionament se poate face şi asupra 
inducţiei electrice 

B
r

D
r

. Legea fluxului electric (4.40), în cazul suprafeţei închise  (fig. 2. 
3), are forma: 

Σ

( ) +Δ⋅⋅+⋅ SuDuD nn 21

rrrr
contribuţia suprafeţei laterale Sl Δ⋅Δ⋅ρ= ,  (4.117) 

Sl Δ⋅Δ⋅ρ  fiind sarcina distribuită în inetriorul suprafeţei de tranziţie cu densitatea ρ . 
Definind densitatea de sarcină electrică de suprafaţă, sρ , prin: 

    ( )l
ls Δ⋅ρ=ρ
∞→ρ

→Δ 0
lim        (4.118) 

şi punând condiţiile  şi 0→Δl 0→ΔS , din (4.117), rezultă: 
    ( ) snuDD ρ=⋅−

rrr
12 .       (4.119) 

Ecuaţia (4.119) evidenţiază faptul că la traversarea unei suprafeţe de 
discontinuitate, componenta normală a inducţiei electrice D

r
 suferă o discontinuitate, egală 

cantitativ cu densitatea de sarcină de suprafaţă la interfaţa dintre cele două medii. 
Pentru a studia comportarea componentelor tangenţiale ale vectorului câmpului 

electromagnetic la suprafaţa de separare a celor două medii, este necesar să se înlocuiască 
cilindrul din fig. 2. 3 cu un contur rectangular (fig. 4. 4). Dreptunghiul  constituie 
conturul ( , de-a lungul căruia legea inducţiei electromagnetice (4.37),  şi 

ABCD
⊥ Su

en
r)Γ Γ 1τ

r
 şi 

 fiind vectori unitari în sensul circulaţiei, se poate scrie sub forma: 2τ
r
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( ) +Δτ+τ SEE 21
rrrr

contribuţia extremităţilor 
0nuls

t
Bl r
r

⋅Δ⋅Δ⋅
∂
∂

−=Δ . (4.120) 

 

 
 

Fig. 4. 4. Reprezentarea schematică a condiţiilor la limită pentru componenta tanganţială a 
inducţiei magnetice. 

Dacă dreptunghiul  se reduce la o curbă pe suprafaţa , contribuţia 
extremităţilor, proporţională cu 

ABCD ( )S
lΔ , se anulează. Ţinând seama că nn uu

e

rrr
×=τ , 

EuuEuu nnnn ee

rrrrrr
×⋅=⋅×  şi punând condiţiile 0→Δl  şi 0→Δs , 

t
B
r

∂
∂

 fiind nenul şi 

finit, prin definiţie, atunci relaţia (4.110) devine: 
    ( ) 012 =−× EEun

rrr
.        (4.121) 

La interfaţa dintre doua medii oarecare, componenta tangenţială a intensităţii 
câmpului electric E

r
 este continuă. 

Analog, se obţin informaţii asupra componentei tangenţiale a intensităţii câmpului 
magnetic H

r
. De-a lungul conturului dreptunghiular  se poate scrie: ABCD

( ) +Δ+ ττ sHH
21
rr
rr

contribuţia extremităţilor 
enulsJ

t
Dl rr
r

⋅Δ⋅Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

=Δ ,   (4.122) 

aceasta fiind legea circuitului magnetic (4.38).  

Întrucât nn uu
e

rrr
×=τ , HuuHuu nnnn ee

rrrrrr
×⋅=⋅× , 

t
D
∂
∂
r

 este nenul şi finit, iar 

    ( ) s

J
l

JlJ
rr

r

=Δ⋅
∞→

→Δ 0
lim     (4.123) 

este densitatea superficială de curent electric, atunci, punându-se condiţiile  şi 0→Δl
0→Δs , relaţia (4.122) se transformă: 
    ( ) sn JHHu

rrrr
=−× 12 .        (4.124) 

Ecuaţia (4.124) stabileşte că la interfaţa dintre două medii, componenta tangenţială 
a intensităţii câmpului magnetic este discontinuă cu o cantitate egală cu densitatea 
superficială de curent electric în punctul respectiv. Dacă conductivităţile mediilor în 
contact sunt finite, , deoarece 0=sJ

r
E
r

 este finit şi 0→Δσ lE
r

, când . Astfel, 
pentru conductivităţi finite (care este, de fapt, cazul general), rezultă: 

0→Δl

    ( ) 012 =−× HHun
rrr

,           (4.125) 
Pe baza celor prezentate mai sus condiţiile care guvernează trecerea componentelor 

normale ale lui E
r

 şi H
r

 la suprafaţa de separaţie a două medii, sunt: 
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    sn EEu ρ
ε

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ε
ε

−
2

1
2

1
2

1rrr
,    (4.126) 

respectiv 

    01
2

1
2 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ
μ

− HHun
rrr

,           (4.127) 

iar relaţiile care guvernează trecerea componentelor tangenţiale ale lui D
r

 şi  la suprafaţa 
de separare a două medii sunt: 

B
r

    01
1

2
2 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ε
ε

−× DDun
rrr

,             (4.128) 

respectiv 

    sn JBBu
rrrr

21
1

2
2 μ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ
μ

−× .    (4.129) 

Condiţiile (4.116), (4.119). (4.121), (4.124) şi (4.126)-(4.129), împreună cu legile 
diferenţiale Maxwell (4.44)-(4.46), descriu complet proprietăţile unui câmp 
electromagnetic. Dacă D

r
 şi  se exprimă în funcţie de vectorii de polarizaţie B

r
P
r

 şi, 
respectiv, de magnetizaţie M

r
, atunci relaţiile (4.116) şi (4.119) se transformă în: 

   ( ) ( )21120 PPuEEu nsn
rrrrrr

−+ρ=−ε ,      (4.130) 
respectiv 

   ( ) ( )2112 MMuHHu nn
rrrrrr

−=− .    (4.131) 
De asemenea, se poate stabili o condiţie adiţională, obţinută prin aplicarea ecuaţiei 

de continuitate. Făcând acelaşi raţionament ca în cazul inducţiei electrice D
r

 (fig. 2. 3), 
rezultă: 

( ) +Δ+ SuJuJ nn 21

rrrr
(contribuţia suprafeţei laterale a cilindrului)=   

 ( SVV
t s Δ⋅ρ+Δρ+Δρ
∂
∂

−= 2211 ) ,    (4.132) 

într-un punct oarecare. Volumele 1VΔ  şi 2VΔ  sunt proporţionale cu . De asemenea, 
contribuţia suprafeţei laterale a cilindrului este proporţională cu 

lΔ
lΔ . Deci, când , 

rezultă: 
0→Δl

    ( ) sn t
JJu ρ

∂
∂

−=− 12
rrr

.        (4.133) 

Astfel, componenta normală a lui J
r

 este discontinuă cu rata cu care sarcinile libere 
se formează pe suprafaţă. 
 
4.1.9. Proprietăţile câmpurilor electromagnetice 
 

Câmpurile electromagnetice au următoarele proprietăţi: 
– verifică ecuaţiile Maxwell, care sunt ecuaţii liniare. Deci, dacă într-un mediu se 

suprapun două sau mai multe câmpuri, fiecare satisfăcând ecuaţiile Maxwell, şi câmpul 
rezultant va satisface aceleaşi ecuaţii (principiul suprapunerii). Dacă fiecare din câmpuri 
satisfaceacelaşi set de condiţii la limită, şi câmpul rezultant va satisface aceleaşi condiţii la 
limită; 
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– într-o anumită regiune limitată din spaţiu, soluţia ecuaţiilor Maxwell este unică, 
adică există o singură soluţie care satisface condiţiile la limită respective. Cunoaşterea 
valorilor iniţiale ale vectorilor de câmp electric şi magnetic în regiunea studiată, precum şi 
cunoaşterea valorilor componentelor tangenţiale ale vectorului electric sau magnetic la 
limita regiunii, la toate momentele de timp 0≥t , duc la obţinerea unei soluţii unice în 
cazul general al unui câmp variabil în timp, dacă proprietăţile regiunii sunt liniare şi 
izotrope. 
 
4.1.10. Tipuri de câmpuri electromagnetice 
 

Există următoarele tipuri de câmpuri electromagnetice: câmpuri electromagnetice 
statice, câmpuri dinamice şi câmpusri cuasistatice. Câmpurile electromagnetice statice se 
împart la rândul lor în: câmpuri electrostatice, magnetostatice şi electrostatice. 

În cazul când sursa de câmp este o distribuţie statică de sarcini, câmpul este 
electrostatic. Acest câmp are următoarele proprietăţi: 

– singurii vectori de câmp nenuli sunt intensitatea câmpului electric E
r

 şi inducţia 
electrică D

r
; 

– câmpul este conservativ, adică, pentru orice contur Γ  închis, rezultă: 
     0d =∫

Γ

rE rr
,            (4.134) 

sau 
     0rot =E

r
,          (4.135) 

de unde 
     VE grad−=

r
,            (4.136) 

( tzyxV ,,,
yxVV ,,=
) reprezintă potenţial scalar al câmpului electromagnetic. În acest caz, 

; ( )z
– inducţia electrică D

r
 se obţine din relaţiile (4.40) sau (4.46); 

– conductoarele nu pot avea un câmp electrostatic intern şi, de aceea suprafeţele lor 
sunt suprefeţe echipotenţiale (fac excepţie conductoarele eletrolitice). 

În cazul când sursa de câmp este o distribuţie de curenţi electrici şi regiunea unde 
există distribuţia de curenţi are o conductivitate mare, astfel intensitatea câmpului electric 
din regiunea respectivă poate fi neglijată, câmpul este magnetostatic. Acest câmp are 
următoarele proprietăţi: 

– singurii vectori de câmp nenuli sunt inducţia magnetică B
r

 şi intensitatea 
câmpului magnetic H

r
; 

– câmpul nu este conservativ, dar este solenoidal, adică, pentru orice suprafaţă Σ  
închisă, există relaţia (4.39), respectiv (4.45); 

– intensitatea câmpului magnetic poate fi calculată cu relaţiile (4.33), respectiv 
(4.34). 

Un câmp electrostatic şi un câmp magnetostatic nu sunt cuplate, adică sunt complet  

independente unul de celălalt. 

Dacă sursele de câmp sunt curenţi independenţi de timp, ce circulă într-o regiune 
conductoare a cărei conductivitate este mică, astfel încât intensitatea câmpului electric din 
regiunea conductoare nu poate fi neglijată. Câmpul electromagnetostatic are următoarele 
proprietăţi: 

– toţi vectorii de câmp sunt nenuli; 
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– câmpul electric este electrostatic, iar câmpul magnetic este magnetostatic, cele 
două câmpuri fiind cuplate prin relaţia (4.107); 

– câmpul electric produce în regiunea conductoare o distribuţie statică de sarcini, 
de obicei pe suprafaţa conductoarelor care devin sursele câmpurilor electrostatice. 

Câmpurile dinamice sunt câmpurile variabile în timp. Ele au următoarele 
proprietăţi: 

– câmpurile electric şi magnetic sunt întotdeauna cuplate; 
– cuplajul dat de relaţia (4.104) rămâne în regiunile conductoare, dar mai apare un 

cuplaj important prin intermediul derivatelor în raport cu timpul, 
t
B
∂
∂  şi 

t
D
∂
∂ , care intervin 

în ecuaţiile Maxwell (4.44), respectiv (4.45); 
– câmpurile se propaga sub forma unor unde cu o viteză finită. Aceste efecte apar 

cu o întârziee în timp, numită retardare; 
– energia electromagnetică propagată sub formă de unde poate fi ghidată prin 

mediu (de linii de transmisie) sau poate fi radiată (de antene). 
Câmpurile variabile în timp, pentru care se pot neglija fenomenele ondulatorii, 

viteza de propagare şi de atenuare în timp, sunt câmpurile cuasistatice. Viteza de propagare 
a undelor electromagnetice este totdeauna finită. Ca atare, într-un spaţiu infinit, câmpurile 
variabile în timp nu sunt niciodată cuasistatice. Câmpurile variabile în timp pot fi 
cuasistatice într-o anumită regiune din spaţiu, caracterul cuasistatic fiind definit pe baza 
dimensiunilor regiunii şi în funcţie de rata de variaţie în timp şi de viteza de propagare. 
 
4.1.11. Potenţiale electromagnetice 

 
Ecuaţiile Maxwell conţin patru vectori de câmp rezultant, DBE

rrr
,,  şi H

r
 şi două 

câmpuri de sursă,  şi . Ecuaţiile Maxwell împreună cu legile de material dau, din punct 
de vedere matematic, informaţii suficiente pentru ca vectorii de câmp să se exprime funcţie 
de  şi de . În multe cazuri calculele sunt uşurate dacă se introduc potenţialele 
electromagnetice: 

ρ J
r

ρ J
r

A
r

, numit potenţial vector şi un câmp scalar V , numit potenţial scalar, 
astfel încât să se determine mai întâi ( )tzyxA ,,,  şi ( )tzyxV ,,, , cunoscând pe  şi pe J

r
ρ  şi 

apoi să se calculeze vectorii de câmp DBE
rrr

,,  şi H
r

 din A
r

 şi V . Utilizarea potenţialelor 
electromagnetice este avantajoasă în cazul mediilor omogene şi izotrope. În cele ce 
urmează, se utilizează teorema Helmholtz conform căreia: un câmp vectorial este 
determinat dacă i se cunosc rotorul şi divergenţa, iar un câmp scalar se poate determina 
până la o constanta aditivă dacăi se cunoaşte gradientul. 

Din ecuaţia (4.45) rezultă că B
r

 este totdeauna un câmp solenoidal, deci se poate 
defini prin: 

     0rot AB
rr

= .            (4.137) 

Ecuaţia (4.137) nu este suficientă pentru a defini pe 0A
r

, deoarece se poate scrie: 

     AB
rr

rot= ,            (4.138) 
unde 
     ψ−= grad0AA

rr
      (4.139) 

este o funcţie arbitrară de punct. Introducându-se B
r

 din relaţia (4.138) în (4.44), rezultă: 

   0rot 0 =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+
t

A
E

r
r

,        (4.140) 
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respectiv 

    0rot =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
t
AE
r

r
.       (4.141) 

Din relaţiile (4.140) şî (4.141) se observă că 
t

A
E

∂
∂

+ 0
r

r
 şi 

t
AE
∂
∂

+
r

r
 sunt câmpuri 

irotaţionale, adică: 

    
t

A
VE

∂
∂

−−= 0
0grad

r
r

          (4.142) 

şi 

    
t
AVE
∂
∂

−−=
r

r
grad ,         (4.143) 

cele două funcţii V  şi  fiind legate între ele prin: 0V

     
t

VV
∂
ψ∂

+= 0 ,                 (4.144) 

aceasta rezultând din relaţiile (4.139) şi (4.143). Funcţiile A
r

 reprezintă potenţiale vector 
ale câmpului electromagnetic, iar funcţiile V  sunt potenţiale scalar, iar funcţiile  şi  
reprezintă o pereche de potenţiale determinate. Plecând de la aceste potenţiale, se pot 
deduce vectorii de câmp cu ajutorul expresiilor (4.138) şi (4.143). De asemenea, se observă 
că plecând de la relaţiile (2,139) şi (4.144), rezultă că există o infinitate de potenţiale la 
acelaşi câmp. Considerând un mediu omogen şi izotrop pentru care ε  şi  sunt 
independente de intensităţile câmpului electromagnetic şi ţinând seama de relaţiile (4.138) 
şi (4.143), rezultă: 

0A
r

μ

0V

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+ε−=ε=
t
AVED
r

rr
0grad ,          (4.145) 

respectiv 

    ABH
rrr

rot11
μ

=
μ

= .     (4.146) 

Introducând relaţiile (4.145) şi (4.146) în (4.44), precum şi pe (4.145) în (4.46), se 
obţine relaţia: 

J
t
A

t
VA

r
r

r
μ=

∂

∂
με+

∂
∂

με+ 2

2
gradgradrotrot    (4.147) 

şi, respectiv 

   ρ
ε

−=
∂
∂

+Δ
1

t
AV
r

div .          (4.148) 

Când condiţiile la limită sunt aceleaşi, soluţiile particulare ale ecuaţiilor (4.147) şi 
(4.148) conduc la acelaşi câmp electromagnetic. Aceste soluţii diferă între ele prin funcţia 
arbitrară . Ţinând seama de condiţia Lorentz (etalonarea Lorentz): ψ

    0div =
∂
∂

με+
t
VA

r
,     (4.149) 

rezultă că funcţia  trebuie să satisfacă ecuaţia: ψ

   
t

VA
t ∂

∂
με+=

∂
ψ∂

με−ψΔ 0
02

2 r
div ,         (4.150) 
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0A
r

 şi  fiind soluţii particulare ale ecuaţiilor (4.147) şi (4.148). Ţinând seama de (4.149) 
şi de relaţia: 

0V

 ( ) AAA
rrr

Δ−∇⋅∇=×∇×∇                (4.151) 
ecuaţiile (4.147) şi (4.148) devin: 

    J
t
AA

r
r

r
μ−=

∂

∂
με−Δ 2

2
,          (4.152) 

    ρ
ε

−=
∂

∂
με−Δ

1
2

2

t
VV .         (4.153) 

În urma rezolvării ecuaţiilor (4.152) şi (4.153) se deduc potenţialul vector A
r

, 
respectiv potenţialul scalar V , dacă se cunosc distribuţiile de curenţi, respectiv de sarcină, 
iar în final se pot calcula vectorii de câmp B

r
 şi E

r
, respectiv vectorii D

r
 şi H

r
. 

Întrucât relaţiile (4.138) şi (4.142), relative la vectorii B
r

 şi E
r

, nu sunt generale, 
este necesar ca să le adăugăm orice soluţie particulara a ecuaţiilor omogene: 

     0rot =
∂
∂

+
t
BE
r

r
,    (4.154) 

     0rot =
∂
∂

−
t
DH
r

r
,    (4.155) 

0div =B
r

,          (4.156)      
0=D

r
     div .          (4.157) 

Sistemul de ecuaţii (4.154)-(4.157) fiind simetric, se poate scrie: 
     *rot AD

rr
−=             (4.158) 

şi 

    
t

AVH
∂
∂

−−=
*

*grad
r

rr
.       (4.159) 

Pe baza relaţiilor (4.158), (4.159) şi ţinând seama de (4.145) şi (4.146), rezultă: 

     *rot1 AE
rr

ε
−= ,           (4.160) 

respectiv 

    ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

+μ−=
t

AVB
*

*grad
r

rr
.         (4.161) 

Introducând condiţia Lorentz, 

    0div
*

* =
∂
∂

εμ+
t

VA
r

r
,        (4.162) 

potenţialele  şi  satisfac ecuaţiile: *A
r *V

    02

*2
* =

∂

∂
εμ−Δ

t
AA
r

r
,       (4.163) 

respectiv 

    02

2
=

∂

∂
εμ−Δ

t
VV
r

r
.     (4.164) 

În final vectorii de câmp se exprimă prin: 
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   *
*

rot1grad A
t

AVE
r

r
r

ε
−

∂
∂

−−= ,   (4.165) 

   ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

μ−−= *
*

gradrot V
t

AAB
r

rr
,      (4.166) 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+ε−−=
t
AVAD
r

rr
gradrot * ,      (4.167) 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

−
μ

−= *
*1 V

t
AAH gradrot
r

rr
,         (4.168) 

unde *A
r

 şi  reprezintă potenţialele unei distribuţii de sarcini şi de curenţi, care este 
complet exterioară regiunii considerate. Dacă 

*V
∞→Σ , se pune 0** ==VA

r
 şi potenţialele 

tuturor sarcinilor, fie că ar fi la distanţă, fie ca ar fi locale, sunt reprezentate de V  şi . În 
orice punct în care 

A
0=ρ  şi , un câmp electromagnetic posibil este dat de: 0=J

r
00 =V  şi 

, iar (4.150) devine: 00 =A
r

    02

2
=

∂

ψ∂
εμ−ψΔ

t
.      (4.169) 

Întrucât în acest caz, V  satisface aceeaşi ecuaţie (4.169), în acelaşi punct se poate 
afla  astfel ca , iar câmpul electromagnetic poate fi exprimat în funcţie de un 
singur potenţial vector 

ψ 0=V
A
r

, adică: 
     AB

rr
rot= ,           (4.170) 

     
t
AE
∂
∂

−=
r

r
,           (4.171) 

     
t
AD
∂
∂

ε−=
r

r
,            (4.172) 

     AH
rr

rot1
μ

= .              (4.173 

Potenţialul vector A
r

 trebuie să satisfacă ecuaţiile: 

     02

2
=

∂

∂
εμ−Δ

t
AA
r

r
    (4.174) 

şi (condiţia de etalonare Coulomb): 
     0=∇A

r
.      (4.175) 

 
4.1.12. Energia electromagnetică 

 
În cazul unui sistem fizic format din două sarcini  şi , imobile, în vid, situate 

la o distanţă  una de cealaltă energia electrică este dată de relaţia: 
1q 2q

12r

   
120

21
12 4 r

qqW
πε

= .              (4.176) 

Generalizând relaţia (4.176) în cazul unui sistem format din n  sarcini, rezultă: 
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   ∑∑
=
≠ πε

==
n

i
ji ij

ji
ij r

qq
WW

1
042

1
,             (4.177) 

unde sumarea asupra lui i  şi j  are loc numai pentru ji ≠  (fiecare sarcină neavând nici o 
acţiune asupra ei însăşi) şi se ia semisuma, deoarece jiWijW =  nu dau decât o contribuţie. 
Relaţia (4.177) mai poate fi scrisă sub forma: 

   ∑=
i

iiVqW
2
1

    (4.178) 

unde 

   ∑
=
≠ ε

=
n

i
ji ij

i
i r

qV

1
02

1
.      (4.179) 

În medii materiale caracterizate de o distribuţie continuă, (conform teoriei 
fenomenologice), energia electrică este dată de relaţia: 

   ∫ρ=
V

e VVW d
2
1

.    (  4.180) 

Ţinând seama de relaţiile corespunzătoare câmpului electrostatic,  şi 

, relaţia (1.79) devine: 

VE grad−=
r

ρ=D
r

div

 

[ ]

.
2
1

2
1

)(
2
1

2
1

∫∫

∫∫

Σ

⋅+⋅=

=−==

SDVVDE

VVDDVVDVW

n
V

VV
e

dd

dgraddivddiv

rr

rrr

         (4.181) 

Întrucăt  

   s
n

n qu
DD ρ−=
∂

= .     (4.182) 

al doilea termen din relaţia (4.181) se scrie sub forma: 

  ∫∫
ΣΣ

ρ−= SVSDV Sn d
2
1d

2
1

.   (4.183) 

 
Densitatea de energie electrică şi magnetică. Considerând valabilă relaţia ED

rr
ε=  în 

cazul unei suprafeţe Σ  care limitează volumul V , destul de mare, se poate scrie: 

  ∫∫ =⋅=
V

e
V

e VwVDEW dd
rr

2
1

,           (4.184) 

densitatea de energie electrostatică fiind 

   2

2
1

2
1 EDEwe

rrr
ε=⋅= .         (4.185) 

De asemenea, considerând că este valabilă relaţia HB
rr

μ=  şi procedând în acelaşi 
mod ca mai sus, evaluarea energiei magnetice conduce la formula: 
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   ∫∫ =⋅= VWVHBW m
V

m d
2
1d

2
1 rr

,     (4.186) 

unde densitatea de energie a câmpului magnetic este 

 2

2
1

2
1 HHBwm

rrr
μ=⋅= .           (4.187) 

Admiţând că energiile câmpurilor electric şi magnetic se adună fără a modifica 
reciproc valorile lor, în cazul general al unui câmp electromagnetic densitatea de energie 
electromagnetică este dată de relaţia: 

 ( ) ( )22

2
1

2
1 HEBHDEw

rrrrrr
μ+ε=+= .       (4.188) 

 
Fluxul de energie. Teorema Poynting. Considerând că ipoteza distribuţiei de energie în 
câmp este valabilă, o variaţie a intensităţii câmpului şi a densităţii de energie trebuie să fie 
asociată la un flux de energie mergând către sursă sau ieşit din aceasta. Ţinând seama de 
ecuaţiile generale ale câmpului electromagnetic (4.37)-(4.40), înmulţind relaţia (4.37) cu 
H
r

, iar pe (4.38) cu E
r

 şi scăzând din prima relaţie obţinută pe cea de-a doua, rezultă: 

   ( )
t
BH

t
DEJEHE

∂
∂

−
∂
∂

−=+×
r

r
r

rrrrr
div .         (4.189) 

În urma integrării relaţiei (4.189) într-un volum V  limitat de o suprafaţă Σ , se 
obţine: 

 ( ) V
t
BH

t
DEVJESuHE

VV
n ddd ∫∫∫

ΣΣ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

−=⋅+×
Σ

r
r

r
rrrrrr

.       (4.190) 

Relaţia (4.190) a fost stabilită de Poynting în 1884 şi, în acelaşi an, în mod 
independent, de Heaviside. Din relaţia (4.190) rezultă că rata de scădere în timp a energiei 
înmagazinate în câmpul electromagnetic este egală cu fluxul vectorului Poynting, 

     HES p
rrr

×=      (4.191) 
sau fluxul energiei electromagnetice prin suprafaţa Σ  plus pierderile prin efect Joule. 
Considerând că  este conductivitatea mediului şi σ iE

r
 intensitatea câmpurilor electrice 

imprimate (intensitatea tensiunilor electromotoare aplicate şi datorată pilelor), rezultă: 
     ( )iEEJ

rrr
+σ=     (4.192) 

sau 

     iEJE
r r r

− . 
σ

=
1

   (4.193) 

 Ţinând seama de (4.193), relaţia (4.189) se poate scrie sub forma: 

  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ μ

+
ε

∂
∂

+
σ

+×= 222

22
1div HE

t
JHEJEi

rrrrrrr
,     (4.194) 

aceasta reprezentând teorema Poynting sub formă diferenţială, în absenţa substanţelor 
feromagnetice, relaţiile dintre intensităţile câmpului şi inducţii fiind, în general, liniare. 
Sub formă integrală, teorema Poynting este: 

 ( ) ∫∫∫∫
ΣΣΣ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ μ

+
ε

∂
∂

+
σ

+×=
Σ VV

n
V

i VHE
t

VJSuHEVJE d
22

d1dd 222 rrrrrrrr
 (4.195) 
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Din relaţia (4.195) rezultă că energia electromagnetică produsă în volumul  este 
cheltuită pe seama fluxului de energie prin efect Joule şi a existenţei unei energii variabile 
în timp a câmpului electromagnetic. Notând puterea cheltuită, sub formă termochimică, pe 
unitatea de volum cu 

ΣV

   JEJQ i
rrr

−
σ

= 21
,       (4.196) 

teorema Poynting pentru un câmp electromagnetic în care nu există fenomene de 
histerezis, se poate scrie sub forma: 

    0=+
∂
∂

+ Q
t
wS p

r
div .           (4.197) 

 În cazul unui câmp staţionar, 0=
∂
∂

t
w

, iar relaţia (4.197) devine: 

     0 div =+QS p
r

.    (4.198) 

Dacă , energia electromagnetică intră în volumul  şi în cazul în care 
, energia electromagnetică iese din volumul . 

0>Q ΣV
0<Q ΣV

Pe baza teoremei Poynting, se poate da ecuaţiilor )(EDD
rr

= , )(EJJ
rr

=  şi 

 şi o altă justificare. Teorema lui Poynting (4.189) este o consecinţă directă a 
ecuaţiilor lui Maxwell şi se poate scrie sub forma: 

)(BHH
rr

=

 ( ) ∫∫∫
ΣΣ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+=×−
Σ VV

n V
t
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t
DEVJESuHE ddd

r
r

r
rrrrrr

,        (4.199) 

exprimând puterea totală care intră într-o suprafaţă închisă Σ . Membrul drept al teoremei 
Poynting conţine trei termeni. Termenul din stânga este interpretat ca fiind puterea totală 
netă livrată la volumul  de către sursele exterioare sau câmpuri. dacă fluxul net livrat 
este negativ, se interpretează ca fiind acea putere medie care este livrată de la volumul  

la sursele exterioare sau câmpuri. Vectorul 

ΣV
ΣV

pS
r

 este numit vectorul Poynting şi este 
interpretat ca fiind densitatea de flux de putere în fiecare punct al suprafeţei . Integrala 
de volum 

Σ

∫
ΣV

VJE d
rr

, care pentru curentul de convecţie se scrie sub forma: 

 ( )∫∫
ΣΣ

−−++ ρ+ρ=
VV

VvvEVJE dd rr r r r
,      (4.200) 

reprezintă rata cu care câmpul electric efectuează lucru asupra sarcinilor electrice în 
volumul . Acest termen poate fi pozitiv şi, atunci, o cantitate netă de lucru pe unitatea 
de timp este efectuat de câmp asupra sarcinilor, sau poate fi negativ şi, atunci, o cantitate 
de putere este transferată de sarcinile electrice la câmp. În cazul în care volumul  nu 

conţine decât materiale conductoare, 

ΣV

ΣV
EJ
rr

σ= , şi 
   0dd 2 >σ= ∫∫

VV

VEVJE
rrr

           (4.201) 

reprezintă pierderile ohmice în volumul V , adică, conversia energiei electromagnetice în 
căldură. În cazul în care volumul V  din relaţia (4.195) este ocupat de baterii atunci 
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0d <∫
ΣV

VJE
rr

 şi aceasta reprezintă rata de conversie a energiei chimice (sau de altă natură) 

în energie electromagnetică. Termenul ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

V

V
t
BH

t
DE d

r
r

r
r

 reprezintă rata netă cu care 

energia creşte în volum datorită câmpului electromagnetic. Dacă între vectorii D
r

 şi E
r

, 
respectiv  şi B

r
H
r

 există relaţii liniare, rezultă: 

 ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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d
dd 22 rr
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.      (4.202) 

Întrucât puterea este rata în timp a schimbării energiei, energia electromagnetică 
totală înmagazinată în volumul V  este: 

  ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ μ+ε=

V
em VHE

t
W d

2
1

2
1

d
d 22 rr

.      (4.203) 

Din relaţia (4.203) rezultă că energia electromagnetică include energia electrică 

distribuită cu densitatea 2

2
1 Ewe

r
ε=  în volumul V  şi energia magnetică distribuită cu 

densitatea 2

2
1

= Hm
r

μw . Atât densităţile de energie, cât şi forma diferenţială a teoremei 

Poynting, privită ca fiind conservarea energiei într-un punct, este necesar să fie considerate 
din punct de vedere macroscopic (distribuţie continuă a energiei în volumul V ). 

Teorema Poynting rezultă din ecuaţiile de câmp şi reprezintă conservarea energiei 
electromagnetice sub forma: fluxul net al puterii interioare din volumul  prin suprafaţa 
închisă  este egal cu puterea împărţită la sarciniîn volum închis de suprafaţă, plus rata 
de schimbare a energiei înmagazinate în volumul 

ΣV
Σ

V . Dacă în relaţia (4.202) se introduc 
expresiile pentru vectorii  şi, respectiv B

r
E
r

, rezultă: 
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. (4.204) 

Întrucât sursele sunt interiorul volumului V  la o distanţă finită de origine, când 

timpul variază lent, vectorii de câmp variază cu r
r

,1
2  fiind distanţa de la sursă la punctul 

de observaţie. Potenţialele variază cu 
r
1

 şi considerând suprafaţa Σ  ca fiind o sferă a cărei 

rază creşte fără limită, atunci integrala: 
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, când ∞→r ,       (4.205) 

iar 

 ∫ ∫∫
⎥
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⎦
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⎢
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.     (4.206) 

Schimbând ordinea de integrare în relaţia (4.206) şi ţinând seama de relaţia: 
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 AJVt
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δ+δρ=⎟⎟
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formula (344) devine: 
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În cazul mediilor liniare, se poate considera că kdd ρ=ρ  şi , unde 
, iar: 

kAA dd
rr

=
]1,0[∈k

ρ=ρ=δρ ∫∫
ρ

VkkVV
2
1d

1

00

 şi AJkkAJAA
A rrrrrr
r

2
1d

1

00

==δ ∫∫ ,           (4.209) 

şi relaţia (4.208) devine: 

  ∫∫ +ρ=
VV

em VAJVVW d
2
1d

2
1 rr

.      (4.210) 

 
4.2. Teoria electromagnetică a luminii 
 
 În cadrul teoriei electromagnetice a luminii sunt utilizate numai proprietăţile 
clasice ale câmpurilor electrice, pe baza acesteia explicându-se pe deplin fenomenele de 
interferenţă, difracţie, reflexie, refracţie, absorbţie şi de dispersie. Există şi alte fenomene 
cum ar fi emisia şi absorbţia radiaţiilor optice, efectele fotoelectric şi Compton etc, în care 
intervine sub o formă detaliată interacţiunea dintre lumină şi atomi, molecule, care nu pot 
fi explicate pe baza teoriei electromagnetice a luminii (Maxwell) şi este necasară teoria 
cuantică. Domeniul optic al spectrului radiaţiilor electromagnetice cuprinde toate radiaţiile 
care pot fi manipulate cu mijloace optice: lentile, oglinzi, prisme, reţele de difracţie, lame 

etc. şi se întinde între aproximativ 100  (razele X moi) şi 1 mm (radar), fiind împărţit în: 

UV vid, exclusiv pentru gaze şi vapori (100 

o
A

o
A ÷ 1150 ), UV şi pentru materia 

condensată (1150 1850 ), UV (1850 

o
A

o
A ÷

o
A

o
A ÷ 4000 ), vizibil (4000 7500 ), IR 

apropiat (0,7 

o
A

o
A ÷

o
A

mμ ÷ 3 mμ ), IR (3 mμ ÷ 50 mμ ), IR îndepărtat (50 mμ ÷ 1000 mμ ). 
 
4.2.1. Propagarea undelor electromagnetice 
 
Ecuaţia de propagare. Ecuaţia de propagare a unei unde electromagnetice se poate obţine 
plecând de la ecuaţiile Maxwell (4.43)-(4.46) şi legile de material (4.84), (4.98). Astfel, în 
cazul unui mediu fără sarcini spaţiale ( )0=ρ  şi fără curenţi electrici , cazul unui 
mediu izolant, omogen, presupus perfect din punct de vedere electric şi magnetic), ţinând 
seama de relaţiile: 

( 0=j
r

     
t
BE
∂
∂

−=
r

r
rot ,      (4.211) 

    
t
DJH
∂
∂

+=
r

rr
rot ,        (4.212) 

     0=∇B
r

,           (4.213) 
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    0=∇D
r

,          (4.214) 
rezultă: 
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 De asemenea, este verificată relaţia: 
    EEE

rrr
Δ−=∇⋅∇=×∇×∇ .      (4.216) 

 Ţinând seama de relaţiile (4.215) şi (4.216), rezultă ecuaţia de propagare a unei 
unde electromagnetice sub forma: 

  01
2

2

2 =
∂
∂

−Δ
t
E

v
E

r
r

          (4.217) 

unde 
     ( ) 2/1−με=v                (4.218) 

reprezintă viteza de propagare a mărimii ( )trE ,
r

. Eliminând pe E
r

 din ecuaţiile Maxwell 

(4.211)-(4.214) şi ţinând seama de legile de material, rezultă o ecuaţie de undă pentru H
r

, 
identică ecuaţiei (4.217). Analog, se pot obţine ecuaţii de undă pentru  sau pentru B

r
D
r

. În 
cele ce urmează, se consideră ( ) ( )trE ,tr , rrr

→ψ . Ţinând seama că în vid, 

.]S.I[10
36

1 9
0

−

π
≈ε  şi , rezultă: .]S.I[71040

−⋅π≈μ

    ( ) 182/1
00 ms103 −− ⋅≈με=c      (4.219) 

deci, se găseşte exact aceeaşi viteză ca cea a luminii în vid, aceasta fiind o confirmare 
strălucită a ipotezei lui Maxwell că lumina este datorată propagării undelor 
electromagnetice (natura electromagnetică a luminii). Într-un mediu transparent, altul 
decât vidul, caracterizat de rεε=ε 0  şi 00 μ≈μμ=μ r , se poate defini indicele de 
refracţie al mediului prin relaţiile: 

     
v
cn = ,           (4.220) 

     ,           (4.221) rn ε=2

care sunt verificate pentru frecvenţe foarte joase (I. R. îndepărtat). În cazul frecvenţelor 
mari (I. R. apropiat, V., U.V. etc.), se constată că ( )νε=ε rr . 
 
Integrala generală a ecuaţiei de propagare. Considerând cazul particular al problemei în 
care , ecuaţia undelor (4.7) se reduce la: ( txEE ,

rr
= )
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22
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E

rr

         (4.222) 

a cărei integrală generală, prin analogie cu ecuaţia undelor mecanice (volumul I), este: 

  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ϕ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

v
xt

v
xtftxE
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, .       (4.223) 

Integrala generală (4.223) reprezintă suprapunerea a două pertutbaţii. Propagarea 

perturbaţiei reprezentate prin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

v
xtf

r
 sau ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ϕ

v
xtr

 este o undă specială, prin aceea că 
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forma perturbaţiei este nealterată în timpul propagării prin mediu. Pe baza celor prezentate 
mai sus se poate afirma că, regiunea din mediu, care este sediul undelor electromagnetice, 
se numeşte câmp electromagnetic. Locul geometric al punctelor din mediu care sunt la un 
moment dat în fază poartă numele de front al unde electromagnetice. 
 
4.2.2. Tipuri de unde electromagnetice 
 
Unde electromagnetice sferice. În cazul unei simetrii sferice ecuaţiile Maxwell (4.43)–
(4.46) se scriu în coordonate sferice. Considerând un mediu fără sarcini electrice libere 

 ecuaţia de propagare verificată de potenţialul scalar ( 0=ρ ) V  devine: 

    01
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V ,   (4.224) 

În coordonate sferice ecuaţia (4.224) se scrie: 
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   (4.225) 

şi admite soluţii de forma: 
   ]exp[)()()( trRV ωϕΦθΘ= i          (4.226) 

 Dacă ( )trVV ,= , ecuaţia (4.225) se scrie sub forma: 
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şi admite soluţiile: 
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Considerând că unda care se propagă în sensul lui r  crescător (unda progresivă) 
reprezintă o formă simplă a undei plane: 
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potenţialul într-un punct  creat de sursa ( trP , ) S  considerată în originea sistemului de 
coordonate, este dat de relaţia: 

   ( )
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v
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⎡
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Pe baza principiului lui Huygens: o suprafaţă de undă, având centrul în sursa  
(fig. 4. 5), emite unde secundare la un moment, acesta fiind ales ca origine şi fiecare din 
aceste suprafeţe de unde secundare are o rază 

0S

vt  la momentul t , iar anvelopa tuturor 
undelor secundare formează o nouă suprafaţă care constituie frontul de undă la momentul 
t ; perturbaţia trimisă în P  de elementul de suprafaţă  este proporţională cu . 
Ţinând seama de relaţia (4.23 0), amplitudinea undei în punctul 

Sd Sd
M  este: 
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unde  este distanţa de la sursa  la punctul 1r 0S M . 
 

 
 

Fig. 4. 5. Reprezentarea schematică a unei unde sferice. 
 

Potenţialul în punctul P  aflat la distanţa r  de punctul M  este dat de relaţia: 
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Ţinând seama de faptul că potenţialul satisface ecuaţia (4.224), rezultă: 
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Ţinând seama de relaţia (4.232), potenţialul V  pe suprafaţa Σ , la momentul 
v
rt −  

devine: 
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Din relaţia (4.234) se obţin: 
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şi 
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În urma introducerii relaţiilor (4.236)-(4.237) în (4.234), rezultă: 
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Considerând λ>>r  şi λ>>1r , unde 

ω
π=λ

v2 ,              (4.238) 
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(situaţie întâlnită cel mai des în practică, mai ales în optică), relaţia (4.237) devine: 

( ) ( )[ ( ]1
1

1
,cos,cos

2
idiexp ruruS

v
rrt

rr
APV nn

rrrr
−

λ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
−ω= ∫ ) .      (4.239) 

În urma comparării relaţiei (4.29), rezultată din soluţia exactă a ecuaţiilor Maxwell 
şi relaţia (4.233), obţinută, cu ajutorul principiului Huygens, se observă că factorul corectiv 

( )[ ( ]1,cos,cos
2
i ruru nn

rrrr
−

λ
)  nu a fost prevăzut de către principiul lui Huygens. Acest 

factor corectiv evidenţiază faptul că amplitudinea undelor secundare, care sosesc în punctul 
 de la sursă, depinde de unghiurile făcute de P rr  şi 1r

r
 cu normala , precum şi de 

lungimea de undă. Utilizând relaţia (4.233) se pot rezolva probleme de difracţie uzuale, 
aceasta fiind o aplicaţie a principiului Huygens. Relaţiile (4.238) şi (4.239), care sunt 
soluţii ale ecuaţiei d’Alembert (4.224), dau o expresie matematică exactă a principiului 
Huygens, aducându-i corecţiile necesare. Dacă între sursa  şi punctul  se pun ecrane 
în care sunt practicate orificii (fante), expresia (4.239) conduce la previziuni corecte ale 
figurilor de difracţie. 

nur

P0S

 
Unde electromagnetice plane. Unda armonică plană. Unda electromagnetică plană, 
progresivă, prin analogie cu cea mecanică (volumul I), este descrisă de ecuaţia: 

  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ξ
−⋅=ξ

v
tfconst.tEp ,      (4.240) 

sau 

   ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ξ
−=ξ

v
tfEtE p 0,

rr
.            (4.241) 

În cazul undei armonice plane se utilizează şi expresiile: 

  ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ω=

v
rutAtrE k
rrrrr

iexp, ,       (4.24 2) 

   ( ) ( )[ ]rktAtrE rrrrr
−ω= iexp, ,     (4.243) 

   ( ) ( )[ ]xktAtxE −ω= iexp,
rr

.     (4.244) 
 
Ecuaţia atemporală a undelor electromagnetice. Pe baza analogiei cu undele mecanice 
ecuaţia atemporală a undelor electromagnetice este: 

   ( ) ( ) 02 =+Δ rEkrE rrrr
,         (4.245) 

intensitatea câmpului electric, care reprezintă o undă armonică plană, putând fi pusă sub 
forma: 

   ( ) ( ) ]i[exp, trEtrE ω=
rrrr

          (4.246) 
 

Unde produse de perturbaţi de durată finită şi de pertutbaţii de durată 
infinită. În cazul unei perturbaţii de forma (fig. 4. 6): 
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⎠
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⎝
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⎠
⎞

⎜
⎝
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⎟
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−∞−∈
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,,
2

pentru,0

;
2

,
2

pentru],i[exp

;
2

,pentru,0

)( 00
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ttttE
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tE    (4.247) 

rezultă: 

( ) ( ) ( )[ ]

t

t
tE

ttEtttEE
t

t

Δ⋅ωΔ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ⋅ωΔ

Δ⋅=

=ω−ω−=ω−=ω ∫∫
Δ+

Δ

+∞

∞

2
1

2
1sin

diexpd]i[exp

0

2

2-
00

-

    (4.248) 

unde . Reprezentând intensitatea undei ω−ω=ωΔ 0 ( ) 2ωE  funcţie de tΔ⋅ωΔ21  (fig. 
4. 7), se observă că unda electromagnetică este compusă dintr-o infinitate de perturbaţii de 
frecvenţe diverse ω , unde 

   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ωΔ

+ω
ωΔ

−ω∈ω
2

,
2 00 .     (4.249) 

 În cazul când banda de frecvenţă în care ( )ωE  are valori semnificative este limitată 
abaterea maximă ωΔ  a frecvenţelor faţă de 0ω  este dată de relaţia: 
     π≥Δ⋅ωΔ 2t .       (4.250) 
 Din relaţia (4.250) se observă că în cazul perturbaţiilor de durată finită, se obţine un 
spectru de frecvenţe şi în cazul particular în care tt Δ→Δ (0  fiind durata perturbaţiei), 
rezultă , adică, întregul spectru de frecvenţe. ∞→ωΔ
 

 
 

Fig. 4. 6. Reprezentarea grafică a unei perturbaţii finite. 
 

În cazul când tΔ  este foarte mare, se obţine un spectru mic de frecvenţe, în jurul 
frecvenţei , iar pentru 0ω ∞→Δ t , rezultă 0,0 ω=ω→ωΔ  (cazul undei armonice 
plane). 
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Fig. 4. 7. Dependenţa intensităţii undei de 2/tΔ⋅ωΔ . 
 
4.3. Tipuri de propagare 
 
Propagarea liberă. Regimuri staţionare. La fel ca în cazul undelor mecanice, şi în cazul 
undelor electromagnetice, propagarea liberă corespunde unei pertubaţii sinusoidale pure, 
de frecvenţă ω . În cazul unui mediu de întindere infinită ( )∞→x , rezultă: 

 ( ) ]i[exp tzEuEE xp ω==
rrr

     (4.251) 
unde 

   ( ) ]i[exp kzAzE −= .         (4.252) 
Dacă mediul are întinderea finită Lx = , prin analogie cu undelel mecanice 

(volumul I), şi în cazul undelor electromagnetice există un regim staţionar, deoarece 
bilanţul transmisiei energiei într-un anumit punct din mediu este nul. 

În cazul existenţei de reflexii atât în Lx = , cât şi în 0=x , apare regimul rezonant, 
 existând pentru anumite valori ale parametrului ( )zEn nωω, , numite valori proprii. 

Soluţiile , corespunzătoare valorilor proprii ( )zE nω , poartă numele de funcţii proprii. 
 
Propagarea într-un mediu dispersiv. În cazul unei perturbaţii de durată finită care se 
propagă în mediu are o amplitudine de valori semnificative în domeniul de frecvenţe 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ωΔ

+ω
ωΔ

−ω∈ω
2

,
2 00 , prin analogie cu undele mecanice se obţine: 

   ( ) ( )
α
α

=
sin,, 0 txEtzE ,           (4.253) 

unde 
  ( ) ( )[ ]zktAtzE 000 iexp, −ωωΔ= ,        (4.254) 

iar 

   
2d

d

0

ωΔ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ω

−=α
ω

zkt .    (4.255) 

La fel ca în cazul undelor mecanice şi în cazul undelor electromagnetice se 
definesc: viteza de fază, 

    
0

0

k
v ω
= ,          (4.256) 

şi viteza de grup 
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0

d
d

ω
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ω

=
k

U ,     (4.257) 

între acestea existând relaţia Rayleigh: 

    
λ

λ−= vU    (4.258) 
d
dv

, 

U  fiind viteza de propagare a amplitudinii, adică, viteza de propagare a energiei oscilaţiei 
rezultante. Pachetul de unde există, practic, pentru: 

   π≤
ωΔ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≤π−

2U
zt ,           (4.259) 

adică 
   UtlzlUt +≤≤−        (4.260) 

unde 

    
ωΔ
π

=
Ul 2

,          (4.261) 

trenul de unde (pachetul de unde) fiind cuprins între punctele  şi  şi are 

lungimea . Pentru deducerea relaţiilor de mai sus s-a presupus că 

lUt − lUt +

l2 1<
ω
ωΔ

, adică 1≥
λ
l

, 

numai în acest caz, trenul de unde se deplasează fără deformaţie, amplitudinea sa fiind o 
funcţie periodică care se deplasează cu viteza U . 
 
4.3.1. Structura undei electromagnetice 
 

În cele ce urmează se consideră o undă electromagnetică care se propagă în direcţia 
 şi că  este perpendicular la planul  (fig. 4. 8). Ecuaţia undei descrisă mai sus este: nur nur P

   01
2

2

2 =
∂
∂

−Δ
t
E

v
E

r
r

          (4.262) 

unde . Din fig. 4. 8 se observă că: ( turEE n ,, rrrr
= )

   zyxn uzuuuxur ++=
rr

           (4.263) 
şi 

 
ξ∂
∂

=
∂
∂

ξ∂
∂

=
∂
∂

ξ∂
∂

=
∂
∂

zyx u
z

u
y

u
x

;; .  (4.264) 

 

 
 

Fig. 4. 8. Reprezentarea schematică a propagării unei unde electromagnetice. 
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4.3.2. Transversalitatea intensităţilor câmpurilor electric şi magnetic 
 

Ţinând seama de relaţia (4.264), ecuaţia (4.262) devine: 

   01
2

2

22

2
=

∂
∂

−
ξ∂

∂
t
E

v
E

rr

.         (4.265) 

Făcând schimbările de variabilă α=−ξ vt  şi β=+ξ vt , rezultă: 

    0
2

=
β∂⋅α∂

∂ E
r

,     (4.266) 

adică 
 ( ) ( ) ( )vtruEvtruEEEE nrnprp ++−=β+α=

rrrrrrrrr
)( .       (4.267) 

Unda progresivă este descrisă de ecuaţiile: 
   ( )vturEE n −=

rrrr
       (4.268) 

şi 
   ( )vturHH n −=

rrrr
.       (4.269) 

În cazul undei armonice plane, relaţiile (4.268) şi (4.269) devin: 

   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ω=

v
rutEE n
rrrr

iexp0 ,    (4.270) 

respectiv 

  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ω= HH

v
rut n

r rrr
iexp0 .   (4.271)  

Întrucât , rezultă: 0=ρ
    0=∇E

r
            (4.272) 

şi, deoarece , atunci: 0=∇B
r

    0=∇H
r

.             (4.273) 
Pe baza relaţiilor (4.272) şi (4.273) se poate scrie că: 

   0=⋅Eun
rr

 şi 0=⋅Hun
rr

,    (4.274) 
adică, atât intensitatea câmpului electric, cât şi intensitatea câmpului magnetic ale undei 
sunt perpendiculare pe direcţia de propagare a acesteia, undele electromagnetice fiind unde 
transversale. 
 
Relaţiile dintre intensităţile câmpurilor electric şi magnetic. În urma schimbării de 
variabilă 

     vturu n −⋅=
rr

,    (4.275) 
relaţiile (4.262) devin: 

    ( )uEE
rr

=  şi ( )uHH
rr

= .            (4.276) 
 Pe baza legii inducţiei electromagnetice (4.43) şi a magnetizaţiei (4.66), rezultă: 

    
t

HE
∂
∂

μ−=×∇
r

r
.      (4.277) 

 Întrucât 

uHv
t
u

u
H

t
H ′−=

∂
∂

=
∂
∂ r

rr

d
d

             (4.278) 
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şi 

    
iu xj

i

j uE
x
E

′=
∂

∂
,       (4.279) 

unde zyxij ,,, =  relaţia (4.277) devine: 

    un HEu ′μν=′×
rrr

,        (4.280) 
rin integrare, care, p conduce la: 

HvEun ′μ=×
rrr

           (4.281) 
sau 

EuH .        (4.282)     n
rrr

×
μ
ε

=

 De egea circuitului magnetic (2.44) şi de legea 
polaria

asemenea, ţinând seama de l
ţiei electrice (2.65): 

    
t
EH ∂

ε=×∇
∂

r
r

.         (4.283) 

( )uHH
rr

=   Ţinând seama de relaţia şi f d acelaşi raţionament ca în cazul 
expre

 

ăcân
siei (4.277), se obţine: 

Hu
rr

× .            (4.284)    E n
r

μ
ε

−=

 gresive vtruu n +=
rr

, : rezultăÎntrucât în cazul undelor re

EuH −=       n
rrr

×
μ
ε

,       (4.285) 

respectiv 

HuE n
rrr

×
ε
μ

= .            (4.286) 

 Pe baza celor prezentate mai sus rezultă că intensităţile câmpurilor electric şi 
magnetic sunt perpendiculare atât pe direcţia de propagare, cât şi î le aportuntre e , r l lor fiind 
constant, triedrul ( )vuvHE n

rrrr
=,,  fiind un triedru direct. Acest ansamblu ortogonal al 

vectorilor E
r

 şi H
r

ns ituie o undă electromagnetică plană, polarizată rectiliniu. 
 
Impedanţa vidului. Intensitatea undei electromagnetice. Pe baza teorema energiei 
lectromagnetice rezultă că pentru 0=E

 co t

e i
r

 şi în absenţa pierderilor 

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ μ+ε

∂
−∇ 22

2
1

2
1 HE

t
S p
r

     (4.287) 
∂

=

unde  
    HES p

rrr
×=    

ctorul lui Poynting. În cazul unei unde electromegnetice armonice plane, (fig. 4. 9), 
rezultă: 

              (4.288) 
este ve

 0;iexp;0 =⎥
⎤

⎢
⎡

⎟
⎞

⎜
⎛ −ω=== zmyx ExtEEEE        (4.289) 

⎦⎣ ⎠⎝ v
şi 
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⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −ω

μ
ε

====
v
xtEHHHH mzyx iexp;0;0 .    (4.290) 

 
Fig. 4. 9. Reprezentarea schematică a unei unde electromegnetice armonice plane. 

 
Introducând, prin definiţie, impedanţa de undă a mediului: 

r

rr ZEZ μ
=

μμ
== 0

0 ,      (  
rH εεε0

4.291) 

unde stată că între modulul 
vectorului lui P sitatea câmpului electric există laţ : 

  

( )Ω≈ 6,3760  este impedanţa vidului, atunci se conZ
oynting şi inten  re ia

2ES  p μ
= .     (4.292) 

Întrucât intensitatea undei sau media în timp a intensităţii e

rε

ste proporţională cu 
2

E
r

 şi cu fluxul de energie este 
Z

E1 m
2

2
 sau 2

m , rezultă că intensitatea undei este  
2
1 HZ

proporţ
 
4.4.

acteristici care nu pot fi puse în evidenţă 
 pentru informaţii calitative, aparate optice care 
chiului. Din punct de vedere experimental, se 

ăpăta informaţia necesară, trebuie făcute atât 

ională cu modulul vectorului lui Poynting. 

 Starea de polarizare a luminii 
4.4.1. Bazele experimentale 

Este cunoscut faptul că lumina prezintă car
cu ochiul. de multe ori fiind necesare, chiar
să prelucreze informaţia şi s-o transmită o
constată că două fascicule de lumină cu aceeaşi distribuţie a intensităţii într-un anumit 
domeniu de frecvenţă pot interacţiona în mod diferit cu aceleaşi elemente optice. În 
general, interacţiunile pot fi puse în evidenţă printr-o inegalitate a direcţiei de propagare, o 
modificare a spectrelor lor sau o combinaíe a acestora. Acea caracteristică a luminii la care 
ochiul nu este sensibil, dar pentru care există elemente optice sensibile, este cunoscută sub 
numele de polarizare (stare de polarizare). 

Un fascicul de lumină emis de sursă transportată la detector atât informaţii despre 
sursă, cât şi despre oricare interacţiune pe care o suferă pe drumul de la sursă la detectorul. 
Informaţiile ne furnizează cunoştinţe despre condiţiile emisiei şi procesele fizice care au 
loc în interacţiunea cu mediul. Pentru a c
măsurătorile asupra observabilelor: intensitatea radiaţiei, ( )ω= II , gradul de polarizare, 

( )ω= PP  şi numărul de undă ( )ω= kk
rr

, care care caracterizează direcţia de propagare 
Pentru a descrie clasic o undă electromagnetică, este necesar să se cunoască 

intensitatea, frecvenţa, direcţia de propagare, orientarea vi r faţă de aceeaşi axă 
şi variaţiile intensităţ ţei, direcţiei de propagare şi orientării vibraţiilo
eaşi axă cunoscută, iar pentru a specifica orientarea vibraţiilor faţă de o ax

braţiilo
cunoscută ii, frecven r 
faţă de ace ă 
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cunoscută, este necesar să se aleagă unul din vectorii intensitate câmp electric sau 
intensitate câmp magnetic. Pe baza experienţei elaborată de Wiener rezultă că vectorul 
intensitate câmp electric E

r
 joacă rolul dominant în măsurătorile optice. Caracteristicile de 

orientare ale acestui vector în timp şi în spaţiu sunt numite polarizarea undei. Fixând un 
punct particular al fasciculului undei prin locul geometric al vârfului vectorului electric la 
acel punct, se obţine o măsură a polarizării. Planul de propagare este planul care conţine 
direcţia vibraţiei şi direcţi de propagare. 
 
4.4.2. Unda electromagnetică plană şi armonică 
 

Este cunoscut faptul că orice un

a 

dă electromagnetică poate fi considerată ca o 
prapunere de unde electromagnetice plane armonice. În cele ce urmează se consideră o su

E
r

 şi H
r

undă electromagnetică plană armonică, pentru care  au forma: 
   ( )δ+τcosa                (4.293) 

unde τ  este partea variabilă a factorului de fază, adică: 

    rkurt n rrt
v

rr

−ω=⎟
⎞

⎜
⎛ −ω=τ    

⎠
.   (4.294) 

⎝
 Alegând axa Oz  paralelă cu direcţia nur Ox   (fig. 4. 10), componentele după axele 

şi Oy  ale lui E
r

 şi cele corespunzăto i are lu H
r

 sun
transversal. În cele ce urm ă se studiază natura curbei (locul geo

stă

t nenule, întrucât câmpul este 
eaz metric) care este 

descrisă de vârful vectorului intensităţii câmpului electric ca punct tipic în spaţiu. Acea  
curbă este locul punctelor ale căror coordonate sunt: 

 ( ) ( )[ ]{ }xxxxx EEE δ+τ=δ+τ= iexpRecos
00

,         (4.295) 

 ( ) ( )[ ]{ }yyyyy EEE δ+τ=δ+τ= iexpRecos
00

,         (4.296) 

    0=zE .            (4.297) 
Pe baza celor prezentate mai sus, rezultă: 

  xx
xE

0

xE
δτ−δτ= sinsincoscos ,   

şi 

   (4.298) 

yy
y

y

E
E

δτ−δτ= sinsincoscos
0

.      (4.299)   

 

 
 

Fig. 4. 10. Reprezentarea schematică a direcţiei de propagare a 
unei unde electromagnetice. 
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În urma amplificării relaţiei (4.298) cu yδsin  şi (4.299) cu − sin yδ  şi adunării 
zultatelor, rezultă: re

  δτ−δ sincossinsin y
y

x EE
        (4.300) =δ

00

x
yx EE

 

De asem plificării relaţiei (4.298) cu şi pe (4.299)

cu şi adunând rezultatele, se obţine: 

enea, în urma am  yδcos  

xδ− cos  

 δτ=δ−δ sinsincoscos
0 y

y
y

x

x

E
E

E
E ,                (4.301) 

0

x

unde 
    xy δ−δ=δ .     (4.302) 

laţiile (4.301) şi (4.302), după ridicarea acestora la pătrat şi adunarea lor, rezultă: Din re

 δ=δ⎟
⎟

⎜
⎜
⎟
⎟

⎜
⎜−⎟

⎟
⎜
⎜+⎟

⎟
⎜
⎜ 2sincos2 xx

EEEE ,               (4.3
⎠⎝⎠⎝

⎛

⎠

⎞

⎝⎠⎝

2

0000 yxyx

E
03) 

relaţie care reprezintă ecuaţia undei canonice. 
 
4.4.3. Polarizarea eliptică 

Determinantul corespunzător conicei din relaţia (4.303) este: 

⎞⎛⎞⎛⎞⎛
2

yy EEE

 

( ) 01cos

cos
2

22

2 000

000

≥⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

δ
−

δ
−

yxyx

yyx

EEEE
EEE

,           (4.304) 

acesta reprezentând o elipsă înscrisă într-un dreptunghi ale cărui laturi sunt p
axele de coordonate (fig. 4. 11) şi ale căror lungimi sunt şi , elipsa atingând 

1
sincos11 2

2
000 ⎜

⎛ δ
=δ−−=yxx EEE

aralele cu 

0
2 xE  

0
2 yE

laturile acestui dreptunghi în punctele: 
   ( )δ±± cos;

00 yx EE           (4.305) 
şi 

( )
00

;cos yx EE ±δ± .          (4.306)    
und
 

a reprezentată de relaţiile (4.295) şi (4.297) fiind polarizată eliptic. 

 
 

Fig. 4. 11. Reprezentarea schematică a undei polarizate eliptic. 
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Intensitatea câmpului magnetice H
r

 se comportă la fel ca intensitatea câmpului 
electric E

r
, deoarece: 

  

 

( )yyyx EEH δ+τ
μ
εε

−=
μ

−= cos
0

,           (4.307) 

  ( )xxxy EEH δ+τ
μ
ε

−=
μ
ε

−= cos0 ,           (4.308) 

    0=zH .   
Pe baza celor prezen ă vârful vectorului intensitate câm

magnetic, 

         (4.309) 
tate mai sus rezultă c p 

H
r

, descrie o elipsă într-un dreptunghi ale cărui laturi sunt paralele la direcţiile 

Ox  şi Oy ale căror lungimi sunt  şi 
0

2 yE
μ
ε

 şi, respectiv 
0

2 xE
μ
ε

. Se demonstrează că: 

δ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=δ

−
=Ψ cos2cos22 222

0

0

0

0

00

00

x

y

x

y

yx

yx

E
E

E
E

 
EE

EE
tg ,       (4.310) 

unde  este unghiul dintre direcţia Ψ Ox  şi ξO . De asemenea, se poate defini un unghi 
ei. 

 fenomenul de suprapunere a undelor. În regiunea de 
prapunere intensitatea luminii variază de la un punct la altul între maxime care depăşesc 
ma 

auxiliar care specifică forma şi orientarea elips
 
4.5. Interferenţa luminii 
 
 Interferenţa reprezintă
su
su intensităţilor fasciculelor şi minime care pot fi nule, obţinându-se franje de 
interferenţă. Intensitatea luminii, I  este definită ca fiind media în timp a energiei care 
traversează unitatea de suprafaţă perpendiculară pe direcţia fluxului de energie în unitatea 
de timp. În cazul interferenţei, com arând intensităţile radiaţiilor în acelaşi mediu, rezultă 

că mărimea 

p
2E , unde E  este intensitatea câmpului electric, este o măsură a intensităţii. 

Pentru ca să ducă fenomenul de interferenţă undele trebuie să aibă aceeaşi pulsaţie şi 
să fie coeren
 
4.5.1. Coerenţa 

se pro
te. 

undelor luminoase 
 

tea undelor de a avea aceeaşi lungime de undă şi o 
diferen  de fază constantă în timp. În cazul suprapunerii undelor coerente ia naştere 
fenome

nterferometrul Young. Pentru punerea în evidenţă a 
nomenului de interferenţă şi evaluarea gradului de coerenţă al unei radiaţii optice se 

Coerenţa reprezintă proprieta
ţă
nul de interferenţă staţionară. 

 
Coerenţa totală şi coerenţa parţială. I
fe
utilizează un interferometru Young (fig. 4. 12). Se consideră undele emise de sursele 
secundare S1 şi S2, reprezentate, din punct de vedere optic, prin vectorii intensitate a 

câmpului electric 1E
r

 şi 2E
r

, şi suprapuse într-un punct oarecare M din planul în care se 
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observă interferenţ Intensitatea radiantă I rezultantă în punctul respectiv este definită prin 
relaţia: 

( )

a. 

  2121
2

21 2 EEIIEEI
rrrr

++=+=                 (4.311) 

unde 2E
r

=  este E11I  intensitatea radiantă în punctul M, în absenţa undei 2
r

 şi 

2
22 EI = intensitatea radiantă în acelaşi punct în absenţa undei 1E

r
. Se pot pr nta 

ii: 
 - a) 

r
 este 

două situaţ

eze

021 ≠ EE
rr

, caz în care 21 III +≠ , adică, există interferenţă între undele 1E
r

 

şi 2E
r

; 

 - b) 021 = EE
rr

, , caz în care 21 III +=  adică, undele 1E
r

 şi  nu interferă. 2E
r

 

 
 

12. Dispozitivul Young de interferenţă prin divizarea frontului de undă iniţial pe un ecran E 

 
Pentru ca undele considerate 

Fig. 4. 
cu două fante; S este sursa de radiaţii, iar S1 şi S2 sunt sursele secundare. 

 1E
r

şi 2E
r

  să poată interfera, este necesar ca acestea să 
nţăposede o proprietate numită coere . Această noţiune de coerenţă este echivalentă 

matematic cu existenţa unei relaţii stabile în spaţiu şi/sau timp între mărimi fizice care 
caracterizează radiaţia optică. În optica clasică, prin coerenţă se înţelege corelaţia 
parametrilor câmpului undei luminoase (faza şi frecvenţa), consideraţi în diferite puncte ale 
spaţiului, pe acelaşi front de undă (coerenţă spaţială) sau în diferite momente de timp 
(coerenţă temporală). Coerenţa spaţială şi cea temporală sunt proprietăţi independente. 
 Pentru caracterizarea fenomenului de coerenţă se consideră două unde 

ωelectromagnetice monocromatice plane, de aceeaşi pulsaţie , şi considerăm, pentru 
simplitate, că cele două unde au aceeaşi amplitudine 0E  şi, în p s, că sunt plan-polarizate 
după aceeaşi direcţie, ceea ce permite considerarea mponentelor scalare ale vectorilor 
intensitate a câmpului electric: 

 

lu
co

( )tEE ω−ϕ= 01 cos , ( )tEE ω−ϕ=1 202 cos .                (4.312) 
 Dacă şi  depind de timp dacă se consideră nu i 0E  2,1ϕ şi ma variaţia fazei cu 
timpul, se poate calcula media temporală a produsului 21EE  pe timpul de răspuns al 
fotodetectorului sub forma: 

  ( )21
2
021 cos ϕ−ϕ= EEE                         (4.313) 

şi, în consecinţă: 
( )[ ]21021

2
2

2
1 cos ϕ−ϕ+=++= 122 IEEEEI .           (4.314)  
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 Cu cât ( )21cos ϕ−ϕ  este mai apropiat de zero, cu atât mai b e
atât mai red

sla ste efectul de 
interferenţă (cu us este gradul de coerenţă al undei). La limită, când 

( ) 0=ϕ−ϕ 21cos , în general, coerenţa nu există.  Pentru ( ) 1±=ϕ−ϕ 21cos , avem 
te cazurile intermediare posibile între ca coerenţei 

şi coerenţă totală) corespund unei coerenţe parţiale. 
 Dacă ne punem problema coerenţei reciproce a undelor luminoase provenite de la 
S  şi S , trebuie să ţinem seama de faptul că undele p

coerenţă totală. Toa zurile limită (absenţa 

1 2 arcurg distanţe diferite S1M≠S2M, în 
durate de timp diferite 1τ  şi, respectiv, 2τ . Astfel, câmpul electromagnetic în punctul M, 
la momentul de timp t, poate fi reprezenta prin: 

  ( )
t 

( ) ( )11 22 τ−+τ−= tEtEtE .        (4.315) 
 Intens sitatea undei lu  ed mporală a 

trat al expresiei 
minoa e în punctul M, exprimată ca m ie te

modulului pă (4.315) este: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ τ+++=

=τ+++τ+++=

=τ−τ−+τ−τ−+

+−−+τ−τ−=

=τ−+τ−τ−+τ−= *
12211 tEtEtEI

)(*)(Re2

*****

**

**

2121

21212211

22112211

22221111

221

tEtEII

tEtEtEtEtEtEtEtE

tEtEtEtE

ttEttEtEtE

tE

   

   

    

   

            (4.316) 

unde . Efectul de coerenţă mutuală, care condiţionează obţinerea interferenţei 
r, este desc

   

12 τ−τ=τ
undelo ris de ultimul termen din relaţia (4.316). Astfel, introducând notaţia: 

( ) ( )
( )

21

21
* tEtE τ+

12 II
=τγ                (4.317) 

unde )(τ12γ  este numit grad  u r ce interferă. complex de coerenţă reciprocă a ndelo
Introducerea acestei funcţii permite exprimarea intensităţii radiante a undei rezultate prin 
interferenţă în punctul M sub forma: 

  ( ){ }τγ++= 1 Re2 IIIII        (4.318) 12212
unde: 
 - a) ( ) 1=τ  corespunde unei γ12 coerenţe complete (totale); 

 - b) ( ) 10 <τγ<  corespunde unei coerenţe parţiale. 12

 - c) ( ) 0=τγ1 espunde absenţei interferenţei, adică2  cor  necoerenţei totale; 

 rimea  Deci, mă ( )τγ12  poate caracteriza cantitativ gradul de coerenţă. Astfel, se 
poate scrie: 

  ( ) ( ) ( )[ ]{ },exp 121212 Δϕ−τϕτγ=τγ i                     (4.319) 
unde ( )τϕ12

, iar Δϕ
 S2=Δ

 este diferenţa te rselor secundare S1 de fază dintre cele două unde în punc le su
şi S2  este diferenţa de fază dintre aceste unde în punctul M, datorită diferentei de 
drum  a celor două unde electromagnetice, adică: MSM 1−
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 ( ) ( )MSMSMSMS 1212 −
λ
π

=−=ϕΔ
2k             (4.320) 

unde vectorului de propagare al undei rezultak este modulul nte. Pentru a deduce 
argumentul  al gradului complex de coerenţă reciprocă (grad complex de coerenţă), ( )τϕ12

( )τγ12 , se a de faptul că, în lumina monocromatică anjeleţine seam , fr  strălucitoare 
corespund diferenţei de fază π=ϕ Δ n2' , iar în lumina cvasimonocromatică, diferenţei de 
fază ( ) πτϕ n212 , n  fiind un  număr întreg. 
 Astfel, stă o deplasare a franjelor de interferenţă când se trece de la lumină 
monocromatică la lumină cvasimonocromatic

   

=ϕ+ Δ
exi

ă,  
( )τϕ=ϕ−ϕ=ϕΔ ΔΔ 12' .              (4.321) 

 Dacă pentr  de 
Δ

π2  există o deplasare u diferenţa de fază a unei franje cu distanţa 
xΔ , la o diferenţă de fază ΔϕΔ  exista o deplasare 'xΔ  oarecare, rezultând: 

( )τϕ=
Δ

   
Δ

π=ϕΔ
'2         

 

Δ 12x
Deci, măsurând deplasarea '

x
.             (4.322) 

xΔ  şi intervalul xΔ  dintre două franje, s
( )τϕ

e poate deduce 
argumentul  al gradului com lex de coeren ( )τγ12 p ţă 12 . Ţinând seama de expresia 
(4.322), relaţia (4.318) devine: 

 ( ) ( )[ ]Δϕ−τϕτγ++= 12221 cos2 IIII         (4.323) 
 Relaţia (4.323) se poate scrie sub forma: 

( )

121I

( )[ ]{ }
( ) [ ]( )   II

II

=+τγ−+

+ϕ−τϕ+ Δ

2112

12212

1

cos2

       

unde  se poate considera că provine din suprapunerea coerentă a două unde 
electromagnetice, cu intensităţile 

III +τγ= 112 [

          (4.324) 

necoerentcoerent   II +=

coerentI
( ) 112 Iτγ  şi ( ) 212 Iτγ , şi a căror 

relativ
diferenţă de fază 

ă este ( ) Δϕ−τ12ϕ
nsităţile

, iar provine din suprapunerea necoerentă a două unde necoerentI  
cu inte  ( )[ ] 112 Iτγ−1  şi ( )[ ] 212 Iτγ−1 . Deci, radiaţia electromagnetică în punctul 
M poate fi privită ca un amestec e co necoerente. În fig. 4. 13 este 
reprezentată d nte (funcţie de distanţa MSMS 12 −

 de und erente şi 
stribuţia intensităţii radiai =Δ ) în cazul 

interferentei, pe lizab al 21 IIntru cazul rea il experiment =  în situaţiile: a), b), şi c). 
 

 
a)    b)    c) 

 

Fig. 4. 13. Dependenţa intensităţi radiante a undei rezultate prin interferenţă de tip Young în 
punctul M de diferenţa de drum geometric între unde, în cazurile: a) coerenţa totală a 

celor două unde, b) coerenţa parţială şi c) lipsa totală de coerenţă. 
 
 se 
observ nerea 

Când are loc fenomenul de interferenţă, pe ecranul în care se află punctul M, 
ă franje (maxime şi minime de intensitate radiantă, provenite din suprapu
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fasciculelor de ându-se două 
anje d

 lumină obţinute de la sursele secundare S1 şi S2). Examin
fr e interferenţă vecine, una strălucitoare, a cărei intensitate în centru este maxI  şi alta 
întunecată, a cărei intensitate în centru este minI , se poate defini vizibilitatea V  a franjelor 
de interferenţă în apropierea punctului ales M prin relaţia: 

  
minm

minmax
II
IIV

ax +
−

= .    (4.325) 

 Măsurând în punctul M pe 

     

V , se poate determina pentru punctul respectiv modulul 
funcţiei de coerenţă reciprocă 

   ( )
necoerentI

 Într-adevăr, ţinând 

coereI
=τγ12 .                   (4.326) 

seama că, în relaţia (4.324),  pentru 
ntru

nt

maxII =
( )[ ] 1cos 12 =ϕ−τϕ  ( )[ ] 1cos 12 −=ϕ−τϕΔ  şi minII =  pe Δ e: , se ob

  

ţin

( ) ⎟
⎠

⎜
⎝

+⋅=τγ
12

12 2 II
V

 1,, IIV   perimental. 

⎟
⎞

⎜
⎛ 211 II .                         (4.327) 

 În relaţia (4.327) mărimile pot fi determinate ex
 
Coerenţa spaţia aţială este determinată de p prie

funcţia de coeren ă câmpuri 
diferite

2  

lă. Coerenţa sp ro tăţile transversale ale 
undelor electromagnetice. În general, ţă mutuală în cazul a dou
( )11,τrE r

 şi ( )22 ,τrE r
 în punctele , r 21r

r r  şi la momentele diferite , ττ  21  este: 

  ( ) ( ) ( )222111212112 ,,*,,, ττ=ττγ rErErr rrrr
                          (4.328) 

 a caracteristicile spa  de cele temporale ale fun i mutuale de 
, deci 0

Pentru a separ ţiale cţie
coerenţă se consideră . În acest caz, ( )0=τ , (r 0,, 2112 rr r ) 21 τ=τ =τ γ , funcţia de 
coerenţă ă coeren utuală a câm

ţiu, 
 spaţială caract ouă puncte diferite din erizeaz ţa m purilor în d

spa 1S  şi 2S  la acelaşi moment de timp (fig. 4. 12). 

  ( )
( ) ( )

21

21
2112

*
0,,

II

tEtE
rr =γ
rr

.                (4.329) 

 Noţiunea de coerenţă spaţială caracterizează şi sursele luminoase. Astfel, funcţia de 
coerenţă mutuală (4.328) caracterizează sursele staţionare. În cazul când în experimentul 
cu dispozitivul Young (fig. 4. 12) sursa S aflată la distanţa R  de ecranul E este înlocuită cu 
două surse punctiforme, independente, una fiind situată pe axa  a dispozitivului, iar z
cealaltă la distanţa ρ  de aceasta, diferenţa de fază corespunzătoare radiaţiilor emise de cele 
două surse este: 

R
d

λ
ρ

π=ϕ 2 .             (4.330) 

 Sursa punct ormă de pe axa if z  produce pe ecrenul de observaţie situat la distanţa 
L  faţă de ecranu ). În cazul când ρ>>Ll E franje cu vizibi te perfectă (lita 1=V  franjele 
de interferenţă produse de a doua surs  sunt deplasate fa  de le pro usă ţă ce d  prima sursă e de

cu distanţa 
R
L

. Câmpurile celor dou  surse fluctuează independent şi nu interferă pentru 

un interval de timp oarecare măsurabil. Pentru a exista franje de interferenţă în 
experimentul cu două surse trebuie ca franjele asociate cu o sursă (punctiformă) să 

ρ
ă
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coincidă practic cu franjele celeilalte. Aceasta se întâmplă dacă deplasarea dacă deplasarea 

figurii de interferenţă 
R
Lρ

 este mai mică decât distanţa dintre franje 
d
Lλ

, sau dacă distanţa 

d  dintre orificiile din ecranul E este suficient de mică: 

ρ
λ

<
R

În relaţia (4.331) factorul 

d .                     (4.331) 

 
ρ
λ

 este aproximativ egal cu unghiul de difracţie al 

inii având lungimea de undă  care iluminează  ape ură de ază
coerenţă mutuală a câmpului pentru o sursă ordinară este legată de figura de difracţie 

m

lum  λ  o rt  r . Astfel, funcţia de  ρ

pentru o apertură de aceleaşi dimensiuni cu sursa (teorema Van Cittert-Zernike). 
În cazul când sursa are for a unui disc circular de rază ρ  gradul de coerenţă 

spaţială într-un plan paralel cu ursa şi situat la distanţa s R  de aceasta, ( ρ>>R  şi 
dR >> ) este dat de relaţia: 

( )
  ( )

x
rr 1
2112 0,, =γ .                     (4.332) 

( )x  este funcţia Bes

xJ2rr

unde J1 R
rr

R
x

λ
=−

λ
dπρπρ 22 r

sel de ordinul I, iar = 21
r

. Pe baza celor 

prezen ai sus se poate spune că din punct de vedere al proprietăţilo
ise de sursele clasice sunt netr inferioare celor laser. Astfel, din punct de vedere al 

tate m

ntraţie

r spaţiale radiaţiile 
em
conce i energiei pe o suprafaţă ( 2μm1 ) lim surselor clasice 
aceas c pe un cerc cu diametrul de  λ  dar conţine 
foarte puţină energie, iar în cazul laserelor pentru aceeaşi operaţie toată energia este 
concentrată pe suprafaţa cercului. În cazul surselor clasice concentraţai unghiulară a 
radiaţiei ( rad μ1 ) este limitată de defectele lentilelor, iar energia este foarte puţină în unda 
cvasiplană obţinută. Aceeaşi operaţie în cazul radiaţiei laser este limitată e diametrul 
componentelor optice utilizate şi toată energia este concentrată în unda cvasiplană obţinută. 
 
Coerenţa temporală. Interferometrul Michelson. Dacă radiaţia emisă la un moment dat de 
un punct al sursei poate interfera cu radiaţia emisă la un moment ulterior de acelaşi punct 
al sursei, cele două radiaţii sunt coerente temporal, mărimea intervalului de timp 
aracterizând coerenţa temporală a sursei. În acest caz funcţia de coerenţă mutuală este:  

itată de difracţie în cazul 
ta poate avea lo  ordinul lungimii de undă

 d

c

  ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 22 ,,

,*,
0,

xtExtE

xtExtE

τ+

τ+
=τγ ,                  (4.333) 

unde τ  este întârzierea de observare a stării câmpului, observată la aceeaşi cotă radielă x  
pe und . În cazul unui laser ideal care funcţionează în regim continuu pentru orice ă x  şi τ  

( ) 10 =τγ , .        
Coerenţa temporală poate fi evidenţiată cu ajutorul interferometrului Michelson 

u
 intensitatea fasc flectate de e  două oglinzi

                 (4.334) 

(fig. 4. 14). Fasciculul incident este despicat în două cu ajutorul unui divizor de fascicul 
(lamă semitransparentă), cele două fascicule rezultate având intensităţi egale cu j mătate 

iculului incident sunt re  c le 1O  şi 2O . din
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Fig. 4. 14. Interferometrul Michelson. 
 

După reflexia pe oglinzi prima undă trece prin divizorul de fascicul şi interferă în 
omentul 

 
punctul M la m t  cu cea de-a doua undă care este reflectată de acelaşi divizor, 
âmpul total fiind dat de relaţia: c

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

c
ltRE

c
ltREtME 21 ,

2
1,

2
1,              (4.335) 

unde 
ldLlldLl ++=++= 2211 2,2  .    

 În relaţia (4.335) primul termen reprezintă câmpul în punctul M rezultat în urma 
ării prin braţul transversal al interferometrului şi cu excepţia factorului , acest 

câmp este acelaşi cu cel din punctul R la un moment ulterior 
eprezi

ace
baza ce ntate

            (4.336) 

2/1propag
c/ , unde cl /1  lt 1−

r ntă timpul necesar luminii să se propage din punctul R la M prin braţul transversal 
(fig. 4. 14). Interpretarea este analoagă în cazul termenului al doilea, în st caz 
propagarea având loc prin braţul longitudinal al interferometrului. Pe lor preze  
mai sus intensitatea luminii măsurată în punctul M este dată de relaţia: 

( ) ( )

.,,*Re
2
1,

4
1               21

2
2

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎥
⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

c
ltRE

c
ltRE

c
ltRE

         (4.337) 

 În cazul câmpurilor staţionare fiecare termen din relaţia (4.337) este independent de 
timp, iar funcţia de coerenţă mutuală depinde numai de diferenţa de timp 

,
4
1

2
,

2
,

2
1020

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

ε
=

ε
=

c
ltREctMEctMI

ccc
t

c
t 2==⎟

⎠
⎜
⎝
−−⎟

⎠
⎜
⎝
−=τ .            (4.338) 

 Considerând un câmp staţionar intensitatea în punctul M devine: 

ddllll 212112 −−⎞⎛⎞⎛

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]τγ+=

=ττε++=

,,Re1
2

,,*Re
4
1

0

RRRI

REREcRIRIMI

             
             (4.339) 

unde 

1

( ) ( ) ( ) ( )ττ
ε

=τγ ,,*
2
1

2
,, 0 RERE

RI
c

RR                     (4.340) 

intă gradul complex de coerenţă. Ţinând seama că în cazul luminii monocromatice reprez
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( ) ( ) ( )τγ⋅ωτ−=τγ ,,exp,, 2121 rrrr rrrr i   
intensitatea lumini în punctul M se scrie cu ajutorul relaţiei (4.338) sub form

                (4.341) 
a: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )⎤⎡ −
π

== 2 21 ddRIIMI .            (4.342⎢⎣ λ
ωτ+ 21coscos1

4
R ⎥⎦

) 

 În punctul M se pot obţine maxime de interferenţă, dacă: 
,...2,1,0,21 =λ=− nndd                       (4.343) 

şi respectiv minime de interferenţă, dacă: 

   
( ) ,...2,1,0,12

1 =
22

λ+
=− nndd  .                         (4.344) 

 braţe ale interferometrului poate fi variată în 
inoase şi intunecoase. În cazul luminii 

cvasimon  gradul complex de coerenţă est de
intensitatea lumini în punctul M, (4.340) poate fi scrisă sub forma: 

 Întrucât distanţa dintre cele două
punctul M se pot obţine alternativ spoturi lum

ocromatice pentru care e finit de relaţia (4.341) 

( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

λ
π

τγ+= 21
2cos,,1

2
1 ddRRRIMI ,                  4(4.345) 

iar vizibilitatea franjelor devine 
( ) ( )
( ) ( ) ( )τγ=

+

−
= ,,

minmax

minmax RR
MIMI
MIMI

V .   

erimental s-a demonstrat că vizibilitatea franjelor scade cu 
creşterea diferenţei de timp , (relaţia (4.338)), scăzând şi ma
cvasimonocromatice cu lă i de bandă mari. Deci, cu 
monocromatică, cu atât coeren a temporală este mai mare. Pentru a explica cele prezentate 

                      (4.346) 

 Din punct de vedere exp
τ

rgim
ţ

i mult în cazul luminii 
cât radiaţia este mai 

mai sus se consideră că lumina incidentă pe interferometrul Michelson are lărgimea de 

bandă δλ , iar intensitatea luminii este constantă pentru ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ δλ

+λ
δλ

−λ∈λ
2

,
2

. În acest 

caz figura de interferenţă dispare, dacă 21 dd −  este destul de mare, astfel încât pentru 

lumina având lungimea de undă 
2
δλ

+λ  se vor obţine max  lungimea 

de undă 

ime, iar pentru cea cu

2
δλ

−λ  se vor obţine minime (sau invers). Condiţiile (4.343), (4.344) devin: 

,...2,1,0,
2 ⎠
⎞

⎝
⎛ δλ

şi respectiv 

21 =⎟⎜ +λ=− nndd           (4.347) 

  
( ) ,...2,         (4.348) 1,0,

22
12

21 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ δλ

−λ
λ+

=− nndd  .      

laţiilor (4.347)-(4.348) şi ţinând seama că λ<<δλ , se obţine în final: În urma scăderii re

δλ
λ

=τ=−
2

2

21 cdd .                       (4.349) 

ν
λ

==
δλ c

 relaţia (4.349) poate f ă sub forma: 2 i scrisÎntrucât pentru variaţii mici 
νδν
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δν
=τ=

1
.                     (4   

−
2

21

c
dd

.350) 

 Relaţia (4.350) leagă diferenţa de drum dintre braţele interferometrului, 21 dd −  
sau intervalu e figura de interferen  devine o patl de timp, τ  pentru car ţă ă continuă. Pentru 
separări în domeniul temporal mai mari decât τ  vizibilitatea franjelor devine foa  
sau se anulează. Din relaţia (4.350) se observă că 

rte mică
τ  scade cu creşterea lărgimii benzii. Este 

convenabil să se definească 

⎟
⎞

⎜
⎛ ν=τ

11
atcoeren ( .                       (4.351) 

⎠⎝ δνπν
=

πδν 22'

ca timp de coerenţă al radiaţiei monocromatice, distanţa 

reprezentând lungimea de coerenţă. 

 fiind definit ca 

''
atcoerenatcoeren (( lc =τ⋅  

 
4.5.2. Monocromaticitatea 
  

νΔν /Gradul de monocrotaticitate  pe baza relaţiei (4.351) se 
e coerenţă şi monocrom el, o sursă de lumină 

clasică,
poate stabili o legătură într aticitate. Astf

 (lampă, bec etc.) de bună calitate are lărgimea de bandă Hz 108=δν , timpul de 
coerenţă ns 

'
atcoeren 6,1≈τ (  (relaţia (4.351)) şi lungimea de coerenţă m atcoeren 48,0≈(l . Un 

laser care funcţionează pe un singur mod de oscilaţie transversa erizat de o 
coerenţă s iar coerenţa temporală este determinată d dă a 
radiaţiei emise. Utilizând diferite tehnici de stabilizare s-au obţinut în cazul laserelor 
lărgimi de bandă Hz 102⋅≈δν 3  şi lungimi de coerenţă m 

'
atcoeren

910≈(l . Din punct de 

vedere al coerenţei temporale în tabelul 4. 1 sunt prezentate câteva caracteristici (lungimea 
de undă, lărgimea mea de coerenţă) coresp ilor unor surse 
clasice şi respectiv laser. 
 
Tabel 4. 1. 
 

'

l este caract
e lărgimea paţială perfectă, de ban

 benzii şi lungi unzătoare radiaţi

Sursa de radiaţii ( )nmλ  ( )nmλΔ  
'
atcoeren (l  Nr. crt. 

1. Lampă cu filament de tungsten 500 400 0,6 mμ  
2. Lampă sp de sodiu 500 0,1 2,5 mmectrală cu vapori  
3. 

Laser cu argon ionizat 
488 310−⋅6  4 cm 

4. Laser cu He-Ne 632,8 510−⋅4  10 m 
 
 Există o legătu  de coerenţă temporală şi gradul de polarizare al 

agn nd seama că gradul de polarizare al unei unde este 
ră şi între gradul
etice. Astfel, ţinâunei unde electrom

dat de relaţia: 

atotal

apolarizat(III
P =

−
= minmax ,                          (4.352) 

(III + minmax
rezultă 

( )PII += 1
2
1

max  şi ( )PII −= 1
2
1

min .          (4.353) 
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1=P În cazul luminii polarizate rectiliniu, , în cazul celei polarizate circular şi 
nepolarizate 0=P , iar în cazul celei polariza ticte elip  ( )1 0,∈P . Din relaţiile (4.346
(4.350) pentru intensităţi egale ale celor două unde, se obţine: 

) şi 

( )τγ= 12
laţiile

idicate. Funcţia de coerenţă 
mutuală caracterizează numai coerenţa de ordinul întâ  Alte fecte d  inter

acolele iar umbrele nu mai au 
le opticii geometrice. Acest fenomen descoperit în anul 1665 de 

eşte difracţie şi apare ca o consecinţă a principiului Huygens-
resnel

amintit mai sus. 

P .             (4.354) 
 Din re  (4.352) şi (4.354) se observă că cu cât unda este mai monocromatică 
caracteristicile de polarizare (gradul de polarizare) sunt mai r

i. e e ferenţă pot fi 
caracterizate de funcţii de coerenţă de ordin superior: doi, trei,…, n , cu ajutorul cărora se 
pot face deosebiri între sursele ordinare şi lasei. În general în domeniul aplicaţiilor 
laserelor prin coerenţă se înţelege numai coerenţa de ordinul întâi, un fascicul laser fiind 
numit coerent dacă acesta produce franje de interferenţă într-un interferometru Michelson 
cu o diferenţă oarecare de drum între braţe şi respectiv într-un interferometru de tip Young 
(sau echivalent) cu o diferenţă oarecare între orificii. 
 
4.6. Difracţia luminii 
 

În anumite condiţii undele luminoase pot ocoli obst
conturul determinat de legi
ătre F. M. Grimaldi se numc

F . Pentru ca difracţia să fie pusă în evidenţă trebuie ca dimensiunile obstacolelor să 
fie comparabile, ca ordin de mărime, cu lungimea de undă a radiaţiilor folosite. 
 Astfel, dacă se iluminează cu un fascicul paralel sau eventual izogen o fantă 
circulară cu diametrul de 1 ÷2 mm pe un ecran aşezat în imediata apropiere, la distanţa de 
5 ÷10 cm, se observă un cerc luminos cu marginile net delimitate (fig. 4. 15 a)). În 
interiorul acestuia iluminarea este uniformă iar în zonele de umbră există întuneric. 
Lumina se propagă în aceste condiţii în linie dreaptă. 
 Depărtând ecranul la 2 ÷5 m se observă o modificare a distribuţiei iluminării în 
interiorul cercului, pe margini apărând franje de difracţie, imaginea păstrează încă 
asemănarea cu fanta (fig. 4. 15 b)). În acest caz se vorbeşte de difracţia Fresnel. 

o Când ecranul se află la  distanţă şi mai mare, de la ~30 m în sus (până la infinit) 
distribuţia iluminării nu mai este în raport direct cu fanta şi este de forma celei prezentate 
în fig. 4. 15 c). În acest caz se vorbeşte de difracţia Fraunhofer. 

 De fapt există o trecere continuă de la un tip de difracţie la celălalt; riguros vorbind 
difracţia Fraunhofer se observă doar la infinit, însă trecerea de la o categorie la alta are loc 
pentru o distanţă dintre sursă şi ecran de ordinul a 30 m, cum s-a 
 

 
 
Fig. 4. 15 a), b), c). Forma petei luminoase pe un ecran situat faţă de sursa de lumină la distanţa de: 

a) 5 - 10 cm, b) 2 - 5 m (difracţia Fresnel), c) ~ 30 m (difracţia Fraunhofer). 
 
4.6.1. Difracţia Fresnel 
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Pentru a calcula intensitatea luminoasă într-un punct în cazul difracţiei Fresnel se 
conside  o sursă punctiformă de lumină (S) care emite unde sferice, mediul în care are loc 
fenome

ră
nul de difracţie fiind izotrop (fig. 4. 16). Pe baza principiului lui Huygens suprafaţa 

de undă (Ω ) este formată dintr-un număr foarte mare de surse secundare S', S", ... . În 
continuare se evaluează contribuţia vibraţiei în punctul B produsă de elementul de 
suprafaţă σd  situat în S'. Se presupune că S' (centrul elementului de suprafaţă) se află în 
jurul polului undei, A, faţă de punctul B, astfel că unghiul α  care determină înclinarea 
dreptei SS ţă de SB poate fi considerat ca fiind mic (fig. 4. 16). Pe baza aproximaţiilor 
de calcul prezentate mai sus se poate scrie: 

   α⋅⋅−+= cosSS'SB2SS'SBBS' 222            (4.355) 
sau explicit 

' fa

  

   ]           (4.357) 

 2r   (4.356)   
ş

α+−++= cos)(2)( 22 baaaba
i  

( )[ 2/12 cos1)(2 α−++= baabr . 

 
Fig. 4. 16. Configuraţia geometrică pentru descrierea difracţiei Fresnel. 

 
 Ţinând seama că pentru unghiuri mici ( ) as 2/2/2/sin =α≈α , în urma dezvoltării 

 serie a radicalului din relaţia (4.357) şi considerării numai a primului termen, rezultă: în
2

2
1 s

ab
abr b+

+= .           (4.35    8) 

 ervă că diferenţei de drum intre azele Din relaţia (4.358) se obs d r S'B şi AB, 
2

2
1 s

ab
=δ , îi corespunde o diferenţă de fază 

  

ba +

  2s
ab

ba
λ
2πδ

=Δϕ
λ
+

π= .    (4.359) 

  din jurul punctului S' 
proporţională cu , de forma:

Elementul de suprafaţă d trimite în B o undă de amplitudine σ
 σd

   ⎟
⎠
⎞⎛ −π⋅σ=

BS'tAY ⎜
⎝ λλ

d
Tar

2sin          (4.360) 

unde dei în S. 
 Ţinând seama că: 

A este amplitudinea un

δ+≈ b  br ≈  BS' şi               (4.361) 
laţia re (4.360) devine: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

λ
δ

=
tAY +
−π⋅σ

λ
b

Tab
2sind .    (4.362)    
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 Făcând substituţia 
λ

−=
b

T
tt '  în relaţia (4.362) şi dezvoltând funcţia sin se obţine: 

  ⎟
⎠λ

ππ−
λ

π
λ

= 2sin2cos2cos
Tab

Y d     (4.363) ⎞
⎜
⎝
⎛ δδ

πσ
''2sin t

T
tA

adică o sumă de două mişcări vibratorii în cvadratură, ale căror amplitudini sunt: 

 
δ
λ

π⋅σ= 2cosdAA  şi 
λ1 ab λλ2 ab

δ
π⋅σ= 2sindAA .          (4.364) 

 Intensitatea luminii (vibraţiei) în punctul B este: 
    .    (4.365) 

in suprafaţa de undă amplitudinile 
vibraţiilor în pun l integralelor 

2
2AAI += 2

1
 Dacă se ia în considerare o porţiune mai mare d

ctul B se calculează cu ajutoru (Fresnel): 

 ∫∫∫∫
ΩΩ

σ
λ

+
π

λ
=σ

λ
δ

π
λ

=
'

2

'
1 2

2cos2cos dd s
abab

A
ab

A   (4.366) 
baA

∫∫∫∫
ΩΩ

σ
λ

+
π

λ
=σ

λ
δ

π
λ

=
'

2

'
2 2

2sin2sin dd s
ab

ba
ab

A
ab

AA .  (4.367) 

 Notând 

 ∫∫
Ω'

σ
λ

+
π= 2

2
2cos ds

ab
baP  şi ∫∫

Ω

σ
λ

+
π=

'

2

2
2sin ds

ab
baQ     (4.368) 

amplitudinile din relaţiile (4.367), (4.366) devin 

   P
abλ

AA =1  şi Q
ab

AA
λ

=2        (4.369) 

iar intensitatea în punctul B se calculează cu formula: 

    2
222ba

2
AQPI

2 +
λ

= .        (4.370) 

 
Apertu ulare. În acest caz pentru a calcula inten
punctul B se divizează aria deschiderii circulare care delimitează partea liberă a undei, 

ră de forma unei fante circ sitatea în 
'Ω , 

 s  şi lăţime ds astfel că elementul de suprafaţă σdîn coroane circulare de rază  se scrie: 
    ( )2sdd π=σ .              (4.371) 

 Introducând notaţia 

    2 s
ab

ba
λ
+ 2=2     (4.372) v

elementul de suprafaţă devine 

( ) ( )2d
2

vd
ba

ba
+

π⋅ ⋅ ⋅λ
   =

iar integralele P şi Q se scriu sub forma: 

  

σ          (4.373) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π⋅

+
λ⋅⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π∫ π⋅

λ⋅⋅ 2vba
+ 20ba

=
2

sin
2

cos
22 vvdv

ba
baP    (4.374) 

 195



OPTICĂ ONDULATORIE 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π−⋅

+
λ⋅⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π∫ π⋅

+
λ⋅⋅

=
2

cos1
22

sin
22

0

2 vvdvv

ba
ba

ba
baQ   (4.375) .    

 În cazul unei deschideri circulare de rază R valoarea maximă a lui  este 

    

v

R
ab ⎠⎝ λ

ba
m

2/1

2 ⎟
⎞

⎜
⎛ +

=v ,    (4.376) 

integralele P şi Q se calculează între 0 şi această valoare maximă, iar intensitatea în 
punctul B are valoarea: 

( ) 4

2
sin2

2
2

222 π
+

=
λ

= A
ba

I .   (4.377)   
4 222 v⋅+

ba
AQP

 
Din relaţ servă că intensitatea în punctul B depind
Considerând mărimile a şi R fixe şi variind pe b se obţin o serie de maxime şi minime dacă 

ia (4.377) se ob e de mărimile a, b şi R. 

   ( )
2

12
4

+=π k ; maxime               (4.378) 
2 πv

π=π k
4

2
  

v
; mi       

sau 

  

nime               (4.379) 

( ) 2
11 12 

R
k

ba
λ

+= me  + ; maxi    (4.380) 

2211
R

k
ba

λ
=+   ; m            (4.381) 

 De exemplu, în cazul când R = 2 mm, a = 2 m şi 

inime. 

λ  = 5000  se obţin minime 

pentru 

A
o

15,0
2000

−
=

k
b , k fiind un număr întreg. În tabelul 4. unt prez te valorile lui b 

al

= 2 3 4 5 6 

 2 s enta

corespunzătoare minimelor de difracţie pentru câteva valori e lui k. 
 

Tabelul 4. 2. 
 
k 
b = ∞  4000 mm 2000 mm 1333 mm 1000 mm 
 
 Cons a şi b fixe ş ariind diametrul deschiderii 2R se obţin 

ime că
iderând mărimile i v

max da  ( ) 1 iar valoa4/ = vinesin2 νπ 2 rea intensităţii de : 

     
( )2
4

ba
AI
+
⋅

= .      (4.382) 
2

 Variind deci pe  se obţin pentru intensitate o serie de minime nule şi maxime 

având valoarea 

R

( )2
24 A⋅

ba +
. Evaluarea intensităţii într-un punct situat în afara axei de 

simetrie este cu mult mai complicată şi implică utilizarea funcţiilor Bessel (Lommel). 
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delimitat de o diafragmă Ω . Divizând suprafaţa deschiderii libere Ω  în element

4.6.2. Difracţia Fraunhofer (în lumină paralelă) 

Pentru a descrie difracţia Fraunhofer se consideră un fascicul paralel care este 
e de 

prafaţă  vibra ia rezulatană în direcţia su  yx ddd ⋅=σ ţ α  (faţă de normala la diafragmă) într-
 de diafragmă este dată de relaţia: 

 

un punct situat la o distanţă foarte mare (infinită) faţă

   yx
T

Y dd ∫∫ ⎟
⎠

⎜
⎝ λ

−π= 2sin .     (4.383) 

unde difer m δ  este funcţie de variabilele şi y care definesc poziţia elementului 
de suprafaţa în diafragma Ω . 
 

t ⎞⎛ δ

enţa de dru x 

nei fante dreptunghiulare d
considerării unei aperturi de forma unei fante dreptunghiulare de lungime infinită 

ă pe muchea fantei. Ca şi în cazul difracţiei Fresnel partea 
ficace din suprafaţa de undă  se limitează la o fâşie îngustă AB. În cazul unui izvor 

liniform

l u

Apertură de forma u e lungime infinită. În cazul 

prezentată în fig. 4. 17 difracţia poate fi considerată ca unidimensională, având loc doar 
după o direcţie perpendicular
e Ω

 şi paralel cu fanta imaginea acestuia dată de lentila (L) este o linie luminoasă (P) 
care trece prin 0F  fiind paralelă cu fanta şi însoţită de franje de difracţie. Funcţie de 
unghiul α , în diferite puncte ale planului focal intensitatea luminii are valori diferite. 
Pentru 0=α  razele care provin de la diferite puncte ale secţiunii AB se propagă fără a 
prezenta diferenţe de drum între ele şi determină un maxim de intensitate în 0F . 

Pentru a calcula amplitudinea vibraţiei în planul focal al lentilei (L) se divizează 
fâşia activă,eficace AB de lăţime a în m zone elementare egale suficient de mici astfel ca în 
interioru nei zone toate razele emise să fie în fază. Atribuind fiecărei zone elementare un 

vector elementar ai aceşti vectori sunt defazaţi întrei ei cu unghiul 
λ
2πδ
⋅

1  
m

( =δ BC λ=α= sina  este diferenţa de drum dintre razele extreme presupusă egală cu λ ) iar 
amplitudinea rezultantă A uneşte capetele vectorilor extremi (fig. 4. 18). Pentru razele care 

sunt emise în direcţia α  diferenţa de fază este 
λ

α2π
=ϕ

sina . 
 

 
 

Fig. 4.17. Apertură de forma unei fante dreptunghiulare de lungime infinită 
pentru descrierea difracţiei Fraunhofer. 

  
Din fig. 4. 18 se observă că ϕ⋅= RA0  şi ϕ/2⋅= sin2/ RA  de unde 

    ( ) ( )[ ]2//2/sin0 ϕϕ= AA         
(4.384) 

sau explicit 
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λ
απ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

λ
απ

=
sin   

sinsin

0 a

a

AA .                    (4.385) 

 
 

Fig. 4. 18. Reprezentarea vectorială a zonelor active elementare în cazul unei 
fante dreptunghiulare de lungime infinită. 

  
fiind proporţională cu  este dată de relaţia: 

 

2A Intensitatea 

2

2 sinsin ⎟
⎞

⎜
⎛ απa

       2 ⎠⎝ λ
⋅= AkI .  0

sin ⎞
⎜
⎝
⎛ απa

               (4.386) 

 Minimele de intensitate sunt echidistante şi se obţin pentru 

⎟
⎠λ

...2 , ,0sin
ππ=

λ
απ

=ϕ
a . . 

Pentru  se obţine de fapt un maxim (maximum maximorum). Maximele de intensitate 

se obţin punând condiţia

0=ϕ

 0
2 ⎠⎝

    

d/d =⎟
⎞

⎜
⎛ ϕA  şi sunt determinate de rădăcinile ecuaţiei: 

0
22

tg =⎟
⎠

⎜
⎝

ϕ
−⎟

⎠
⎜
⎝

ϕ                    (4.387) 

care sunt tabelate. În fig. 4. 19 este prezentată distribuţia normată a intensităţii în
unei aperturi de forma unei fante dreptunghiulare de lungime infinită în planul focal al 

⎞⎛⎞⎛

 cazul 

lentilei în f
 

uncţie de αsin . 

 
 

Fig. 4. 19. Distribuţia normată a intensităţii în planul focal al lentilei din 
fig. 4. 17 în funcţie de αsin . 

  
În cazul a N fante (reţea de difracţie), în afară de fenomenul descris mai înainte are 

c în planu  de către 
cele N fante a iar tea în 

njugat direcţiei  de relaţia: 

lo l focal al lentilei interferenţa tuturor undelor difractate sub unghiul
. Considerând că dim  constanta reţelei intensita

 α
ensiunea fantei este d
) al lentilei este datăplanul focal (co α
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2

2

2

2

0
sin      

sinsin

sin      

sinsin

⎟
⎞

⎜
⎝
⎛

λ
απ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

λ
απ

⎟
⎞

⎜
⎝
⎛

λ
απ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

λ
απ

=
Nd

Nd

a

a

II .        (4.388)    

⎠⎠
 Din relaţia (4.388) se observă că unda difractată de o reţea plană poate fi 
consi nsitate  derată ca o undă de inte

20
sin

'
⎞⎛ απ

=
Nd

II           (4.389)     

2

         

sinsin

⎟
⎠

⎜
⎝ λ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

λ
απNd

modulată de factorul 

     2

2

sin       

sinsin

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

λ
απ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

λ
απ

a

a

.               (4.390) 

 În acest caz distribuţia intensităţii din fig. 4. 19) este modulată de factorul 
m
 
Probleme 

lui electric al Pământului, 

odulator dat de relaţia (4.390). 

 
P.4.1. ªtiind că intensitatea câmpu E  scade liniar de la suprafaţa 

area  V/m1000 =E , până la înăl ea ţim  km15,0=h
 medie a sarcin

, unde are 
, să ic ii electrice, 

acestuia, unde are valo
valoarea E  V/m25=h  se calculeze densitatea volum ă ρ  

din atmosferă. Se dă: F/m 12
0 10856,8 −⋅=ε . 

Rezolvare. Considerând o s  intensităţii câmpul
bya

cădere liniară a ui electric: 
E −= ,           (P.4.1.1) 

şi punând condiţiile 00 EaEy ==⇒=  şi bhEEhy h −=⇒= 0la limită: , se 

obţine 
h

EEb h−
= 0 , iar în final: 

y
h

EEEE − h−= 0
0 .               (P.4.1.2) 

Aplicând lege ctrice:  a inducţiei ele
( ) ρ=εE
r

div ,        (P.4.1.3) 
rezultă: 

0

0
0 ε

ρ
=⎟

⎠
⎞

⎝

−
⎜
⎛ − y

h
EE

y
h

d
,                  (P.4.1.4) Ed

iar 
3C/m 120

0 104,4 =⋅−≈
−

ε−=ρ
h

EE h .       (P.4.1.5) 

 
P.4.2. Se consideră un potenţial vector dat de relaţia: 
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2
rBA
rr

r ×
= ,          (P.4.2.1) 

unde B
r

rr este inducţia magnetică corespunzătoare unui câmp magnetic uniform, iar  este 
gnetic uniform, B

r
vectorul de poziţie. Să se verifice că un câmp ma  admite poten ialul 
vector dat de relaţia (P.4.2.1). 
 

ţ

Rezolvare. Componentele potenţialului vector din relaţia (P.4.2.1) sunt: 

2
  

2
xByB

AzBxBA
yBzB

A yx
z

xz
y

zy
x =

−
=

−
= ,, .       (P.4.2.2) 

2
−

A
r

  Relaţia dintre inducţia câmpului magnetic, B
r

 şi potenţialul vector, 
corespunzător este: 

AB
rr

×∇= .    
 Ţinând seama de relaţiile (P.4.2.2) şi (P.4.2.3), rezultă verificare cerută în enunţul 

      (P.4.2.3) 

problemei: 

( ) ( ) ( ) zy ∂
xy

z
x

x
y

x B
y
A

x
A

AB
x
A

z
AAB

z
A

y
=

∂
−

∂
zAA =×∇=

∂
∂

−
∂
∂

=×∇=
∂

∂
−

∂
=×∇

r ∂

∂

rr
 z

y,

măturile unui condensator plan de formă circulară cu razele egale, situate la 
distanţa  (fig. P.4.3.1) se aplică o tensiune alternativă 

 , .   (P.4.2.4) 

 
P.4.3. Pe ar

m 210−=d
( )V tu 314sin103= .                (P.4.3.1) 

Să se calculeze intensitatea câmpului magnetic, H  într-un punct O situat între 
armăturile condensatorului la distanţa m110−=r  de axul acestuia. 
Rezolvar electrică, D  în interiorul condensatorului e. Inducţia este dată de relaţia: 

dd
D tUu ωε

=
ε

= .         (P.4.3.2) 

 

sin

 
 

Fig. P.4.3.1. Reprezentarea condensatorului plan de formă circulară. 
 
 Aplicând legea circuitului magnetic sub forma: 
 

∫∫∫ ⋅=⋅ SDrH
rrr

ΓΓ St
r

ddd    
d

     (P.4.3.3) 
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unde  reprezintă conturul care trece prin punctul O, iar  este suprafaţa cercului 
mărginit de contur, rezultă: 
 

Γ ΓS

td
 

Din relaţiile (P.4.3.2) 

DrrH d22 π=π .             (P.4.3.4) 

şi (P.4.3.4), se obţine:  
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅≈

ωωε
= −

m
A t

d
trUH 314cos  (P.4.3.5) 104,1

2
cos 5 .  

.4.4. Se consideră un conductor liniar infinit parcurs de un curent electric cu intensitatea 
 
P

 A50=I  situat în vid în acelaşi plan cu un cadru dreptunghiular având laturile 
m 2,0=a   la distanţa m110−=rşi m 4,0=b  faţă de latura .4.4

ux
a  (fig. P .1). Să se 

calculeze: fl ul, φ  al inducţiei ma dru ş otoare, gnetice prin ca i b) tensiunea electrom E  

indus adru dacă intensitatea curentilui scade cu viteza ă în c
s
A 

d
d 10=

t
I

. 

Rezolvare. a) Inducţia magnetică generată de curentul din conductor în elementul de 
 

arie xaS dd =  situat la distanţa x  faţă de latura  este: a

( )xr
IB
+π

μ
= 0

2
,     (P.4.4.1) 

iar fluxul elementar care îl străbate se scrie sub forma: 

( )xr +
xIaSB

π
μ

==φ
dd . 

2
d 0                 (P.4.4.2) 

 

 
 

Fig. P.4.4.1. Reprezentarea conductorului şi a cadrului dreptunghiular. 
 
 Ţinând seama de relaţia (P.4.4.2) fluxul total este: 

( )  Wbdd 0
0

b
6104,1ln

2 +π rxraa

−≈
+

μ=
μ

=φ=φ ∫∫
brIaxIab

.       (P.4.4.3) 

b) Tensiunea electromotoare indusă în cadru se calculează cu ajutorul relaţiei: 

⋅
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 V
d
d

d
d 0 61028ln

2
−⋅≈

+
π

μ
−=

φ
−=

r
br

t
Ia

t
E .       

.4.5. tanţi: 
, şi respectiv 

         (P.4.4.4) 

 
P Se consideră două medii, 1 şi 2 caracterizate de următorii parametri cons

01 ε=ε 01 σ=σ  02 2ε=ε , 02 3σ=σ ,
e

 acestea fiind sep
 diul 1 densitatea de curent este 

arate de o suprafaţă 
plană plasată în 0=z  (fig. P.4.5.1). În m

( )zyx uuuJJ 6201 ++= , unde .0 constJrrrr
=  Considerând că în ambele medii câmpurile 

ial şi indepen  ti calculeze: a) densitatea de curent în 
mediul 2, 2J  şi b) densitatea superficială de sarcină, S

sunt uniforme spaţ dente de mp, să se 
ρ  în planul 0=z . 

Rezolvare. a) Intensitatea câmpului electric în mediul 1 este (legea Ohm): 
 

( )
11 σ

01
1

62 ++
== zyx uuuJJE

σ

rrrr
r

.        (P.4.5.1) 

 
Fig. P.4.5.1. Reprezentarea mediilor 1 şi 2. 

 
Ţinând seama de condiţia la limită pentru componentele tangenţiale ale intensităţii 

câmpului electric, , rezultă: tt EE 21 =

0
21 σxx

0== EE , şi 
J

0
21 σyy

 Pe baza con mită pentru

0== EE .        (P.4.5.2) 

diţiei la li  densitatea de curent 

2J

( ) 021 =
∂
ρ∂

−⋅−∇s=−
t

JJJu s
sn

r rrr
,  

forme spaţial 

    (P.4.5.3) 

( )0=⋅∇ ss J
r

, unde s-a ţinut seama că în ambele medii câmpurile sunt uni

independente de timp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =
∂
ρ∂ 0
t
s , rezultă: 

021 6JJJ zz == ,    ) (P.4.5.4
iar densitatea de curent în mediul 2, devine: 

( )zyx uuuJJ
r rrr 6202 ++ . =         (P.4.5.5) 

 b) Ţinând seama de relaţiile (P.4.5.2), (P.4.5.
, 

4) şi de condiţia la limită pentru 
componentele normale ale inducţiei electrice

( ) ( ) sz Du ρ=− 21sn DDu ρ=− 21
rrr D

rrr
, sau în cazul de mai sus ,     (P.4.5.6) 

ED
rr

ε=unde , rezultă: 
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0

00
121

2
221 σ

ε
=ε−ε=−=ρ

JEEDDs zz .         (P.4.5.7) 

 
 Se cons ă electromagnetică plană P.4.6. ideră o und

( )rktEE rrrr
⋅−ω= cos0 ,   

unde şi , (

    (P.4.6.1) 

yuEE rr
00 =  xukk rr

= xur şi yur Ox  şi Oy  fiind versorii axelor ), care se 

itate câmp magnetic, H
r

propagă în vid. Să se calculeze vectorul intens  în punctul 
determinat de vectorul de poziţie xuxr rr

 la momentul de timp 0tt= = . 
 

vare. Între orul inte at p  relRezol vect nsit e câm  magnetic şi cel electric există aţia: 

Ek
k

H
rrr

×
μ
ε

=
0

01
,     (P.4.6.2) 

 
în cazul considerat mai sus, se obţine: 

( tuEH z ω
μ
ε

= cos0
0

0 rr
)xk ⋅− ,            (P.4.6.3) 

unde zur 0tt = este versorul axei Oz . La momentul , rezultă: 

( xktuEH z ⋅−ω
μ
ε

= 00
0

0 cosrr

ţa 

) .            (P.4.6.4) 

0

11
εμ

=
εμ

=vDistan xd  este parcursă d nda care se depla  cu viteza e u sează  în: 

x
v
xt ddd 0εμ== ,     (P.4.6.5) 

iar timpul total necesar parcurgerii lamei devine: 

( )21
1ln ε

2

02
1010

2
ε−ε

ε

μ
=εμ=εεμ= ∫∫

α
− l

xxt
l xl

ded
00

.  (P.4.6.6) 

P.4.7. Să se calculeze componenta vectorului inducţie magnetică, )
electromagnetice staţionară cu 

 
( txB ,
r

 a unei unde 

tkxEE ω⋅= coscos0
rr

,         (P.4.7.1) 
are se află în vid de-a lungul axi 

cuaţiile Maxwell 

Ox . c
 
Rezolvare. Ţinând seama de e

t
DH

t
BE

∂
∂

=
∂
∂

−=
r r

rr
 rotrot , ,  

 obţine succesiv: 

        (P.4.7.2) 

se
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x
Bc

xtx
x

∂
EBE xxx

∂
∂

−=
∂

−=
∂
∂ ∂

∂
2, .              (P.4.7.3) 

 În urma înlocuirii relaţiei (P.4.7.1) în (P.4.7.2) şi (P.4.7.3), rezultă: 

tkx
c

kE
x
Btkx

c
E

t
B

ω⋅=
∂
∂

ω⋅
ω

=
∂
∂ sincos,cossin 00    ,        (P.4.7.4) 

iar în final: 
tkxBB ω⋅= sinsin0

rr
,    (P.4.7.5) 

unde 
c

EB 0
0 =  şi EB

rr
⊥ . 

 

S
r

 în cazul unei unde P.4.8. Să se calculeze valoarea medie a vectorului Poynting, 

electro rămagnetice staţiona  
 ( )rktEE rrrr

⋅−ω= cos0 ,       (P.4.8.1) 
are se propagă în vid. 

ing este definit de relaţia: 

c
 
Rezolvare. Vectorul Poynt

HES
rrr

×= ,        (P.4.8.2) 
unde HE

rr
⊥ .  Ţinând seama că 

( )rktEH −ω
μ

= cos0
0 rrr

⋅
ε

0
,        (P.4.8.3) 

rezultă: 

( )rkt
k
kES rr
r

r
⋅−ω

μ
ε

= 22
0

0

0 cos .          (P.4.8.4) 

 Valoarea medie a vectorului Poynting este dată de relaţia: 

( ) kEctrkt
Tk

kES
T rrr

r
r

ω
ε

=⋅−ω
μ
ε

= ∫ 2
cos1 2

0
2

0

0

22
0

0

0 d .    (P.4.8.5) 

 

P.4.9. Într-un dispozitiv Young, distanţa dintre cele două orificii, 
 

21 S ,S  este 
mm 5,02 =l , iar ecranul, E pe care se observă franjele de interferenţă este plasat la 

distanţa cm 25
ţiei utiliz

=D
ndă, λ  a radia

 de planul orificiilor (fig. P.4.9.1). Să se calculeze: a) lungimea de 
ate ştiind că interfranja este mm3,0=i  u şi b) grosim  a unei 

deplasarea fra

ea d
lame de sticlă cu feţe plan paralele care introdusă în drumul uneia dintre unde produce 

njei centrale în poziţia celei de-a 20-a franje luminoasă. 
 
Rezolvare. a) Ţinând seama de relaţiile care se pot scrie în triunghiurile OPM  şi NSS 21  
din fig. P.4.9.1 

D
xk k=α≈αλ=

l
δ

=α≈α  tg,sin , 
2

  (P.4.9.1) 

rezultă interfranja: 
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m 310−=1 2+
λ

=−=
Dxxi .  
lkk        (P.4.9.2) 

 
Fig. P.4.9.1. Dispozitivul Young. 

 
b) Grosimea  a unei lame de sticlă cu feţe plan paralele care introdusă în drumul 

uneia dintre unde produce deplasarea franjei centrale în poziţia celei de-a 20-a franje 

luminoasă se calcu  din relaţia: 

d

lează ( )
l
D

l
dDn λ

=
− 201 , sub for a: m

m 6102120 −

1−
⋅=

λ
=d .        (P.4.9.3) 

ă în cazul in

D
n

 
P.4.10. Să se calculeze: a) intensitatea total terferenţei a N  fascicule luminoase 

 dacă între două fascicule vecine există o diferenţă de 
fază constantă, şi b) pentru ce valori ale lui 
coerente de acceeaşi amplitudine, a

ϕ  ϕ  se obţin ime şi minime de 
interferenţă. 
 

ezolvare. a) Amplitudinea rezultantă, 

 max

Aa undelor defazate cu ϕR  este de forma: 

 ie
1ie1i

e...i3ei2eieie ϕ
−ϕ=

ϕ−
++ϕ+ϕ+ϕ+=

ϕ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ N

a
N

aaaaatA    (P.4.10.1) 

 Intensitatea luminii este dată de relaţia: 

2
2sin

2
sin21i-e1iei-i

ϕ

=−ϕ⋅
ϕ

=
ϕ

⋅
ϕ

=
2

ieie
ee ϕϕϕ

−
N

aaaAAI      (P.4.10.2) 
NN

tt

 b) Intensitatea luminoasă, I  are valoare maxi
p  ,...2 ,1 ,0 ;2 =

mă dacă se anulează numitorul, adică 
entru: π±=ϕ kkmax ,, iar valori minime dacă se anulează numărătorul, adică 

pentru: ,...1 , ,1 ,...,2 ,1 ;2 += −
π

±=ϕ NNk
N

kmin

ii derivatei funcţ

N

iei (P.4.10.2) în raport cu 

. Maximele secundare se

anulăr

 obţin în urma 

ϕ , rezultând ecuaţia transcedentă: 

22
ϕ

=
ϕ NN tgtg ,          (P.4.10.3) 

care rezolvată conduce la: 

( ) ,...1,,1,...,2,1;12 +−=
π

+±=ϕ NNNk
N

k      max.sec             (P.4.10.4) 

 Scriind numărătorul relaţiei (P.4.15.2) succesiv sub forma: 
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2

2sin1-21
2

2 2sin

2
2tg21
2

2tg2

2
2

2
2tg2sin ϕ+tg12

ϕ

=ϕ+

ϕ

=ϕ

ϕ

=ϕ

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛N

N

N

N
N+

N
N

         (P.4.10.5) 

valoarea maximă a intensităţii devine: 

( )
2

1 22

2N2
ϕ

+
=

sin1-N
aImax .         (P.4.10.6) 

 În cazul maximului principal corespunzător valorii 0=ϕ , rezultă: 

uminată cu o radiaţie având lungimea de undă 

22NaI =max . 
 
P.4.11. O reţea de difracţie este il

nm 600=λ  
obţin pentru: 

şi direcţie perpendiculară pe aceasta. Două m ime
şi 

ax  principale vecine se 
2,0sin =θk  3,0sin 1 =θ +k

lui. 
. Să se calculeze: a) constanta,  a reţelei şi 

 al spectru

ezolvare. a) Maximele principale de ordinele 

d
b) ordinul maxim, maxk
 

k  şi 1+kR  se obţin dacă: 

d
k

k
λ

=θsin , 
( ) ,...2,1,0;1sin 1    =

λ+
=θ + k

d
k

k ,          (P.4.11.1) 

de unde rezultă: m 6

1 sinn
−

+ θ−θ
λ

k
d 106

si
⋅==

k
. 

ţia ca  b) Dacă în relaţia de calcul a maximelor de difracţie (P.4.16.1) se pune condi
1sin =θ , se obţine: k

10=
λ

=
dkmax .         (P.4.11.2) 
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