3. ELEMENTE DE FIZICA STATISTICA

3.1. Notiuni fundamentale in fizica statistica
3.1.1. Probabilititi. Relatii elementare intre probabilitati

Se considerad un sistem asupra cdruia se pot face experiente sau observatii
(observatia poate fi privita ca un experiment in care rezultatul observatiei constituie efectul
experimentului; ca urmare, nu se face nici o distinctie intre experiente si observatii). In
multe cazuri efectul particular care rezulta din efectuarea unei singure experiente nu poate
fi prevazut cu certitudine, fie ca aceasta este intrinsec imposibil, cum se Intampla in
mecanica cuantica, unde rezultatul unei masuratori asupra unui sistem microscopic este
imposibil de prezis cu certitudine, fie ca informatia disponibila asupra sistemului este
insuficienta pentru a permite o prevedere unica.

Desi nu este posibil sa se faca afirmatii asupra unei singure experiente este totusi
posibil si se faca prevederi daci se efectueaza un numar mare de experiente similare. In
acest caz se poate face o descriere a sistemului, adica in termeni probabilistici.

Acelasi lucru se poate obtine dacd, in loc de repetarea unei experiente facuta asupra
unui sistem fizic de un numar foarte mare de ori, se considera o multime de sisteme fizice
identice care se pot afla in stari diferite. Rezultatele obtinute prin metode statistice sunt cu
atat mai apropiate de realitate cu cat numarul N al sistemelor considerate este mai mare
(N - 00). Dacd se atribuie unui anumit rezultat al experimetului indicele » si se

presupune ca din cele N sisteme identice N, dau acest rezultat, atunci:

7

N
P = N’ (unde N — ) (3.1
este probabilitatea de aparitie a rezultatului v . Dacd N este foarte mare, o repetare a
aceluiasi experiment este de asteptat sa ducd, cu o reproductibilitate din ce In ce mai mare

la acelagi raport —~

. Definitia (3.1) este neambigua in masura in care N este foarte mare.

Sarcina unei teorii statistice este de a prevedea probabilitatea de producere a fiecarui
rezultat posibil al experimentului.

Adesea este convenabil sd se foloseasca notiunea de eveniment pentru a denumi
rezultatul unui experiment sau rezultatul unmei observatii. Evident, probabilitatea de
producere a unui eveniment depinde esential de informatia pe care o avem asupra
sistemului considerat, aceastd informatie determinadnd ansamblul statistic ales. Pentru un
ansamblu statistic se defineste densitatea de probabilitate Q’( Di ql-) prin relatia:

dp(piaqi)

o (3.2)

(P(piaqi):

unde p( Di» qi,t) este functia densitate de stari.

Se spune cd un ansamblu statistic de stari este independent de timp daca numarul
starilor care sunt identice (dau acelasi rezultat al experimentului) este acelasi la orice
moment de timp (sau echivalent, daca probabilitatea de aparitie a unui eveniment
oarecare este independenta de timp). Cu ajutorul descrierii statistice se poate da o definitie
a starii de echilibru: un sistem macroscopic izolat este in echilibru daca ansamblul
statistic al starilor este independent de timp.
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Probabilitatile satisfac niste relatii simple dar foarte importante in calcule. Facand o
experientd asupra unui ansamblu de N (N - oo) sisteme identice, /N; vor prezenta

evenimentul 1, N, vor prezenta evenimentul 2, etc. si NV, vor prezenta evenimentul o,
astfel ncat:

o
SN, =N. (33)
r=I
Impartind prin N relatia (3.3) se obtine:
N
ro— e =1 34
ZF‘, N Z (3.4)

adica suma tuturor probabilitatilor este egala cu unitatea. Aceasta relatie poartd numele de
conditia de normare.

In continuare se calculeazi probabilitatea de producere fie a evenimentului 7, fie a
evenimentului s. In total vor exista (N s+ N S) sisteme care vor prezenta fie evenimentul
r, fie evenimentul s. Atunci, probabilitatea de producere de procese a uneia din cele doua
alternative este:

N,+N
®(rsaus)=—"—-"=@ +@,, daci N > . (3.5)
N
In cele ce urmeazi se considera ci sistemul studiat poate prezenta doud tipuri
diferite de evenimente si anume, evenimentele posibile de tip o indexate prin 7 (unde
r=1, 2,...,a) si evenimente de tip B indexate prin s (unde s =1, 2,...,). Se noteaza
cu @, probabilitatea de aparitie simultana atat a evenimentului 7, cat si a evenimentului

s. Cu alte cuvinte, intr-un ansamblu care constd dintr-un numar mare N de sisteme
identice, N, din acestea sunt caracterizate prin aparitia att a evenimentului » de primul

rs
N

Un caz deosebit si important este cel in care probabilitatea de aparitie a unui
eveniment de tip s nu este afectata de aparitia sau neaparitia unui eveniment de tip 7. Se
spune ca evenimentele 7 si s sunt independente statistic. Daca N, sisteme prezintd

tip, cat si a evenimentului s de al doilea tip. Atunci @, =

r

evenimentul 7, din acestea o fractiune @, vor prezenta si evenimentul s. Astfel,

N,, =N, @, (3.6)
si probabilitatea producerii simultane atdt a lui r cdt si a lui s este data de:
N N
= p —p . 3.7)
N N

adicd dacd evenimentele sunt independente statistic probabilitatea de realizare simultana a
celor doua evenimente este egald cu produsul probabilitdtilor de realizare a fiecarui
eveniment in parte.

3.1.2. Distributia binomiala

In cele ce urmeaza se considera N evenimente statistic independente, fiecare din
acestea realizandu-se cu probabilitatea p. Astfel, probabilitatea ca un eveniment sd nu se

realizeze este ¢ =1— p . In continuare se determina probabilitatea (P(n) ca oricare n din
aceste N evenimente sd se realizeze in timp ce restul de n’' = N —n sa nu se realizeze.
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Pe baza relatiei (3.7) se poate spune ca probabilitatea de aparitie a unei configuratii
particulare in care 7 evenimente sunt realizate, iar #n’' nu sunt realizate este egald cu
produsul probabilitatilor, adica cu:

p"q" =p"(1-p) (3.8)
Dar, evenimentele fiind independente statistic, numarul de realizare al acestor
configuratii Cy (n) este diferit de unu. Probabilitatea (P(n) cautatd este de fapt

N-n

probabilitatea ca oricare din cele Cy (n) alternative posibile sd se realizeze. Astfel,
conform relatiei (3.7) probabilitatea (P(n) se obtine insumand probabilitatile (3.8) pe toate
cele C N(n) configuratii posibile in care se realizeaza n evenimente din care N
evenimente statistic independente

N-—
®(n)=Cy(n)p"(1-p)" ™" (3.9)
In continuare se calculeaza numirul configuratiilor C N (n) in cazul general, cand

N si n sunt oarecare. Pentru acestea se asociaza aceste evenimente unor sisteme fizice (de
exemplu, un eveniment poate fi constituit din aparitia unei anumite valori a energiei
sistemului). In acest caz, pornind de la o anumiti configuratie a evenimentelor se poate
obtine o alta configuratie permutand sistemele fizice intre ele (care sunt indiscernabile),
configuratia evenimentelor ramanand aceeasi (alte sisteme au o anumitd valoare a energiei,
repartizarea pe totalitatea sistemelor raimanand aceeasi). Atunci:

Coln)=—
n!(N — n)!
unde N! este numarul permutarilor pentru cele N evenimente. Acest numar a fost impartit
la numarul permutarilor n! al evenimentelor realizate care nu au dus la o configuratie noua
(permutarea sistemelor care este atat in starea initiald cat si finala au o anumita valoare a
energiei) si la numarul permutarilor (N - n)! al evenimentelor nerealizate care nu au dus

(3.10)

la o configuratie noua (permutarea sistemelor care atat in starea initiald cét si in cea finala
nu au valoarea energiei considerate). Atunci,

N! n -n
@(n)=mp (1-p)"™". (3.11)

3.1.3. Valori medii si dispersii

Se considera o variabila u care pentru un sistem oarecare poate lua valorile:
Uy, Uy,eony Uy (3.12)
cu probabilitatile:
?,Py,..., P, . (3.13)
Aceasta Tnseamna ca dintr-un ansamblu de N sisteme (N fiind foarte mare),
variabila u ia valoarea u, intr-un numar de:

N, = N@, (3.14)
din aceste sisteme. Specificarea probabilitatilor @. pentru toate cele o valori posibile u,.

ale variabilei u constituie cea mai completa descrierea statistica a sistemului. Este util sa
se calculeze si media statistica a acestor valori care este o medie ponderatd, in care
ponderile sunt probabilitdtile de aparitie ale acestor valori, adica:
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o
> N,u,

Ny +Nyuy, +...+Nyu, 15 &
u)= =L = Pu 3.15
< > N N ; r-r ( )

unde lim —- =@, adica probabilitatea de realizare a valorii u, . Asemanator, daca
N—w

f(u) este o functie de u, valoarea medie a lui f* este definita prin expresia:

)=y f(u,). G16)
r=1

Valorile medii au cateva proprietati, care sunt evidente:
a) In cazul a doua functii, f si g

<f+g>:é@r[ﬂumg(m}:éaﬂu»@@g(wr), G.17)
adica:
(f+g)=(f)+(g) (3.18)

Acest rezxultat aratd ca valoarea medie a sumei este egala cu suma valorilor medii.
Astfel, operatiile succesive de efectuare a sumei si apoi a mediei dau acelasi rezultat
indiferent in ce ordine au fost ficute. In limbaj matematic spunem ca aceste doua operatii
comuta.
b) Daca ¢ este o constantd oarecare:

<Cf>=é@[¢f(w)]=¢é@f(%) G.19)

sau:

(cf)=c(f). (3.20)
Astfel, operatiile de multiplicare cu o constanta si efectuarea mediei pot fi facute in
orice ordine fara a afecta rezultatul. Daca in (3.20) f (u) =1 se obtine rezultatul evident

ca media statistica a unei constante este egala cu aceea constantd.
¢) Daca se considera doua variabile u si v, care pot lua valorile:

Uy, Uyyeooy Uy S1 Vis Vaseens Vg, (3.21)
s1 se noteaza cu @, probabilitatea ca variabila u sd ia valoarea u, si cu @, probabilitatea

ca variabila v sd ia valoarea v, atunci probabilitatea ca in timp ce u ia valoarea u, ,

s
variabila v sa ia valoarea v, este egald cu (conform relatiei (3.7)):

P, =P -P,. (3.22)

In continuare se presupune cd f(u) este o functie oarecare de variabila # in timp

ce g(v) este o functic oarecare de variabila v. Dacd variabilele sunt statistic

independente, valoarea medie a produsului fg este:

g =332 /0, )gbv) =332, 11, )-2,8(v,)

r=I1s=1 r=1s=l

=§@r[f<ur>]-§@s[g<vs>] (.23

sau, cu alte cuvinte,

110



FIZICA

(f(w)g(v)) = {f(u))g(), (3.24)

dacd u si v sunt statistic independente. Adesea este convenabil s se cunoasca valorile
posibile ale variabilei u fatd de valoarea medie <u>, notate cu:

Au=u—(u), (3.25)

unde Au este abaterea lui u fata de valoarea medie <u> Se observa ca valoarea medie a
abaterii Au este nula, adica:

<Au> = <u - <u>> = <u> - <u> =0. (3.26)
Este util sd se defineasca un parametru care sa masoare imprastierea valorilor

posibile ale lui u in jurul valorii medii <u> Valoarea medie a lui Au nu da o astfel de

. < : . , 2
masurd, deoarece este nuld. Se foloseste atunci valoarea medie a lui (Au)* care nu poate fi
nula, adica:

((6w) = X, (8w, = 2, ()
_ zl(p 2 =200, ) ) = () =200+ )2 = (%)~ (. .29)

care poartd numele de dispersie sau varianta a lui u. Dispersia este nuld doar daca toate
valorile lui u, sunt egale cu <u> Ea devine tot mai mare pe masura ce aceste valori au
probabilitati apreciabile de a apare departe de <u> Astfel, dispersia devine o masura

convenabila a imprastierii valorilor lui u . Se defineste abaterea standard a lui u ca:

Au = <(Au)2> (3.28)

care are aceeasi dimensiune fizica ca si u.
3.1.4. Distributii continue de probabilitate

Daca variabila u are o distributie continud a valorilor, sumele se transforma in
integrale. Astfel, probabilitatea ca valoarea marimii # sa fie cuprinsd in intervalul u si
u+du este P(u)du ,unde P(u) se numeste densitatea de probabilitate.

In acest caz conditia de normare (3.4) se scrie

a4
[e@)du=1 (3.29)
a4

unde a; si a, sunt limitele intervalului in care variazd u .

Asemanator, valoarea medie se scrie:

(@)= [®@)[f(w)du. (3.30)

3.1.5. Alegerea optima a constituentilor microscopici ai sistemului
Odata stabilit obiectul fizicii statistice se pune problema alegerii constituentilor

microscopici ai sistemului. Intrebarea care se pune este daca pentru concluziile care decurg
are importantd daca constituentii microscopici sunt molecule, atomi, ioni, electroni, fotoni
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etc. Pentru a rdspunde la aceastd intrebare se considera proprietatile termodinamice ale
unui litru de oxigen inchis ermetic intr-un balon. Daca temperatura gazului este de 150 K
se poate considera, cu o aproximatie foarte bund, ca in acest caz constituentii sistemului
sunt puncte materiale, adica au doar o miscare de translatie.

La temperatura de 300K, pentru a descric complet proprietatile gazului,
constituentii trebuie sa fie niste rotatori moleculari, adica, pe langa miscarea de translatie a
centrului de greutate al moleculei de oxigen trebuie sa tinem seama si de rotatia 1n spatiu a
ansamblului rigid al moleculei format din cei doi atomi. In acest caz, luarea in continuare,
de exemplu, a structurii electronice a moleculei de oxigen si chiar a oscilatiilor nucleelor
atomice in jurul pozitiei de echilibru introduce complicatii foarte mari si inutile deoarece
imbunatatirea expresiei functiei caracteristice este neglijabild. Dacd temperatura creste
peste valoarea de 300 K apare necesitatea de a tine cont de oscilatia nucleelor in jurul
pozitiei de echilibru. La temperaturi $1 mai mari electronii nu mai sunt inghetati in starea
fundamentald, aducand contributii importante la proprietatile termodinamice ale gazului.

La temperaturi de ordinul ~10°K nu mai are sens discutia despre molecule si
chiar atomii raman fara electroni, sistemul fiind in continuare format din nuclee si
electroni.

In concluzie, alegerea constituentilor elementari depinde de conditiile
macroscopice in care se afld sistemul studiat cu conditia ca numarul acestora sa fie foarte
mare.

3.1.6. Ansamblul virtual de stari

Se considera un sistem fizic compus dintr-un numar foarte mare de molecule N,
care ocupa un volum mare V. Pentru un kmol de substantd, ordinul de marime al acestor

marimi este N =10%° molecule siV = 10%° volume moleculare. Aceste valori fiind foarte
mari se poate considera teoreticca N — oo i ' — oo, dar

v=—, 3.31
N (3.31)

care este volumul specific, este un numar finit.

De asemenea, se considera sistemul izolat in sensul ca energia sa este o constantd a
migcarii. Evident, aceasta ipoteza este o idealizare, deoarece in naturd nu existd sisteme
perfect izolate. Faptul real ca se pot face masuratori asupra sistemului implicd o interactie
intre sistem si aparatul de masurd (mediul inconjurator). Dar, daca interactiile cu mediul
exterior sunt suficient de slabe pentru a putea considera ca energia sistemului ramane
aproximativ constanta, se poate considera ca sistemul este izolat. Peretii vasului in care se
afla sistemul se considera perfect reflectatori. O stare a sistemului format din N
constituenti microscopici intre care interactiile sunt neglijabile este complet si unic definita
de 3N coordonate generalizate; ¢;,q,,...,q3x $i 3N impulsuri generalizate canonic

conjugate  py, P,,..., P3y- (Daca sistemul are [/ legdturi numdrul parametrilor
independenti este 2, unde f =3N —[). Se noteazd cele 6N variabile independente
prin (p,q). Dinamica sistemului este complet continuta in functia Hamilton 5( p,q) s
ecuatiile canonice:

05(p.9) _ . 25(p.q) _p (3.32)

- 4 —- =P
p; p;
Este convenabil sa se lucreze in spatiul fazelor in care fiecare punct reprezintd o
stare a sistemului. Locul geometric al tuturor punctelor din spatiu €, care satisfac
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conditia }5(p,q):W defineste o suprafata echienergetica. Daca starea sistemului

evolueaza in timp conform ecuatiilor (3.32) punctul reprezentativ descrie o curba in spatiul
Q, care rimane pe suprafata de energie W. In cele ce urmeazi se considerd ci energia
sistemului se afld intr-un domeniu AW 1in jurul valorii W , cu conditia ca AW << W .

La nivel microscopic existd o multime de stiri ale sistemului care corespund
aceleasi stari macroscopice. in cadrul fizicii statistice se studiazi acestd multime de stiri
microscopice care corespund aceleiasi stdri macroscopice, care poartd numele de
ansamblul virtual de stari. Acest ansamblu de stari este reprezentat printr-o distributie de
puncte in spatiul caracterizat printr-o functie densitate de stari p( D, q,t) definita in asa fel

incat p(p,q,t)d3N p d3Nq sa reprezinte numarul punctelor reprezentative (starilor)

d3Np d3N

continute in elementul de volum q localizat in jurul punctului ( p,q) din

spatiul fazelor la momentul #.Conform teoremei lui Liouville volumul ocupat de starile
sistemului in spatiul fazelor rdimane constant in timp. Deci,
dp op Z X op op; % Op 0q;
ot D Op;, ot 5 0q; Ot
Astfel, distribu‘gla de puncte reprezentative din spatiul fazelor se deplaseaza ca un
fluid incompresibil. Prin distributie se intelege dependenta de 4 a densitatii p.

=0. (3.33)

Pentru a demonstra relatia (3.33) se considerd numai ansamblurile a caror functie
densitate de stari nu depinde explicit de timp si depinde de ( D.q ) prin intermediul functiei
Hamilton. adica:

p(p.q)=plA(p.q)]- (3.34)

Atunci,

op
o (3.35)

si

3N 3N
(P i, Op 04| [ 0P 055 P55 (3.36)
op; ot oq; ot 055 0p; 0q; 05 0q; p;

. d
Inlocuind relatiile (3.35) si (3.36) in (3.33) este verificata conditia ca d_Ft) =0 care

reprezintd teorema lui Liouville. Conditia (3.34) poartd numele de ipoteza ergodica pe
baza careia mediile temporale coincid cu cele spatiale. Teorema lui Liouville (3.36) poate
fi demonstrata si folosind legea de conservare a lui p( p,q), care decurge din conservarea

volumului ocupat de starile sistemului 1n spatiul fazelor, adica:

op

i=1 i=1

—+V(-p)=0 3.37
~ TV0-p) (337)
unde
V=(P1s Pasees P3ns G Qoo G3n ) (3.38)
este vectorul viteza in spatiul fazelor cu 6 N dimensiuni, iar
Vz(a , 0 yeveeees 0 J, (3.39)
ap; Op, 93y

adicd operatorul nabla in spatiul fazelor.
Astfel,
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—@=V(V-p)=§[£i(p,-p)+i(%p)}=§(appl+— J O(@p Z] (3.40)

o i1 oq; a\ap
unde
Pi 0 O [08), 0[08]_ (3.41)
op; 0q; op; \ 0q; 0q; \ Op;
Atunci:
Z p 9p; 0P 04; | _, (3.42)
o Op; Ot 8qi ot

d
care este chiar membrul drept al relatiei (3.33). Astfel, s-a verificat ca P _ 0.

In cele ce urmeazi se va lega densitatea de stiri de probabilitatea de localizare a
starii sistemului intr-un punct din spatiul fazelor, care reprezinta, de fapt, probabilitatea de
aparitie a unei stari microscopice din ansamblul virtual de stari microscopice atasat starii
macroscopice.

3.1.7. Postulatul probabilitatilor apriori egale

Pentru a face predictii privind probabilitatile si valorile medii trebuie introduse
anumite postulate statistice. Se considera cazul simplu al unui sistem izolat (cu parametri
externi precizati) a carui energie se gaseste intr-un interval mic dW in jurul valorii W, sau
altfel spus in intervalul intre W si W +dW . Acest sistem se poate gasi in oricare dintr-un
numar mare de stari accesibile, care formeaza un ansamblu statistic.

Pentru inceput se considera situatia simpld in care sistemul considerat are
probabilitati egale de a se gasi in oricare din starile sale accesibile. Cu alte cuvinte, se
considera cazul in care sistemele din ansamblul statistic sunt uniform distribuite pe toate
starile lor accesibile la un moment dat. In timp sistemul nu va riméane intr-o stare dati
pentru totdeauna ci va efectua tranzitii intre diversele stari accesibile lui. Dar, din legile
mecanicii nu reiese ca ar exista o stare preferentiald a sistemului metinandu-se o distributie
uniformd@ neschimbatd in timp. Se poate trage concluzia ca dacd sistemele dintr-un
ansamblu sunt uniform distribuite pe starile lor accesibile, ansamblu este independent de
timp. In termeni probabilistici aceastd afirmatie poate fi reformulatd dupa cum urmeaza:
daca un sistem izolat are probabilitati egale de a se gasi in oricare din starile lui
accesibile, atunci probabilitatea de a gasi sistemul in oricare din starile lui este
independeta de timp.

Prin definitie, se spune ca un sistem izolat este in echilibru daca probabilitatea de a
gdsi sistemul in oricare din starile sale accesibile este independentd de timp. In acest caz
valoarea medie a oricarui parametru macroscopic masurabil al sitemului este, de asemenea,
independenta de timp. Aceste concluzii pot fi formulate sub forma: daca un sistem izolat se
gaseste cu probabilitate egala in oricare din starile sale accesibile, acesta este in
echilibru. In consecintd, daci un sistem izolat nu se giseste cu egald probabilitatea in
fiecare din starile sale accesibile, acesta nu este in echilibru si va tinde atunci sa se
modifice In timp pana ce va atinge o situatie ultima de echilibru, in care se va afla cu egala
probabilitate in oricare din starile sale accesibile. Aceste afirmatii reprezintd postulatul
probabilitatilor apriori egale, care mai poate fi formulat si sub forma: daca un sistem
izolat este in echilibru el se gaseste cu probabilitatea egala in oricare din starile lui
accesibile. Acest postulat face o afirmatie asupra sensului in care evolueaza sistemul si nu
face nici o precizare asupra timpului real necesar sistemului pentru a atinge starea de
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echilibru (asa-numitul #imp de relaxare). O descriere cantitativi a unei situatii de
neechilibru poate deveni foarte dificild, deoarece aceasta cere o analiza detaliatd a modului
in care variaza in timp probabilitatea de a gasi sistemul in fiecare din starile lui.

Daca stdrile sistemului sunt reprezentate in spatiul fazelor atunci, conform
postulatului probabilitatilor apriori egale, probabilitatea de a gasi starea unui sistem in
elementul de volum dQ) = dpdq din spatiul fazelor este proportionala cu dQ si starea de

echilibru termodinamic a unui sistem este starea microscopica cea mai probabila.

3.2. Statisticile Gibbs ale sistemelor in interactie

Problema fundamentald a fizicii statistice constd 1n gasirea formei functiei de
distributie a microstarilor sistemului (P(p,q) = (P[.S(p,q)] la un moment dat, tinand cont

de macrostare, adicd de conditiile precizate de experientd. In cele ce urmeaza, trecand de
la simplu la complex, se considera trei situatii distincte pentru sistemul fizic, caruia i se
ataseaza un:

- ansamblul statistic de stari microscopice distribuit microcanonic pentru cazul in
care sistemul nu schimba nici particule, nici energie cu exteriorul;

- ansamblul statistic de stari microscopice distribuit canonic pentru cazul in care
sistemul nu schimbd particule, dar schimba energie cu exteriorul;

- ansamblul statistic de stari microscopice distribuit macrocanonic pentru cazul in
care sistemul schimba si particule si energie cu exteriorul.

3.2.1. Ansamblul microcanonic de stari

Functia de distributie microcanonicd. Distributia microcanonica a microstarilor se
realizeaza cand sistemul termodinamic este izolat (nu schimba energie cu mediul exterior)
si inchis (nu schimbd particule cu mediul exterior). In acest caz ansamblul virtual de
miscrostari este raspandit pe hipersuprafata 5(p,q)= W din spatiul fazelor. Trebuie

determinata functia de distributie a acestor stari @(5) care sd aiba urmatoarele proprietati:

0, pentru starile sistemului cu 5 # W
?(H)= o . (3.43)
constant, pentru starile sistemuluicu 5 =W
si sa fie normabila, adica:
[elB(p.g)lda=1. (3.44)

unde dQ =dp dg este elementul de volum din spatiul fazelor.
In matematici se cunoaste finctia Dirac, care are proprietitile cerute pentru @(45),
o0 5 X = .xo

5(x - X, ) = {O sy cu proprietatatile:
) 0

flxg), a<x,<b

3.45
0 , X, in afara [a,b)]. (3.43)

_Ts(x)dx:l, I f(x)S(x—xo)dx:{

In cazul de fata x = A si x, =W, astfel cd se poate scrie:

2,(8)=C, -8(5-W), (3.46)
unde indicele m se refera la microcanonic.
Constanta din expresia (3.6) se determind conditia de normare (3.2), adica:

C,-[3(5-W)da=1. (3.47)
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Pentru a efectua integrala din (3.47) se considera ca energia sistemului variaza cu o
cantitate AW mica in jurul lui W si astfel, (P(&) are valori nenule pentru toate
microstarile cuprinse in volumul AQ din spatiul fazelor (fig. 3. 1).

. Q
Inlocuind dQ2 = 2_45(16 in relatia (3.47), rezulta:

=1, (3.48)

C, [ 3(5-)22d5=C, '(a_QLW :

o o5 05
: : e o . :
unde s-a folosit proprietatea (3.45) a functiei Dirac cu f (x) = % Din relatia (3.48), se

obtine

c - ! L (3.49)

" (aQJ oQ
oA . ow

Inlocuind relatia (3.49) in (3.46) se obtine expresia functiei de distributie
microcanonicd a microstarilor unui sistem fizic sub forma:

-1
oQ
P = — oA -W). 3.50
. (aéjw (B-m) (3.50)

q
Fig. 3. 1. Domeniul AQ) din spatiul fazelor.

Daca se introduce functia de energie Gibbs:

o
O )=In— 3.51
() n (3.51)

expresia (3.10) devine:

®, =exp[-D(W)|3(5-W). (3.52)

Calculul energiei medii a sistemului in cazul distributiei microcanonice a microstdarilor.
Tinand seama de definitia mediei statistice, rezulta:

(8)=[5(p.9),(p.q)dQ = (2—;}_1 [558(5-w)d -
_ (%JI | 6(/5—W)6§5d/5 = (%Jl GS?VJ&W = (%JI W(?Vj =W. (3.53)
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Deci, energia medie a particulelor a caror microstari sunt distribuite microcanonic
este egala cu energia W care trebuie sa ramdna constanta.

Interpretarea statistica a temperaturii. Se considerd doud sisteme fizice independente,
aflate in echilibru termodinamic, 2, si X, . Starile microscopice ale sistemului 2, se afla

in elementul de volum d(); din spatiul fazelor, iar starile microscopice ale sistemului X,
se afla in elementul de volum d€2, din spatiul fazelor. Microstarile sistemului X format
din cele doua subsisteme se afla in elementul de volum din spatiul fazelor

iar intre functiile Hamilton ale acestor sisteme exista relatia:
H=H+H+H=H+H (3.55)

deoarece termenul de interactie 4, este neglijabil, sistemele fiind in echilibru
termodinamic. Volumul € din spatiu fazelor inchis de hipersuprafata =W, pe care se
afla starile microscopice ale sistemului X se poate calcula in doud moduri, adica:

Q= [dQ=[dQdQ, = [dQ, [dQ, =[Q(5-5,)dQ, (3.56)
w w w W, w
sau
Q=[dQ=[dQ,dQ, = [dQ, [dQ, = [Q,(5-5,)d,. (3.57)
w w W w-wl w
Relatiile (3.56) si (3.57) mai pot fi scrise sub forma:
dQ
Q= _[Ql (5-5,)-—->dA, = J.Ql (5-5, )exp[®(5, )45, (3.58)
w d5, v
si
dQ
Q= JQ2(5‘51 )—tdA, = jgz (5-51 )exp[®(5,)ld5, . (3.59)
v d5, W
Egaland relatiile (3.58) si (3.59), rezulta:
Q,(H,)exp|®(5,)ldA, = Q, (5, )exp|[(5,)ld5, (3.60)
sau
Q, (5, Jexpl- (5, )5, = 2, (5, )exp[- D(5)ldA; . (3.61)
Tinand cont ca A = constant, se obtine:
5, =d(5-5,)=-d5, (3.62)
si
d5, =d(5-5,)=-ds5 (3.63)

astfel ca relatia (3.21) se poate scrie sub forma:

_[Ql (51 )expl[-D(5,)ld5, = J.Qz (5, )exp[-D(5,)ld5, . (3.64)

S-a obtinut o mérime care este egald pentru cele doua sisteme aflate in echilibru,
deci si pentru sistemul total format din cele doua sisteme. Rezulta ca expresia matematica:
Qexp[- o(7 ) (3.65)
trebuie sa corespundd unui parametru macroscopic, acelasi pentru cele doud sisteme aflate
in echilibru termodinamic, parametru ce defineste starea sistemului aflat in echilibru
termodinamic. Acest parametru macroscopic este temperatura. Se poate scrie ca:

exp[-®(W)|= kT, (3.66)
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unde k =1,38-1072 J/K este constanta Boltzmann.

Semnificatia statistici a entropiei. Se considerd doud sisteme 2, definit prin parametrii:

(p(l) qi(l),Wl,.Sl,dQl) si sistemul X, definit prin parametrii: (pl(z),qi(z),WQ,.Sz,dQZ),

1 b
care puse in contact termic formeaza sistemul 2 definit prin parametrii:

(,-(l),Pl(z),ql(l),ql(z),W:Wl+W2"5:'51+4523dQ:d91d92)- (3.67)

Probabilitatea de a gasi starile sistemului X in elementul de volum dQ este:

de, :(s_pg;j 3(B, —W,)3(H, -, )dQ,dQ,
= exp[- (W )[5(H, -7 )3(5, -, JdQ,dQ, (3.68)

unde s-a scris ca probabilitatea de a gasi starile sistemului £ in elementul de volum dQ
din spatiul fazelor este data de probabilitatea ca In timp ce starile sistemului X, se afld in

elementul de volum d(2,, starile sistemului 2, se afla in elementul de volum dQ2, .
Probabilitatea ca stdrile sistemului X, sa se afle in elementul de volum dQ,
indiferent de starea sistemului 2, se obtine integrand relatia (3.28) peste microstarile

sistemului %, , adica:
de; = exp[- (W )P(5, - W, )d, I5(452 -, )dQ,
= CXP[— (W)]CXP[CDZ (7, )]8(‘51 ~W,)dQ,

oQ
= expl- o Jexplo 00, (1) 46,
|
=expl- [ (W()]e;p[ (Wz))]]e pl®, (7 )5(&, -, )5,
_expl®, () + @, (7,)] ~
explo07]] 5(& — W, )45, (3.69)
Aplicand conditia de normare pentru d®, rezulta ca:
eXP[CD1(W1)+ ch(Wz )] = const.= \., (3.70)
exp[@(7 )]
dQ, .dQZ _ dQ 3.71)

dw, dw, —dw

unde W =W, +W, = constant, adica:
dW =dW, +dW, =0 sau dW, =-dW,. (3.72)
O relatie asemanatoare se poate obtine pornind de la d®,, probabilitatea ca starile
sistemului X, sa se afle in elementul de volum dQ2, indiferent de starea sistemului XZ;. Se
regdseste relatia (3.70). Derivand relatia (3.71) in raport cu W} si impartind rezultatul la
dQ, .d§22

1 WZ

produsul , rezulta:
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d (dQ d (dQ,
dw,  dw, N dw, \ dw,
dQ, dQ,
dw; dw,
Tinand seama de (3.72) relatia (3.73) poate fi rescrid sub forma:
d | d 92,
dWl an = sz 8W2 = const. (3.74)
dQ dQ
-1 2
d W1 d W2
S-a obtinut o expresie care are aceeasi valoare pentru cele doua sisteme, deci
ramane constantd. Astfel, se poate scrie ca:

=0. (3.73)

d dQ
——| In—— |=const., (3.75)
dw i dw
pentru un sistem oarecare. Relatia (3.75) mai poate fi scrisa si sub forma:
dQ
d(ln —) =const.-dW . (3.76)
dw

Intrucat trecerea spre starea de echilibru termodinamic a sistemelor se face fara
variatia parametrilor externi, nu se produce lucru mecanic si

dw =dQ. (3.77)
Astfel, tinand cont de expresia principiului II al termodinamicii
dQ=T1dS, (3.78)
de relatiile (3.36) si (3.37) se poate scrie ca:
dQ
d[ln —j = const.-TdS . (3.79)
dw
Pentru a asigura omogenitatea dimensionala a relatiei (3.79) trebuie ca:
1
const.=—, (3.80)
kT
unde k este constanta Boltzmann. Atunci, (3.79) devine:
dQ ds
dIn—r|=—, (3.81)
dw k
de unde
dQ
S=kln— (3.82)
daw

care reprezintd relatia Boltzmann in distributia microcanonica.

Studiul gazului ideal monoatomic. Paradoxul Gibbs. Gazul ideal monoatomic se prezinta
ca un sistem de N particule identice (puncte materiale) intre care nu se exercita forte si
care se afla intr-un recipient de volum V' ai carui pereti impiedica iesirea particulelor din
recipient. Functia Hamilton pentru acest sistem se scrie:
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A= Zp— (3.83)

deoarece energia potentiala de interactie este nuld. Volumul inchis de hipersuprafata de
energie constanta W din spatiul fazelor este egal cu:

1 1
Q= el | i | [1dpidg, = el [.fdp, dp, dp. ...dp, -dxdydz...dzy

= l/ﬁLN(_”J‘dxidyidZi )N I ------ I dpxl dpy1 dpzl ""dpzN (3.84)

unde
[[[dxidydz, = [[[dx,dyydz, =......[[[dxydyydzy =V (3.85)

In relatiile (3.84) apare la numitor nN , unde / este constanta Planck, care are
dimensiunea unei actiuni (impuls x lungime) si care asigurd ca volumul €2 din spatiul
fazelor sa fie adimensional. Integrala dupa impulsuri din relatia (3.84) reprezinta volumul
hipersferei de razd R =+/2mW din spatiul impulsurilor cu 3N dimensiuni.

Astfel,

V N
Q<W>=(h—3j Q4 (R). (.86
unde:

ORI 0:J = I— [dxdx,..dx, =C,R", (3.87)

x12 +x§1 +.,.+x]2\, <R?

iar n = 3N . Constanta C, poate fi calculata pornind de la identitatea

+00 +o0 +00 "
I ...... Idx” exp[— (xl2 + x§ +..+ x,f )]: [ jexp(— x? )dx} = (\/E)n . (3.88)
Notand cu S, (R) = de'}e(R) , aria suprafetei hipersferei din spatiul cu n
dimensiuni, de raza R, membrul stang al relatiei (3.88) poate fi rescris sub forma:
+o0 +00 ©
Idxl... J.dxn exp[— (xl2 + x5 XD )]: J.Sn (R)exp(—R2 )dR
o “ 0

=nC, gR”_l exp(— R? )dR = %nCn !dt tE_l exp(—¢)= %nCn (gj' (3.89)

Pentru calculul integralei din relatia (3.89) s-a facut schimbarea de variabila
R* =t. Egaldnd membrii drepti ai relatiilor (3.48) si (3.49) rezulta:

\/;n

C, = . (3.90)

" n(”jv
202 )

In cazul prezentat mai sus n = 3N, astfel ca:

120



FIZICA

N
V 32
Q(W):CSN[hT(sz)/ } : (3.91)
unde
3N
7 2
Ciy =i 3.92
ey o
202 )
Astfel, entropia gazului ideal monoatomic devine:
i 3N 3N
SW,V)=k|InCyy + NInV —3NInh +71n(2m)+71nW

i Ny N 3N g AT +3N—1n3Nj. (3.93)

2 2 3NRE 2 2

Relatia (3.93) poate fi explicitata ca W = W(S ,V), adica:
2
ﬁ—lzzan+an+ln2n—m—lnﬂ(l+ijEln wy3 dmm . (399
INE 3 h? 2 3N 3NK
In relatia (3.94) s-a neglijat termenul % fatd de 1. Din relatia (3.94), rezulta:
2
3 Amm exp(ﬁ—lj (3.95)
3NK? 3Nk
sau:
2
(s, )=y exp(ﬁ —1). (3.96)
4nm 3Nk

Ecuatia calorica de stare se scrie sub forma:

2 > 2 2
T:(aWj __2 3N exp(—S—ljz—W (3.97)
oS ), 3Nk 4nm 3Nk 3Nk
sau:
3
W= EN kT (3.98)
relatie cunoscuta pentru energia interna a gazului monoatomic.
Ecuatia termica de stare a gazului ideal monoatomic este data de relatia:
2 S 2 2W 2 T  NkT
p :_(a_Wj :_.ﬂy 5/3 exp(—S—lj _ir :_.iﬂzﬂ. (3.99)
oV )y 3 4mm 3Nk 3V 327 V
. . 3N, .. ) :
Inlocuind W = TkT in expresia (3.94), se obtine:
S = NkIn(y723 )+ N[%+%1n( 22’?1‘ H (3.100)

Notand cu
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3k 2nmk
Sg=—|1+1n 3.101
v2 { ( i’ ﬂ 1
relatia (3.100) poate fi rescrisa sub forma:
S = Nk ln(VTm )+ Ns,. (3.102)

In cele ce urmeza se considerd doud gaze ideale, avand un numar N, si respectiv
N, particule care ocupd volumele V) si V,. Temperatura si presiunea sunt egale. Dupd
punerea in legdturd a celor doud gaze, sistemul ocupa volumul V| +V,. Prin punerea in

contact a celor doua sisteme temperatura rdmane aceeasi. Astfel, variatia entropiei in acest
proces este:

AS = (N, + Ny)In|(7 + 7,72 |+ (N, + Ny )so — N, In(7,7%2)
n+v, o+,

— Nyso = Ny (1572 )= N5y = Ny In LN, In
1 2
Rezulta ca prin amestecarea celor doud gaze entropia sistemului creste. Daca cele
doud gaze sunt identice rezultatul este absurd. Ar Insemna cd variatia entropia gazului
depinde de istoria sistemului, adicd de starile intermediare prin care trece sistemul si
entropia nu mai este o functie de stare.
Gibbs a rezolvat paradoxul in mod empiric postuland ca in calculul volumului

Q(W) din spatiul fazelor trebuie impartit rezultatul cu N! adica cu numarul de permutari
ale celor N particule care nu duc la stari noi, particule fiind indiscernabile. Atunci, in
expresia lui S trebuie scazut termenul & In N'= k(N In- N ) si expresia (3.102) devine:

V 5 3 2nmk
S = Nkln| =732 |+ N| 2k + 2 kin| 222 | (3.104)
N 22 h?

Termenul care a fost scazut nu depinde de 7" si V', astfel ca acesta nu afecteaza
expresiile ecuatiilor termica si caloricd de stare si a celorlalte functii termodinamice ale
sistemului. Scriind variatia entropiei in procesul de amestecare a gazelor, considerat mai
sus, rezulta:

S =(N, +N,)In(; +7,)— (N, + N, )In(N, + N, )— N, In¥; + N, In N,
V,+V- V V.
—1 2 _N/In—L-N,In—2=0 (3.105)
1+ N Ny N,

(3.103)

~N,InV,+N,InN, =(N,+N,)In

deoarece
h_n_n+v, kT

Ny Vy, N+N, p
Acceptand postulatul Gibbs in continuare se comsidera cd volumul ocupat in
spatiul fazelor de stérile sistemului este egal cu:

= dpdg (3.107)

(3.106)

3.2.2. Ansamblul canonic de stari

Distributia microcanonica joaca un rol teoretic fundamental in fizica statistica, dar
in aplicatiile practice este mai putin folositd. Aceasta se datoreste faptului cd pentru un
sistem fizic real sunt greu de realizat conditiile impuse ansamblului microcanonic.
Ansanblului canonic de stari microscopice corespunde sistemelor fizice inchise (nu
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schimba particule cu mediul exterior) si care admit schimb de energie cu exteriorul
(termostat) atat prin intermediul lucrului mecanic cdt si prin schimb de caldura.

Functia de distributia canonicd. Se considera doua sisteme fizice 2., si 2., in contact
termic, la echilibru. Sistemul 22 este un termostat. Astfel,
Wy>>W,, Ny>>N,;siT) =T, =T (3.108)
iar
H=W=W+W,=5+5, (3.109)
deoarece interactia are loc cu un schimb de energie neglijabil in raport cu valoarea lui W .
Se poate considera c3 atat sistemul total format din X, +2.,, cat si sistemul >, le

corespund ansambluri microcanonice de stari. Astfel, probabilitatea elementara ca starile
sistemului 2 s se afle in elementul de volum din spatiul fazelor dQ =dQ,dQ,, unde

dQ, este elementul de volum in care se afla starile sistemului >;, in timp ce dQ, este

elementul de volum in care se afla starile sistemului X, , este:
-1 -1
oQ2 oQ
dP=|—| A-W)Q=|—| O/ +H —W)dQdQ,. (3.110
(6W} (5-w) (GWJ (61 +5, - W) dQ,.  (3.110)

Deoarece termostatului >, 1i corespunde o distributie microcanonicd de stari,
probabilitatea ca starea sistemului >, sa se afle in elementul de volum dQ,, indiferent de

starea sistemului 2, , este:

dp = &2 _lde [8(5 +5, -W)dQ
1= ow 1) 1 2 2

-1 -1
:(@j dglj...ja(,51+,52-wz)a&d52=(5—9) hio. @

ow 0H, ow ) 0/,
Pentru termostatul 2., , confort relatiei (3.82),
52 :klnM’ (3.112)
ow,

se poate scrie:

xYy _ exp{m} - exp{l {Sz (5)-L2 4+ }

ow, k k 0A
) S
=exp| —= |-exp| ——=- |. 3.113

2| e - B113)

In relatia (3.113) s-a dezvoltat in serie functia:

oS
S,(/-H)= 82(6)+a_,52(_61)+""’ (3.114)

deoarece A >> 4, si s-a folosit relatia din termodinamica:
8_S = 1 . (3.115)
ow T

Inlocuind expresia (3.113) in (3.111), rezulta:
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-1
de, :(6_Qj exp{%} exp{—i}dﬂl =C, exp{ fl }dﬂl (3.116)

ow k
Constanta C, se determina din conditia de normare:
5
C.|...|exp| ——= [dQ=1. 3.117
CI j p{ kT ( )

Pentru un sistem, caruia i se asociaza un ansamblu canonic de stiri microscopice,
functia de distributie canonica a starilor in spatiul fazelor este:

eXp[_ 6561;61)} I 5(pq)
P, = i Iexp{ )}dgz—cexp{— L } (3.118)

unde indicele ¢ se refera la canonic,

5(p.q )

Z.=|..lexp| — dQ 3.119
c J. I P{ T ( )
reprezintd functia de partitie canonica, iar d€Q = S IEY dp dg este elementul de volum

din spatiul fazelor.

Teorema echipartitiei energiei. Teorema echipartitiei energiei afirma ca valoarea medie a

05

unui produs de forma —=, unde N\ = Py, Pry---s P> {1,---,q ¢ este egald intotdeauna
n on P1> P2 Pr>d qy

cu produsul kT , adica:

< 86> kT . (3.120)
o
Pentru a demonstra relatia (3.80) se alege m = p; si se tine seama de identitatea:
i )2 exp[— éj = exp(— éj—ﬂé—}sexp(— é) (3.121)
op, kT kT ) kT Op, kT

Integrénd relatia (3.121) pe volumul €2, adica:

f f —{pl eXp(——ﬂdQ j j —exp(——de

op
1 0 +00 645 5
-— | .. —=exp| —— |dQ. 3.122
kT_L Iplal p( kT] (3.122)
Integrala din membrul stang a relatiei (3.122) se poate scrie sub forma:
+00 +0 400 Foo
o 5 5)
—| pyexp| —— | |d, ... |dp,dp;...d exp| ——— X
_Jw o {pl p( kTﬂ pl_fw _L p, dps...dg, = {pl p( kT}
+00
x [...[dp,...dg, =0 (3.123)
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deoarece exponentiala depinde de pl2 prin intermediul lui A si ajunge mai repede la zero
decat ajunge p; la infinit. Tindnd seama de (3.123) relatia (3.122), devine:

[T gpon- ffﬂ‘m< )

+0 40 1 P
J. _J;O exp(— lgde Py

-00

kT =

(3.124)

Evident ca relatia (3.124) se poate demonstra in acelagi mod pentru orice valoare a
lui mn. Relatia (3.124) permite calcularea energiei unui sistem stiind cd aceasta este

repartizatd in mod egal pe gradele de libertate ale sistemului.

Expresiile marimilor termodinamice in cazul ansamblului canonic de stiri. Se considera
un sistem fizic real aflat intr-un camp exterior, a carui influentd este descrisd prin
parametrii externi ;. Atunci, hamiltonianul sistemului depinde de parametrii microscopici

( Dis s ql-) si de parametri externi macroscopici a, , adica:

5=5(p:. 9. a;) (3.125)

In acest caz, functia de partitie canonica se scrie:

1 /5(171'9 g;>a ) _
Z. —hTN!j...jexp[—Tl} dp; dg, =Z,(B,a;).  (3.126)

unde B = k_ si a; sunt parametrii macroscopici. In continuare se calculeaza:

N
4z, =dInZ, 1[0z dB T+zaZ (3.127)
c aB dT =1 8(1]
Intrucat
5 _
dz. = h%}\/;{j Isz exp( T dT'dp; dg;
kTZ J. J.z aa exp(__jdal dpl dql:| (3128)
l
si
T j...j...j&exp(—lgjdpidqi
ZC :danC = sz 6 _
c j-~-I-~IeXp(_kdeid%
J- f eXP( jdpl dg;
- % da, = 3.129
kT % 5 a, = (3.129)
—— |dp; dg;
J fexp( ij p; dg;
dr 1 0A
= — = —=)da, .
<5> kTZ kT - <aal> al
Intrucat,
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. /0AR\ OE,
(B)=¢; si <6a,>_ oo 4, (3.130)
(din primul principiu al termodinamicii), se obtine:
> 4, da,
d(klnzc)=£" gTJr L (3.131)
T T
Tinand seama de ecuatia fundamentald a termodinamicii:
> 4, da, =TdS —dE, (3.132)
!

relatia (3.131), devine:
akngziwﬂi+n”_dff:dS—rf%+fg{%I

T T
. . =TS F
—ds—d[ Zi|=df 5T |= g T —d = (3.133)
T T T T
sau:
F=-kTInZ,. (3.134)
Relatia (3.134) mai poate fi scrisa si sub forma:
F
Z.=exp| ——|. 3.135
ool L) .
Inlocuind relatia (3.95) in (3.78) rezultd pentru functia de distributie canonica
relatia:
F-5(p.q)
P, =exp| ———|. 3.136
c P[ T (3.136)
Calculand:
F—
In@, = F-5(p.q) (3.137)
kT
si media:
F - , F—-E;
(Ine,) = (50 q»: l:—ﬁ, (3.138)
kT kT k
se obtine:
S=-k(In®,) (3.139)

care este relatia dintre entropie si probabilitatea canonica.

Fluctuatiile energiei in cazul distributiei canonice. Prin definitie, abaterea relativd a
energiei fatd de valoarea medie este:
2 2
(5%)-(5)

OE,; = (3.140)
(5)
Tinand seama de expresia valorii medii:
1 5
=—|... —-— |dQ, 3.141
(5) ch jeexp( ij (3.141)

prin derivare in raport cu temperatura, rezulta:
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R SO A R LA S

unde:
0z, _ 1 5 Z:(5)
or “er ) 56"1’(_/«_}@ okt o
Atunci:
8<5> 1 2 2)
—t=— - 144
A = (5)-(5) (3.144)
si
2
OF; = kLZ% (3.145)
(5)
Pentru un gaz ideal monoatomic format din N molecule,
<5>:£i:%A%T (3.146)
si
M=§Nk, (3.147)
or 2
iar in final:
2
SE. = |— 3.148
£, AN (3.148)

care tinde la zero pentru N — .

Studiul gazului ideal monoatomic. Se considera un gaz ideal monoatomic care ocupa
volumul V' la temperatura 7' si este format din N molecule. Intre molecule nu se exercita
forte de interactie, deci energia potentiald este nula, astfel ca functia Hamilton are expresia:

N 52 2
Pyt Py tp:
522~W22 L. (3.149)

Functia de partitie canonica are expresia:
N

v+ 0}, +02)
Z, = hWMI...Iexp — 1= YT

dp, dp, dp. ...dp. dx;dy,dz,...dzy

2 2
1 Py, Py,

+00 pzN
. ex{ zka]dpzN | J [ dyydz, | g [dr,dy,dz, ... | J Jdrydyydzy .

unde:
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+0 p2 +o0 p2 +o0 p2 \/7
exp ———1 = | exp——2 =..= [ exp—2% =~2mmkT, (3.151
L 2mkT dpxl L 2mk dpy ! L 2mkT deN ( )

iar

[[[dxidy,dz, = [[[dx,dy,dz, =... = [[[dx,dy,dz, =V (3.152)
Tinand seama de (3.111) si (3.112) relatia (3.110), devine:
3N
_ — N
Ze= (2mmkT) 2 -V, (3.153)

Intrucat InZ, =%ln(27tmk)+%lnT+Nan—%lnh2 —InN!, energia

libera se scrie sub forma:

2 !
Fenk| =Ny -y + 2N A N (3.154)
2 2 2mmk N
iar ecuatia termica de stare a gazelor ideale este data de relatia:
F T
ov ); V
Din ecuatia calorica de stare scrisa sub forma:
S = _(G_Fj (3.156)
oT )y,
si din
F=€-TS (3.157)
rezultd ca:
QEi:F+TS:F—Ta—F : (3.158)
Intrucat F =—kT In Z_, se obtine:
E =—kTInZ,—-T|-kInZ, —kT(aan“j
oT )y,
InZ
2 OnZe) 23N L 3 (3.159)
or ), 2 T 2
Calculand entropia sistemului:
2
S= _(G_Fj =—Nk —glnT—an+§1n i +1nN—1)—NkT(—i)
oT ), 2 2 2nmk 2T
2
= Nk ElnT+1nV—§1n h —lnN+§ (3.160)
2 2 2mmk 2
rezultd o expresie identica cu (3.104) obtinuta pentru distributia microcanonica.
Ecuatia termica de stare poate fi calculata si cu ajutorul relatiei:
p:T(a_S) :N_kT. (3.161)
oV Z, V
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Distributia maxwelliana a vitezelor. Functia de distributie Maxwell a vitezelor poate fi
obtinuta si cu ajutorul functiei de distributie canonice. Pentru aceasta se considerd un
subsistem microscopic (de exemplu o moleculd a unui gaz in echilibru termic, o particula
coloidala intr-un suspensie) care poate fi studiat cu metodele fizicii clasice. Hamiltonianul

total poate fi scris sub forma:
2

5= +5 (3.162)
2m
unde p este impulsul subsistemului (considerat punct material), m masa acestuia iar &'

este hamiltonianul restului sistemului, care nu depinde de impulsurile generalizate ale
subsistemului considerat (dar poate depinde de coordonatele generalizate). Tinand seama
de expresia mediei statistice (3.30) se poate calcula valoarea medie a oricarei functii F(p)

ale impulsurilor generalizate ale subsistemului:

[#(p exp(—j{) dp| ex ('5}1? [ (p exp( kaJdp
ool - o - |- o

= [p(p.m.T)F(p)dp (3.163)
unde dI™" este elementul de volum din spatiul fazelor redus al sistemului obtinut din
spatiul fazelor sistemului prin eliminarea celor trei dimensiuni legate de componentele
Pxs Py» P, ale impulsului sistemului iar p(p,m,T’) joacd rol de functie de distribufie sau

(F(p)) =

de densitate de probabilitate pentru ca impulsul subsistemului sd fie cuprins in intervalul

(ﬁ, p+ dﬁ) si are expresia:
2
p
exp| —
p( 2mkT ]

p(ﬁ’m9T): 2 °
_ P 5
foul -

Efectuand transformarile:
Py =uN2mkT, p, =wN2mkT, p, =i~N2mkT (3.165)

unde u, w,? sunt noile variabile, integrala tripla din numitorul functiei de distributie
(3.164) devine:

+00 2 +00+00+00
Iex{—zp—kT}ﬁ:(kaﬁyz I I Iexg{—(u2+w2 +t2)]dudwdt(2mnk])3/2. (3.166)
—oo m

(3.164)

—00—00 —00
Conceptul de functie de distributie a vitezelor a fost introdus de Maxwell care a
studiat comportarea vitezelor moleculare pentru un gaz in echilibru termic intr-un
termostat. Valoarea medie a unei functii dependente de vitezd, pentru subsistemul
considerat este data de relatia:

o e - 2 o [rtled -2 b

(2mmkT )3/2 - (2rmkT )3/2
= [ () )dv (3.167)
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unde

@)= 01, )f )= (3.168)

2nkT 2kT

este functia de distributie a vitezelor Maxwell, iar f (vx ), f (vy ), f (VZ) sunt functiile de

3/2 2 2 2
m m(vx +Vy +VZ)
-eXp J—

distributie ale componentelor vitezelor de forma:

1/2 2
m my;
flv,)= (—anTj 'GXPL— 2kTJ' (3.169)

Daca intereseaza doar distributia dupa modulul vitezei, indiferent de directia
acesteia se scrie expresia (3.168) in coordonate sferice (v, 0, ) si se integreaza dupa
directii (adica dupa O si ¢). In fig. 3. 2 sunt reprezentate componentele vitezelor in cele

doua tipuri de coordonate.

ar

Fig. 3. 2. Componentele carteziene si sferice ale vitezelor.

Tinand seama de relatiile dintre componentele vitezelor in coordonate carteziene si

sferice in final rezulta;
3/2 )
m 2 my
v)=4n voexpl ——— 3.170
/) [2nkTJ p( 2kTJ (3-170)

Relatia (3.170) reprezintd functia de distributie a vitezelor Maxwell. Conditia

ar(v)

pentru a determina viteza cea mai probabild este ca =0, ceea ce conduce la

dv
rezolvarea ecuatiei:
m ¥2 2v’m mv®
41 2v— exp| ——— | =0, (3.171)
2nkT 2kT 2kT
care are trei radacini:
v =0,v,= —ZkT,V3 =00, (3.172)
m

In v; si vy functia f (v) are un minim, iar in v, are un maxim. Astfel, viteza cea

mai probabila are valoarea:
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2kT
V, =a——- (3.173)
m
Viteza medie se obtine, conform relatiei de definitie, (3.30):
+00 m 3/2 +00 mvz
v)= |vd®, =4=n v exp| ——— |dv. 3.174
) ! M (mw} ! p{ 2kTJ G

Integrala poate fi calculatd pornind de la integrala de tip Poisson de forma:
2 1 . a . L. ..
Ixexp —ax = o si, derivand intreaga expresie In raport cu a, adica:

+00

Ix exp( ax )dx = —2 Pe baza celor prezentate mai inainte, (cu a —ﬂ) relatia
0 2a 2kT
(3.174) devine:
kY [SkT
(W=dn| = | =] = |=—. (3.175)
2nkT 2\ m m

Viteza medie patratica este data de relatia:

+00 m 3/2 +00 sz
2>_ 2 _ 4
vi)= v d®e, =4n v'exp| ——— |dv. 3.176
< ! u (kaJ { p( 2kTJ (3170
Integrala din (3.176) se poate calcula folosind tot integrala de tip Poisson:

Jexp ax )dx 1/ derivand-o de doud ori in raport cu a, adica:

szexp(— ax? )dx = %a“”/z s fx“exp(— ax? )dx = %\/Ea—s/z . Pe baza celor
0

0

prezentate mai inainte, (cu a = %), relatia (3.176) devine:

3/2 -5/2
=4 =—. 3.177
<v > 7t(27tij \/_(2kTJ m ( )
Din relatiile (3.173), (3.175) si (3.177) se observa ca
<v2>><v>>vp. (3.178)

In fig. 3. 3 este reprezentatd functia de distributie dupa viteze Maxwell dati de
relatia (3.170).
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fir)

I
|
|
|
Vp«:v}m v

Fig. 3. 3. Reprezentarea grafica a curbei (3.170).

Distributia Boltzmann dupd coordonate. Se considera un sistem de N particule identice
de masa m, care se gaseste intr-un camp exterior cu energia potentiala U (x, y,z). Atunci,

numarul de particule dN acaror vector de pozitie 7 se afld in intervalul d7 in jurul valorii
7, indiferent de valoarea vitezei este dat de relatia:

exp[_ U(xaw)}d;

kT

NHIeXp[ 7.z )}df’

iar probabilitatea ca vectorul de pozitie 7 al unei partlcule sa se afle in intervalul d7 in
jurul lui 7 este data de:

(3.179)

exp[_ U(xaw)}dxd &
dNv kT

! IHGXP{ L )}dxdydz'

de = (3.180)

Formula barometrica. Relatiile (3.179) sau (3.180) permit aflarea distributiei moleculelor
cu indltimea in atmosfera Pamantului. In acest caz,

U(x,y,z):mgz (3.181)
si numarul de molecule care se gasesc in intervalul dz la indltimea z este datd de relatia:

exp(_"gzjdz [ dxdy p( ";g;jdz
dN =N— =N— (3.182)
mgz mgz
exp| —— > |dz| dxd ex dz
{ p( ij Jasdy j p( ij
care este formula barometrica. Calculand integrala de la numitorul relatiei (3.183), rezulta:

Texp(_@J LI ( ng)( %j:k_T (3.183)
0 kT mg kT mg

Inlocuind relatia (3.183) in (3.182), se obtine: dN z%exp(— %)dz Cu

ajutorul ecuatiei termice de stare si a relatiei (3.183) se poate determina dependenta
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presiunii aerului de inaltimea z fatd de suprafata Padmantului. Considerdnd aerul gaz

kT

perfect se poate scrie ecuatia termicd de stare: p = N —, sau:

KT gy KT Nmgs {_m_ngdZ p[_m_gZ)
v ¥ Pl Do €X T ) (3.184)

unde Py = P‘ 0 NKT/V este presiunea la suprafata Pamantului. La inaltime mare de

suprafata Pamantului expresia energiei potentiale trebuie corectatd pentru a fi pusa in
concordantd cu legea atractiei universale iar relatia (3.185) nu mai este corecta.

3.2.3. Ansamblul macrocanonic de stari

Ansamblul macrocanonic de stari se asociaza sistemelor fizice deschise (N
variabil) si neizolate (W variabil) deci care schimba particule cu exteriorul gi
interactioneaza cu alte sisteme.

Pentru deducerea functiei de distributie macrocanonica se vor folosi rezultatele
obtinute in cazul distributiei canonice $i microcanonice.

Functia de distributie macrocanonicd. Se considerd doud sisteme X; si X, aflate in
contact termic. Sistemul X, este un termostat, iar intre 2, si X, se face atat schimb de
particule cat si schimb de energie. Intre marimile caracteristice celor doud sisteme existi
relatiile:
N=N{+N,,Ny<<N, =N, A=K/ +H5,, W=W+W,, W <<W, =W . (3.185)
In acest caz, entropia sistemului X, poate fi scrisi sub forma:
Sz=Sz(6z,Nz)=Sz(6—51»N—N1), (3.186)

si poate fi dezvoltatd in serie in jurul punctului de coordonate (.51 , NV, ) , adica:

52(5_51aN_N1)552(45’]\7)_(%) '51_(%j Ny+.. (3.187)
W.N W.N

0A ON,
unde
(a_SJ :l St (&S’j =—ﬁ, (3.188)
05 ), oN T
L, fiind potentialul chimic al unei particule. Tindnd seama de (3.188) relatia (3.187),
devine:
u N
5,(5-51.N = N,)= 5,07, V)~ S Fo L. (.189)

Sistemul X, fiind un termostat, astfel ca pentru aceasta schimbul de energie si
particule cu sistemul X, este neimportant, starile lui In spatiul fazelor sunt distribuite
microcanonic. Deci, probabilitatea ca starile sistemului X, sd se afle In elementul de

volum din spatiul fazelor dQQ; indiferent de starile sistemului X, este data de relatia:

Q)" Q) eQ
d(Pl(,sl,Nl):(Wj dQlj...js(,sz—Wz)dQZ:(Wj aWZ dQ,. (3.190)
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Intrucat,
0Q, Sz(lSzaNz)} {Sz('Sa )} ( &j ( Nlj
—e e e , (3.191
ow Xp[ k P T T ) e ) O
rezulta:
d® (5,,N, )= constant - ex S dQ
191, V)= Pl | kT 1 (3.192)

Pentru un sistem oarecare care schimba energie si particule cu mediul inconjurétor
probabilitatea ca starile sistemului sa se afle in elementul de volum dQ din spatiul fazelor
este data relatia:

S
de ,IN )= Cam €Xp| —— |€eX dqQ,, 3.193
zm(5 ) ¥ P( o P\ kT 1 ( )
unde indicele YY) se referd la macrocanonic, iar
1
dQ = 2}(N!dpdq. (3.194)
Constanta C am S€ deduce din conditia de normare, adica:
]Vz_:oj"'Id@””('S’N)zl’ (3.195)

de unde

Zom —Z p(“o jj jexp(—kﬁjdg (3.196)

care este functia de partitie macrocanonica. Tindnd seama de relatia (3.195) functia de
distributie macrocanonica (3.143) se poate scrie sub forma:

1 KoV 45)
Py = ex exp| ——|. 3.197
"™ Zom p( ij p( kT G.197)

Expresiile marimilor termodinamice. Se considera un sistem format dintr-un numadr
variabil N de particule cu energia W variabila, a carui interactii cu mediul exterior sunt
descrise de variabilele externe a; , astfel cd functia Hamilton este de forma:

5=5(p.q.4;). (3.198)
Calculand
1 (0Zoy o
dInZ,,, :%(a—TdT+z da,} (3.199)
unde:
oz N N
o H B 5
—T = —%ﬁ GXE{O—jJ‘ . .ICX[{— —jd(Z‘i'
+Ze p( JTZI [Ae p(—kéjdﬂ (3.200)
iar
oz N ) 1
m _ Hol¥ NS B N < I T 3.201
da, NZJGXP( kT JII( GaIJkTeXp( ij ’ (3-201)
rezulta:

134



FIZICA

1 HodT MONJ ( '5)
dinZ,, = - Nexp| ——|]...... exp| —— | dQ+
™oz { kT? 2 Xp( kT JorJoxp kT

om N
dT noN A
+E%exp( l:T jf ...... J.ﬁjexp[—ﬁj dQ +

! N1 08 B
+ﬁ;dak%exp(ﬁjj ...... I( aaljexp( ijdQ} (3.202)

N dTr
:_“0< >dT+<5> +zAldal
kT? kT 5 kT
0A . .
unde 4, =— 8_ . Relatia (3.201) se poate rescrie sub forma:
a
dinZy, =d ——- |[——d(N)+d| ——~ |[+—+ , 3.203
‘m(ijkT<> kT kTZ,:kT (3209
unde s-a tinut seama ca:
kT? koo\T kT kT
si
dTr . : .
(BT _Edl _ d(Lj g B | 9% (3.205)
kT>  kT? kT kT ) kT
Rescriind relatia (3.203) sub forma:

dE; + Y A da; —p, d(N)
d{ln Zom — M + EJ = L (3.206)
kT kT kT

si tinand seama de ecuatia fundamentala a termodinamicii scrisd pentru sisteme deschise,
adica:

dE; =TdS - 4,da, +p,dN (3.207)
!
relatia (3.156) devine:
N .
dnz, _MolN) £ )_TdS (3.208)
kT kT kT
sau
Bo(N) &
dS=kd InZ,yy ————+— 3.209
( ™ T ij (3209
iar entropia,
£, Mo(N)
S=kInZypy +—— . 3.210
mt, T (3.210)

Relatia (3.209) se poate rescrie sub forma:
kTInZyyy =TS —E; + 1o(N) = Vi » (3.211)

unde V‘Yb poartd numele de potential macrocanonic. Din relatia (3.211), se obtine:
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Lo =€ =expl —— |. 3.212
m xp[ - xp = (3212)
Intrucat,
HoV )
Lo = — ... —— |[dQ 3.213
i %exp( kT jj / exp( ij (G219

se poate scrie:

exp{ﬂk/—;nJ = %exp{%)f. . .jexp(— kéTj dQ, (3.214)

iar functia de distributie macrocanonica devine:

1 A woN HoN =B~V
q) = _— —_— | =
™z, exp ( kT)eXp( kr )" OF kT

N-A-TS+E;, —py(N
— exp| 12 S 1~ Ho(N) (3.215)
kT
si
poN -5 =TS + & —py(N)
In®,,, = : 3.216
om T (3.216)
Din relatia (3.216) se poate calcula media:
uo(N) - (B)-TS + 2~y (N) s
InPyy, ) = =——, 3.217
< ‘VU> kT k ( )
de unde entropia:
S= —k<ln(P,m>, (3.218)

care reprezintd relatia Boltzmann pentru ansamblul macrocanonic.

Gazul real monoatomic in distributia macrocanonicd. Intr-o aproximatie foarte buna, un
gaz real monoatomic poate fi considerat un sistem clasic de puncte materiale care
interactioneaza binar, adica energia potentiald de interactie poate fi scrisa sub forma:

Uy (oo iy )= S U (7 - 7)) (3.219)
i<j
unde N este numarul total (variabil) de atomi ai gazului.
Neglijand actiunea campului exterior se poate scrie ca:

HoN 1 Iy +Uy = 1=
—pV = =—kT1 ———>= 1| |drdp; (3.220
Pr="Vo n%exp( kT J(2nh)3NN!j exp( kT ]H 9 5:220)

unde V‘YD este potentialul macrocanonic,

N p2
Ty :§2m (3.221)
si
U, =0, Uy=YUlz-7{)=3Uls). (3.222)
i<j i<j

Integrand dupa variabilele de impuls se obtine:
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N ¢
Zy\V,T
~pV =V =—kTn (%j M (3.223)
N=O\A N!
In relatia (3.223)
Ho
z=exp| — |, 3.224
{2 -
reprezinta activitatea,
5?2 1/2
a=| L (3.225)
mkT
lungimea de unda de Broglie, iar
Z‘U(V,-j)
5 =[exp| = —— [1d7% (3.226)
kT X

este integrala din spatiul configuratiilor. Urmand procesul elaborat pentru prima datd de
Marie Goeppert Mayer se introduc functiile:

Sy =exp|=B Ul )|-1 (3.227)

| . : . :
unde B = _T In continuare se presupune ca la distante interatomice ri = ‘rl. —rj‘ > 1

(ry fiind distanta la care energia potentiala de interactiune este minima), predomind
interactia atractiva dipol-dipol electric (asa numita atractie Van der Waals pentru care

ulr,

i
rapid cu micsorarea distantei interatomice (U (rl.j)—> oo), aceasta datordndu-se deformadrii

6+ . . . . . o .
)~ r; ), iar la distante interatomice 7;; <7, se manifesta forfe repulsive care cresc

reciproce a Invelisurilor electronice ale atomilor care interactioneaza. Deci functiile Mayer

(3.177) sunt foarte mici pentru 7;; > 7, si tind spre —1 pentru 1 <1y

Introducand functiile Mayer in integrala de configuratie se obtine:
N
25 = [ i [T+ £)= [ dFcediy L (i + fis + ot Sy )+
i<j
+(ﬁ2'](i3 +...)+(](i2 .-f‘lS 'fi4 +...)+...] . (3.228)
In cazul gazelor rarefiate (Nr03/ V <<1,V fiind volumul total al gazului),

dezvoltarea de mai sus are un caracter de suma finita, in care fiecare paranteza aduce o
contributie cu mult mai mica decat paranteza precedentd. Astfel, termenii din paranteza a
doua corespund ciocnirilor ternare sau unei perechi de ciocniri binare simultane, care au
loc foarte rar In gaze rarefiate. Considerand numai ciocniri binare (desi au fost elaborate

tehnici diagramatice de insumare a tuturor contributiilor la integrala de configuratie Z},)
se obtine:

z8 =y N 4y )w (] £, d7 a7, (3.229)
N(N -1)
2

unde s-a tinut seama de faptul cd exista contributii identice prin factorii f;; .

Fécind trecerea de la coordonatele 7;,7; la coordonatele centrului de inertie al celor doi
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atomi 7 si j sila coordonatele lor relative si integrand referitor la variabilele centrului de
inertie, se obtine:

78 =y (V! )WJ‘{exp[—BU(rij )-1}d7,. (3.230)

Tindnd seama se simetria sferica a energiei potentiale de interactie, in urma
integrarii dupa partea unghiulara rezulta:

e _pN (N \NIN=DF, > -
z5=vV+ (v )T.Hnrij fexpl-pUlr, |-1)a7; . (3.231)
0
Descompunand integrala in doud parti de la 0 la 7, si de la 7 la oo, In prima

o : ar 3 . . e P
portiune integrala devine egala cu ?rg (intrucat U (rij) este infinit pozitiv), iar a doua

. . . . . 1 .
portiune considerand U (rl-j) o marime foarte micd in comparatic cu — = k7T si luand in

considerare numai primul termen al dezvoltarii exponentialei in serie, rezulta:

kLTT4nr; U(rl-j 1 dr; = Ii_; : (3.232)
In final, se obtine: 0
28 =vV 14l NV =1y, + (Y )%a (3.233)
unde a depinde numai de componenta atractiva a fortelor interatomice.
Introducand integrala de configuratie 1n ecuatia de stare, rezulta:
N VY 4y NIN(N =, + VN_IA?{ (Y{V —la
pV =kTIn E‘O(Fj - Vi . (3.239)

Tinand seama ca:

N ;N
3 ( z ) r exp(ZV), (3.235)

A EW Y 23
Ly (2] MV, 2V s () 2
=3 N! 98 2) M
2
zV zV
N N=1 _ 2 N N 2
o3[z N1y 3 (2] 2 )
kT S0\ 02 N! WET i=o\ X ) NU kT )S 5
se obtine:
zV 2V avz?
V=kT| —+1In| 1-4v + : (3.238)
g L& ( s kﬂfﬂ

iar in final (utilizdnd aproximatia ln(l + x) =Xx)
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2V 4y avz?
V=kT| —-—C 4 . (3.239)
g { S S S 5 }
Intrucat
y=-DVm V) 2V _Sweh | 2ale (3.240)
ou ou A A kT
ecuatiile (3.239) si (3.240) pot fi scrise sub forma:
p=kﬁ{l+g§}, (3.241)
N =VE[1+ng], (3.242)
unde s-au facut urmatoarele notatii:
z 2a
S —fsi — -8y, =n. 3.243
7\13 & S1 kT 0 n ( )

Tindnd seama ca m este o corectie mica, in urma impartirii relatiilor (3.191) si
(3.242) se obtine succesiv:

p_Vzl_ﬂ.E: —ﬂ+4voﬁ, (3.244)
NIz Vo VT
de unde:
2
p+ —N]V‘T(l 4V;Nj; N’;TN , (3.245)
d V(l—"(’ j
;
si in final
2
(pﬂé\[z J(V—b):NkT. (3.246)

S-a obtinut astfel ecuatia de stare a gazului Van der Waals, avand insa in plus
semnificatia fizica a celor doi coeficienti empirici a si b (cvadruplul volumului ocupat de
atomii din vas) din ecuatia empirica de stare.

Probleme

P.3.1. Se considera un oscilator armonic liniar care oscileaza dupa legea:

q = Acos(ot + ). (P.3.1.1)
a) Sd se deducd ecuatia traiectoriei in spatiul fazelor. b) S& se verifice prin calcul direct
teorema de conservare a volumului in spatiul fazelor in timpul miscarii.

Rezolvare. a) Impulsul particulei este dat de relatia:
p =mqg =mwnA sin(oat + (p). (P.3.1.2)
Eliminand timpul intre ecuatiile (P.3.1.1) si (P.3.1.2) se obtine ecuatia traiectoriei
in spatiul fazelor:

A° m o4
aceasta reprezentand o elipsa.
b) Pentru a demonstra prin calcul direct teorema de conservare a volumului in
spatiul fazelor In timpul miscarii trebuie verificata relatia
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Q, = ”dpod% =Q= J.J.dpdq J-'[ ))dpod% : (P.3.1.4)
unde D = M este determinantul (jacobianul) corespunzator transformarii.
a(l’() »qo )
La momentul initial =0,
qo = Acoso, (P.3.1.5)
Py = mMOAsing. (P.3.1.6)

Eliminadnd variabila ¢ intre ecuatiile (P.3.1.1), (P.3.1.2), (P.3.1.5) si (P.3.1.6),
rezulta:

sin ¢
q=q, cosmt+p°—, (P.3.1.7)

me
p =—mwAq,sin ot + p, cos ®f. (P.3.1.8)

Tindnd seama de relatiile (P.3.1.5) si (P.3.1.6) determinantul corespunzator
transformarii devine:

dqg  0q .
|og,  apo| Cos®! —mmsin ®t B
D= 5 o |~ sin ¢ S =1, (P.3.1.9)
P /4 o
0qy  py

iar relatia (P.3.1.4) este verificata.

P.3.2. Probabilitatea d(P(x, y) ca variabilele x si y sd ia valori cuprinse in intervalele
x,x+dx si y,y+dy este:

d(P(x,y) = Cexp[— (x2 +y? )dedy. (P.3.2.1)
Sa se determine a) constanta de normare si b) expresiile valorilor medii <x> si < y>, stiind

cd variabilele x §i y iau valori cuprinse in intervalul (— oo,—i—oo).

Rezolvare. a) Constanta C se calculeaza din conditia de normare:

+00 +00 +00 +00

I Id(P ,y CI Iexp[ (x +y ) dy=1. (P.3.2.2)

—00 —00 —00 —00

Iexp ax )dx \/7 (P.3.2.3)
1

din relatia (P.3.2.2) rezulta C = —.
T

b) Pe baza proprietatilor probabilitatilor

x)dx = +Iood@(x,y)dy :Cexp(— x* )deexp(— y? )dy :\/% exp(— x? )dx, (P.3.2.4)

iar valoarea medie a variabilei x este:
\/7 Ixexp )dx =0. (P.3.2.5)

Intrucat
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In mod analog se obtine < y> =0.

P.3.3. Se considera doua recipiente izolate care contin doud gaze ideale monoatomice
identice avand aceeasi temperatura, 7' si acelasi numar, N de particule aflate la presiuni
diferite p; si p,. In urma punerii In contact a recipientelor sd se calculeze: a) presiunea

finald, p sib) variatia corespunzatoare a entropiei, AS .

Rezolvare. a) Tinand seama de ecuatia de stare a gazului ideal

pV =NkT, (P.3.3.1)
unde N, =N, +N, =2N si V =V, +V,, rezulta:
_ NKkT _ 2pipy (P.3.3.2)

nW+v, pi+p;
b) Variatia entropiei este data de relatia:

2
AS:Sf-—SZ-=Sf—(Sl+S2)=kN1nM>O. (P.3.3.3)
‘ 4p\p;

P.3.4. Sa se calculeze procentul de molecule ale caror viteze sunt cuprinse intre viteza cea
mai probabila si viteza patratica medie.

Rezolvare. Procentul de molecule ale caror viteze sunt cuprinse intre viteza cea mai
probabila si viteza patratici medie se obtine prin integrarea functiei de distributie a

vitezelor Maxwell:
a1 A
- . P.3.4.1
jf Vv = f(znkTJ I ' eXp( 2kT}w E3.41)
p

1

Notand cu

x=02y unde o= — = —— (P.3.4.2)

1
vo o 2kT
relatia (P.3.4.1) devine:

e ko
1122

4 1 211,22 ’ 5
=—| ——xexp|l—x +— |expl—x ~0,18. (P.3.4.3
ﬁ{ yront ] g Joud M o

P.3.5. Sad se afle raportul, —L dintre numarul de molecule cu vitezele cuprinse in
2
intervalul (v vy +Av) si numarul de molecule cu vitezele cuprinse 1n intervalul

(1/ 1/ +Av) unde v, si N < > reprezinta viteza cea mai probabila si respectiv

viteza patraticd medie.
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Rezolvare. Tinand seama de functia de distributie a vitezelor Maxwell:
3

= 2
AN:47r( m ijeXp VL2 A, (P.3.5.1)
2nkT 2kT
rezulta:
AN ;
L exp| 2 (v3 — 2 ) |21 (P.3.52)
AN, 2kT vg
unde
V12 =vlz7 =2k—T si vg =<v2>:3k—T. (P.3.5.3)
m m
Inlocuind relatia (P.3.15.3) in (P.3.15.2), se obtine:
AN, 2 m (a2 - } 2 (1)
=—exp| —\v5 —vi{ J|=—exp| — |= L1. P.3.54
AN, 3 p{sz(Z 1) 372 ( )

P.3.6. Cunoscand expresia functiei de distributie a vitezelor Maxwell

3

= 2
202 expl = dv, (P3.6.1)
kT 24T

sa se calculeze: a) functia de distributie in raport cu energia cineticd a unei molecule,
f (EC )dEC si b) energia cineticd de translatie cea mai probabila, €, , a moleculelor unui

fv)dv= 47{27T

gaz ideal.

Rezolvare. a) Din expresia energiei cinetice, rezulta:
2E,. . 1
v=,—%si dv=——=dE
m 2mE

Inlocuind relatia (P.3.6.2) in (P.3.6.1), se obtine:

2 i
fENE, =———=/E, exp(——cjdfc, (P.3.6.3)
Wt(kT)3 kT

care reprezintd probabilitatea ca energia cineticdA a unei molecule sd fie cuprinsd in
intervalul €,,E, +dE,.

(P.3.6.2)

c*
c

b) Anuland derivata functiei f (f C) in raport cu E,, rezulta:

1

E,, = EkT, (P.3.6.4)

o o . 2kT
care nu corespunde vitezei celei mai probabile v, =, |—.
m

P.3.7. Sa se calculeze a) masa coloanei de aer din atmosfera Pamantului avand sectiunea
S=1m? si indltimea £ =1000m si b) greutatea acesteia la indltime infinita. Se

considera ca temperatura 7' = 280 K , acceleratia gravitationalda g =9,8 m/ s® si cd acestea

nu variaza cu inaltimea. Se cunoaste: R =8314,33 J/kmol-K si p(O) =10° N/m?.
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Rezolvare. a) Masa de aer cuprinsi intre cotele y,y+dy este:

dm = pSdy, (P.3.7.1)
unde densitatea p a gazului variaza cu indltimea dupa legea (P.3.17.4):
mgy p(0)gy

=pl0)-exp| ——== |=p(0)-exp| - ———==|, P.3.7.2

p(»)=p(0) p( RT) p(0) p{ p(O)} (P3.72)

p(O) fiind densitatea la suprafata Pamantului.

Tinadnd seama de relatiile (P.3.7.1) si (P.3.7.2) masa totala a coloanei de aer este
data de relatia:

m= }p(o)- exp{— M}de - Sp—(o){l - exp{— p(0)gy }} ~12000kg . (P.3.7.3)

p(0) g p(0)
R 0
b) In cazul cand /& — c© masa totala de aer din relatia (P.3.7.3) devine m = Sp_() ,
g
1ar greutatea acesteia
G =Sp(0)=10" N. (P.3.7.4)

P.3.8. Sa se calculeze a) raportul concentratiilor hidrogenului (ul =2 kg/kmol) fata de
bioxidul de carbon (pz =44 kg/kmol) functie de inaltime si b) inéltimea la care acest
raport se tripleaza presupunand ca la nivelul solului cele doud gaze au aceleasi concentratii.
Se considera ca temperatura 7' =280 K, acceleratia gravitationala g =9,8 m/s? si cd
acestea nu variaza cu inaltimea. Se cunoaste: R =8314,33 J/kmol-K .

Rezolvare. Concentratiile celor doud gaze variaza cu inaltimea dupa legea:

h h
nl(h):nl(O)-exp(— g j G nz(h)znz(O)-exp(—%j. (P38

Raportul concentratiilor hidrogenului fatd de bioxidul de carbon functie de inaltime

este dat de relatia:
m (k) _ m(0) { gh }
— S =—-eXp| =1, - . P.3.8.2
()= (@) SR (BT (P.3.8.2)
b) Inaltimea la care raportul dat de relatia (P.3.18.2) se dubleazi este:

pe RT3 6 oakm, (P.3.8.3)

glu, —w)
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	 În acest caz condiţia de normare (3.4) se scrie
	Fig. 3. 2. Componentele carteziene şi sferice ale vitezelor.

