1. ELEMENTE DE MECANICA ANALITICA

1.1. Starea mecanica a unui sistem de N puncte materiale

Starile unui sistem fizic format din N puncte materiale se definesc cu ajutorul
vectorilor de pozifie ¥, =7,(t) si a vitezelor punctelor materiale 7, =7,(t), unde
k=1,2,..,N. Curba descrisa de varful vectorului 7, =7, (t) este traiectoria punctului
material. Cand migcarea unui sistem fizic este Ingradita de conditii suplimentare de natura
geometrica sau cinematica se spune ca sistemul este supus la legaturi. Legaturile introduc,
in general, reactiuni de legatura care, contrar fortelor aplicate, nu sunt cunoscute a priori.
Aceste forte apar ca necunoscute suplimentare in ecuatiile de miscare.

Din punctul de vedere al comportarii analitice, H. Hertz a Tmpartit legaturile in
doua categorii: legaturi olonome (exprimate prin relatii matematice integrabile) si legaturi
neolonome (exprimate prin functii matematice neintegrabile). Tinand seama de dependenta
de timp, L. Boltzmann le-a divizat In doud grupe: legaturi reonome, cand expresiile
analitice care exprima legaturile contin explicit timpul i legaturi scleronome, cand in
expresiile analitice care definesc legaturile nu apare explicit timpul.

In cazul unui sistem de N puncte materiale libere configuratia sistemului este
definiti de un ansamblu de 3N  parametri  (coordonate  carteziene)
X1y V1o Z]sereeens ,XN>Vn»>Zy - Un astfel de sistem are f, =3N grade de libertate. Daca
intre cele N puncte materiale existd / legaturi, numarul gradelor de libertate se reduce la
f =3N —1. In acest caz, configuratia sistemelor se poate defini daci se cunosc doar f

parametri independenti. Acesti parametri independenti sunt numiti coordonate
generalizate sau coordonate lagrangeene. Aceste coordonate generalizate pot fi orice
marimi fizice care exprima un grad de libertate.Coordonatele carteziene pot fi exprimate cu
ajutorul coordonatelor generalizate:

=x,(q:) y;=y;(@) z,=2;(q,). (1.1)
Se definesc vitezele generalizate q; ca derivatele in raport cu timpul ale

coordonateleor generalizate. Componentele vitezelor carteziene pot fi exprimate prin
intermediul vitezelor generalizate:

f@x

[0y,
Z—qpy, Z J Zaq (1.2)

Starea mecanica a s1stemu1u1 fizic de N puncte materiale cu f grade de libertate,
este, deci, complet determinatd de 2 f parametri, si anume, de f coordonate generalizate
si f viteze generalizate. Spatiul cu f dimensiuni al coordonatelor generalizate se
numeste spatiu de configuratie. In acest spatiu, un punct (o configuratie) reprezinti o stare

a sistemului.

1.2. Principiul Hamilton

In cazul unui sistem dinamic olonom—reonom §i conservativ cu f grade de

libertate, descris de functia Lagrange /' = J’(qi ,q; ,t), actiunea lagrangeana
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S = [ Ll t)dt (1.3)

gl
calculata intre starea initiala zl(ll) si finala Zz(tz), (fig. 1. 1) are o valoare

Stationard pe traiectoria reala fata de celelalte traiectorii virtuale compatibile cu
legaturile, adica pe traiectoria reala

5}
58 =8]L(9,.G;-1)dt =0. (1.4)
4
Definitia de mai sus reprezintd principul Hamilton, considerat ca cea mai generala
lege din fizica. Acest principiu permite alegerea din multimea de solutii matematice a
problemei, solutia fizica. Din acest principiu rezultd mai multe formalisme de scriere a
ecuatiilor de miscare pentru un sistem de N puncte materiale.

1.3. Formalismul Lagrange
1.3.1. Ecuatiile Lagrange

In fig. 1. 1 sunt reprezentate mai multe traiectorii virtuale in cazul unui sistem de
puncte materiale care trec prin a aceleasi puncte in spatiul de configuratie la momentele de

timp £, $i ,.

E,{ty)

z 1(11)

U

Fig. 1. 1. Traiectorii virtuale in spatiul de configuratie.

Se defineste deplasarea reald, dq distanta dintre doua puncte, la momente de timp
diferite, de-a lungul unei traiectorii si deplasarea virtualad dq distanta dintre doua puncte
la aceleasi moment de timp de pe doud traiectorii virtuale. Considerand ca ¢(¢) este
traietoria reala, traiectoria ¢(t)+ og(t) este o traiectorie virtuala foarte apropiata de
prima. Variatia actiunii lagrangeene intre cele doua traiectorii este:

ty ty
58 =8| L(9;,4:-1)dt = [8L(q;,q:-1)dt . (1.3)
4 b

In relatia (1.5) s-au permutat operatiile de integrare de-a lungul unei traiectorii si de
variatie de la o traiectorie la alta, acestea fiind independente.
Variatia functiei Lagrange este:

8L(q:2G:.t) = L(g; +84;,4; +84;.,t)— Llg;.4;.1)

) .0 L 0Ll - . )
;J(qiaqz'at)"'z (;L&]i "‘Z a:]Lqu'"""'_J(qi’qiat)’ (1.6)
i=1 04; i=1 04
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unde s-a dezvoltat in serie functia (/i(g; +8¢;,4; +8¢,,t) in jurul punctelor (g;,4;,t) si
s-au luat in considerare numai primii termeni Astfel,

8uL(;::-1) = Z a‘l'&l, +Z ‘L&I,, (1.7)
i=1 i i
si inlocuind (1.7) in (1.6) s1 (1.4), rezulta:
§ oL Ol
NCES —=0q; + Sqle =0. (1.8)
| ( o g Z 4,
Tinand seama ca
) dg; d
&g, = 8L = = (84, 1.9
4 =8 = (54;) (1.9)
st Inlocuind relatia (1.9) in (1.8), se obtine:
0L d 8‘[, 0L
—(8q. : . 1.10
o -, (84:)= dz(a %J dt(@ ]q, (1.10)

In urma inlocuirii relatiei (1.10) in (1.8), rezulté

‘fow d(o o,
R — Og d —=5qg.dt =0 1.11
,I,Z[aq,- dt[aqiﬂ +J lzl‘aql- aict (1D

unde:
j Za‘l’ dt—Za‘LS \ =0, (1.12)
dtl 1 i=1 a

deoarece 0q,(t;) =90q,;(t,) = O, din condlt,:la ca la momentele ¢, si ¢, toate traiectoriile sa
coincida. Atunci conditia (1.4) devine:

8] oo

, i 0g;  di\ 0g;
care este adevarata daca toti termenii sumei sunt nuli, adica:
oL O L
oL _d i =0, i=L2,..,f1. (1.14)
oq; dt\ dq;

Acestea repezintad ecuatiile Lagrange care sunt ecuatii diferentiale de ordinul doi.
Solutiile lor vor contine 2 f constante, care reprezintd marimile ce se conserva pentru
sistem.

1.3.2. Functia Lagrange

Functia Lagrange are cateva proprietdti care sunt folosite la demonstrarea
teoremelor din mecanica analitica.

Aditivitatea. Functia Lagrange a unui sistem format din doud subsisteme A si B, intre care
nu se exercita interactiuni si care sunt caracterizate prin functiile Lagrange /4 s1 «J5>

est egala cu suma functiilor Lagrange a celor doua subsisteme:

L=Lait el (1.15)
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Multiplicarea functiei Lagrange a unui sistem mecanic printr-o constanta arbitrara
conduce la o functie care descrie acelasi sistem. Doua functii Lagrange care difera printr-
un factor constant verificd aceleasi ecuatii.

Functia Lagrange este definitd pina la derivata totald in raport cu timpul a unei functii
de coordonate si timp. Se considera doud functii Lagrange /, si .[: intre care exista
relatia:

: d
L =.£+5f(q,-,t)- (1.16)

Calculand actiunile lagrangeene corespunzatoare celor doud functii Lagrange,
rezulta:

S = I.z,dr f.mz+jdf di == 8§+ fla) ) flale)n]. a7

Se constata ca cele doua acglum diferd doar printr-o constantd. Astfel, variatiile
celor doua actiuni sunt egale, adica:

58 =56 (1.18)

si ecuatiile de miscare vor fi aceleasi.

Expresia functiei Lagrange. Pentru a gasi expresia functiei Lagrange se porneste de la
legea Newton scrisa pentru punctele materiale ale unui sistem:

d .
Fy=o Z(mx,) j=1,2..,3N (1.19)
si de la expresia energiei cinetice a sistemului:
I .
T:ZEmjsz.. (1.20)
Din compararea relatiilor (1.19) si (1.20), rezulta:
F, = i 8_T . (1.21)
dr| ox;
Intr-un sistem conservativ,
oU
F.=——, 1.22
T e, (1.22)
unde U este energia potentiald.
Din (1.21) 51 (1.22), se obtine:
d| oT 8U
il (1.23)
dr| ox; 8x
Trecand la coordonatele generalizare ¢q; = g, (x ot ), rezulta:
T 3N AT ox
8 = 8__ (1.24)
aql =1 8xj aQZ
unde:
dx; Z al dql , (1.25)
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adica:
de;, L ox; dg.
o 4 (1.26)
dt 7 0q, dt
sau:
ox. Ox;
—L=—1, (1.27)
aq; 0Oy,
Deci
3N ox ;
a—.T = 8—_T—f. (1.28)
0q, jzlﬁxj aq;
Derivand relatia (1.28) in raport cu timpul se obtine:
3N Oox,. 3N Ox ;
dfor| _hd| or | & 50T d O,
dt\0q; ) 5 dt\ ox; Joq; 70%; di Og;
3N Ox. 3N ox .
_ oUu ]+28?’ J:_6U+8T’ (1.29)
jo10x; Oq;  520%; Og ox; g,
unde s-a tinut cont ca
ox ; Ox;\| Ox;
() AN e T (1.30)
dt\ og, ) 0g;\ ot 0q;
Din relatiile (1.23) si (1.29), rezulta: )
d| 0 0
—| —(T-U)|-| =—(T-U)|=0 (1.31)
dt| 0q; | Oq,
. D d oU : . . . .
unde s-a introdus i marimea d_a_ =0, pentru simetria expresiei. Comparand relatia
1 0q,
(1.31) cu ecuatiile Lagrange (1.14) se poate scrie ca:
& =T-U (1.32)

In cazul unui sistem de N puncte materiale intre care nu se exercita interactiuni,
expresia functiei Lagrange este:

N
| - .- -
J: = Zamkvkz —U(I"l,l"z,...., I"N). (1'33)
k=1

1.3.3. Impulsurile generalizate si fortele generalizate

Prin definitie, impulsul generalizat, p; conjugat unei coordonate generalizate ¢;,
are expresia:

a 2]
pi= ..L, (1.34)
0q;
sau, In coordonate carteziene
- O/ls Oo/s
p=sb =0 (135)
or,  ov
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Din compararea ecuatiilor Lagrange (1.14) cu ecuatiile Newton si tindnd cont de

definitia (1.34) rezulta ca forta generalizatda (J;, conjugatd coordonatei generalizate este

definita de:
a 2]
0, =L (136)
0q;
sau in coordonate careteziene,
- o./
F, = tl' . (1.37)
ory,
Din relatiile (1.34) si (1.36), inlocuind in ecuatia Lagrange (1.14), rezulta:
p; =0, sau p; = Fj. (1.38)

Aceste expresii ale ecuatiilor Lagrange sau a ecuatiei Newton sunt valabile atat in
caz relativist cat si In caz nerelativist.
Lucrul mecanic in formalismul Lagrange este dat de relatia:

2 s
L={>0dq;. (1.39)

1i=1
1.4. Formalismul Hamilton

Descrierea starii unui sistem cu ajutorul coordonatelor si impulsurilor generalizate
prezinta unele avantaje, mai ales, pentru studiul problemelor generale de mecanica. Cele
f impulsuri generalizate si f coordonate generalizate formeaza un ansamblu de 2 f

parametri, care poartd numele de variabile canonice, fiecare pereche de variabile ( Pi:%’)

fiind canonic conjugate. Ansamblul coordonatelor generalizate ¢,...., g, si a
impulsurilor generalizate p;,...., p, determina faza starii dinamice a sistemului. Cei 2f

parametri (ql-, Pi) sunt coordonatele unui spatiu cu 2 f dimensiuni, numit spatiul fazelor.

1.4.1. Ecuatiile canonice

Definind functia Hamilton sub forma'

A(p;.q;.1)= Zml L(4.4,.1) (1.40)

din principiul Hamilton se obtin ecuatiile canonice.
Inlocuind relatia (1.40) in princiul Hamilton, rezulta:

t) L f )
S\SZSJ-J(%»%J)(UZS Izpiqz‘dt__[é(piaqz'at)dl =0, (1.41)

| 4 1=l 4

adica:
Ll L L Ly /9
J. Zpiaqz' +ZQi8Pi_Z_68pi _2_68%:|dt:0 (1.42)
f Li=1 i=1 i01 Op; io1 0q,
unde:
. d d dp;
0q; = p, —0q; o Ldq. . 1.43
Pid4; = pi--8q; = (pidq;) == 84, (1.43)
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Inlocuind relatia (1.43) in (1 .42) rezulta:

AN
I{Z(q}—a—&}ipi S +—5)6pl}dt+IZ (p;dq;)dr =0. (1.44)

L=l p; i=l i 1d
Ultima integrald este nuld deoarece dgq; (l‘l):Sqi (tz)—O, in aceste stari toate
traiectoriile posibile trecand prin aceleasi puncte, iar egalitatea
tf
| ZK% - —jSpl (Pi + 2—5j5pi }dt =0, (1.45)
fl 1 Pi
este adevarata daca toate parantezele sunt nule, adica:
D= —8—5, q; :8_45, i=12,.,f (1.406)
aq; p;
care reprezintd ecuatiile canonice. S-au obtinut un sistem de 2 f ecuatii diferentiale de
oridnul intat, a caror solutii contin 2 f constante ce reprezinta marimi care se conserva.

1.4.2. Semnificatia fizica a functiei Hamilton

Pornind de la relatia de definitie a functiei Hamilton, se obtine:

A= Zp,ql L= Z L L Z—q, L=2T—(T-U)=T+U=W (1.47)

i i
unde W este energia totala a szstemuluz. Pentru deducerea relatier (1.47) s-a folosit
teorema Euler pentru polinoame omogene. Astfel intr -un sistem conservativ

e 2 +U(71,72,...,17k). (1.48)

Pentru un sistem neconservativ funcgla 1u1 Hamilton nu poate fi identificatd cu
energia totald a sistemului.

1.4.3. Scrierea ecuatiilor canonice cu ajutorul parantezelor Poisson

Considerand o functie F' ( Di>9q; ,t) si calculand derivata totald a acesteia in raport
cu timpul, rezulta:

/ , .
f:a—FJrz OF dq; , OF dp; | (1.49)
dt ot H\oq, dt op, dt
Cu ajutorul ecuatiilor canonice (1.46) rela‘gia (1.49) se poate scrie sub forma:
dar _ 6_F Z 0A 8F_6}5 oF . (1.50)
de o 5\ dp; 0q; Oq; Ip;
Expresia:
L(0A OF 0/ oF
{e,F}=Z( 5 _95 (1.51)
i-1\0p; 9q;  Oq; Op;

poarta numele de paranteza Poisson pentru functiile A si F'. Astfel, relatia (1.50) se
poate scrie sub forma:

dF _oF

o = e (1.52)
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Conditia ca F' ( Disq;> t) sa fie o integrala prima a miscarii se scrie:
oF

iar daca ' nu depinde explicit de timp conditia de integrald prima se scrie
1B.F}=0. (1.54)

Pentru a scrie ecuatiile canonice cu ajutorul parantezelor Poisson trebuie sa se tina
seama de proprietatile acestora.
Considerand doua functii oarecare F; (ql-, pi,t) si F, (ql-, pi,t) paranteza Poisson

se defineste astfel:

L (0F oF, oF, oF,
{FI,FZ}_;(@% dq;  0q; ap,-j’ (1:53)
Daca F} = C = constant sau [, = C = constant, atunci:
{c. R} ={F,C}=0. (1.56)
Pentru doua functii oarecare £ si F, sunt adevarate proprietatile:
{F. Py} =~{Fy, R} (1.57)
g{ﬂ,FzF{%,Fz}Jr{ﬂ,%} (1.58)
Pentru trei functii Fl(ql-,pl-,t), F, (qi,pi,l) si F5 (qi,pi,l) exista relatiile:
{F + Fy By} = {F L F Ry B (1.59)
{RE,Fi= R{F, B+ B{RLF, (1.60)
FAR B ={F R B =R F A (1.61)

Identitatea (1.61) poartd numele de identitatea Jacobi. Daca se inlocuieste F; = A

si F, =¢q; sau p; in (1.55) rezulta ca:

oA .
{é,qi}=a—5=q,~ (1.62)
Pi
si
0 .
1B, pi)= —8—6 =p;. (1.63)
q;

Relatiile (1.62) si (1.63) reprezintd ecuatiile canonice scrise cu ajutorul
parantezelor Poisson.

1.5. Teoremele de conservare in mecanica analitica
1.5.1. Teorema conservarii energiei

Conservarea energiei totale a sistemului rezultd din proprietatea de uniformitate a
timpului. Conform acestei proprietati functia Lagrage a unui sistem inchis nu depinde
explicit de timp, adica derivata sa totala in raport cu timpul se scrie:

) f v A7 f ) '
ot _ 5 0L 44; | 520l d4;. (1.64)
d¢e 5 0q; dr 5 Ogq; dt

Tinand cont de ecuatiile Lagrange
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0L _d(0L (1.65)
oq; dr\ 0g; ) .
adica:
dz 9L d4; oL d(&o
dt ;{&]Z dt dt(@iJl} d@ J (10
sau:
[~L Za J=0, (1.67)
i=1 qi

care se poate scrie succesiv sub forma:
[.L Z—%J (1.68)
i 1

%(_5—2T):0 adica %(T+U)=O (1.69)

de unde:

W =T +U = const. (1.70)
1.5.2. Teorema de conservare a impulsului total al sistemului

Conservarea impulsului total al sistemului decurge din proprietatea de
omogenitate a spatiului, ceea ce impune ca proprietatile mecanice ale unui sistem inchis sa
nu se schimbe in decursul unei translatii a intregului sistem.

Se considera o deplasare infinit micd € pentru care functia Lagrage nu se schimba.
Translatia reprezinta transformarea in care toate punctele sistemului se deplaseazd cu
aceeasi cantitate. Variatia functiei /; se scrie:

N 3
S L= Za‘é’ar =F: a‘f’zo (1.71)
op k=1 Ory
deci,
N 5
Z = (1.72)
Din ecuatiile Lagrange, se ob‘gine._
oL oL D
oL _d[0L|_dp (1.73)
or,  dt\ or, de
Atunci
d N
— > pir =0 1.74
& ;Pk (1.74)
sau
N
> Py =const., (1.75)
k=1

care reprezintd teorema conservarii impulsului total al sistemului.

1.5.3. Teorema de conservare a momentului cinetic al sistemului
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Conservarea momentului cinetic rezultd din proprietatea de izotropie a spatiului,
conform careia proprietdtile mecanice ale unui sistem inchis nu se schimba in cursul unei
rotatii In spatiu a sistemului in ansamblul sau.

Se introduce vectorul rotatie infinitezimala @ definit ca vectorul a carui modul

este egal cu unghiul de rotatie d¢ si a carui directie coincide cu axa de rotatie, in asa fel

ca fata de directia lui O rotatia si se efectueze dupa regula burghiului (fig. 1. 2).

at—ﬁ..
SF

Fig. 1. 2. Reprezentarea schematica a rotatiei infinitezimale.

Deplasarea extremitatii vectorului de pozitie 7 este legatd de unghiului d¢ prin

relatia:
dr =rsinBoe, (1.76)
care se poate scrie sub forma vectoriala:
OF =0QPXxXF. (1.77)
Derivand relatia (1.77) in raport cu timpul rezulta:
OF =0QXF. (1.78)
Variatia functiei Lagrange a sistemului la o rotatie ¢ este:
Mo, oL
SJ:Z( > 8F, +—= 8@}0, (1.79)
k=1 5I”k 8Vk
unde
o0l - .0 -
té'zpk s tl'zpk. (1.80)
avk 6I’k
Inlocuind (1.77), (1.78) si (1.80) in relatia (1.79), rezulta:
N . .
Z[ﬁk(s@x’”k)*‘l?k(&l)x’”k)]:0= (1.81)
k=1
sau, dupa permutari:
N . .
56 (7 = b, )+ (7 < B, )= 0 (1.82)
k=1
adica
. Yd L L
8¢ > — (A x py)=0. (1.83)
i=1de

Intrucat 8¢ # 0, rezulta ca:
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d N
— > (7 x Py )=0, (1.84)
dt =1
sau
N N _
(7 x Py )= DI, = const., (1.85)
k=1 k=l

care reprezintd teorema de conservare a momentului cinetic total al sistemului.

1.5.1. Teorema lui Liouville (conservarea volumului ocupat de starile
unui sistem in spatiul fazelor)

Pe baza teoremei Liouville volumul ocupat de starile virtuale ale unui sistem in
spatiul fazelor este invariant in raport cu evolutia starilor cuprinse in acest domeniu.

Se considerd un domeniu @ din spatiul fazelor care contine starile sistemului.
Acest domeniu ocupa la momentul ¢ volumul:

Qzﬂ.@)...jdpldpz...dpquldqz...dqf. (1.86)

In acest domeniu fiecare punct reprezintd o stare a sistemului. Ca urmare a evolutiei
starilor fizice fiecare punct al sistemului va descrie o traiectorie si domeniul @ prin
deformare va ocupa volumul Q' la momentul ¢':

Q' = “.(@)...Idp{dp’z ...dq' . (1.87)

Se considerd ca cele doud momente de timp sunt foarte apropiate, astfel ca:
t" =1+ dt. Atunci se pot scrie relatiile:

, op .
pi=p+——dit = p, + p,dr
ot
: (1.88)
q’f =q;+ qfdt.

Trecerea de la coordonatele (qi, pi) la coordonatele (qlf, p; ) poate fi considerata
ca o transformare de coordonate. Astfel:

. o(pl.]
I, [ TTdpidg: = [ - j(p—qgndp,.dq,. (189)

o(pira:)
unde:
i i 1
dpr  Op; aq ¢
NN (02 p)
T
o, 54,
iar
P % (191)
op> 5Qf op

coordonatele si impulsurile generalizate fiind independente, iar
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%:1+%dt,etc.

op; op;
Inlocuind relatia (1.92) in (1.90), rezulta:

f
a(pi.qi) Pbi X% 0 [ 56J 0 (&Sj
> +o=l4 Y =T e 2 =1, (1.93)
a(p,,q,) { ap; 1861,] izl[ﬁpi 0q; ) 0q;\ op;

Deci,

(1.92)

Q=0Q'. (1.94)
Probleme

P.1.1. Un corp de masa m se poate deplasa fara frecare pe o bara orizontala OA, care se
roteste cu viteza unghiulara constantd ® in plan orizontal, in jurul punctului O (fig.
P.1.1.1). Folosind formalismul Lagrange sid se determine legea de miscare a corpului
neglijind masa barei.

Rezolvare. Punctul A are trei grade de libertate si o legaturd si deci doud coordonate
generalizate care se aleg ¢ si 7 (fig. P.1.1.1).

Fig. P.1.1.1. Bara si corpul A care se rotesc in plan orizontal.

Energia cinetica, potentiald si functia Lagrange sunt date de relatiile:

T = 2(x +j?)= ’;1(#2+r2(p2), (P.1.11)
U=0, (P.1.1.2)
<= %(r'z +r2c'p2), (P.1.1.3)

unde x =7cosQ si y=rsin@.

Intrucat o = ®_ ¢ functia Lagrange (P.1.1.3), devine:
t

<= ';’(r +r20%), (P.1.1.4)
Tindnd seama de relatia (P.1.1.4) in ecuatia Lagrange
0L 0L
d[ %L |_[ %L =0 (P.1.1.5)
dr\ or or
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se obtine ecuatia de miscare sub forma:
i—0’r=0. (P.1.1.6)
Solutia ecuatiei (P.1.1.6) este:
r=Ce” +Cye®. (P.1.1.7)

Constantele C| si C, se determina din conditiile initiale.

P.1.2. Un punct material A de masa m se misca de-a lungul unei drepte OA care formeaza
unghiul 0 =constant cu axa Oz (fig. P.1.2.1). Sa se determine variatia in timp a
unghiului polar, OL(Z) astfel ca migcarea punctului M sa fie definitd de ecuatia

04 = alt + b)2 ,unde a si b sunt constante.

A
5] m3
¥
0
¥
o

Fig. P.1.2.1. Bara si corpul A care se rotesc in jurul axei Oz .

Rezolvare. Punctul A are doud grade de libertate care se aleg o= f (z‘) si 7= 04 (fig.
P.1.2.1). Energia cinetica, potentiala si functia Lagrange se calculeaza cu ajutorul relatiilor:

T= %(ﬂ +726 sin” 0) = %[ﬁz +r2f2(¢)sin 0], (P.1.2.1)
U =-mgrcos0, (P.1.2.2)
A =%[ﬁ2 +72 f%(¢)sin’ e]—mgr cos 9. (P.1.2.3)

Ecuatia Lagrange pentru variabila r

i(aJ'j_(éJ'j:o (P.1.2.4)

de\ or or

se scrie sub forma:

¥ —rf*(¢)sin0+ gcos®=0. (P.1.2.5)
Inlocuind solutia » = a(t + b)2 din datele problemei in ecuatia (P.1.2.5) rezulta:
a(t+b)2f2(t)sin2 0=2a+gcos0, (P.1.2.6)
de unde se obtine
I |2 0. t+b
flt)=—— [P 808 11D (P.12.7)
sin© a a
gcosB

Daca in solutia (P.1.2.7) se considera a = — rezultd f (Z) =0, iar dreapta

OA raméane fixa.
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P.1.3. Functia Lagrange a unei particule este

Jza)'c2+bx)'c+cx (P.1.3.1)
unde x reprezintd coordonata generalizata, iar a, b, ¢ sunt constante pozitive. Sa se
calculeze: a) legea de miscare a particulei; b) functia Hamilton.

Rezolvare. a) Inlocuind lagrangeanul < dat de relatia (P.1.3.1) in ecuatia Lagrange
pentru variabila x

40l (%L . (P.13.2)
dr\ ox ox
rezulta:
x= 14 At+B, (P.13.3)
4a

unde constantele 4, B se pot determina din conditiile initiale. Miscarea descrisa de legea

. 9 . C
(P.1.3.3) este uniform accelerata cu acceleratia —.

2a
b) Hamiltonianul particulei se calculeaza cu ajutorul relatiei:
A=pi— L (P.1.3.4)
unde
6 i
pz—'_l':2afc+bx (P.1.3.5)
ox

reprezintd impulsul particulei. In final se obtine functia Hamilton sub forma:

2

A= ax’ —cx = a(it + Aj —c(it2 + At + Bj =ad® —¢B. (P.1.3.6)
2a 4a

P.1.4. Folosind formalismul Hamilton sa se deducd: a) expresia hamiltonianului si b)

ecuatia de miscare a unui electron de sarcind —e si masd m, care se migcd in caAmpul de

forte creat de nucleul de hidrogen presupus fix. Se considerd ca miscarea electronului are

loc in planul xOy .

Rezolvare. a) In coordonate polare
X=rcos@, y=rsinQ, (P.1.4.1)
energia cineticd, potentiald si functia Lagrange sunt date de relatiile:

T = %(xz +)}2):%(7?2 +r2('p2 ), (P.1.4.2)
2 2
— e e

'[ [ 47{8?2] dmer ( :

si respectiv

(P.1.4.4)

Din expresiile impulsurilor generalizate, p, si p, corespunzatoare coordonatelor

generalizate 7 si @:
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0L oL )
D, = 'L =mr si p, = "[' :mrch, (P.1.4.5)
or op
se obtine:
F=Pr o= p‘Pz, (P.1.4.6)
m mr
Tindnd seama de relatia (P.1.4.6), hamiltonianul sistemului se poate scrie sub
forma:
2 2 2
mi.» 2.2 e 1 2 p(p e
=T+U=—V"+r - =— — |- . P.1.4.7
G 2 ( ® ) dner 2m| " % | Amer ( )
b) Din ecuatiile Hamilton
2
) 0 . O
pr=- 5_ p“’3,r= ‘5=&, (P.1.4.8)
or mr Gpr m
. 0 . O p
p(p=——'s=0,cp=—6 =—, (P.1.4.9)
op op, mr
sl Py = mr2¢ = constant se obtine in final ecuatia de miscare:
2 2 2
¥ = p“’3— I (P.1.4.10)
mr>  4memr 4remr

P.1.5. Functia Hamilton a unei particule este data de relatia:
/5:ap2+bx2+cx (P.1.5.1)
unde x reprezinta deplasarea particulei, p este impulsul particulei si a, b, ¢ sunt

constante pozitive. Sa se determine: a) legea de miscare a particulei si b) traiectoria
punctului figurativ al miscarii in spatiul fazelor.

Rezolvare. a) Prin eliminarea impulsului din ecuatiile Hamilton

16}
p=—§'=—2bx—c, (P.1.5.2)
0
x=—6:2ap, (P.1.5.3)
op
se obtine ecuatia de miscare a particulei sub forma:
X+4abx+2ac=0. (P.1.5.4)
b) Tinand seama de solutia ecuatiei (P.1.5.4)
x=Asinc0t—i, (P.1.5.5)
2b
unde ® =+/4ab , expresia impulsului devine
x A
pzlz—wcosmt. (P.1.5.6)
2a  2a

Eliminand timpul intre ecuatiile (P.1.5.5) si (P.1.5.6) rezultd ecuatia traiectoriei
punctului figurativ al miscarii in spatiul fazelor:
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=1, (P.1.5.7)

care reprezintd o elipsa.

P.1.6. Se considerd o sfera de raza r care executa oscilatii rostogolindu-se fard alunecare
in interiorul unui cilindru avand raza R (fig. P.1.6.1). Folosind formalismul Lagrange sa se
deduca: a) ecuatia de miscare a sferei si b) perioada micilor oscilatii.

0

Fig. P.1.6.1. Reprezentarea schematica a miscirii sferei in cilindrul de razd R.

Rezolvare. a) Pentru a caracteriza miscarea sferei se introduce o singura coordonata
generalizata, ¢ (fig. P.2.8.1). Energia cinetica, potentiald si functia Lagrange se calculeaza

din relatiile:

m - JA 2 Tm 2.2
IT'=—v,+—=0" =—I(R-r , P.1.6.1
SVat o R-r)0 (P.1.6.1)

unde v, = (R - r)(p =or,iar J, = gmr2 este momentul de inertie al sferei,

U =-mg(R—r)coso, (P.1.6.2)
_;:T—U:71—’(7;(11a—;f)2('p2 +mg(R—r)coso. (P.1.6.3)

Inlocuind relatia (P.1.6.3) in ecuatia Lagrange pentru variabila ¢
%[agg)_(agfj:o (P.1.6.4)

rezultd ecuatia de miscare a sferei de raza r :

7—m(R—r)26p+mg(R—r)sin(p:O. (P.1.6.5)

b) In cazul micilor oscilatii, (sin (OFS (p) ecuatia (P.1.6.5) devine:
¢+%¢>=0, (P.1.6.6)

perioada acestora fiind:

T=2n /7—(1%”j . (P.1.6.7)
5g
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P.1.7. Sa se calculeze: a) functia Lagrange si b) paranteza Poisson dintre 4 si (/; in cazul
unei particule pentru care functia Hamilton este data de relatia:

A=ap® +bx’ (P.1.7.1)
unde x reprezinta deplasarea particulei, p este impulsul particulei si a, b, ¢ sunt

constante pozitive.
Rezolvare. a) Functia Lagrange este data de relatia:

/
L= pidi—H=pi-H=ap’ -bx’. (P.1.7.2)
i=l

unde p; si g; reprezintd impulsurile si respectiv vitezele generalizate, iar in cazul
problemei de mai sus:

x=a—5=2ap. (P.1.7.3)
op
b) Tinand seama de relatia de definitie a parantezelor Poisson
L0/ 0L 0A L
{E,J}:Z( 5oL 05 °%L (P.1.7.4)
i\ i 0q; 0q; Op;

se obtine in final

{E,J} = (8‘5 0L 9% a"[:j = (Zap)(— 2bx)— (be)(Zap) =—8abpx . (P.1.7.5)
dp Ox Ox Op

P.1.8. Se considerd un corp de masd m aflat in cadere libera (g = constant). Stiind ca la
momentul initial 7, =0 corpul se afla in repaus, sa se calculeze: a) valoarea integralei de
actiune, & dupd T secunde de cadere si b) sa se compare valoarea acesteia cu cea

corespunzatoare unei miscari virtuale in care indltimea pe care cade corpul creste liniar cu
timpul.

Rezolvare. a) Actiunea este datd de relatia:

\9=j.1:dt :}(T—U)dt. (P.1.8.1)
0 0
In cazul ciderii libere z = %tz , se obtine:
J=%m2'2 —(mgz)=mg’t?, (P.1.8.2)
iar
\9=j.mg2t2dt:%mgzr3. (P.1.8.3)
0

b) In cazul cind inaltimea de cadere variaza liniar cu timpul, z = bz, unde b este o
constantd pozitiva care se determind din conditia ca la extremitati cele doud integrale sa
coincida,

27



ELEMENTE DE MECANICA ANALITICA

Z:br:%grz,deunde b:%, (P.1.8.4)
rezultd
F f °( mb* 3
S'=[Ldi=[(T-U)dt= I(Tergbt]dt =§mgzr3. (P.1.8.5)
0 0 0

Comparand relatiile (P.1.8.3) si (P.1.8.5) se observa ca 8'> 8, in concordanta cu
principiul minimei actiuni.
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