CAP.1 CAMPUL ELECTROMAGNETIC

I.1. Operatori algebrici vectoriali

Fie ¥ 0 marime fizica scalard si 4 o marime fizica vectoriald. Definim operatiunile:
gradient (grad = V), divergenta (div = V -), rotor (rot = V x), laplaceian (V> = A).
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Fluxul vectorului 4 prin suprafata ¥ este: D, = Hz;ldg (1.6)

Circulatia vectorului A pe curba I este: C, = J-r;ldz (1.7)

Teorema Gauss - Ostrogradski: f AdS = fﬁ(v . ﬁ)dv (1.8)
z
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Teorema Stokes: §;1d? = ” (V X ;l)dg (1.9)
r T



I.2. Legile electromagnetismului

1) Legea lui Coulomb

Forta de interactiune dintre doud corpuri punctiforme care au sarcinile electrice Q,
respectiv ¢ este dirijata pe linia ce uneste corpurile avand modulul direct proportional cu
produsul sarcinilor electrice si invers proportional cu patratul distantei dintre ele.
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unde k =——, € este permitivitatea mediului (pentru vid &, = =9-10" —), iar 7 este
4re E, F

vectorul de pozitie al sarcinii ¢ fata de Q (Fig.I.1).
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Fig. I. 1. Forta de interactiune dintre doud corpuri punctiforme, Incircate cu sarcini electrice (legea lui
Coulomb).

2) Intensitatea campului electric in vid este egald cu raportul dintre forta care actioneaza
asupra corpului de proba avand sarcina electrica ¢ si valoarea acesteia:

E= (L.11)
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In cazul in care sarcina electrica generatoare de camp, Q, este punctiforma se obtine
un camp radial:

E:kO%-ﬁ. (1.12)
reor
Principiul superpozifiei: E = ZE ; are urmatoarele forme:
e pentru o distributie discreta de sarcini electrice Q;, fixe:
N -
E(x,y,2)= z% i (L12))
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e pentru o distributie continud de sarcina electrica, in repaus (Fig.1.2):

Fig. 1.2 Intensitatea campului electric pentru o distributie continud de sarcind electrica.

E(x,y,z)= kofﬁp(x’—f’z)-ldx' dy'dz' (T.12")
o r r
d . . . .
unde: p= d_Q' este densitatea volumica de sarcind electrica (in SI se misoara in C/m’), dv’
v

= dx'dy'dz' este elementul de volum al distributiei, iar 7 = \/ (x=x)V+(-y)V+(z-2)

3) Lucrul mecanic al fortelor electrice. Potentialul electric
Campul electric generat de sarcini electrice fixe se numeste cdmp electrostatic.

Pentru o deplasare infinitezimald d¢ lucrul mecanic elementar este:

L . k,qOFdl
dL = Fdl = gEd === (1.13)
1
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Fig.1.3 Calculul lucrului mecanic elementar in cdmp electrostatic.
Din Fig.1.3 rezulta: Fdl =rdl cosa = rdr (I1.14)



Asadar: dL = koqu—: , 1ar:
r

2 r
— ¢ dr 1 1
L, = QJ‘Edf = koQQIVTZkOQQ(r_ __] (L.15)
1 i 1

&)

Lucrul mecanic L, efectuat de fortele electrice intre starile 1 si 2 depinde numai de
aceste pozitii si nu depinde de starile intermediare, deci cdmpul electrostatic este un camp
conservativ. Este evidenta proprietatea L,; = - L, deci lucrul mecanic pe o curba inchisa,
in camp electrostatic, este nul. Rezulta:

qj?rEd? =0, adica: {}EdZ =0 (1.16)
Din relatia (I.16) si din teorema Stokes (I. 9) obtinem:

VxE=0 (L16")

relatie care se interpreteaza astfel:
a) campul electrostatic este irotational, deci are linii de camp deschise (Fig. 1.4, pentru un
electron izolat, in repaus);

b) vectorul £ provine din gradientul unei marimi fizice scalare:

E =—gradV (L.17)

Mairimea V' se numeste potential electric (unitatea de masura, in SI, este voltul, notat V).

Semnul "-" arati ci vectorul E este dirijat in sensul scaderii potentialului electric.
Pe componente, relatia (I.17) are forma:

=L g p_ (L17")
ox 7 Oy 0z

Diferenta de potential V; - V, dintre doua puncte ale campului electrostatic este
egala cu raportul dintre lucrul mecanic necesar deplasarii sarcinii electrice ¢ intre cele doua
puncte si valoarea sarcinii g. Obtinem:

V=V, =fEd?=koQ(l—ij (1.18)
1 7,
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Pentru determinarea univoca a potentialului electric este necesar un punct de referinta, ales
arbitrar, in care Vs = 0. In exemplul prezentat (camp generat de sarcina electrica Q
punctiforma) alegem V>, = 0 pentru r, — oc. Rezulta:



L
V1 _ Lo :kog (1.19)

Suprafetele care au acelasi potential in toate punctele lor se numesc suprafete
echipotentiale. Ele sunt perpendiculare pe liniile de camp E (Fig. 1. 4).

Fig. I. 4. Liniile de camp, intensitatea campului electric si suprafetele echipotentiale pentru un electron izolat,
aflat in repaus.

Potentialul electric este o marime aditiva.
e Pentru o distributie discreta de sarcini electrice Q;, fixe:

V(x,y,z)=k, ﬁ% (1.19")

i=1 1

1

e pentru o distributie continua de sarcina electrica, in repaus (Fig.VI.2):
V(x,p,2)=k, fﬁde’ dy'dz' (119"
, r

4) Energia potentiala (W)

e pentru o pereche de sarcini electrice, notate g, si g,, aflate la distanta 7, una de alta,
energia potentiala este egald cu lucrul mecanic necesar aducerii sarcinii electrice g, de la
infinit pana la distanta 7, :

Wp =L,, = k, N> _ 9,V =qV, (1.20)
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unde V) este potentialul electric creat de sarcina electricd ¢g; In punctul in care se afla
sarcina ¢.

e pentru o distributie discretd de sarcini electrice se Insumeaza energiile potentiale ale
tuturor perechilor de sarcini electrice (fiecare pereche este consideratd o singura data):

1Y q;
W, :ko(qlqz +M+'"+%+'-']:§ZZ (1.21)

J
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1Y, \
sau: W, =5;qu (1.21"

unde Vi* reprezinta potentialul electric creat in punctul in care se afla sarcina electrica g; de
catre celelalte sarcini electrice gjcu j #1i.

e pentru o distributie continua de sarcini electrice se adapteaza rezultatul (1.21°):
1 * ' ' ' ' ' ' '
W, = Y (2l v, 2y (1.22)

5) Legea lui Gauss

Conform relatiei (VI.6) fluxul vectorului cAmp electric £ prin suprafata 3. este:

D, = j LEdg , 1ar printr-o suprafatd inchisa X este:

®E,Zinchisa = ﬁEdg (123)
z

Sé calculdm fluxul electric printr-o suprafata sferica de raza r, centratd in sarcina
electrica fixa ¢. In toate punctele acestei sfere intensitatea cAmpului electric are acelasi

modul £ =k, % si este orientata radial (Fig. L.5).
r

Fig. I. 5. Calculul fluxului campului electric al unei sarcini punctiforme prin suprafata unei sfere.



Obtinem:

ﬁEdS:{:fEdS:koizﬁdS: ! = (1.24)
: , re 4re, r £
sfera sfera sfera 0 0
Rezultatul se poate generaliza sub forma: ﬁEdg = T (1.25)
s €

unde gy este sarcina electrica totala din interiorul suprafetei inchise £ de forma oarecare.
Relatia (1.25) reprezintd forma integrala a legii Gauss, in vid: fluxul electric printr-o
suprafati inchisd este egal cu raportul dintre sarcina electrica totald din interiorul acelei
suprafete si permitivitatea vidului. Distingem cazurile:

o distributie discreta de sarcini electrice fixe: if:fEd S = qui (1.25"
b3 €y i
e - - D o1
e distributie continud de sarcini electrice in repaus: ﬁ EdS =— {:ﬁ; pdv (1.25")
= & vy

Forma diferentiald (locald) a legii Gauss, in vid, se obtine din relatia (I.25") folosind
teorema Gauss-Ostrogradski (I1.8). Rezulta:

v.E=F (1.26)
&

Observatii: 1° densitatea volumica de sarcini electrice cuprinde atat sarcinile electrice
libere cat si sarcinile electrice legate (in atomi, molecule, ion1): P = Pripere T Plegate

2° din relatiile (I.17) si (1.26) rezultd ecuatia Poisson, utilizatd pentu calculul potentialului
electric atunci cand se cunoaste densitatea volumica de sarcini electrice:

AV +2 =0 (1.27)
&y

3° expresia energiei potentiale devine:

e E?
W, = ﬂz}OTdv (1.28)



g, E? . . . . A . A
unde w = 5 reprezinta densitatea volumica de energie a campului electric (in SI se

electric

RSN 3
masoara in J/m’).
6) Legea conservarii sarcinii electrice (ecuatia de continuitate)

Pentru caracterizarea deplasarii sarcinilor electrice definim:
a) intensitatea curentului electric:

1= 9q (In SI unitatea de masura este amperul, A) (1.29)

b) densitatea de curent printr-o suprafata:

]:%-ﬁj (1.30)

Y s . o .
unde u; =— este versorul densitdtii de curent si al vitezei de deplasare a sarcinilor
%

electrice, iar dS, este suprafata elementara agezata perpendicular pe directia de deplasare;
j se masoard in A/m”. Este evidenta relatia:

1={[jds (L31)

Pentru o suprafata ¥ inchisa:

. dq. d
dS =——"=—— v 1.32
{;}1 = j’ij:fpd (132)

Relatia (1.32) reprezinta forma integrala a legii conservarii sarcinii electrice.

Pentru a gasi forma diferentiald a acestei legi folosim teorema Gauss - Ostrogradski (1.8):
ﬁ]dg = )Eﬁv - jdv si relatia G = ﬁ:} pdv, unde densitatea volumica de sarcina electrica
z Vs Vs

p depinde de x, y, z si £. Rezultd forma diferentiald a legii conservarii sarcinii electrice:

v.i+P g (1.33)

ot

care se mai numeste ecuatia de continuitate, prin analogie cu cea din mecanica fluidelor.



7) Legea lui Ohm

- : . 0 PR . <
In regim stationar 8_p =0 sideci V-j =0, ceea ce se interpreteaza astfel: vectorul
t

j este un vector solenoidal, adicd are linii de camp inchise. Asadar, curentul electric

Stationar se produce numai in circuite inchise. Pentru a-1 mentine este necesard o sursa
electrica, adica un dispozitiv in care purtdtorii de sarcind electricd sunt deplasati de forte
neelectrice astfel incat circuitul lor sa se inchida. Purtatorii de sarcind electrica pozitiva se
deplaseaza in exteriorul sursei de la polul ei pozitiv la cel negativ, iar in interiorul sursei
invers. Fortele care deplaseaza purtatorii de sarcind electrica prin interiorul sursei se
numesc forte imprimate $i au drept corespondent campul electric imprimat E, .

Se numeste tensiune electromotoare (t.e.m.) marimea numeric egald cu lucrul
mecanic efectuat de fortele imprimate pentru deplasarea unitdtii de sarcind electrica
pozitiva printr-o portiune de circuit. Pe tot circuitul (interior si exterior) forta este:

F= Felectric + F'imprimat

= q(E +E, ) Lucrul mecanic intre doud puncte ale circuitului este:

2 2
gzz{jaﬁ+jida=q@3—n)+qu (1.34)
1 1

unde €,, reprezinta t.e.m. Intre punctele 1 si 2.

Tensiunea electrica sau caderea de tensiune este numeric egala cu lucrul mecanic efectuat,
in total, de fortele imprimate si de cele electrostatice, pentru deplasarea unitatii de sarcina
electrica pozitiva pe o portiune de circuit (intre punctele 1 si 2):

U, =—2% (1.35)
Din ultimele doua relatii rezultad legea lui Ohm pentru o portiune de circuit:
U,=V,-V,+€, (1.36)

Pentru un circuit inchis ¥, = V; si deci: U=€e= §Eidz (1.37)
T

adica:T.e.m. pentru intregul circuit este egala cu circulatia cimpului electric imprimat.
Forma locala (diferentiala) a legii lui Ohm este:

j=clE+E,) (1.38)

unde c este conductivitatea electrica a mediului.



Pentru a obtine forma integrala a legii lui Ohm folosim formula rezistentei electrice R a
unui fir conductor, de lungime /¢ si sectiune S, confectionat dintr-un material cu

rezistivitatea p*: R :pr = LS precum si U, = K(E + El.). Din relatiile (I.31) s1 (VL.38)
o
rezultd: £+ E, = J_ 1 . In final:
c of
U
I=—2 1.39
R (1.39)

8) Legea Biot — Savart

se foloseste la calculul inductiei magnetice produse de un curent electric stationar. Inductia
magnetica elementara dB, produsa, in vid, de curentul / ce trece prin elementul de linie dv
al curbei I, in punctul P pozitionat prin vectorul 7 (Fig.1.5) este:

dE:,uol dixr

9
4 P

(1.40)

unde o= 47-107 N/A? este permeabilitatea vidului.

Fig. I. 6. Calculul inductiei magnetice produse de un curent electric stationar (legea Biot-Savart).

Inductia magnetica in punctul P se obtine prin integrarea relatiei (1.40) pe curba
inchisa I" parcursa de curent si deci depinde de forma acesteia:

~|

. I cdl
BZZ; §‘”j (L41)
T

r

Aplicatie: Sd se calculeze inductia magnetica produsd intr-un punct P situat la
distanta R de un conductor liniar, infinit, parcurs de curentul stationar / (Fig.1.7).
Modulul inductiei magnetice elementare este:

-10 -



—~ 1 i 1
‘dB‘ _ My rdlsina _ My _dﬁcgsﬂ‘ (142)

47 P 4 r

Din Fig.1.7: /= Rtgf, iar dl = Raiﬂ ; de asemenea: r= R .
cos” f cos 3

Fig. 1.7. Calculul inductiei magnetice la distanta R de un conductor liniar infinit, aflat in vid si parcurs de
curentul electric stationar /.

. ~ 1
Inlocuind in relatia (I.42) obtinem: ‘dB‘ = 'uOR cos fdf , apoi:
7

4

‘E‘ :% icosﬂdﬁ =

2

Mol
7R

5 (L43)

9) Legea fluxului magnetic

se justifica prin analogie cu legea Gauss (a fluxului electric): deoarece nu exista "sarcini
magnetice" (analoage celor electrice) fluxul inductiei magnetice printr-o suprafati
inchisd este nul.

ﬁédﬁ =0. (1.44)
z

Relatia (1.44) reprezintd forma integrala a legii fluxului magnetic, iar forma locala
(diferentiala) este:

V-B=0 (1.45)

-11 -



10) Legea lui Ampére
se referd la circulatia vectorului A (intensitatea campului magnetic) pe o curba inchisa.
S - B
In vid exista relatia: H=—
Ho
Intensitatea campului magnetic H se masoara in A/m, iar inductia magnetica B in
tesla (T). Fie un curent stationar, de intensitate /, care strabate un conductor liniar, foarte

(146)

lung (considerat infinit). Folosind relatiile (1.43) si (1.46) calculam circulatia vectorului H
pe un cerc de raza R, centrat pe conductor si perpendicular pe acesta. Obtinem:
S )
§>Hd€ =— §d€ = [ , rezultat care se generalizeaza sub forma:
27R

cercTl cerc
fadl=1,, =([jdS (147)
Legea lui Ampére pentru curenti stationari (Fig. 1.8) se enuntd astfel: Circulatia

vectorului intensitate a cdmpului magnetic pe o curba inchisa I este egald cu
intensitatea totald a curentului prin suprafata marginitda de curba I.

Fig. I. 8. Legea lui Ampére pentru curenti stationari.

Mai general, pentru curenti nestationari, legea lui Ampeére are forma:

§Hd2 = ” jds + % jj Dds |, (1.48)
r r r

unde vectorul D reprezinti inductia electrica (se masoara in C/m?), care depinde de x, y, z
sit. Invid: D= gOE . Relatia (1.48) reprezinta forma integrala a legii lui Ampére.

Pentru a obtine forma diferentiala a acestei legi folosim teorema Stokes (I.9)
aplicata circulatiei vectorului H , apoi egalam integrantii. Rezulta:

vXﬁzﬂ‘Z—?, (1.49)

= : . .. oD - . 9 .
unde ; este densitatea curentului de conductie, iar = = j, se interpreteaza ca densitatea
¢

curentului de deplasare.

-12 -



11) Legea inductiei electromagnetice (legea lui Faraday)

se refera la aparitia unui cAmp electric intr-o regiune in care fluxul magnetic variaza in
timp. Se aratd experimental cad intr-un circuit inchis strabdtut de un flux magnetic
variabil in timp apare o t.e.m. egald cu viteza de variatie a fluxului magnetic, luati cu
semn schimbat.

do,,
eindusa == dt s (ISO)

§Ed*=—i j BdS |. (L51)

Relatia (I.51) reprezintd forma integrala a legii lui Faraday. Pentru a obtine forma

diferentiala a acestei legi folosim teorema Stokes (I.9) aplicata circulatiei vectorului E,
apoi egaldm integrantii. Rezulta:

(1.52)

manivela '

a) b)
Fig. I. 9. Experimente care demonstreaza aparitia unei t.e.m. intr-un circuit in care fluxul magnetic variaza in
timp: a) deplasarea unui magnet (sau a unei bobine parcurse de curent electric) in interiorul unei bobine fixe
nelegatd la vreo sursd electricd; b) rotirea unui cadru metalic intr-un cdmp magnetic static (principiul
producerii curentului alternativ).

-13 -



Mai general, fenomenul de inductie electromagnetica consta in aparitia unui camp
electric, avand linii de cdmp inchise, intr-o regiune cu flux magnetic variabil in timp (Fig.

L. 10).

RN
B

magnet

B mdug

Fig. I. 10. Aparitia unui camp electric, avand linii de cdmp inchise, intr-o regiune cu flux magnetic variabil in
timp.

12) Legi de material

a) legea lui Ohm (forma locald):
j=cE (1.53)
b) in medii dielectrice:

D=¢g,E+P=¢,¢ E (1.54)

— . L & e .
unde vectorul P reprezintd polarizatia, iar &, =— este permitivitatea relativd (sau
£
0

constanta dielectrica) a mediului. Pentru a defini polarizatia, pornim de la dipolul electric
(sistem format din doud sarcini electrice punctiforme, egale si de semn contrar, aflate la
distanta d, Fig. [.11) care este caracterizat prin momentul dipolar: p =¢d (se masoard in

C.m). Polarizatia este momentul dipolar al unitatii de volum: P = Zﬁ (se masoard in C/m?).
v

¢) in medii magnetice:

B= g1, (H + 5 )= gy, (L55)

-14 -



unde vectorul M reprezintd magnetizatia, iar M, =2 este permeabilitatea relativa a

Ho
mediului. Pentru a defini magnetizatia, pornim de la o bucla de curent (Fig.1.12) care este
caracterizatd prin momentul magnetic: 7 = IS (se misoard in A.m?). Magnetizatia este

—

. s - dm < <
momentul magnetic al unitdtii de volum: M = = (se masoara in A/m).
v

=

=q]- — —
pP=q-d m=J8-u
Fig. I.11. Dipolul electric. Fig. [.12.Bucla de curent.

1.3. Ecuatiile Maxwell

reprezintd, intr-o forma sintetica, legile electromagnetismului.

Forma diferentiala: V-D=pioe (1.56)
V-B=0 (1.57)
VxE = —% (I1.58)
vxi=j+ 2 (159)

-15 -



Forma integrala: ﬁ DdS = q,,,, = fﬁ Plivere AV (1.60)
z vy

ﬁédﬁ =0 (1.61)
z

fﬁdz = —%(” EdEJ (1.62)

fﬁd@:lf jds +%[ !deS} (1.63)

Pentru caracterizarea completa a fenomenelor electromagnetice se adauga legile de
material:

D=g,E+P (1.64)
B=p(d + 1) (L65)
j=cE (1.66)

I.4. Energia campului electromagnetic (teorema Poynting)

Energia campului electromagnetic, evidentiata experimental, are anumite proprietati
exprimate in urmatoarele doud postulate:
a) energia campului electromagnetic W este formata, aditiv, din energia campului electric si
energia campului magnetic:

W=Wea+t Wyg (1.67)
b) densitatile volumice de energie ale celor doua campuri sunt:
1 - - ) 1~ -
w,==—D-E s w,, =—B-H (1.68)
2 )
Reunind cele doua postulate obtinem:
w=fff(2D-E+2B-f |av (1.69)
2 2 '

integrarea efectudndu-se pe domeniul (volumul v) care contine energia W.

-16 -



Intr-un sistem izolat energia campului electromagnetic se conserv.

Intr-un sistem neizolat campul electromagnetic schimbi energie atat cu corpurile din
domeniul (volumul) v in care existd campul cat si cu corpurile din exteriorul acestui
domeniu, in acest ultim caz energia fiind transferatd prin suprafata ¥ care delimiteaza
volumul considerat. Intimpul df energia cAmpului scade cu dW. Viteza de variatie a
energiei se scrie sub forma:

—d—W—P +P, (1.70)

dt

unde Py si Py au dimensiuni de putere si reprezinta cele doua cai ale schimbului de energie:
Py - cu corpurile din volumul v, iar Py cu cele din exteriorul acestuia. Sa calculam viteza de
variatie a energiei campului electromagnetic in cazul in care mediul este omogen si izotrop,

iar suprafata ¥ este imobila. Folosim relatia (1.69) precum si relatiile de material D=¢E,
respectiv B = uH . Obtinem succesiv:

2 2
w_d (15 E+l§-ﬁjdv:ﬁ:fﬁ DB e
dt dr 2 o\ 26 2u

DoD B oB
_ﬁjf(g - ﬂatjd jﬁﬁ{ Jdv (1.71)

Din ecuatiile Maxwell (1.58) si (1.59) avem: 2—? =-VxE si %—It) =V x H — j ; inlocuim in
relatia (1.71); rezulta:
- ffflav < E - Elv i - (172)

Dar: HVxE—EVx H = div(E X F[), deci:
= fﬁ (div(E x 1)+ j - Elv (1.73)

Vectorul Poynting se defineste prin:

S,=ExH (1.74)

Din ultimele doud relatii si din teorema Gauss - Ostrogradski (I.8) obtinem
teorema Poynting:

-17 -



—d—W=j':§§,,d§ +{f - Elav (1.75)
z
Prin identificarea termenilor din relatiile (1.70) si (1.75) rezulta:

P =ff(j-Elv (1.76)
si P, ={S,dS (L77)

Interpretare: 1° Relatia (I.76) reprezinta legea Joule - Lenz si indicd un transfer ireversibil
de energie, realizat totdeauna de la cAmp la mediu (vectorii jsi E au aceeasi orientare
intr-un mediu omogen), transfer care se manifesta prin efect termic (incalzirea mediului).

2° Relatia (I.77) evidentiaza un transport de energie prin suprafata ¥ (intr-un sens sau altul)

de-a lungul unei directii perpendiculare pe planul determinat de vectorii £ si H , deci pe
directia vectorului Poynting; sensul de transfer este dat de sensul vectorului Poynting.
Enuntul teoremei Poynting: Viteza de variatie a energiei cimpului electromagnetic din
volumul v este egala cu suma dintre fluxul vectorului Poynting prin suprafata X ce
delimiteaza acest volum si puterea disipatd in mediu prin efect termic.

CAP. I1 UNDE ELECTROMAGNETICE

II.1. Unda electromagnetica in vid

invid(p=0, j=0, D= gOE ,B= yofl ) ecuatiile Maxwell au urmatoarea forma:

V-E=0 (IL.1)
V-H=0 (I1.2)
. oH
VXE =—p, — 1.3
Hy or (IL.3)
_ OF
VxH=g,— 1.4
05, (I1.4)
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Vectorii E si H depind, fiecare, de coordonatele spatiale x, y, z si de timp (¢): E (x, y,z,t),

respectiv. H (x,y,z,t). Pentru a obtine ecuatia pe care o satisface vectorul E aplicim

operatorul "rotor" ecuatiei (II.3), folosim relatia (I.5) pentru operatorul "dublu rotor"
precum si relatiile (I1.1) si (I1.4). Rezulta:

= O*E
AE = 80,UO ? (IIS)

adicd vectorul E verifica ecuatia generala a undelor:

1 0°Y
AY =— I1.6
v: ot? 1L6)
unde ‘P(x, V,Z, t) este functia de unda.

Prin identificarea ultimelor doud ecuatii obtinem formula vitezei undei electromagnetice in
vid, notata ¢ (notatia v se foloseste pentru viteza undei elmg. intr-un mediu oarecare):

ce— ~3.10°mss (11.7)
VéEoHy
- 1 0°E
Asadar: AE=—— (11.8)
c” Ot
Relatia (I1.8), scrisa pe componente, are forma:
O’E. . O’E. . O°E, 1 0'E,
ox® oy® oz> > o
2 2 2 2
0 E},+8 E},+6 E, :L.a E,
ox’ oy’ oz*  ¢* ot
0°E. 0°E. O’E 1 o
z z z 22 (118')

+ + :
ox’® oy® oz ¢ ot

Pentru a obtine ecuatia pe care o satisface vectorul H aplicim operatorul "rotor" ecuatiei
(IL.4), folosim relatia (I.5) pentru operatorul "dublu rotor" precum si relatiile (I1.2) si (I1.3).
Rezulta:

(IL9)
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adica vectorul H verifica si el ecuatia generala a undelor, viteza de propagare fiind tot c,
dati de relatia (I1.7). Deoarece, in vid, vectorul D este direct proportional cu E
(D= gOE ), iar vectorul B este direct proportional cu H (B= ,uOI:I ) rezulta ca si vectorii
D, respectiv B verifica ecuatii de tipul (I1.6), adica ecuatia undelor.

Concluzie: In vid campul electromagnetic se propagd sub forma undei
electromagnetice care poate fi descrisd de oricare din vectorii E,D,I—?,E, viteza de
propagare fiind ¢, data de relatia (I1.7).

I1.2. Proprietatile undei electromagnetice in vid

Solutiile ecuatiilor (IL.8) si (I1.9), sub forma undei electromagnetice armonice
plane, sunt:

E(x,y,z,t) = EO exp[i(mt — E?)] , respectiv Fl(x,y,z,t) = I:IO exp[i(mt — /217)] (IL.10)

. .7 27 B
unde @ este pulsatia undei, k:7uk este vectorul de undd, iar Ey si H sunt

amplitudinile intensitatii campului electric, respectiv magnetic .
. E . - ©OE,  OE, OF :
Folosind forma (II1.10) calculam ok $i V.- E=—*+—"+4—= Obtinem:
ot ox oy 0z

E = | . . : 0 :
o =ioE, exp[i(a)t — k7 )]: ioE , deci putem inlocui, formal, operatorul F” cuiw.

Apoi: E_=E,, exp[i(a)t —k.x—k,y- kzz)J si 88Ex =—ik E,, exp[i(a)t - EF)]z —ik E ;
s

oF OE - .
analog: 5 ~=—ik E, si . Z=—jk_E_. Rexultd: V-E=-ik-E, deci putem inlocui,
Y . z

formal, operatorul V cu — ik .

1° Din relatiile (II.1) si (I1.2), folosind echivalenta formala V — —ik , rezulta:
k-E=0,adica E Lk si k-H=0,adicda H.k (11.11)

Interpretarea relatiilor (11.11): unda electromagnetici este undda transversald, adica

oscilatiile marimilor variabile (E si H ) au loc perpendicular pe directia de propagare.

2° Din relatiile (II.3) si (I.4), folosind echivalentele formale V> —ik si %—)ia),

rezulta:
kxE=upwH si kxH=-goF (11.12)
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Interpretarea relatiilor (11.12):
a) H1 k si ELk,deciunda electromagneticd este undd transversali

b) H L E, deci vectorii E si H oscileazd in plane perpendiculare

c) vectorii k, E, H formeazd un triedru drept, in aceastd ordine (sau in cele obtinute prin

permutari circulare)
d) relatiile (II.12) fiind indeplinite la orice moment de timp ¢ si In orice punct 7, rezultad ca

vectorii E si H sunt in fazd (aceasta este: ¢ = ot — k7 , daca faza initiald este nuld)

¢) modulele vectorilor E si H sunt direct proportionale:

kE = uywH sau kH =s,0F (I1.13)

o .
Deoarece k=— si c=

1
¢ VEoky

E\le, =H\u, sau E=ZH (IL.14)

obtinem, folosind una din relatiile (II.13):

unde Z, = Ho oste impedanta caracteristica a vidului.
V £
0

Observatie: Deoarece vectorii E si H sunt in fazi, iar modulele lor sunt direct
proportionale rezulta ca si amplitudinile lor E si H, sunt direct proportionale.

Ey\Jey =Ho\Jpt, sau E,=Z,H, (IL14")
Fig.Il.1 prezintd dispunerea vectorilor k, E, H si variatia In timp a vectorilor E, H
pentru o unda electromagnetica plana care se propaga de-a lungul axei Ox; componentele

vectorilor undei sunt: & (k, 0, 0), E (O, E, 0) si H (O, 0,H ) , iar expresiile pentru £ si H sunt:

E=E, explilot—kx)] si H=H,, expli(wt—kx)] (I1.15)
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Fig.II.1 Variatia in timp a vectorilor E, H pentru o undd electromagnetici pland care se propagid de-a
lungul axei Ox.
3° Calculam densitatile volumice de energie w, si w,, corespunzatoare celor doud

campuri, pornind de la relatiile (I.68) si tinand cont ca, in vid, D= gOE ,B= ,uOI:I .

1 = = &E> | 1 - = uH’
we,:EgoE-E: 5 si ngZEIUOH'H: 5 (IL.16)
Din relatiile (I1.14) si (I1.16) rezulta:
EZ
Wy =W, = 802 (IL.17)

Densitatile volumice de energie w, si w,  corespunzitoare celor doud cdmpuri, electric

mg
si magnetic, din unda electromagneticd, sunt egale.
4° Calculam vectorul Poynting:

S,=ExH=EHa, =E* %4, (IL18)
Ho

Modulul vectorului Poynting este direct proportional cu pdtratul intensitatii cimpului
electric. Bineinteles, acest modul are aceeasi proprietate si fatd de intensitatea campului
magnetic, conform relatiei (I1.14).

5° Intensitatea undei electromagnetice se defineste ca media temporald, pe o perioada, a
modulului vectorului Poynting:

SP

1 ¢=
1=?£

dt (1L.19)
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Consideram partea reald a vectorului £ din relatia (I.10): E = E, cos(wt — kx) si obtinem:
T
jcosz (et — hox )dt = % , deci:

0

I=E Zo (11.20)
Ho

Intensitatea undei electromagnetice este direct proportionald cu patratul amplitudinii
campului electric. Bineinteles, intensitatea are aceeasi proprietate si fatd de amplitudinea
campului magnetic [vezi relatia (I1.14")].

6° Viteza de faza este egali cu viteza de grup (vidul este un mediu nedispersiv):

Vr= Vg =c. (IL.21)

Domeniul undelor electromagnetice este foarte vast si cuprinde mai multe grupe de unde,
clasificarea fiind facuta dupa frecventa (v) sau dupa lungimea de unda din vid (4 =c¢/v) (Fig. IL
2).

1. Undele radio (sau hertziene). Domeniul de frecventd al acestor unde este cuprins intre zeci de
hertzi pani la un gigahertz (1 GHz = 10° Hz), adica au lungimea de undi cuprinsi intre cativa km
pand la 30 cm. Se utilizeazd, in special, in transmisiile radio si TV. Dupa A, aceste unde se
subimpart 1n unde lungi (2 km - 600 m), unde medii (600 m - 100 m) si unde scurte (100 m - 1 cm).
2. Microundele sunt generate, ca si undele radio, de instalatii electronice. Lungimea de unda este
cuprinsi intre 30 cm si 1 mm. Corespunzitor, frecventa variaza intre 10°- 3-10"' Hz. Se folosesc in
sistemele de telecomunicatii, Tn radare si in cercetarea stiintificd asupra proprietatilor atomilor,
moleculelor si ale gazelor ionizate. Aceste unde se subimpart in unde decimetrice, centrimetrice si
milimetrice. Se mai folosesc si in domeniul casnic.
3. Radiatia infrarosie (IR) cuprinde domeniul de lungimi de und situat intre 1 mm si 7,8-107 m
(ca frecventd, intre 3-10' - 4-10'* Hz). In general, sunt produse de corpurile incalzite. In ultimul
timp s-au realizat instalatii electronice care emit unde infrarosii cu lungimea de unda
submilimetrica.

4. Radiatia vizibila (VIZ) este acea parte din domeniul undelor electromagnetice care produce
senzatia luminoasa in ochiul uman. Lungimea de unda este cuprinsa, cu aproximatie, intre 760 nm
si 400 nm (1 nm = 10® m). Sunt studiate in capitolul numit “Optica”.

5. Radiatia ultravioleta (UV) are lungimea de unda cuprinsa in domeniul 3,8 nm si 0,6 nm. Aceasta
radiatie este generatd de moleculele si atomii dintr-o descércare electrica in gaze. Soarele este o
sursd puternicd de radiatii ultraviolete.

6. Radiatia X (sau ROntgen) sunt produse in tuburi speciale in care un fascicul de electroni,
accelerati cu ajutorul unei tensiuni electrice de ordinul zecilor de mii de volti, bombardeazd un
electrod metalic.

7. Radiatia y constituie regiunea superioard (3-10" Hz - 310 Hz) in clasificarea undelor
electromagnetice in raport cu frecventa lor. Ele sunt produse de catre nucleele atomilor.
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Fig. II. 2. Domeniul undelor electromagnetice.

700

II. 3. Starea de polarizare a undelor electromagnetice

Deoarece efectele luminoase sunt produse de vectorul camp electric £ analizam

modul sdu de oscilatie. Planul determinat de vectorii k si E se numeste plan de oscilatie.

Unda electromagnetica liniar polarizatd este unda in care vectorul cAmp electric E
oscileaza pe o directie unica din planul perpendicular pe directia de propagare (Fig.I1.3a).

Unda electromagnetica nepolarizatd este unda in care vectorul camp electric £
oscileaza pe toate directiile posibile (o infinitate) din planul perpendicular pe directia de

propagare, cu aceeasi amplitudine (Fig.11.3b).

=

a)

.

b)

Fig.I1.3 Reprezentarea vectorului E pentru unda electromagnetica: a) liniar polarizata; b) nepolarizata.

Undele luminoase (lumina este unda electromagneticd) produse de sursele naturale
(Soare, flacard) si de sursele clasice/conventionale (bec, tub de descarcare), dar nu cele
produse de laser sunt nepolarizate. Explicatia este urmatoarea: atomii si moleculele emit
lumina prin tranzitii intre diferitele nivele energetice ale lor; numarul de atomi este de
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ordinul 10'®, iar timpul de emisie pentru fiecare este de ordinul 10 ~® s; fiecare unda

luminoasa emisa are vectorul camp electric de o anumitd amplitudine, de o anumitd
orientare (directie si sens) si cu o anumitd faza initiald; atomii sunt in miscare de agitatie
termica care este haotica, deci vectorii cdmp electric ai undelor luminoase emise au toate
orientarile posibile; se obtine astfel lumina nepolarizata.

Pe de altd parte, deoarece nu toti atomii emit in acelasi timp, fazele initiale ale
undelor au valori necorelate; se obtine, deci, lumina necoerenta.

Unda electromagnetica polarizata eliptic
Vectorul E al unei unde electromagnetice poate fi considerat ca provenind din compunerea
a doi vectori perpendiculari, in general defazati. Pentru o unda care se propagd pe axa Ox
notam acesti vectori cu E,, respectiv E., iar defazajul dintre ei cu ¢y. Expresiile lor sunt:

E, = Acos(wt —kx) i E.=Bcos(ot—kx—p,) (I1.22)

unde 4 = Ey, si B = Ey. sunt amplitudinile cAdmpului electric din cele doud unde. Prin
compunerea acestor doud unde (se elimind timpul intre cele doud ecuatii) rezulta traiectoria
descrisa de varful vectorului cdmp electric rezultant in planul perpendicular pe directia de
propagare:

E: E> _EE

y z y oz s 2
—+—=-2 cos @, =sin 11.23
A 2 B 2 A B (00 (00 ( )

Relatia (I1.23) reprezintd ecuatia unei elipse de semiaxe A si B (Inscrisd in
dreptunghiul de laturi 24 si 2B). Fig.Il.4 prezintd traiectoria descrisd in spatiu de varful

vectorului £ al unei unde polarizate eliptic care se propaga de-a lungul axei Ox. Unda este
polarizatd eliptic stdnga dacd observatorul, privind in sens contrar axei Ox, vede varful

vectorului £ parcurgind elipsa din planul yOz in sens trigonometric (antiorar).

Fig.Il.4. Undd electromagnetica eliptic polarizata (varful vectorului camp electric E descrie o elipsa in
planul yOz; directia de propagare este Ox).
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Cazuri particulare: a) dacd ¢y = pr, cu p € Z( adicd undele componente E,, E. sunt in
concordantd sau in opozitie de fazd) traiectoria este o dreapta:

(11.23")

y zo

Ry
B

deci lumina este /iniar polarizata.
b) @y = (2p+1)7/2, cu p € Z (adica undele componente E,, E. sunt in cuadraturd de faza) si
A = B = E, (amplitudini egale) traiectoria este un cerc:

E;+E!=E;, (I1.23")

deci lumina este circular polarizata.

Unda eliptic polarizata (incluzand, evident, cazurile particulare) este o undda total
polarizata.

Unda electromagnetica partial polarizata reprezintd un amestec de stari de
polarizare, de exemplu o suprapunere a unei unde liniar polarizate cu o unda nepolarizata.
Gradul de polarizare se defineste prin:

I -1
P — max min (11'24)
I +1

max min

unde I S1 Imin sunt intensitatea luminoasa maxima, respectiv minima. Evident: P e [0,1];

pentru lumina nepolarizatd P = (), iar pentru lumina liniar, eliptic sau circular polarizata P
= /. Exemplu: lucrarea de laborator "Studiul luminii polarizate. Legea lui Malus".

Pentru a obtine Ilumina partial sau total polarizatd din lumind naturald
(nepolarizata) se folosesc urmatoarele metode:
a) prin reflexie - refractie la suprafata de separare a doud medii dielectrice;
b) prin birefringenta (naturald sau indusa).
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