
CAP. IV. ELEMENTE DE MECANICĂ CUANTICĂ 
 

IV.1. Bazele experimentale ale fizicii cuantice 
 

1. Radiaţia termică 
 
este o radiaţie electromagnetică datorată mişcării de agitaţie termică a particulelor 
constituente ale unui corp aflat la o anumită temperatură. Radiaţia termică de echilibru 
apare când energia emisă de corp în unitatea de timp este egală cu cea absorbită. 
Exemplu: un corp încălzit introdus într-o incintă cu pereţi perfect reflectători emite 
radiaţie de echilibru când temperatura corpului este egală cu cea a incintei. 
Mărimi fizice caracteristice 
a) Fluxul energetic radiant reprezintă energia emisă de corp în unitatea de timp: 
 

  
dt

dW
=Φ  (unitatea de măsură: watt)     (IV.1) 

 
b) Puterea de emisie (radianţa integrală) este energia emisă în unitatea de timp prin 
unitatea de suprafaţă, în toate direcţiile, pentru toate frecvenţele: 
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c) Puterea de emisie spectrală (radianţa spectrală) este puterea de emisie pe unitatea de 
interval de frecvenţă:  
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Radianţa integrală este deci:      (IV.4) ∫
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d) Puterea de absorbţie (coeficientul de absorbţie):  
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Pentru corpul negru acest coeficient este 1:  1,, =NTAυ    (IV.6) 
 
Exemplu de corp negru: o incintă izotermă sferică prevăzută cu un mic orificiu (Fig. 
IV.1a); în acest sistem radiaţia termică este absorbită integral datorită reflexiilor 
succesive pe pereţi (din orice punct al incintei orificiul se vede sub un unghi mai mic de 
0,01 rad). Intensitatea radiaţiei emise este direct proporţională cu densitatea de energie 
din cavitate. 



Legile lui Kirchhoff 
1. Radiaţia termică de echilibru este omogenă (independentă de punctul din cavitate), 
izotropă (independentă de direcţie) şi nepolarizată. 
2. Pentru un interval de frecvenţe [ ]υυυ d+,  dat, la o temperatură dată, raportul dintre 
puterea de emisie spectrală şi puterea de absorbţie este o funcţie universală (adică 
nu depinde de natura corpului), dependentă de frecvenţă şi temperatură, reprezentând 
puterea de emisie spectrală a corpului negru.  
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Suprafaţa corpului negru este deci o suprafaţă emiţătoare - etalon.  

 
a) b) 

 
Fig. IV. 1. a) Exemplu de corp negru; b) Unghiul solid (necesar în definirea strălucirii energetice). 
 
Alte mărimi fizice caracteristice: 

e) Densitatea volumică de energie radiantă: 
dV
dWw =  (se măsoară în J/m3) (IV.8) 

 
f) Densitatea volumică spectrală de energie radiantă: 
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Atunci:          (IV.10) ∫
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=
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g) Strălucirea energetică reprezintă energia emisă în unitatea de timp prin unitatea de 
suprafaţă, în unitatea de unghi solid, deci într-o anumită direcţie (θ), pentru toate 
frecvenţele: 
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unde dA este elementul de suprafaţă în jurul punctului P (Fig. IV.1b), dΩ este elementul 

de unghi solid; ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

2
,0 πθ ; [ ]πϕ 2,0∈  în planul suprafeţei dA. 

Există relaţiile: BR πε ==  şi wcR
4

==ε          (IV.12; 13) 

 

din care:    
c

B
w

π4
=      (IV.14) 

 Strălucirea energetică se măsoară experimental, iar densitatea volumică de energie 
radiantă se determină prin calcul. 
 
Legile empirice ale radiaţiei termice de echilibru pentru corpul negru 
1° Legea Stefan - Boltzmann 
Radianţa integrală a corpului negru este direct proporţională cu puterea a patra a 
temperaturii absolute.   
   

4TRN σ= ,        (IV.15) 
 

unde σ  ≅ 5,67⋅10 - 8 W/(m2K4) este constanta Stefan – Boltzmann (vezi lucrarea de 
laborator “Verificarea legii Stefan-Boltzmann”). 
2° Legea lui Wien 
Densitatea volumică spectrală de energie este direct proporţională cu puterea a treia a 
frecvenţei şi cu o funcţie care depinde de raportul dintre frecvenţă şi temperatura 
absolută. 
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Această lege este valabilă la frecvenţe mari (domeniul ultraviolet). 
3° Legea deplasării Wien 
Densitatea volumică spectrală de energie are un maxim pentru o anumită frecvenţă υM 
(respectiv lungime de undă λM) astfel încât raportul dintre această frecvenţă şi 
temperatura absolută este constant (produsul dintre această lungime de undă şi 
temperatura absolută este constant; Fig. IV. 2).   
 

.const
T
M =

υ
  sau bconstTM == .λ     (IV.17) 

 
unde b ≅ 2,9⋅10 - 3 m⋅K este constanta Wien. 
4° Legea Rayleigh - Jeans 
Densitatea volumică spectrală de energie este direct proporţională cu puterea a doua a 
frecvenţei şi cu temperatura absolută. 
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Această lege este valabilă la frecvenţe mici (domeniul infraroşu). 
 

        
 
Fig. IV. 2. Legea deplasării Wien (valabilă pentru radiaţia termică de echilibru a corpului negru). 
 
 
Teoria lui Planck pentru radiaţia termică 
 Teoria fotonică elaborată de Planck afirmă că emisia şi absorbţia energiei are loc 
sub forma unor cuante (porţii) de energie numite fotoni. 
Proprietăţile fotonului 
a) energia este direct proporţională cu frecvenţa:   υε h=   (IV.19) 
 
unde h = 6,6⋅10 - 34 J⋅s este constanta lui Planck; se mai foloseşte: ( )π= 2/hh ; 
b) viteza fotonului, în vid, este c = 3⋅10 8 m/s; 

c) impulsul fotonului este invers proporţional cu lungimea de undă:  
λ
hp =  (IV.20) 

 
d) masa de repaus este nulă, iar cea de mişcare este direct proporţională cu frecvenţa: 
 

  2c
hm f
υ

=         (IV.21) 

 
 Pe baza teoriei fotonilor se obţine formula Planck a radiaţiei termice prin calculul 
energiei medii de oscilaţie. Energia unui oscilator nu poate avea, conform teoriei 
fotonice, orice valoare, ci numai valori de forma:  
 

υnhEn =   cu:  n = 0, 1, 2, ....     (IV.22) 
 

Energia medie este:   
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 Conform teoriei M. Born densitatea volumică spectrală de energie radiantă pentru 
corpul negru este direct proporţională cu pătratul frecvenţei (υ 2) şi cu energia medie a de 
oscilaţie ( E ):    

E
cNT 3

2

,,
8 υπ

ρυ =        (IV.24) 

 
Din ultimele două relaţii rezultă formula Planck a radiaţiei termice: 
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2. Efectul fotoelectric extern 
 
constă în eliberarea de electroni dintr-un corp sub acţiunea radiaţiei electromagnetice 
dacă frecvenţa acesteia depăşeşte valoarea de prag. 
 Pentru stabilirea legilor efectului fotoelectric se foloseşte dispozitivul 
experimental prezentat în Fig. IV.3. Într-o incintă vidată se găsesc doi electrozi, catodul 
K şi anodul A, electrodul K (confecţionat, de obicei, dintr-un metal alcalin) fiind iradiat 
cu un fascicul luminos (celulă fotoelectrică). Frecvenţa şi fluxul luminos al radiaţiei 
incidente pe K pot fi variate. Între catodul iradiat şi anod se aplică o diferenţă de potenţial 
U. Se studiază dependenţa intensităţii curentului fotoelectric I (format de electronii 
eliberaţi din catodul iradiat) de tensiunea U şi de frecvenţa luminii folosite. Aplicând 
între anod şi catod un câmp electric de frânare a electronilor emişi de catod, câmp descris 
prin tensiunea de frânare , se determină, pentru diferite frecvenţe ale radiaţiei 
incidente pe catod, tensiunea la care se anulează intensitatea curentului fotoelectric, 
numită tensiune de stopare . 

0<fU

SU
Caracteristica curent - tensiune ( )UfI =  pentru diferite valori ale fluxului 

luminos Φ incident pe catod, prezentată în Fig. III. 4a, arată existenţa unui curent de 
saturaţie , iar dependenţa tensiunii de stopare  de frecvenţa  a luminii este, 
conform Fig. III.4b, liniară. 

satI SU υ
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Fig. IV. 3. Schema circuitului utilizat la studiul legilor efectului fotoelectric extern. 
 

          
 
Fig. IV. 4. a) Caracteristica curent-tensiune ( )UfI =  pentru două valori ale fluxului luminos incident pe 

catod; b) Dependenţa liniară a tensiunii de stopare  de frecvenţa SU υ  a luminii. 

 
Legile efectului fotoelectric extern 
 
1° Intensitatea curentului fotoelectric de saturaţie  este direct proporţională cu fluxul 
luminos Φ  incident pe catod. 

satI

2° Tensiunea de stopare  creşte liniar cu frecvenţa SU υ  a radiaţiei incidente pe catod, 
fiind independentă de fluxul luminos.   
3° Pentru o anumită valoare pυ  a frecvenţei radiaţiei incidente pe catod, numită 
frecvenţă de prag, tensiunea de stopare este nulă (Fig. IV.4b), adică pentru pυ<υ  
efectul fotoelectric nu se mai produce. Frecvenţa de prag pυ  este o caracteristică a 
metalului din care este confecţionat catodul. 
4° Efectul fotoelectric este, practic, instantaneu, electronii fiind emisi de catod într-un 
timp de ordinul 10 - 9 s de la iluminarea acestuia. 
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 Aceste legi, stabilite experimental, nu pot fi explicate în totalitate prin teorii ale 
fizicii clasice. De exemplu, conform fizicii clasice, la creşterea fluxului luminos incident 
pe catod electronii emişi ar trebui să aibă viteze mai mari, deci energii mai mari, dar se 
constată că energia lor nu se modifică, ci numai numărul lor pe unitatea de timp. 
 Toate legile efectului fotoelectric pot fi explicate însă pe baza teoriei fotonice 
(Einstein) şi anume: un foton cedează toată energia sa unui electron al materialului şi, 
dacă această energie este suficientă, electronul părăseşte materialul. 
 Legea conservării energiei pentru acest proces are forma: 
 

cinextr ELh +=υ       (IV.26) 
 

unde lucrul mecanic de extracţie  este suma dintre lucrul mecanic necesar extragerii 
electronului din atom şi lucrul mecanic necesar extragerii electronului din suprafaţa 
materialului. La metale 

extrL

0. =atomextrL .    
 

sprextratomextrextr LLL .. +=       (IV.27) 
 

Frecvenţa de prag  reprezintă frecvenţa minimă pe care trebuie să o aibă un foton 
pentru a putea extrage un electron (E cin = 0):   

pυ

 
pextr hL υ=         (IV.28)  

 
Energia cinetică a fotoelectronilor se exprimă folosind tensiunea de stopare: 
 

Scin eUmvE ==
2

2
      (IV.29) 

 
Mărimile m, v şi e sunt, respectiv, masa, viteza şi sarcina electrică a fotoelectronului. 
Ecuaţia (IV.26) devine:  
  
    Sp eUhh += υυ      (IV.30) 
 
Pe baza acestei ecuaţii se poate determina experimental constanta lui Planck (vezi 
lucrarea de laborator: “Determinarea constantei lui Planck din studiul efectului electric 
extern”). 
 
3. Efectul Compton 
 
constă în creşterea lungimii de undă a unei radiaţii X care este difuzată (împrăştiată) de 
electronii slab legaţi ai unei substanţe. Fasciculul de radiaţii X difuzat conţine atât radiaţii 
cu lungimea de undă iniţială, cât şi radiaţii cu lungime de undă mai mare. 
 Dispozitivul experimental (Fig. IV.5) este format din sursă de radiaţii X, sistem 
de colimare cu plăci de plumb (Pb), probă de material difuzant (P) şi detector (D) de 
radiaţii X care poate fi rotit. Măsurând creşterea lungimii de undă a radiaţiilor X difuzate 
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se constată că ea nu depinde de natura materialului difuzant, dar depinde de unghiul de 
difuzie (θ). Desigur, materialul difuzant trebuie să conţină electroni slab legaţi ( exemple: 
grafit, parafină). 
 Efectul Compton este interpretat ca o ciocnire între un foton şi un electron aflat 
în repaus, fotonul cedând electronului o parte din energia sa. În acest proces se 
conservă atât energia sistemului, cât şi impulsul acestuia. 

 
 

Fig. IV. 5. Schema dispozitivului experimental utilizat la studiul efectului Compton. 
 
 Deoarece energia cinetică primită de electron este, în general, mult mai mare 
decât energia sa de repaus ( ) fenomenul trebuie tratat folosind teoria 

relativităţii restrânse. Pentru foton sunt valabile formulele: 

2
0' cmEcin >>

λ
υε chh ==  şi 

λ
hp = , iar 

pentru electron: 
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(masa de mişcare m creşte cu viteza v; m0 este masa de repaus)   

2
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==       (IV.32) 

 
  (energia totală în mişcare)  (energia de repaus) (IV.33) 2mcE = 2

00 cmE =
 
  (energia cinetică)    (IV.34) ( 0

2
0 mmcEEEcin −=−= )

 
         (IV.35) 2

0
222 EcpE +=

 
Legea conservării energiei:     (IV.36) 22

00 mchcmh +=+ υυ
 
Legea conservării impulsului: eff ppp rrr

+=+ 00,     (IV.37) 
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unde 0,fpr este impulsul iniţial al fotonului, fpr  este impulsul final al fotonului, iar epr  
este impulsul final al electronului. Proiectăm relaţia vectorială (IV.37) pe două axe 
perpendiculare (alegem direcţia iniţială a fotonului ca axă Ox; Fig. IV. 6). Rezultă: 
 

 pe Ox:  ϕ+θ
λ

=
λ

coscos
0

ephh      (IV.38) 

 pe Oy:  ϕ−θ
λ

= sinsin eph0       (IV.39) 

 

Relaţiile finale de interes sunt: ( θ−=λ−λ=λΔ cos1
0

0 cm
h )    (IV.40) 

 

şi:   

λ
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−
λ

λ
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=ϕ
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0
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unde: Λ=
cm

h

0
= 0,024 Å (1 Å = m) este lungimea de undă Compton, θ  este 

unghiul sub care este difuzat fotonul (faţă de direcţia lui iniţială), iar ϕ  este unghiul sub 
care pleacă electronul (numit electron de recul). 

1010−

 

 
Fig. IV. 6. Legea conservării impulsului la efectul Compton. 
  
 
4. Modelul atomic Bohr 
 
Postulatele lui Bohr  
 
1° Atomii se află în stări specifice în care nu emit şi nu absorb energie, numite stări 
staţionare. Valorile energiei corespunzătoare stărilor staţionare formează un şir discret 
şi caracterizează fiecare atom. 
Aceste stări sunt definite prin condiţia de cuantificare pentru momentul cinetic orbital: 
 

   
π

==
2
hnrvmL , unde n = 1, 2, 3....    (IV.42) 
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2° Atomii pot emite sau absorbi energie numai prin trecerea dintr-o stare staţionară de 
energie  în altă stare staţionară, de energie . Frecvenţa radiaţiei emise (în cazul 

) sau absorbite (în cazul 
iE

f

fE

i EE > fi EE < ) verifică relaţia:  
 

fi EEh −=υ .      (IV.43) 
 
Teoria lui Bohr pentru atomul de hidrogen 
  
Atomul de hidrogen este format dintr-un proton (presupus fix) şi un electron care se 
roteşte în jurul acestuia. Pe orbita staţionară, considerată circulară, forţa coulombiană 

2
0

2

4 r
eFe πε

=  reprezentând atracţia exercitată de proton asupra electronului acţionează ca 

forţă centripetă 
r

mvFcp

2
= . Deci: 
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επ
      (IV.44) 

 
Din relaţiile (IV.42) şi (IV.44) rezultă raza orbitei staţionare numerotate cu n şi viteza 
electronului pe această orbită:   
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unde 2

2
0

1 em
h

r
π
ε

= = 0,53 Å este raza primei orbite Bohr, iar 
h

ev
0

2

1 2ε
=  este viteza 

electronului pe prima orbită Bohr. 

Energia sistemului este suma dintre energia cinetică:  
2

2mvEcin =   (IV.47) 

 

şi energia potenţială coulombiană:   
r

eE pot
0

2

4πε
−=    (IV.48) 

  
Se observă că: , deci:   cinpot EE 2−=
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2

     (IV.49) 

 
Din relaţiile (IV.49), (IV.48) şi (IV.45) sau din relaţiile (IV.49), (IV.47) şi (IV.46) rezultă 
expresia energiei atomului de hidrogen în starea staţionară numerotată n: 
 

   2
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22
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hn
em
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ε

     (IV.50) 

 

unde:    2
0

4

1 8 h
emE

ε
−= = - 13,6 eV     (IV.51)  

 
este energia atomului de hidrogen în starea staţionară n = 1 (1 eV = 1,6  J). Starea 
cuantică de energie minimă se numeşte stare fundamentală. Pentru atomul de hidrogen 
aceasta este starea n = 1, de energie E 1. 

1910−⋅

Observaţii: 
1° Conform formulei (IV.50) energia atomului de hidrogen este cuantificată (valorile ei 
formează un şir discret) prin numărul natural n = 1, 2, 3... care se numeşte număr cuantic 
principal. 
2° Valorile energiei atomului de hidrogen sunt negative ceea ce indică faptul că ele 
corespund unor stări legate. 
3° Se numeşte stare staţionară fundamentală starea de energie minimă. Pentru atomul de 
hidrogen aceasta este starea de energie E1, deci corespunzătoare valorii n = 1. Stările 
staţionare cu energie  se numesc stări excitate, deci pentru atomul de hidrogen 
ele corespund la .  

minEE >
1>n

4° Se numeşte energie de ionizare a atomului de hidrogen energia necesară separării 
electronului de proton, din starea fundamentală, şi îndepărtării electronului la distanţă 
suficient de mare pentru ca interacţiunea proton - electron să fie neglijabilă. 
Deci:    = 13,6 eV                (IV.51') 1EEioniz −=
 
Confirmări experimentale ale teoriei Bohr 
  
a) seriile spectrale ale atomului de hidrogen 
Dacă  atomul de hidrogen emite un foton a cărui frecvenţă nk EE > nkυ  se obţine din 
relaţiile (IV.47) şi (IV.54):   
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−= 221

11
kn
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Folosind relaţia 
υ

λ c
=  obţinem: 
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unde  şi:  nk >

hc
E

hc
E

R ioniz
H == 1 ≅1,09⋅10 7 m - 1     (IV.54)  

este constanta Rydberg pentru atomul de hidrogen . 
 Experimental, emisia luminii (deci a fotonilor) se materializează (se observă) sub 
forma unor linii spectrale grupate în serii spectrale. Pentru atomul de hidrogen formula 
(IV.53) arată lungimile de undă ale acestor linii. Liniile spectrale a căror stare staţionară 
finală este aceeaşi (n = constant) formează o serie spectrală. Acestea sunt: 
 

- seria Lyman (n = 1; k > 1):  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 2

1

111
k

RH
kλ

    (IV.55) 

- seria Balmer (n = 2; k > 2)  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 2

2

1
4
11

k
RH

kλ
    (IV.56) 

 
Urmează: seria Paschen (n = 3; k > 3), seria Brackett (n = 4; k > 4), seria Pfundt (n = 5; k 
> 5). 
 Liniile spectrale ale seriei Lyman sunt situate în domeniul ultraviolet (UV), cele 
ale seriei Balmer în domeniul vizibil (VIZ), de aceea au fost observate şi studiate primele 
(cronologic vorbind), iar pentru celelalte trei serii acestea sunt, respectiv, în domeniul 
infraroşu (IR), infraroşu îndepărtat şi microunde. Pentru seria Balmer, vezi lucrarea de 
laborator “Determinarea constantei Rydberg pentru atomul de hidrogen”. Schema din 
Fig. IV. 7 prezintă tranziţiile în urma cărora se obţin seriile spectrale ale atomului de 
hidrogen. 

 
 

Fig. IV. 7. Schema tranziţiilor corespunzătoare seriilor spectrale ale atomului de hidrogen. 
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b) experienţa Franck - Hertz  
 
 Dispozitivul experimental este prezentat în Fig. IV. 8a. Electronii emişi de 
filamentul F sunt acceleraţi între filament şi grila G; ei suferă ciocniri cu atomii de 
mercur aflaţi în stare fundamentală, în acest spaţiu. Anodul A are potenţialul electric cu 
0,5 V mai mic decât al grilei. Creştem tensiunea dintre grilă şi filament, UG , şi observăm 
că intensitatea curentului anodic IA are scăderi bruşte la valorile UG = 4,9 V; 2⋅ 4,9 V = 
9,8 V; 3⋅ 4,9V = 14,7 V (Fig. I. 8b).  

 
a) b) 

 
Fig. IV. 8. a) Schema dispozitivului pentru experimentul Franck-Hertz; b) Graficul intensităţii curentului 
anodic în funcţie de tensiunea aplicată între grilă şi filament. 
 

Explicaţia constă în faptul că electronii acceleraţi suferă, între filament şi grilă, 
una, două sau trei ciocniri inelastice cu câte un atom de mercur. Acesta absoarbe 
(primeşte) numai energia de valoare 4,9 eV. Grila captează electronii care au pierdut 
complet energia, adică pe cei care, înainte de ciocnirea cu atomul de mercur, aveau 4,9 
eV sau multipli ai acestei valori. Ceilalţi electroni ajung la anod. 

Concluzia: Energia atomului de mercur este cuantificată, valoarea ei în starea 
fundamentală fiind 4,9 eV. 

Deficienţele modelului Bohr: nu explică spectrele altor atomi, mai complecşi 
decât cel de hidrogen; nu explică structura fină şi hiperfină a liniilor spectrale; nu oferă o 
metodă de calcul pentru intensitatea liniilor spectrale; nu explică existenţa momentului 
magnetic propriu al electronului. 
 
5. Dualismul corpuscul - undă (unda de Broglie). Experienţele Davisson – Germer 
 

Pornind de la faptul că radiaţia electromagnetică prezintă atât proprietăţi 
ondulatorii cât şi proprietăţi de corpuscul (foton) fizicianul L. de Broglie a emis ipoteza 
că şi particulele microscopice (electron, proton, atom, moleculă) aflate în mişcare au 
proprietăţi ondulatorii. Astfel, fiecărei particule microscopice i se asociază o undă numită 
undă de Broglie (lungime de undă Bλ , mai simplu, λ ). 
 Pentru o particulă liberă (care nu este sub acţiunea nici unui câmp de forţe), aflată 
în mişcare, acest dualism corpuscul - undă este reflectat prin relaţiile referitoare la impuls 
(p) şi energie (E):    
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λ
hp =          (IV.57)  

2mchchE ===
λ

υ        (IV.58) 

 
şi prin funcţia de undă: 
 
  ( ) ( )[ ]rktiAtr rrr

−=Ψ ωexp,       (IV.59) 
 

unde pulsaţia este:  
h

E
h
E
=== ππυω 22      (IV.60) 

 

iar vectorul de undă este: kpp
h

pk
r

h
r

h
==== ;22 π

λ
π    (IV.61) 

 

Relaţia (IV.59) devine:   ( ) ( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=Ψ rptEiAtr rr

h

r exp, )   (IV.62) 

 
 Sensul fizic al undei de Broglie este, conform interpretării lui M. Born, următorul: 
pătratul amplitudinii (A 2) undei asociate microparticulei, într-un anumit punct din spaţiu, 
reprezintă densitatea probabilităţii de localizare a microparticulei în acel punct. 
 Confirmarea experimentală a ipotezei de Broglie o constituie experienţele de 
difracţie a microparticulelor (electroni, neutroni) pe cristale (Fig. IV. 9). Davisson şi 
Germer au arătat că difracţia electronilor pe un monocristal de nichel are aceleaşi 
caracteristici ca şi difracţia luminii pe o reţea optică. Electronii acceleraţi sub tensiunea 
U, al căror impuls este: 
 

eUmp 2= ,        (IV.63) 
 

cad pe suprafaţa monocristalului sub unghiul θ  faţă de aceasta. Analizând fasciculul 
difractat sub acelaşi unghi faţă de planele atomice, astfel încât unghiul dintre cele două 
fascicule este ( )θβ −⋅= o902 , se constată că intensitatea acestuia prezintă maxime: 
a) pentru anumite valori ale unghiului  θ , dacă U = const. sau 
b) pentru anumite valori ale tensiunii de accelerare U, dacă θ  = const. (Fig. IV. 10). 
   

Explicaţia este următoarea: fasciculul de electroni este reflectat pe diferitele 
plane atomice paralele ale cristalului şi undele asociate interferă. Conform Fig. IV. 11 
diferenţa de drum optic dintre fasciculele 1 şi 2 este:   
 
  θδ sin221 d= ,       (IV.64) 
 
unde d este distanţa dintre planele atomice. 
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Fig. IV. 9. Dispozitivul experimental pentru studiul difracţiei electronilor pe monocristale. 
 
 

 
  
Fig. IV. 10. La unghi constant în raport cu suprafaţa monocristalului se obţin maxime ale intensităţii în 
detectorul de electroni reflectaţi pentru anumite valori ale tensiunii de accelerare (de ex. 54 V). 
 
 

 
 
Fig. IV. 11. Reflexia fasciculului de electroni pe planele atomice ale unui monocristal. 
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Condiţia de obţinere a maximelor de interferenţă λδ n= conduce la relaţia Bragg: 
 
  λθ nd =sin2  , cu n = 1, 2, 3, ....     (IV.65)  
 
Din relaţiile (IV.57) şi (IV.63) rezultă: 

 

eUm
h

p
h

2
==λ ,       (IV.66) 

apoi, din ultimele două relaţii obţinem:  
 

eUmd
hn

22
sin =θ .       (IV.67) 

 
Experimente similare au fost realizate pe substanţe policristaline (vezi lucrarea de 

laborator “Experienţele Debye-Scherrer”).  
 

6. Relaţiile de incertitudine Heisenberg 
 

Presupunem că un electron având impulsul iniţial zi pp = (dirijat pe axa Oz), bine 
determinat, trece printr-o fantă de lăţime b (b este de-a lungul axei Ox) şi lungime (pe axa 
Oy) mult mai mare decât lăţimea (Fig.IV.12). După trecerea prin fantă coordonata x a 
electronului este cunoscută cu imprecizia maximă bx =Δ , iar componenta pe axa Ox a 
impulsului electronului, , este cunoscută cu imprecizia maximă xp θsinppp xx ==Δ . 
Deoarece în punctul M se produce primul minim de difracţie este valabilă relaţia: 

b
λθ =sin  (vezi paragraful "Difracţia pe o fantă dreptunghiulară" din Cap. III. Fenomene 

optice).  Din aceste relaţii şi din relaţia (IV.55) rezultă: hpx x =Δ⋅Δ .  
 

 

 
Fig. IV. 12. Difracţia unui electron printr-o fantă dreptunghiulară. 

 
De fapt, relaţia corectă este una de evaluare şi se foloseşte sub forma: 
 
    h~xpx Δ⋅Δ     (IV.68) 
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 Relaţia de tip (IV.68) este valabilă pentru orice direcţie de mişcare:  ; 
. 

h~ypy Δ⋅Δ

h~zpz Δ⋅Δ
 O altă relaţie de această formă se referă la EΔ  (imprecizia în determinarea 
energiei unei stări) şi la timpul de viaţă al sistemului în starea respectivă (imprecizia 
duratei) Δt = τ: 
 
    h~tEΔΔ       (IV.69) 
  
 Relaţiile (IV.68) şi (IV.69) se numesc relaţii de incertitudine Heisenberg. Ele au 
următoarea interpretare: 
a) dacă reuşim să măsurăm coordonata x a unei microparticule cu foarte mare precizie 
( ) imprecizia determinării componentei  a impulsului microparticulei devine 
foarte mare ( ). Reciproc, dacă dorim ca  să fie cunoscut cu mare precizie, 
imprecizia determinării coordonatei (deci imprecizia localizării) este foarte mare.  

0→Δx xp
∞→Δ xp xp

b) dacă energia E a unei stări este determinată cu foarte mare precizie ( ) timpul 
de viaţă al acesteia ar fi foarte lung (

0→ΔE
∞→Δt ). Reciproc, pentru un timp de viaţă foarte 

scurt, imprecizia EΔ  a energiei este foarte mare. 
Concluzie: Mărimile fizice legate printr-o relaţie de incertitudine Heisenberg 

nu pot fi măsurate simultan, cu aceeaşi precizie. 
 
 
IV.2. Formalismul matematic al mecanicii cuantice. Ecuaţia Schrödinger 
  
IV. 2.1. Funcţia de undă 

Caracterul ondulatoriu al comportării microparticulelor a condus la ideea 
descrierii stărilor unui sistem cuantic printr-o mărime complexă numită  funcţie de undă 
Y(x, y, z, t). Această funcţie este interpretată ca o undă de probabilitate (M. Born). 
Deoarece intensitatea unei unde este:  

 
I = Y *Y  = ⎜Y ⎜2     (IV.70) 
 

se definesc următoarele noţiuni: 
1) probabilitatea dP de a găsi particula cuantică studiata, la momentul t, într-un element 
de volum dV centrat pe punctul de coordonate x, y, z: 

 
   dP = Y *Y dV  = ⎜Y ⎜2 dV    (IV.71) 
 
2) densitatea de probabilitate ( )zyx ,,℘ : 
 

==℘
dV
dP

Y *Y  = ⎜Y ⎜2    (IV.72) 

 
3) probabilitatea PD de a găsi particula cuantică studiată, la momentul t, în domeniul D: 
 

 - 70 -



   PD = Y *Y dV  = ⎜Y ⎜2 dV   (IV.73) ∫
D

∫
D

 
 
Proprietăţile funcţiei de undă 
 
a) Deoarece probabilitatea de a găsi particula cuantică studiată în tot spaţiul este egală cu 
1 (certitudinea) funcţia de undă îndeplineşte condiţia de normare: 
 

   ∫  Y *Y  dV  = ⎜Y ⎜2 dV  = 1   (IV.74) 
∞

∫
∞

 

b) este o funcţie de pătrat integrabil, adică integrala ⎜Y ⎜2dV  este convergentă ∫
D

c) este determinată până la un factor , unde α este un număr real;     αie
d) este mărginită; 
e) Y şi produsul aY (unde a este o constantă) corespund aceleiaşi stări a sistemului. 

Observaţie: Este convenabil să se realizeze separarea variabilelor spaţiale x, y, z 
de cea temporală t, utilizând factorizarea de forma:  Y(x, y, z, t) = ( ) (tfzyx ⋅ )Ψ ,, . 

 Funcţiile de undă având  proprietăţile de mai sus, Y(x, y, z, t) şi , 
formează, separat, câte un spaţiu Hilbert. În continuare ne vom referi numai la , 
dar relaţiile sunt adevărate şi pentru Y(x, y, z, t). 

( )zyx ,,Ψ
( )zyx ,,Ψ

Un spaţiu de funcţii este liniar dacă orice combinaţie liniară  
 de funcţii cu pătrat integrabil nnccc Ψ++Ψ+Ψ=Ψ ...2211 nΨΨΨ ,..., 21  este tot o 

funcţie cu pătrat integrabil. 
Un spaţiu Hilbert este un spaţiu liniar în care se poate defini produsul scalar: 
 

 ∫ ΨΨ=ΨΨ ∗

D

jiji dV,      (IV.75) 

 
Funcţiile  şi  sunt ortonormate dacă: iΨ jΨ
 

ji
D

jiji dV δ=∫ ΨΨ=ΨΨ ∗, ; jiptdarjiptji ≠==δ .,0;.,1   (IV.76) 

 
Un operator  este liniar dacă satisface relaţia: Â

 
       (IV.77) ( ) 22112211

ˆˆˆ Ψ+Ψ=Ψ+Ψ AcAcccA
 
unde c1 şi c2 sunt constante. 
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Un operator Â  este hermitic dacă satisface relaţia: 
 

jiji AA ΨΨ=ΨΨ ,ˆˆ,      (IV.78) 

 
adică:  

( )∫ ∫ ΨΨ=ΨΨ
∗∗

D D

jiji dVAdVA ˆˆ               (IV.79) 

 
Ecuaţia de forma:                  (IV.80) Ψ=Ψ aÂ
 
în care un operator  reproduce funcţia Â Ψ  până la un factor constant a se numeşte 
ecuaţie cu valori proprii; este funcţia proprie a operatorului Ψ Â , iar constanta a este 
valoarea proprie a operatorului , corespunzătoare funcţiei proprii Â Ψ . 
 
Proprietăţi ale funcţiilor proprii şi ale valorilor proprii pentru un operator hermitic 

 
a) Valorile proprii ale unui operator hermitic sunt reale. 
b) Funcţiile proprii corespunzătoare la două valori proprii diferite ale unui operator 
hermitic sunt ortogonale şi liniar independente. 
 
IV.2.2. Postulatele şi principiile mecanicii cuantice 
 
Postulatul 1 (postulatul observabilelor) 
Fiecărei mărimi fizice (numită observabilă) i se asociază un operator liniar hermitic. 
Valorile măsurate ale unei mărimi fizice sunt valorile proprii ale operatorului asociat 
mărimii respective. 
Exemple: 
operatorul coordonată:  zzyyxx === ˆ;ˆ;ˆ ; în general: qq =ˆ              (IV.81) 
 
operatorul vectorial impuls:  ∇−= h

r ip̂                (IV.82) 
 
componentele impulsului: 
 

x
ipx ∂

∂
−= hˆ ;  

y
ip y ∂

∂
−= hˆ ;  

z
ipz ∂

∂
−= hˆ               (IV.83) 

 
operatorul pătratul impulsului:                (IV.84) Δ−= 22ˆ hp
 
operatorul energie cinetică:   
 

Δ−==
mm

pT
22

ˆˆ
22 h                      (IV.85) 
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operatorul energie potenţială:  ( ) ( )zyxUzyxU ,,,,ˆ =               (IV.86) 
 
operatorul energie totală (operatorul Hamilton): 
 

U
m

UTH +Δ−=+=
2

ˆˆˆ
2h

              (IV.87) 

 
operatorul vectorial moment cinetic orbital: 

  

zyx

zyx
kji

iL

∂
∂

∂
∂

∂
∂

−=

rrr

h
r̂

                (IV.88) 

Componentele momentului cinetic orbital: 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=
y

z
z

yiLx hˆ ; ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

−=
z

x
x

ziLy hˆ ;  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=
x

y
y

xiLz hˆ             (IV.89)  

 
Comutatorul a doi operatori se defineşte prin: 
  

[ ] ABBABA ˆˆˆˆˆ,ˆ −=                 (IV.90) 
 

Dacă doi operatori comută, adică ABBA ˆˆˆˆ = , ei admit un set comun de funcţii proprii, iar 
mărimile fizice corespunzătoare pot fi măsurate simultan, cu aceeaşi precizie.  
 
Postulatul 2 (postulatul comutatorilor fundamentali) 
Comutatorul a doi operatori oarecare este determinat prin cunoaşterea comutatorilor 
fundamentali de tip [ . Aceştia sunt: ]qp ˆ,ˆ
 

[ ] 0ˆ,ˆ =ji qq ;  [ ] 0ˆ,ˆ =ji pp ;    [ ] jiji iqp δh−=ˆ,ˆ               (IV.91) 
 

unde i, j sunt, pentru spaţiul tridimensional, x, y, z. 
 
Postulatul 3 (postulatul stării) 
Fiecare stare fizică a unui sistem este caracterizată de o funcţie de undă numită funcţie 
de stare. Operatorii care acţionează asupra funcţiilor de undă corespund operaţiei de 
măsurare.  
Dacă fiecărei valori proprii îi corespunde o singură funcţie proprie starea cuantică este 
nedegenerată. 
Dacă unei valori proprii îi corespund un număr g de funcţii proprii diferite starea 
cuantică este degenerată, având gradul de degenerare g. 
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Principiul I al mecanicii cuantice (principiul suprapunerii stărilor) 
O stare oarecare a unui sistem fizic este o suprapunere a stărilor proprii, adică funcţia 
de undă Ψ

Ψ ,1

 care descrie o stare oarecare este o combinaţie liniară a tuturor funcţiilor 
roprii    

 

                          (IV.92) 

p  nΨΨ ,...2 .

∑
=

Ψ=Ψ
n

k
kkc

1

 
Coeficienţii c k sunt produsele scalare ΨΨ ,k . 
Principiul II al mecanicii cuantice (principiul cauzalităţii) 
Funcţia de undă de la momentul t, Χ (x, y, z, t), determină univoc funcţia de undă de la 

omentul t + Δ t.  

 Χ (x, y, z, t +Δ t) = Χ (x, y, z, t)             (IV.93) 

 clasică este un caz-limită al mecanicii cuantice (  se neglijează faţă de alte 

tul măsurării este, cu certitudine, valoarea 
roprie corespunzătoare.   

 
                           (IV.94) 

edie a rezultatului 
ăsurării este valoarea medie a operatorului asociat mărimii fizice: 

 

  

m
 

ℑ̂ 
 
unde ℑ̂  se numeşte operatorul evoluţiei cauzale. 
Principiul III al mecanicii cuantice (principiul de corespondenţă) 
Mecanica h
acţiuni). 
Postulatul 4 (postulatul mediei) 
Dacă în momentul măsurării funcţia de stare este o funcţie proprie a operatorului 
asociat mărimii fizice respective rezulta
p

kkk aA Ψ=Ψˆ . 
 

Dacă în momentul măsurării sistemul cuantic se află într-o stare oarecare rezultatul 
măsurării este oricare din valorile proprii posibile ale operatorului asociat mărimii 
fizice respective, dar cu probabilităţi diferite. Atunci valoarea m
m

ΨΨ=
ΨΨ

ΨΨ
== A

A
AA ˆ,

,

ˆ,
ˆ .               (IV.95) 

ă se obţină o valoare proprie 
orespunzătoare funcţiei proprii 

 
Postulatul 5 (postulatul probabilităţii) 
Probabilitatea ca la o măsurare a mărimii fizice A s ka  
c kΨ  este:  
 

22
, kkk cw =ΨΨ=                 (IV.96) 
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unde  este funcţia de stare a sistemului în momentul imediat anterior 

măsurării. 

∑
=

Ψ=Ψ
n

k
kkc

1

Postulatul 6 (postulatul sistemelor de particule identice) 
Stările sistemelor de particule identice sunt descrise prin funcţii de stare care sunt fie 
complet simetrice, fie complet antisimetrice în raport cu operaţia de permutare a 
particulelor. 
 
IV.2.3. Ecuaţia Schrödinger 
 
a) Ecuaţia Schrödinger temporală descrie comportarea sistemelor cuantice, forma ei fiind 
postulată, iar verificarea rezultatelor se face prin experimente. 

 

   
t

i
∂
∂

h Y = Ĥ Y                (IV.97) 

unde Y = Y (x, y, z, t) este funcţia de undă, iar  U
m

UTH +Δ−=+=
2

ˆˆˆ
2h  este operatorul 

Hamilton. 
b) Ecuaţia Schrödinger atemporală descrie stările staţionare (independente de timp) ale 
sistemelor cuantice. Pentru deducerea ei folosim separarea variabilelor spaţiale x, y, z de 
cea temporală t: Y (x, y, z, t) = ( ) ( )tfzyx ⋅Ψ ,,               (IV.98) 
 
Din ultimele două relaţii rezultă: 
 

( ) ( ) ( zyxHtfzyx
td

dfi ,,ˆ,, Ψ=Ψh )     (IV.99) 

 

apoi:   EH
td

df
f

i =Ψ
Ψ

= ˆ11
h        (IV.100) 

 
unde E este, deocamdată, o constantă de integrare, dar vom arăta ulterior că ea reprezintă 
energia totală a sistemului. 
Prin integrarea ecuaţiei referitoare la variabila timp:   
 

h

Ei
dt
df

−=               (IV.101)  

obţinem:  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

t
EiCf hexp , unde C = const.          (IV.102) 

 
Ecuaţia referitoare la variabilele spaţiale este ecuaţia Schrödinger atemporală:  
 

Ψ=Ψ EĤ             (IV.103) 
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Constatăm că ecuaţia Schrödinger atemporală este o ecuaţie cu valori proprii, 
adică de tipul (IV.80) şi anume este ecuaţia cu valori proprii pentru operatorul 
Hamilton, operator asociat energiei, deci constanta E reprezintă valoarea proprie a 
energiei sistemului. 

Din relaţiile (IV.87) şi (IV.103) rezultă o formă detaliată a acestei ecuaţii: 
 

 
( )

02
2 =Ψ
−

+ΔΨ
h

UEm              (IV.104) 

 
În cazul unidimensional, când ( )xΨ=Ψ , ecuaţia (IV.104) devine: 
 

    
( )

02
22

2
=Ψ

−
+

Ψ
h

UEm
dx
d              (IV.105) 

  
Funcţia de undă  trebuie să îndeplinească următoarele condiţii: ( zyx ,,Ψ )

]

a) să fie univocă; b) să fie normată; c) să fie continuă; 
d) să fie finită (mărginită); 
e) derivatele de ordinul întâi în raport cu x, y, z să fie continui şi finite.  
 
IV.2.4. Aplicaţii ale ecuaţiei Schrödinger  atemporale 

 
1. Particula cuantică în groapa de potenţial unidimensională cu pereţi impenetrabili 
(infiniţi) 
 

Pentru o particulă cuantică (de exemplu, un electron) aflată într-o groapă de 
potenţial unidimensională cu pereţi impenetrabili energia potenţială are forma: 

  şi  în restul axei Ox (Fig. IV.13). ( ) [ axptxU ,0.0 ∈= ( ) ∞=xU
 

 
Fig. IV. 13. Forma energiei potenţiale a gropii de potenţial unidimensionale cu pereţi infiniţi. 

 
În interiorul gropii, adică pentru [ ]ax ,0∈  ecuaţia Schrödinger atemporală 

(IV.105) are forma: 

   02
int22

int
2

=Ψ+
Ψ

h

Em
dx

d
              (IV.106) 
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iar în exteriorul gropii, deoarece particula nu poate părăsi groapa, 0=Ψext . 

Notăm:  2
2

2 kEm
=

h
                (IV.107) 

 
Soluţia ecuaţiei (IV.106) poate avea forma: 
 

( ) ( ) ( )kxBkxAx cossinint +=Ψ              (IV.108) 
 

Condiţia de continuitate în x = 0 şi anume ( ) 00int =Ψ  conduce la B = 0. Din condiţia de 
continuitate în x = a ( a este lăţimea gropii) şi anume: 
 

( ) ( ) 0sin;0int ==Ψ kaAa                (IV.109) 
 

rezultă:  πnka = , cu n = 1, 2, 3...              (IV.110) 
 
Din relaţiile (IV.107) şi (IV.110) obţinem expresia energiei particulei cuantice în groapa 
de potenţial unidimensională cu pereţi infiniţi: 
 

   2

22

2

222

82 am
hn

am
nEn ==

hπ .              (IV.111) 

 
Constatăm că energia particulei cuantice în groapa de potenţial unidimensională cu 
pereţi infiniţi este cuantificată, adică are valori care formează un şir discret, valori 
determinate de numărul natural n. Energia minimă este energia din starea n = 1: 
 

  2

2

2

22

1min 82 am
h

am
EE ===

hπ             (IV.111’) 

 
Starea de energie minimă se numeşte stare fundamentală. 
Este evidentă relaţia:          .             (IV.111”) 1

2 EnEn =
 
Funcţiile proprii ale operatorului Hamilton sunt: 
 

   ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Ψ

a
xnAxn

πsin                (IV.112) 

 
Constanta A se află din condiţia de normare:  
 

1
0

intint =ΨΨ∫ ∗
a

dx                (IV.113) 
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Obţinem: 1sin
0

22 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∫

a

dx
a

xn
A

π
 şi apoi:  

a
A 2
= . Înlocuim în relaţia (IV.112): 

 

   ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Ψ

a
xn

a
xn

πsin2               (IV.114) 

 
Pentru primele două stări (starea fundamentală n = 1 şi prima stare excitată n = 2) 

funcţiile de undă sunt: ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Ψ

a
x

a
x πsin2

1 , respectiv ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=Ψ

a
x

a
x π2sin2

2 , iar 

densităţile de probabilitate de localizare sunt: 
 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=ΨΨ=℘ ∗

a
x

a
π2

111 sin2 , respectiv   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=ΨΨ=℘ ∗

222  

 
a

x
a

π2sin2 2         (IV.115)

În Fig. IV. 14a sunt prezentate nivelele de energie şi funcţiile de undă (având 
expresi

 

a (IV.114)) pentru primele cinci stări staţionare, iar în Fig. IV. 14b, pentru primele 
şase stări staţionare, graficele funcţiilor de undă sunt însoţite de cele ale densităţilor de 
probabilitate (date de formule de tipul (IV.115)).  

 

        
        a)      b) 

ig. IV. 14. a) Nivelele de energie şi funcţiile de undă pentru primele cinci stări staţionare ale particulei 
 
F
cuantice în groapa de potenţial unidimensionale cu pereţi infiniţi; b) Funcţiile de undă şi densităţile de 

probabilitate 
2Ψ pentru primele şase stări staţionare.  
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Observaţie: Groapa de potenţial unidimensională cu pereţi impenetrabili (infiniţi) 
este un model teoretic simplificat. În cazurile practice forma gropilor de potenţial este 
mult mai complicată. Un alt model, folosit în studiul heterojoncţiunilor semiconductoare, 
este groapa de potenţial cu bariere finite. De exemplu, groapa de potenţial a benzii de 
conducţie din structura AlGaAs/GaAs/AlGaAs, prezentată în Fig. IV.15. Notaţii: CB = 
banda de conducţie (cuprinde nivelele energetice ale electronilor, cum ar fi e1, e2; VB = 
banda de valenţă (cuprinde nivelele energetice ale golurilor, cum ar fi hh1;  = lărgimea 
benzii interzise – vezi lucrarea de laborator “Determinarea lărgimii benzii interzise a unui 
semiconductor. Termistorul”; QW energy gap = intervalul energetic dintre primul nivel 
de gol şi primul nivel electronic).  

gE

 
 

 
 
Fig. IV. 15. Profilul potenţialului pentru banda de conducţie (CB) şi banda de valenţă (VB) în 
heterojoncţiunea semiconductoare AlGaAs/GaAs/AlGaAs. 
 
 
2. Particula cuantică la bariera de potenţial. Efectul - tunel 
  

Fie o particulă cuantică de masă m şi energie E aflată în faţa unei bariere de 
potenţial unidimensionale, de forma rectangulară, având "înălţimea" U0 şi lăţimea a. 

Energia potenţială are forma din Fig. III.4: ( ) 0.0 <= xptxU , 
 şi .  ( ) [ axptUxU ,0.0 ∈= ] ( ) axptxU >= .0

Ne interesează cazul . Rezolvăm ecuaţia Schrödinger atemporală (IV.105) 
în cele trei regiuni. 

0UE <

În regiunea I:  02
122

1
2

=Ψ+
Ψ

h

Em
dx

d
     (IV.116) 

Notăm:  2
2

2 kEm
=

h
      (IV.117) 
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Soluţia ecuaţiei (IV.116) poate avea forma: 
 

( ) ( ) ( )xkiCxkiCx −+=Ψ expexp 211     (IV.118) 
 

în care primul termen reprezintă unda incidentă, ( )xi1Ψ , iar al doilea unda reflectată pe 
bariera de potenţial, .  ( )xr1Ψ
 

În regiunea II:  
( )

0
2

22
0

2
2

2

=Ψ
−

+
Ψ

h

UEm
dx

d
    (IV.119) 

 

Notăm:  
( ) 2

22
02

k
EUm

=
−

h
     (IV.120) 

 
Soluţia ecuaţiei (IV.119) are forma: 
 

( ) ( ) ( )xkCxkCx 24232 expexp +−=Ψ    (IV.121) 
 

În regiunea III ecuaţia este tot de forma (IV.116) soluţia fiind:  
 

( ) ( ) ( )xkiCxkiCx −+=Ψ expexp 653     (IV.122) 
 

în care primul termen reprezintă unda progresivă ( x > 0), iar al doilea unda regresivă ( x 
< 0). Aceasta din urmă nu ne interesează, nefiind pe "drumul" particulei studiate. Aşadar, 
unda transmisă este:  
 

( ) ( ) ( )xkiCxx t exp53 =Ψ=Ψ     (IV.122’) 
 
 

 
 
Fig. IV. 16. Forma potenţialului şi schema funcţiilor de undă pentru particula cuantică la bariera de 
potenţial rectangulară. 
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Pentru calcularea constantelor C1, C2, ...C5 folosim condiţiile de continuitate: 
 

( ) ( ) 432121 00 CCCC +=+⇒Ψ=Ψ    (IV.123) 
 

   ( ) ( ) ( ) ( )34221121 0'0' CCkCCki −=−⇒Ψ=Ψ   (IV.124) 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kaiCakCakCaa expexpexp 5242332 =+−⇒Ψ=Ψ   (IV.125) 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )kaiCkiakCakCkaa expexpexp'' 52324232 =−−⇒Ψ=Ψ  (IV.126) 
 
Adăugăm şi condiţia de normare:  
 

133

0

22

0

11 =ΨΨ+ΨΨ+ΨΨ ∫∫∫
∞

∗∗

∞−

∗

a

a

dxdxdx    (IV.127) 

 
După calcularea constantelor C1, C2, ...C5 din rezolvarea sistemului de ecuaţii (IV.123 - 
IV.127) funcţiile de undă  ,  şi 1Ψ 2Ψ 3Ψ  sunt complet determinate (Fig. IV.17). 
 

 
 
Fig. IV. 17. Funcţia de undă pentru particula cuantică la bariera de potenţial rectangulară. 
 
 
Mărimile fizice de interes sunt: 
a) transparenţa (transmitanţa) barierei:  
 

T  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∗

1

5

1

5

C
C

C
C

      (IV.128) 

 
e) densitatea de probabilitate de localizare în regiunea III (dincolo de barieră): 
 

333 ΨΨ=℘ ∗        (IV.129) 
 

Pentru a obţine expresia transparenţei T calculăm C 1 în funcţie de C 5 din relaţiile 
(IV.123 - IV.126).  
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Rezultă:   
 

T  = T 0       (IV.130) ( ak22exp − )
 

Înlocuind k 2 din relaţia (IV.120) obţinem: 
 

  T  = T 0 ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− EUma

022exp
h

    (IV.131) 

 
Interpretarea fizică a relaţiei (IV.131): 
a) Deoarece T  înseamnă că particula cuantică studiată, deşi are , străbate 
bariera de potenţial. Fenomenul se numeşte efect-tunel şi nu poate fi explicat de legile 
fizicii clasice, deci este un efect specific cuantic. Consecinţele sale se verifică 
experimental (vezi lucrarea de laborator “Dioda-tunel”). 

0≠ 0UE <

b) Transparenţa barierei de potenţial, T, depinde atât de caracteristicile particulei ( m, E), 
cât şi de cele ale barierei (a, U0). 
c) Formula (IV.131) se poate generaliza şi pentru o barieră de potenţial de o formă 
oarecare. 
d) Efectul-tunel explică următoarele fenomene: emisia particulelor α de către anumite 
nuclee radioactive, emisia autoelectronică (sau emisia la rece - sub acţiunea unui câmp 
electric intens un metal poate emite electroni), unele reacţii chimice, dioda-tunel, efectul 
Josephson (printr-o joncţiune formată din două materiale supraconductoare, separate 
printr-un strat subţire de oxid, trece un curent continuu, în absenţa oricărui câmp electric 
sau magnetic).  
 
3. Oscilatorul liniar armonic cuantic 
 
este o particulă de masă m aflată într-un câmp de forma: 
 

  ( )
22

222 xmxk
xU e ω

==      (IV.132) 

 
unde ω este pulsaţia, iar este constanta elastică. Ecuaţia Schrödinger atemporală 
(IV.105) are forma:   

ek

 

0
2

2 22

22

2
=Ψ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

Ψ xmEm
dx
d ω

h
    (IV.133) 

 
Folosim o schimbare de variabilă:   
 

xmx ⋅== αωξ
h

      (IV.140) 
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Rezultă:  
ξ

ωξ
ξ d

dm
dx
d

d
d

dx
d Ψ

⋅=⋅
Ψ

=
Ψ

h
  şi   2

2

2

2

ξ
ω

d
dm

dx
d Ψ

⋅=
Ψ

h
.  Ecuaţia (IV.133) devine: 

 

   02 2
2

2
=Ψ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

Ψ ξ
ωξ h

E
d
d     (IV.141) 

 
Din rezolvarea acestei ecuaţii se obţin următoarele rezultate: 

a) 122
+= nE

ωh
, din care:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
1nEn ωh       (IV.142) 

 
Interpretarea relaţiei (IV.142): Energia oscilatorului liniar armonic cuantic este 
cuantificată, adică are valori care formează un şir discret, valori determinate de numărul 
n = 0, 1, 2, ... Energia minimă este energia din starea n = 0, numită energie de zero: 
 

0
20 ≠=
ωhE      (IV.142') 

În fizica clasică energia minimă a oscilatorului este zero. 
b) Funcţiile de undă sunt: 
 

  ( ) ([ )2
2

exp
2

exp ξ
ξ

ξξ −⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= n

n

nn d
dC ]Ψ    (IV.143) 

 
Constantele Cn se determină din condiţia de normare. 
În Fig. IV.18 sunt prezentate nivele energetice  (date de formula (IV.142)) pentru n = 
0, 1, 2 şi 3 precum şi densităţile de probabilitate corespunzătoare.  

nE

 

 
 
Fig. IV. 18. Nivelele energetice  cu n = 0, 1, 2 şi 3 precum şi densităţile de probabilitate 
corespunzătoare.  

nE
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