CAP.IV. ELEMENTE DE MECANICA CUANTICA
IV.1. Bazele experimentale ale fizicii cuantice
1. Radiatia termica

este o radiatie electromagneticd datoratd miscdrii de agitatie termica a particulelor
constituente ale unui corp aflat la o anumita temperatura. Radiatia termica de echilibru
apare cand energia emisa de corp in unitatea de timp este egald cu cea absorbita.
Exemplu: un corp incdlzit introdus intr-o incintd cu pereti perfect reflectitori emite
radiatie de echilibru cand temperatura corpului este egald cu cea a incintei.

Marimi fizice caracteristice

a) Fluxul energetic radiant reprezinta energia emisa de corp In unitatea de timp:

o= dd—W (unitatea de masura: watt) (Iv.1)
t

b) Puterea de emisie (radianta integrald) este energia emisd in unitatea de timp prin
unitatea de suprafatd, in toate directiile, pentru toate frecventele:

_do _d'W
dA  dAdt

(se mdsoara in W/m?) (Iv.2)

c) Puterea de emisie spectrala (radianta spectrald) este puterea de emisie pe unitatea de
interval de frecventa:

Eur = j—i (se mdsoara in J/m?) (Iv.3)

0

Radianta integrala este deci: e=R= J‘gU,Td v (Iv.4)

0
d) Puterea de absorbtie (coeficientul de absorbtie):

do
A o =—abs V.5
o ch inc ( )
Pentru corpul negru acest coeficient este 1: A, n =1 (Iv.6)

Exemplu de corp negru: o incintd izoterma sfericd prevazutd cu un mic orificiu (Fig.
IV.1a); in acest sistem radiatia termica este absorbitd integral datoritd reflexiilor
succesive pe pereti (din orice punct al incintei orificiul se vede sub un unghi mai mic de
0,01 rad). Intensitatea radiatiei emise este direct proportionald cu densitatea de energie
din cavitate.



Legile lui Kirchhoff

1. Radiatia termica de echilibru este omogena (independenta de punctul din cavitate),
izotropa (independenta de directie) si nepolarizata.

2. Pentru un interval de frecvente [U, v+d u] dat, la o temperatura data, raportul dintre
puterea de emisie spectrala si puterea de absorbtie este o functie universala (adica
nu depinde de natura corpului), dependenta de frecventa si temperaturd, reprezentand
puterea de emisie spectrala a corpului negru.

EU,T
Au, T

:f(u,T)ng, v, T av.7)

Suprafata corpului negru este deci o suprafata emitatoare - etalon.

a) b)
Fig. IV. 1. a) Exemplu de corp negru; b) Unghiul solid (necesar in definirea stralucirii energetice).

Alte marimi fizice caracteristice:

. . . L. aw S
e) Densitatea volumica de energie radianta: w = i (se misoard in J/m®) (Iv.8)
f) Densitatea volumica spectrala de energie radianta:

_dw_d'W
dv dVdo

Po.1 (se masoard in J.s/m’) (Iv.9)

o0

Atunci: w= '[ Py.7rdL (IV.10)
0

g) Stralucirea energetica reprezintd energia emisd 1n unitatea de timp prin unitatea de
suprafata, in unitatea de unghi solid, deci intr-o anumita directie (0), pentru toate
frecventele:

d*w

- (Iv.11)
dAcosBdtdQ
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unde dA este elementul de suprafata in jurul punctului P (Fig. IV.1b), d(2 este elementul

de unghi solid; & [O, %} ; @€ [O, 271'] in planul suprafetei dA.

Exista relatiile: eE=R=nB si E=R=—w (IV.12; 13)

_47zB

c
Stralucirea energetica se masoard experimental, iar densitatea volumica de energie
radianta se determina prin calcul.

din care: w

(IV.14)

Legile empirice ale radiatiei termice de echilibru pentru corpul negru

1° Legea Stefan - Boltzmann

Radianta integrala a corpului negru este direct proportionala cu puterea a patra a
temperaturii absolute.

Ry =0T*, (IV.15)

unde o = 5,67-10 ~® W/(m’K") este constanta Stefan — Boltzmann (vezi lucrarea de
laborator “Verificarea legii Stefan-Boltzmann™).
2° Legea lui Wien
Densitatea volumica spectrala de energie este direct proportionala cu puterea a treia a
frecventei si cu o functie care depinde de raportul dintre frecventd si temperatura
absoluta.

v

Po.r,N = v3g(;)- (IV.16)

Aceasta lege este valabila la frecvente mari (domeniul ultraviolet).

3° Legea deplasarii Wien

Densitatea volumica spectrala de energie are un maxim pentru o anumitd frecventa om
(respectiv lungime de unda \\) astfel incdt raportul dintre aceastd frecventa i
temperatura absoluta este constant (produsul dintre aceasta lungime de unda gi
temperatura absoluta este constant; Fig. IV. 2).

UTM =const. sau Ay T =const.=b (Iv.17)

unde b = 2,9-10 > m-K este constanta Wien.

4° Legea Rayleigh - Jeans

Densitatea volumica spectrala de energie este direct proportionala cu puterea a doua a
frecventei §i cu temperatura absoluta.
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8L kT
Por, N =——=3 - (IV.18)
C

Aceasta lege este valabild la frecvente mici (domeniul infrarosu).

T
T=5500K

800 | 1
,E, ] 15000 K stea
= so0- _ 1 ? -
'3 T‘?E@SK 2 108k Soarele; 5800 K
b, 400 - \ = 100 5 3000 K; stea
= 200 %10‘ I 3
g ol 2 30K
B2 T corpul uman
B i % 1 | | I >T\ |
500 . 1000 1500 2000 . 10 102 108 104 105
A [nm] A [nm]

Fig. IV. 2. Legea deplasarii Wien (valabila pentru radiatia termica de echilibru a corpului negru).

Teoria lui Planck pentru radiatia termica
Teoria fotonica elaborata de Planck afirma ca emisia si absorbtia energiei are loc
sub forma unor cuante (portii) de energie numite fotoni.
Proprietatile fotonului
a) energia este direct proportionald cu frecventa: e=hv (IV.19)

unde /2 = 6,6:10 ">*J-s este constanta lui Planck; se mai foloseste: /1 = /1 /(27);
b) viteza fotonului, 1n vid, este ¢ = 3-10 8 m/s;

c¢) impulsul fotonului este invers proportional cu lungimea de unda: p =% (IV.20)

d) masa de repaus este nula, iar cea de miscare este direct proportionald cu frecventa:

ho

my=— IV.21)
’ C

Pe baza teoriei fotonilor se obtine formula Planck a radiatiei termice prin calculul
energiei medii de oscilatie. Energia unui oscilator nu poate avea, conform teoriei
fotonice, orice valoare, ci numai valori de forma:

E,=nhv  cu: n=0,1,2, .. (IV.22)

Energia medie este:
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hv
o
el —1

E =

(IV.23)

Conform teoriei M. Born densitatea volumica spectrald de energie radiantd pentru
corpul negru este direct proportionala cu patratul frecventei (v %) si cu energia medie a de
oscilatie (£ ):

srv? —

Po,1,N = 0—3 E (IV.24)

Din ultimele doua relatii rezultd formula Planck a radiatiei termice:
8rhv® 1

Potn =" 5 iy (IV.25)

el —1

2. Efectul fotoelectric extern

constd in eliberarea de electroni dintr-un corp sub actiunea radiatiei electromagnetice
daca frecventa acesteia depaseste valoarea de prag.

Pentru stabilirea legilor efectului fotoelectric se foloseste dispozitivul
experimental prezentat in Fig. IV.3. Intr-o incintd vidata se gasesc doi electrozi, catodul
K si anodul A, electrodul K (confectionat, de obicei, dintr-un metal alcalin) fiind iradiat
cu un fascicul luminos (celuld fotoelectrica). Frecventa si fluxul luminos al radiatiei
incidente pe K pot fi variate. Intre catodul iradiat si anod se aplica o diferenta de potential
U. Se studiazd dependenta intensitdtii curentului fotoelectric / (format de electronii
eliberati din catodul iradiat) de tensiunea U si de frecventa luminii folosite. Aplicand
intre anod si catod un camp electric de franare a electronilor emisi de catod, camp descris
prin tensiunea de franare U, <0, se determina, pentru diferite frecvente ale radiatiei

incidente pe catod, tensiunea la care se anuleaza intensitatea curentului fotoelectric,
numita tensiune de stopare U g .

Caracteristica curent - tensiune /= f(U) pentru diferite valori ale fluxului
luminos @ incident pe catod, prezentata in Fig. III. 4a, arata existenta unui curent de

saturatie /,, , 1ar dependenta tensiunii de stopare U, de frecventa v a luminii este,

conform Fig. I11.4b, liniara.
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Fig. IV. 3. Schema circuitului utilizat la studiul legilor efectului fotoelectric extern.

I
b D= (I)1

Isat.l 2 Uf)

6))
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Isat.l
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o - Y \V
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Fig. IV. 4. a) Caracteristica curent-tensiune [ = f (U ) pentru doud valori ale fluxului luminos incident pe

catod; b) Dependenta liniard a tensiunii de stopare U ¢ de frecventa L a luminii.

Legile efectului fotoelectric extern

1° Intensitatea curentului fotoelectric de saturatie 7/, este direct proportionald cu fluxul

sat
luminos @ incident pe catod.
2° Tensiunea de stopare Ug creste liniar cu frecventa v a radiatiei incidente pe catod,

fiind independentd de fluxul luminos.
3° Pentru o anumita valoare v, a frecventei radiatiei incidente pe catod, numita

frecventd de prag, tensiunea de stopare este nula (Fig. IV.4b), adicd pentru v<v,
efectul fotoelectric nu se mai produce. Frecventa de prag v, este o caracteristica a

metalului din care este confectionat catodul.
4° Efectul fotoelectric este, practic, instantaneu, electronii fiind emisi de catod intr-un
timp de ordinul 10 ~* s de la iluminarea acestuia.
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Aceste legi, stabilite experimental, nu pot fi explicate in totalitate prin teorii ale
fizicii clasice. De exemplu, conform fizicii clasice, la cresterea fluxului luminos incident
pe catod electronii emisi ar trebui sa aiba viteze mai mari, deci energii mai mari, dar se
constata ca energia lor nu se modifica, ci numai numarul lor pe unitatea de timp.

Toate legile efectului fotoelectric pot fi explicate Insd pe baza teoriei fotonice
(Einstein) si anume: un foton cedeaza toata energia sa unui electron al materialului si,
daca aceasta energie este suficientd, electronul paraseste materialul.

Legea conservarii energiei pentru acest proces are forma:

hvo=L,, +E, (IV.26)

extr

unde lucrul mecanic de extractie L, este suma dintre lucrul mecanic necesar extragerii

extr
electronului din atom s§i lucrul mecanic necesar extragerii electronului din suprafata
materialului. La metale L =0.

extr.atom

L. =L +L (IV.27)

extr extr. atom extr.spr

Frecventa de prag v, reprezinta frecventa minima pe care trebuie sa o aiba un foton

pentru a putea extrage un electron (£ ., = 0):

= ho (IV.28)

Energia cinetica a fotoelectronilor se exprima folosind tensiunea de stopare:

2
my

Eoy ==, —=eUs (IV.29)

cin

Marimile m, v si e sunt, respectiv, masa, viteza si sarcina electrica a fotoelectronului.
Ecuatia (IV.26) devine:

hv=hv, +eUg (IV.30)

Pe baza acestei ecuatii se poate determina experimental constanta lui Planck (vezi
lucrarea de laborator: “Determinarea constantei lui Planck din studiul efectului electric
extern”).

3. Efectul Compton

constd in cresterea lungimii de unda a unei radiatii X care este difuzatd (imprastiata) de
electronii slab legati ai unei substante. Fasciculul de radiatii X difuzat contine atat radiatii
cu lungimea de unda initiala, cat si radiatii cu lungime de unda mai mare.

Dispozitivul experimental (Fig. IV.5) este format din sursa de radiatii X, sistem
de colimare cu placi de plumb (Pb), proba de material difuzant (P) si detector (D) de
radiatii X care poate fi rotit. Masurand cresterea lungimii de unda a radiatiilor X difuzate
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se constatd ca ea nu depinde de natura materialului difuzant, dar depinde de unghiul de
difuzie (0). Desigur, materialul difuzant trebuie sa contind electroni slab legati ( exemple:
grafit, parafind).

Efectul Compton este interpretat ca o ciocnire intre un foton si un electron aflat
in repaus, fotonul cedind electronului o parte din energia sa. In acest proces se
conserva atat energia sistemului, cat si impulsul acestuia.

D
P
SUrsa X Pb
[~
—
7 /Y

Fig. IV. 5. Schema dispozitivului experimental utilizat la studiul efectului Compton.

Deoarece energia cineticd primitd de electron este, in general, mult mai mare
decat energia sa de repaus (E,, '>>m,c’) fenomenul trebuie tratat folosind teoria

e . . c . h .
relativitatii restranse. Pentru foton sunt valabile formulele: e=hv=h— si p=—, iar

A A
pentru electron:
m=—T0 (IV.31)
i
T2
c
(masa de migcare m creste cu viteza v; my este masa de repaus)
p=mv=—D200Y_ (1V.32)
2
1=
c
E =mc? (energia totald in miscare) E 0= moc2 (energia de repaus) (IV.33)
E,, =E—E,=c*(m—-m,) (energia cinetica) (Iv.34)
E*=p*c* +E} (IV.35)
Legea conservarii energiei: hv, + moc2 = ho + mc? (IV.36)
Legea conservarii impulsului: Prot0=p,+p, (Iv.37)
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unde p, ,este impulsul initial al fotonului, p, este impulsul final al fotonului, iar p,

este impulsul final al electronului. Proiectim relatia vectoriala (IV.37) pe doua axe
perpendiculare (alegem directia initiald a fotonului ca axa Ox; Fig. IV. 6). Rezulta:

pe Ox: LA = ﬁcos 0+ p,coso (IV.38)
Ao A

h . .
pe Oy: 0= Xsm 06— p,sine (Iv.39)
Relatiile finale de interes sunt: AL=L-L, = L(I —cos0) (IV.40)

myc
sin 0

si: 1gp = S T— (Iv.41)

1 cos6

Ao A

unde: L=A= 0,024 A (1 A = 107""m) este lungimea de undi Compton, 0 este
mgc

unghiul sub care este difuzat fotonul (fatd de directia lui initiald), iar ¢ este unghiul sub
care pleaca electronul (numit electron de recul).

-
y Pr
\
? Ay
}f’u >__ J 6 }‘ >
- = X
'3 _-"" Pra
//
—>
Pe

Fig. IV. 6. Legea conservarii impulsului la efectul Compton.

4. Modelul atomic Bohr

Postulatele lui Bohr

1° Atomii se afla in stari specifice in care nu emit §i nu absorb energie, numite stari
stationare. Valorile energiei corespunzatoare starilor stationare formeaza un sir discret

§i caracterizeazd fiecare atom.
Aceste stari sunt definite prin conditia de cuantificare pentru momentul cinetic orbital:

L:mvr=n2i,unden= 1,2, 3.... (Iv.42)
s
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2° Atomii pot emite sau absorbi energie numai prin trecerea dintr-o stare stationara de
energie E; in alta stare stafionara, de energie E .. Frecventa radiafiei emise (in cazul

E; > E ;) sau absorbite (in cazul E; < E ) verifica relafia:
ho=|E, - E,|. (IV.43)

Teoria lui Bohr pentru atomul de hidrogen

Atomul de hidrogen este format dintr-un proton (presupus fix) si un electron care se

roteste 1n jurul acestuia. Pe orbita stationard, considerata circulara, forta coulombiana
2

e . . . o <
F, =——— reprezentand atractia exercitata de proton asupra electronului actioneaza ca
drg,r
2
fortd centripeta F,, = . Deci:
r
2 2
e mv
> = (Iv.44)
47eyr r

Din relatiile (IV.42) si (IV.44) rezulta raza orbitei stationare numerotate cu » $i viteza
electronului pe aceasta orbita:

2,2
n"higy,

h="—5 =hnh (Iv.45)
Tme
e’ vy
v, = =— (IV.46)
2e6pnh  n
goh? o . . e’ .
unde 7 = = 0,53 A este raza primei orbite Bohr, iar V| = este viteza
Tme 2¢&,

electronului pe prima orbitd Bohr.

Energia sistemului este suma dintre energia cinetica: E. = (IvV.47)

cin
2

si energia potentiala coulombiana: E A =- (IV.48)

Se observa ca: £, =-2E,,,, deci:

cin ?
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E=E, +E,, = ;‘” =-E,, (IV.49)

Din relatiile (IV.49), (IV.48) si (IV.45) sau din relatiile (IV.49), (IV.47) si (IV.46) rezulta
expresia energiei atomului de hidrogen in starea stationard numerotata n:

4
me E,
o e 20
0

4

me
8g,h®

unde: E =- =-13,6 eV (IV.51)

este energia atomului de hidrogen in starea stationard n =1 (1 eV = 1,6-107"" J). Starea
cuantica de energie minima se numeste stare fundamentala. Pentru atomul de hidrogen
aceasta este starea n = 1, de energie £ ;.

Observatii:

1° Conform formulei (IV.50) energia atomului de hidrogen este cuantificata (valorile ei
formeaza un sir discret) prin numarul natural n = 1, 2, 3... care se numeste numar cuantic
principal.

2° Valorile energiei atomului de hidrogen sunt negative ceea ce indica faptul ca ele
corespund unor stari legate.

3° Se numeste stare stationara fundamentala starea de energie minima. Pentru atomul de
hidrogen aceasta este starea de energie E;, deci corespunzitoare valorii n = 1. Starile
stationare cu energie E > E . se numesc stari excitate, deci pentru atomul de hidrogen
ele corespund la n > 1.

4° Se numeste energie de ionizare a atomului de hidrogen energia necesard separdrii
electronului de proton, din starea fundamentald, si Indepartarii electronului la distanta
suficient de mare pentru ca interactiunea proton - electron sa fie neglijabila.

Deci: E, . =—E/=13,6eV (IvV.s1Y

n

ioniz
Confirmari experimentale ale teoriei Bohr

a) seriile spectrale ale atomului de hidrogen
Daca E, > E, atomul de hidrogen emite un foton a carui frecventd v, , se obtine din

relatiile (IV.47) si (IV.54):

11
hv,, =E, - E, =|E1|(n—2—k—2j (IV.52)

: . c :
Folosind relatia 4 =— obtinem:
v
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1 IEII( 11 j ( 11 )
LT U1 U S T P O DI V.53
;tkn he I’l2 k2 " ? ( )

unde k > n si:

E| E, .
R, =u=—"’"’z =1,09-10 "m ™' (IV.54)
hc he

este constanta Rydberg pentru atomul de hidrogen .

Experimental, emisia luminii (deci a fotonilor) se materializeaza (se observa) sub
forma unor linii spectrale grupate in serii spectrale. Pentru atomul de hidrogen formula
(IV.53) arata lungimile de unda ale acestor linii. Liniile spectrale a caror stare stationara
finala este aceeasi (n = constant) formeaza o serie spectrala. Acestea sunt:

- seria Lyman (n=1; k> 1): L:RH (1—%) (IV.55)
A1 k
. 1 1 1
- seria Balmer (n = 2; k> 2) — =Ry |- (IV.56)

Urmeaza: seria Paschen (n = 3; k> 3), seria Brackett (n = 4; k> 4), seria Pfundt (n = 5; k
> 5).

Liniile spectrale ale seriei Lyman sunt situate in domeniul ultraviolet (UV), cele
ale seriei Balmer in domeniul vizibil (VIZ), de aceea au fost observate si studiate primele
(cronologic vorbind), iar pentru celelalte trei serii acestea sunt, respectiv, in domeniul
infrarosu (IR), infrarosu indepartat si microunde. Pentru seria Balmer, vezi lucrarea de
laborator “Determinarea constantei Rydberg pentru atomul de hidrogen”. Schema din
Fig. IV. 7 prezintd tranzitiile in urma cdrora se obtin seriile spectrale ale atomului de
hidrogen.

E

0

[ — He

B 0 1 n=_i
E, H.. | :;3
EE H0 HL: !

n=2

E, Balmer
E,

n=
Lyman

Fig. IV. 7. Schema tranzitiilor corespunzatoare seriilor spectrale ale atomului de hidrogen.
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b) experienta Franck - Hertz

Dispozitivul experimental este prezentat In Fig. IV. 8a. Electronii emisi de
filamentul F sunt accelerati intre filament si grila G; ei sufera ciocniri cu atomii de
mercur aflati in stare fundamentald, in acest spatiu. Anodul A are potentialul electric cu
0,5 V mai mic decat al grilei. Crestem tensiunea dintre grila si filament, Ug, si observam
ca intensitatea curentului anodic /4 are scaderi bruste la valorile Us =49 V; 2- 49V =
9,8 V;3-49V=14,7V (Fig. L. 8b).

vapari de mercur

||,| I, 14.7V

F electroni G, 9.8V
T i
4.9V
—fil
Vv
o I I 1
>~ 0 5 10 15 U,
a) b)

Fig. IV. 8. a) Schema dispozitivului pentru experimentul Franck-Hertz; b) Graficul intensitatii curentului
anodic in functie de tensiunea aplicata intre grila si filament.

Explicatia constd in faptul cd electronii accelerati sufera, intre filament si grild,
una, doud sau trei ciocniri inelastice cu cidte un atom de mercur. Acesta absoarbe
(primeste) numai energia de valoare 4,9 eV. Grila capteaza electronii care au pierdut
complet energia, adica pe cei care, inainte de ciocnirea cu atomul de mercur, aveau 4,9
eV sau multipli ai acestei valori. Ceilalti electroni ajung la anod.

Concluzia: Energia atomului de mercur este cuantificatd, valoarea ei in starea
fundamentala fiind 4,9 eV.

Deficientele modelului Bohr: nu explica spectrele altor atomi, mai complecsi
decat cel de hidrogen; nu explicd structura fina i hiperfind a liniilor spectrale; nu ofera o
metoda de calcul pentru intensitatea liniilor spectrale; nu explica existenta momentului
magnetic propriu al electronului.

5. Dualismul corpuscul - unda (unda de Broglie). Experientele Davisson — Germer

Pornind de la faptul cd radiatia electromagnetica prezinta atdt proprietati
ondulatorii cat si proprietati de corpuscul (foton) fizicianul L. de Broglie a emis ipoteza
ca si particulele microscopice (electron, proton, atom, moleculd) aflate in miscare au
proprietati ondulatorii. Astfel, fiecarei particule microscopice 1 se asociazd o undd numita
unda de Broglie (lungime de unda A ;, mai simplu, 2).

Pentru o particuld libera (care nu este sub actiunea nici unui cadmp de forte), aflata
in miscare, acest dualism corpuscul - unda este reflectat prin relatiile referitoare la impuls

(p) si energie (E):
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h
== V.57

P=7 (IV.57)

E=hu=%:mcz (IV.58)
si prin functia de unda:

(7, t)=AeXp[i (a)t—l;?)] (Iv.59)

. E FE
unde pulsatia este: w=2r0= 27[; = 5 (IV.60)
. - 27 2np p . —
iar vectorul de unda este: k=—=—-—==—;, p=hk (Iv.61)
A h h

Relatia (IV.59) devine: Y(F,t)=4 exp{% (Et—pF )} (Iv.62)

Sensul fizic al undei de Broglie este, conform interpretarii lui M. Born, urmatorul:
patratul amplitudinii (4 %) undei asociate microparticulei, intr-un anumit punct din spatiu,
reprezinta densitatea probabilitatii de localizare a microparticulei in acel punct.

Confirmarea experimentala a ipotezei de Broglie o constituie experientele de
difractie a microparticulelor (electroni, neutroni) pe cristale (Fig. IV. 9). Davisson si
Germer au aratat ca difractia electronilor pe un monocristal de nichel are aceleasi
caracteristici ca si1 difractia luminii pe o retea optica. Electronii accelerati sub tensiunea
U, al caror impuls este:

p=+2meU, (IV.63)

cad pe suprafata monocristalului sub unghiul 60 fata de aceasta. Analizdnd fasciculul
difractat sub acelasi unghi fatd de planele atomice, astfel Incat unghiul dintre cele doud

fascicule este f =2 - (90° — ), se constatd ca intensitatea acestuia prezintd maxime:

a) pentru anumite valori ale unghiului 6, daca U = const. sau
b) pentru anumite valori ale tensiunii de accelerare U, daca 0 = const. (Fig. IV. 10).

Explicatia este urmatoarea: fasciculul de electroni este reflectat pe diferitele
plane atomice paralele ale cristalului si undele asociate interferd. Conform Fig. IV. 11
diferenta de drum optic dintre fasciculele 1 si 2 este:

S5, =2dsin@, (IV.64)

unde d este distanta dintre planele atomice.
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Fig. IV. 10. La unghi constant in raport cu suprafata monocristalului se obtin maxime ale intensitatii in
detectorul de electroni reflectati pentru anumite valori ale tensiunii de accelerare (de ex. 54 V).

Fig. IV. 11. Reflexia fasciculului de electroni pe planele atomice ale unui monocristal.
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Conditia de obtinere a maximelor de interferentd o = nA conduce la relatia Bragg:
2dsin@=nA ,cun=1,2,3, ... (IV.65)

Din relatiile (IV.57) si (IV.63) rezulta:

=l (IV.66)
p 2meU
apoi, din ultimele doua relatii obtinem:
h
sinf=—10 (IV.67)

2d2meU

Experimente similare au fost realizate pe substante policristaline (vezi lucrarea de
laborator “Experientele Debye-Scherrer”).

6. Relatiile de incertitudine Heisenberg

Presupunem ca un electron avand impulsul initial p; = p, (dirjjat pe axa Oz), bine

determinat, trece printr-o fantd de latime b (b este de-a lungul axei Ox) si lungime (pe axa
Oy) mult mai mare decat latimea (Fig.IV.12). Dupa trecerea prin fanta coordonata x a
electronului este cunoscutd cu imprecizia maxima Ax =b, iar componenta pe axa Ox a
impulsului electronului, p,, este cunoscutd cu imprecizia maxima Ap, = p, = psinf.

Deoarece in punctul M se produce primul minim de difractie este valabild relatia:

: A . . : . .
sinf = " (vezi paragraful "Difractia pe o fantd dreptunghiulara" din Cap. III. Fenomene

optice). Din aceste relatii si din relatia (IV.55) rezultd: Ax-Ap, =h.

Fig. IV. 12. Difractia unui electron printr-o fanta dreptunghiulara.

De fapt, relatia corecta este una de evaluare si se foloseste sub forma:

Ax-Ap, ~h (IV.68)
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Relatia de tip (IV.68) este valabila pentru orice directie de miscare: Ay-Ap, ~7;
Az-Ap. ~1.
O alta relatie de aceastd forma se referd la AE (imprecizia in determinarea

energiei unei stari) si la timpul de viatd al sistemului in starea respectiva (imprecizia
duratei) At = .

AE At ~ (IV.69)

Relatiile (IV.68) si (IV.69) se numesc relatii de incertitudine Heisenberg. Ele au
urmatoarea interpretare:
a) dacd reusim sd masuram coordonata x a unei microparticule cu foarte mare precizie
(Ax — 0) imprecizia determindrii componentei p,. a impulsului microparticulei devine

foarte mare (Ap, — ). Reciproc, daca dorim ca p, sd fie cunoscut cu mare precizie,

imprecizia determindrii coordonatei (deci imprecizia localizarii) este foarte mare.
b) daca energia E a unei stari este determinatd cu foarte mare precizie (AE — 0) timpul
de viata al acesteia ar fi foarte lung (At — o). Reciproc, pentru un timp de viata foarte
scurt, imprecizia AE a energiei este foarte mare.

Concluzie: Marimile fizice legate printr-o relatie de incertitudine Heisenberg
nu pot fi masurate simultan, cu aceeasi precizie.

IV.2. Formalismul matematic al mecanicii cuantice. Ecuatia Schrodinger
IV.2.1. Functia de unda

Caracterul ondulatoriu al comportdrii microparticulelor a condus la ideea
descrierii starilor unui sistem cuantic printr-o marime complexa numitd functie de unda

Y(x, v, z, t). Aceastd functie este interpretatd ca o undd de probabilitate (M. Born).
Deoarece intensitatea unei unde este:

I=¥"¥ =|y|> (IV.70)
se definesc urmatoarele notiuni:
1) probabilitatea dP de a gasi particula cuantica studiata, la momentul #, Intr-un element
de volum dV centrat pe punctul de coordonate x, y, z:
dP=%"Vav =¥|*dv av.71)
2) densitatea de probabilitate go(x, v, z) :

go:j—l;:‘l’*‘l’ =|y|? (IV.72)

3) probabilitatea Pp de a gasi particula cuantica studiatd, la momentul #, in domeniul D:
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PDzj \y*\de=I ¥ |2av (IV.73)

D D

Proprietatile functiei de unda

a) Deoarece probabilitatea de a gasi particula cuanticd studiata in tot spatiul este egald cu
1 (certitudinea) functia de unda indeplineste conditia de normare:

J' ¥ "y dej' ¥ |2qy =1 (IV.74)

o} o}

b) este o functie de patrat integrabil, adica integrala J- | ¥ |24V este convergenta
D
c) este determinati pana la un factor e '“, unde « este un numar real;
d) este marginita;
e) ¥ si produsul a¥ (unde a este o constantd) corespund aceleiasi stari a sistemului.
Observatie: Este convenabil sa se realizeze separarea variabilelor spatiale x, y, z
de cea temporala ¢, utilizdnd factorizarea de forma: ¥(x, y, z, 1) = ‘~I’(x, v, z)~ f (t)
Functiile de undd avand proprietatile de mai sus, ¥(x, y, z, f) si lP(x, y,z),
formeaza, separat, cte un spatiu Hilbert. In continuare ne vom referi numai la ‘P(x, v, z),

dar relatiile sunt adevarate si pentru ¥(x, y, z, f).
Un spatiu de functii este liniar dacd orice combinatie liniard
Y=cV¥ +c,¥,+..+c¢,¥, de functii cu patrat integrabil ¥,,¥,,..'V, este tot o

n
functie cu patrat integrabil.
Un spatiu Hilbert este un spatiu /iniar in care se poate defini produsul scalar:

(¥, %)= I‘Pl.*‘deV (IV.75)
D

Functiile '¥; i ¥, sunt ortonormate daca:

)

(¥, ¥,)= W,V =8, 8, =L pt.i= jidar 0, pt.i j (IV.76)

Un operator A este liniar daca satisface relatia:
Ale, Y, + ¢, ¥, )=c, AY, +c,AY, (V.77)

unde c¢; si ¢, sunt constante.
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Un operator A este hermitic daca satisface relatia:

(¥, aw;)=(2¥,,¥)) (IV.78)
adica:
J' WAV dV = I (aw, ) w,ar (IV.79)
D D
Ecuatia de forma: AY = aV¥ (IV.80)

in care un operator A4 reproduce functia ¥ pand la un factor constant @ se numeste
ecuatie cu valori proprii; ¥ este functia proprie a operatorului A, iar constanta a este

valoarea proprie a operatorului A, corespunzatoare functiei proprii ‘¥ .
Proprietati ale functiilor proprii si ale valorilor proprii pentru un operator hermitic

a) Valorile proprii ale unui operator hermitic sunt reale.
b) Functiile proprii corespunzdtoare la doud valori proprii diferite ale unui operator
hermitic sunt ortogonale si liniar independente.

IV.2.2. Postulatele si principiile mecanicii cuantice

Postulatul 1 (postulatul observabilelor)

Fiecarei marimi fizice (numita observabila) i se asociaza un operator liniar hermitic.
Valorile masurate ale unei marimi fizice sunt valorile proprii ale operatorului asociat
marimii respective.

Exemple:
operatorul coordonata: X=x;y=y;z=z;ingeneral: §=¢q (Iv.81)
operatorul vectorial impuls: f? =—ihV (IV.82)

componentele impulsului:

0 0 0
p.=—ih—; p,=—ih—; p, =—ih— 1V.83
Dy % Py o p . ( )
operatorul patratul impulsului: p? =-h*A (IV.84)

operatorul energie cinetica:

. ﬁZ hZ
T=—=——A (IV.85)
2m 2m
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operatorul energie potentiala: U(x,y,z)=U(x, y,z) (IV.86)

operatorul energie totala (operatorul Hamilton):

A A n
H=T+U=-———A+U (IV.87)

A P
L=—ih |x y z (IV.88)
o o0 0
x oy oz
Componentele momentului cinetic orbital:
L = —ih[yﬁ— zij; L = —ih[zi - xﬁj o L= —ih(xg - yiJ (IV.89)
* 0z 0Oy g ox oz : oy ox

|4, B|= 4B - BA (IV.90)

Daca doi operatori comuta, adica AB = BA, ei admit un set comun de functii proprii, iar
marimile fizice corespunzatoare pot fi masurate simultan, cu aceeasi precizie.

Postulatul 2 (postulatul comutatorilor fundamentali)
Comutatorul a doi operatori oarecare este determinat prin cunoagsterea comutatorilor
fundamentali de tip |p, ¢]. Acestia sunt:

9::4;1=05 i b, 1=05 |pyn 4, |=-in0;, (1v.91)
unde 7, j sunt, pentru spatiul tridimensional, x, y, z.

Postulatul 3 (postulatul starii)

Fiecare stare fizica a unui sistem este caracterizata de o functie de unda numita functie
de stare. Operatorii care actioneazd asupra functiilor de unda corespund operatiei de
mdsurare.

Daca fiecarei valori proprii ii corespunde o singurd functie proprie starea cuantica este
nedegenerata.

Dacd unei valori proprii ii corespund un numdr g de functii proprii diferite starea
cuantica este degenerata, avand gradul de degenerare g.
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Principiul I al mecanicii cuantice (principiul suprapunerii stirilor)

O stare oarecare a unui sistem fizic este o suprapunere a starilor proprii, adica functia
de unda W care descrie o stare oarecare este o combinatie liniara a tuturor functiilor
proprii ¥, \¥,,..\¥, .

P = chlyk (IV.92)
k=1

Coeficientii ¢  sunt produsele scalare <‘Pk s ‘P> }

Principiul II al mecanicii cuantice (principiul cauzalitatii)
Functia de unda de la momentul t, X (x, y, z, t), determina univoc functia de unda de la
momentul t + At.

X(x,y,zt+A0) =3 X(x,, 2z 1) (IV.93)

unde 3 se numeste operatorul evolutiei cauzale.

Principiul III al mecanicii cuantice (principiul de corespondenta)

Mecanica clasica este un caz-limita al mecanicii cuantice (h se neglijeaza fata de alte
actiuni).

Postulatul 4 (postulatul mediei)

Daca in momentul masurarii functia de stare este o functie proprie a operatorului
asociat marimii fizice respective rezultatul masurarii este, cu certitudine, valoarea
proprie corespunzdtoare.

AY, =a,¥,. (IV.94)

Daca in momentul masurarii sistemul cuantic se afla intr-o stare oarecare rezultatul
masurarii este oricare din valorile proprii posibile ale operatorului asociat marimii
fizice respective, dar cu probabilitati diferite. Atunci valoarea medie a rezultatului
masurarii este valoarea medie a operatorului asociat marimii fizice:

(4)= <21> - QTP—A;? - <‘I’ 21\P>. (IV.95)

Postulatul 5 (postulatul probabilitatii)
Probabilitatea ca la o masurare a marimii fizice A sa se obtina o valoare proprie a,

corespunzatoare functiei proprii \V, este:

we =[(¥. W) = (IV.96)
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n
unde ¥ :ch‘Pk este functia de stare a sistemului In momentul imediat anterior
k=1
masurarii.
Postulatul 6 (postulatul sistemelor de particule identice)
Starile sistemelor de particule identice sunt descrise prin functii de stare care sunt fie
complet simetrice, fie complet antisimetrice in raport cu operatia de permutare a
particulelor.

IV.2.3. Ecuatia Schrodinger

a) Ecuatia Schrédinger temporala descrie comportarea sistemelor cuantice, forma ei fiind
postulata, iar verificarea rezultatelor se face prin experimente.

0

ih—
ot

¥y=HY (IV.97)
2

unde ¥ =¥ (x, y, z, t) este functia de unda, iar H=T+U = —;—A + U este operatorul
m

Hamilton.

b) Ecuatia Schrédinger atemporala descrie starile stationare (independente de timp) ale
sistemelor cuantice. Pentru deducerea ei folosim separarea variabilelor spatiale x, y, z de
cea temporala ¢: ¥(x,y,z1t)= ‘P(x, v, z)- f (t) (IV.98)

Din ultimele doua relatii rezulta:

in L, y,2)= 10 f (v, ,2) (1V.99)
apoi: in LY g g (IV.100)
fder ¥

unde E este, deocamdatd, o constantd de integrare, dar vom arata ulterior ca ea reprezinta
energia totala a sistemului.
Prin integrarea ecuatiei referitoare la variabila timp:

' E
g __IE (IV.101)
dt h
obtinem: f=C exp(— i h%) , unde C = const. (Iv.102)

Ecuatia referitoare la variabilele spatiale este ecuatia Schrodinger atemporala:

HY=EVY (IV.103)
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Constatam ca ecuatia Schrodinger atemporald este o ecuatie cu valori proprii,
adica de tipul (IV.80) si anume este ecuatia cu valori proprii pentru operatorul
Hamilton, operator asociat energiei, deci constanta E reprezintd valoarea proprie a
energiei sistemului.

Din relatiile (IV.87) si (IV.103) rezulta o forma detaliata a acestei ecuatii:

2m(E-U)

AY + 2

¥ =0 (IV.104)

in cazul unidimensional, cand ¥ = P(x), ecuatia (IV.104) devine:

2
2m(E-U
ar, ’"(2 Jy -0 (IV.105)
dx h
Functia de unda ‘I’(x, y,z) trebuie sa Indeplineasca urmatoarele conditii:

a) sa fie univoca; b) sa fie normata; c) sa fie continua;
d) sa fie finitd (marginita);
e) derivatele de ordinul intai in raport cu x, y, z sa fie continui si finite.

IV.2.4. Aplicatii ale ecuatiei Schrodinger atemporale

1. Particula cuantica in groapa de potential unidimensionali cu pereti impenetrabili
(infinii)
Pentru o particuld cuanticd (de exemplu, un electron) aflatd intr-o groapa de

potential unidimensionala cu pereti impenetrabili energia potentiald are forma:
U(x)=0 pt.xe[0,a] si U(x)=o0 in restul axei Ox (Fig. IV.13).

U=w§ iuzw

> X

0 a

Fig. IV. 13. Forma energiei potentiale a gropii de potential unidimensionale cu pereti infiniti.

In interiorul gropii, adici pentru xe [O,a] ecuatia Schrodinger atemporald
(IV.105) are forma:
lePint

dx? h?

2mE
+ 2y

nt

~0 (IV.106)
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iar In exteriorul gropii, deoarece particula nu poate pdrasi groapa, ‘¥, =0.
2mE

- k? (IV.107)

Notam:

Solutia ecuatiei (IV.106) poate avea forma:
¥, . (x)= 4sin(kx) + B cos(kx) (IV.108)

Conditia de continuitate in x = 0 s1 anume ‘¥, (0): 0 conduce la B = 0. Din conditia de
continuitate in x = a ( a este latimea gropii) si anume:

¥, (a)=0; Asin(ka)=0 (IV.109)
rezulta: ka=nm,cun=1,2,3.. (IV.110)

Din relatiile (IV.107) si (IV.110) obtinem expresia energiei particulei cuantice in groapa
de potential unidimensionald cu pereti infiniti:

2 242 272
E, :”2” " :8” " (AV.111)
ma ma

Constatdm ca energia particulei cuantice in groapa de potential unidimensionald cu
pereti infiniti este cuantificatd, adica are valori care formeaza un sir discret, valori
determinate de numarul natural n. Energia minima este energia din starea n = 1:

242 2
Emm=E1=7zh2= d > AV.111°)
2ma 8ma

Starea de energie minima se numeste stare fundamentala.
Este evidenta relatia: E, =n’E,. (IV.1117)

Functiile proprii ale operatorului Hamilton sunt:

‘Pn(x)zAsin(nﬂxj (IV.112)

a

Constanta 4 se afld din conditia de normare:

nt

j W dx=1 (IV.113)
0
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Obtinem: A4° I sin’ (
0

niwx

a

¥ (x)=€sin(”zxj (IV.114)

Pentru primele doud stari (starea fundamentald » = 1 si prima stare excitatd n = 2)

.. 2 . . 2 . (2 .
functiile de undi sunt: P,(x)= —sm(ﬁj, respectiv P, (x)= —s1n[ ”xj, iar
a a a a

densitdtile de probabilitate de localizare sunt:

jdx =1 siapoi: A= \/z . Inlocuim in relatia (IV.112):
a

* . . * . 2
o, =1 =gsm2(ﬂj , respectiv o, =¥,¥, = zs1n2( ”xj (IV.115)
a a a a

In Fig. IV. 14a sunt prezentate nivelele de energie si functiile de unda (avand
expresia (IV.114)) pentru primele cinci stari stationare, iar in Fig. [V. 14b, pentru primele
sase stari stationare, graficele functiilor de unda sunt insotite de cele ale densitatilor de
probabilitate (date de formule de tipul (IV.115)).

ook F ==
n=5 E = 25€
n-4 E = 6E;
n=3 E=9E;

-2 E-4E
n i
n=1 [

a
a)

Fig. IV. 14. a) Nivelele de energie si functiile de unda pentru primele cinci stéri stationare ale particulei
cuantice in groapa de potential unidimensionale cu pereti infiniti; b) Functiile de unda si densitatile de

i 2 . - . .
probabilitate |‘I”| pentru primele sase stari stationare.
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Observatie: Groapa de potential unidimensionald cu pereti impenetrabili (infiniti)
este un model teoretic simplificat. In cazurile practice forma gropilor de potential este
mult mai complicatd. Un alt model, folosit in studiul heterojonctiunilor semiconductoare,
este groapa de potential cu bariere finite. De exemplu, groapa de potential a benzii de
conductie din structura AlGaAs/GaAs/AlGaAs, prezentatd in Fig. IV.15. Notatii: CB =
banda de conductie (cuprinde nivelele energetice ale electronilor, cum ar fi e;, e;; VB =
banda de valentd (cuprinde nivelele energetice ale golurilor, cum ar fi hh;; £, = largimea
benzii interzise — vezi lucrarea de laborator “Determinarea largimii benzii interzise a unui

semiconductor. Termistorul”; QW energy gap = intervalul energetic dintre primul nivel
de gol si primul nivel electronic).

Fig. IV. 15. Profilul potentialului pentru banda de conductie (CB) si banda de valentd (VB) in
heterojonctiunea semiconductoare AlGaAs/GaAs/AlGaAs.

2. Particula cuantica la bariera de potential. Efectul - tunel

Fie o particuld cuanticd de masd m si energie E aflatd in fata unei bariere de
potential unidimensionale, de forma rectangulara, avand "inaltimea" U si latimea a.
Energia potentiali are forma din Fig. IIL4: U(x)=0pt.x<0,

U(x)=U, ptxel0,a] si U(x)=0pt.x>a.
Ne intereseaza cazul E <U,, . Rezolvam ecuatia Schrodinger atemporala (IV.105)

in cele trei regiuni.

. d*¥, 2mE

In regiunea I: dle + :—Z‘PI =0 (IV.116)
2mE

Notim: Z’z ye (IV.117)
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Solutia ecuatiei (IV.116) poate avea forma:
W, (x)=C, exp(ikx)+C,exp(-ikx) (IV.118)

in care primul termen reprezinta unda incidentd, ¥, (x), iar al doilea unda reflectata pe

bariera de potential, ¥, (x).

d*V¥, +2m(E—U0)

In regiunea II: Y, =0 (IV.119)
¢ dx h? ’
2m(U, - E
Notam: m( hg ) =k; (IV.120)
Solutia ecuatiei (IV.119) are forma:
W, (x)=Cyexp(-k, x)+ C, exp(k, x) (IV.121)

In regiunea III ecuatia este tot de forma (IV.116) solutia fiind:
¥, (x)=Csexplikx)+Cyexp(—ikx) (Iv.122)
in care primul termen reprezintd unda progresiva ( x > 0), iar al doilea unda regresiva ( x

< 0). Aceasta din urma nu ne intereseaza, nefiind pe "drumul" particulei studiate. Asadar,
unda transmisa este:

W, (x)=",(x)= Csexp(ikx) (IV.122")
ATJ
W Yo
11
NN W
______ ViennnlE |~y
<
E=Uo II I g
0 a X

Fig. IV. 16. Forma potentialului si schema functiilor de unda pentru particula cuanticd la bariera de
potential rectangulara.
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Pentru calcularea constantelor Cj, (s, ...Cs folosim conditiile de continuitate:

¥, (0)=¥,(0) =C,+C,=C,+C, (IV.123)
¥,'(0)=¥,'(0) =ik (C,~C,y)=k, (C,~C3) (IV.124)
Y, (a)=",(a) = C;yexp(-k,a)+C,exp(k,a)=Csexplika) (IV.125)

Y, (a)=",'(a) = k,[C, exp(k,a)—C;exp(—kya)|=ik Csexplika) (IV.126)

Addugam si conditia de normare:
0 a 0
J‘P;‘Pldx+jT;Tzdx+JT;T3dx=1 (Iv.127)
—o0 0 a

Dupa calcularea constantelor Cj, C,, ...Cs din rezolvarea sistemului de ecuatii (IV.123 -
IV.127) functiile de unda ¥,, ¥, si V5 sunt complet determinate (Fig. [V.17).

0 a X

Fig. IV. 17. Functia de unda pentru particula cuantica la bariera de potential rectangulara.

Marimile fizice de interes sunt:
a) transparenta (transmitanta) barierei:

T :(ﬁj (ﬁj (IV.128)
Cl Cl

e) densitatea de probabilitate de localizare in regiunea 111 (dincolo de barierd):
o5 =YY, (IV.129)

Pentru a obtine expresia transparentei 7 calculaim C ; in functie de C 5 din relatiile
(IV.123 - 1V.126).
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Rezulta:
T =Toexp(-2k,a) (IV.130)

Inlocuind & ; din relatia (IV.120) obtinem:

T =Toexp(—27a1/2m(U0—E)j (IV.131)

Interpretarea fizica a relatiei (IV.131):
a) Deoarece T #0 inseamna ca particula cuanticd studiatd, desi are E <U,, strabate

bariera de potential. Fenomenul se numeste efect-tunel si nu poate fi explicat de legile
fizicii clasice, deci este un efect specific cuantic. Consecintele sale se verifica
experimental (vezi lucrarea de laborator “Dioda-tunel”).

b) Transparenta barierei de potential, T, depinde atat de caracteristicile particulei ( m, E),
cat si de cele ale barierei (a, Up).

c) Formula (IV.131) se poate generaliza si pentru o barierda de potential de o forma
oarecare.

d) Efectul-tunel explicd urmatoarele fenomene: emisia particulelor a de catre anumite
nuclee radioactive, emisia autoelectronica (sau emisia la rece - sub actiunea unui camp
electric intens un metal poate emite electroni), unele reactii chimice, dioda-tunel, efectul
Josephson (printr-o jonctiune formatd din doud materiale supraconductoare, separate
printr-un strat subtire de oxid, trece un curent continuu, in absenta oricarui camp electric
sau magnetic).

3. Oscilatorul liniar armonic cuantic

este o particuld de masa m aflatd intr-un cAmp de forma:

k 2 2.2
- ; =mw2x (IV.132)

U(x)

unde o este pulsatia, iar k,este constanta elasticd. Ecuatia Schrodinger atemporala
(IV.105) are forma:

2 2.2
62‘21’+2h”21 (E_’"") X )\P:o (IV.133)
X

Folosim o schimbare de variabila:

E=x %“’:xﬂx (IV.140)

-82 -



2 2
Rezulta: ﬂ:ﬂ-d—g: mo d¥ si d lII=mw-d \P. Ecuatia (IV.133) devine:
dx  dE dx hoodE dx®>  h o dE?
2
d T+(2—E—§2J\P=0 (IV.141)
dé ho

Din rezolvarea acestei ecuatii se obtin urmatoarele rezultate:

a) 2E =2n+1, din care:
ho

E, =hw (n + %) (IV.142)

Interpretarea relatiei (1V.142): Energia oscilatorului liniar armonic cuantic este
cuantificata, adica are valori care formeaza un sir discret, valori determinate de numarul
n=0,1, 2, ... Energia minima este energia din starea n = 0, numita energie de zero:

E, = %a’ #0 (IV.142))

In fizica clasica energia minima a oscilatorului este zero.
b) Functiile de unda sunt:

¥, (£)=C, exp (%} j;,, lexp (- &2 )] (IV.143)

Constantele C, se determina din conditia de normare.
In Fig. IV.18 sunt prezentate nivele energetice E, (date de formula (IV.142)) pentru n =

0, 1, 2 si 3 precum si densitdtile de probabilitate corespunzatoare.

Fig. IV. 18. Nivelele energetice £, cu n = 0, 1, 2 si 3 precum si densitatile de probabilitate

corespunzatoare.
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