CAP. III. UNDE ELASTICE

I1I. 1. Conceptul de unda

a aparut in stransd legiturd cu cel de oscilatie. In general, oscilatia se defineste ca o
perturbatie periodica a unei marimi ce caracterizeaza local starea unui sistem fizic.
Experienta aratd cd o perturbatie, indiferent de natura ei, se propagd printr-un mediu
material din aproape in aproape, cu viteza finita. Existd perturbatii (de exemplu, campul
electromagnetic) care se propaga si in vid, tot cu viteza finita.

Prin unda intelegem tabloul spatio-temporal al unei marimi fizice a carei
perturbatie se propaga intr-un mediu dat. Mai simplu, unda reprezinta propagarea intr-un
mediu, cu viteza finita, a unei perturbatii variabile in timp.

Asadar, marimea perturbatd, indiferent de natura ei, variaza in functie de
coordonatele spatiale si de timp, fiind reprezentatd printr-o functie ‘P(x,y, z,t) numita

functie de unda. Existenta undei presupune doud elemente care 1i conditioneaza
comportarea: o sursa (in care se produce o perturbatie initiald) si un mediu (in care se
propaga perturbatia).
Clasificarea undelor
a) dupa natura perturbatiei:
- unde elastice (perturbatia este o deformare mecanica, iar mediul este elastic)
- unde electromagnetice (propagarea, in orice mediu, a campului electromagnetic)
- unde magnetohidrodinamice (propagarea simultana si interconditionatd a unor perturbatii
complexe, mecano-electromagnetice, in plasma)
- unde termice (se produc drept urmare a variatiei temperaturii)
- unde de Broglie (asociate microparticulelor aflate in migcare).
b) dupa caracterul matematic al marimii fizice perturbate ¥ :
- unde scalare (¥ = densitate, presiune, temperatura)
- unde vectoriale (‘¥ = deplasare, vitezd de oscilatie, intensitate a campului electric,
inductie magnetica)
- tensoriale.
Undele vectoriale se clasifica in:
- unde longitudinale (la care directia marimii perturbate coincide cu directia de propagare,
de exemplu unda sonord)
- unde transversale (la care directia marimii perturbate este perpendiculara pe directia de
propagare, de exemplu unda luminoasa)
Caracterizarea mediului in care se propagd undele este necesara deoarece mediul impune
anumite particularitati asupra propagarii undei.

e Un mediu este omogen daca proprietatile lui fizice sunt aceleasi In orice punct,

adica sunt independente de coordonatele spatiale. In caz contrar mediul este
neomogen.



e Un mediu este izotrop daca proprietatile lui fizice, plecand din orice punct, sunt
aceleasi pentru orice directie dupa care se face masurarea lor, adicd sunt
independente de directie. In caz contrar mediul este anizotrop.

e Un mediu este /iniar daca, pentru mai multe perturbatii ‘¥, ajunse simultan in

acelasi punct, perturbatia rezultanta satisface relatia de suprapunere:

‘P(x, V,Z, t): Z‘I’i (x, V,Zz, t) (ITL.1)

In caz contrar mediul este neliniar-.
e Un mediu este dispersiv dacd viteza de propagare a perturbatiei depinde de
caracteristicile undei, nu numai de cele ale mediului. Intr-un mediu nedispersiv
perturbatiile de aceeasi natura se propaga cu aceeasi viteza (ex. in vid, toate undele
electromagnetice se propaga cu ¢ = 3-10* m/s).
e Intr-un mediu conservativ procesele ondulatorii sunt reversibile, iar intr-un mediu
disipativ propagarea perturbatiei este insotitd de generare de entropie. Folosind o
alta terminologie mediile disipative se mai numesc absorbante (energia undei
scade), iar cele conservative, neabsorbante.
Observatie: Caracterul dispersiv/nedispersiv si caracterul conservativ/disipativ nu depind
numai de mediu, ci si de natura si de frecventa undei.

Un mediu omogen, izotrop, liniar, nedispersiv si conservativ se numeste mediu
ideal. Un astfel de mediu este infinit.

I11.2. Ecuatia de propagare a undelor in mediul ideal. Unda plana
In conditiile in care sursa de unde produce perturbatii de forma unor mici oscilatii,

iar mediul este ideal, indiferent de natura fizica si de caracterul matematic al perturbatiei,
comportarea undei este descrisa de o ecuatie diferentiala de forma:

+ +
ox* oy* oz v oot

2 2 2 2
oY oY @‘P:l@‘f’ (111.2)

in care v este o constantd aviand dimensiune de viteza, a cdrei valoare depinde de
caracteristicile mediului si de cele ale undei. Vom obtine astfel de ecuatii pentru cazuri
concrete (unde elastice, unde electromagnetice) analizdnd propagarea perturbatiei
respective si vom stabili totodata formula vitezei v in fiecare caz.

Unda plana se defineste prin faptul ca functia de undd ¥ are aceeasi valoare in

orice punct dintr-un plan. Alegand ca acest plan sa fie yOz rezulta: % =0 si 66_‘1’ =0, iar
y 4
ecuatia (II1.2) devine unidimensionala:
2 2
oY _10°% (I11.3)

R &
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unde ¥ = ‘P(x,t). O solutie generala a acestei ecuatii cu derivate partiale este o functie

arbitrara care depinde de variabilele x si # numai prin intermediul unei combinatii liniare i
omogene a acestora, adica:

Y(x,t)=f (z - fj + g[t + f) (I11.4)

. . 5 o : x e e g e
in care f'si g sunt doud functii arbitrare. Solutia f (z - —J reprezintd unda progresiva adica
v

cea care se propagd de la sursa de unde S (Fig. 1II.1) spre punctul de observatie M (de

S . X . .
coordonatd x), iar solutia g[t + —} reprezintd unda regresivd.
v

“V

X0 X

Fig. III.1 Propagarea undei plane.
In cazul undei progresive notim cu f; valoarea functiei f la momentul # = 0 in

. o X . <
punctul x,, adica: f, = f [— —Oj = const. La momentul ulterior # > 0 aceastd valoare se va
v

< . .. X X, ,
regasi in punctele care satisfac conditia: t — —=——, deci pentru x > x,,.
v v

In concluzie:
a) valoarea constanta f, a perturbatiei se propaga de la sursa in sensul pozitiv al axei Ox,
ceea ce justificd denumirea de unda progresiva;

X—X,

b) raportul reprezintd timpul necesar ca unda sa strdbatd distanta x—x, si, prin

urmare,

c) constanta v reprezintd viteza de propagare a perturbatiei (v se numeste vitezd de faza,
denumire justificata mai jos).

Cazul cel mai des Intdlnit in practica fiind cel al undelor progresive retinem din solutia

(II1.4) numai pe cea particulara f [t - ij .
v

Unda armonica pland corespunde situatiei in care sursa este un oscilator armonic
distribuit Intr-un plan si mediul este ideal. Solutia ecuatiei (III.3) poate avea una din
formele:
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f. = Acos{a)(t - fj + goo} sau f. = A sin{a)(t - fj + (po} (II1.5)
v v

unde 4, ® s1 @, sunt constante. Dar, pentru cd orice combinatie liniard a acestor solutii

particulare este si ea solutie a ecuatiei (II1.3), preferdm forma: W = f, +if, .

¥(x,1)= A exp{{w[z - %j + 0, }} (IIL.5")

Marimi caracteristice undei armonice plane

1. Faza undei - definita ca argumentul functiei armonice, depinde de variabilele x si #:
X
o(x,t)= a)(t - —] + @, (IIL.6)
v

Faza initiald este: ¢, = ¢(0,0) (I11.6")

2. Suprafata de unda sau suprafata echifaza este suprafata pe care faza are aceeasi valoare
la un moment dat (locul geometric al punctelor din spatiu in care faza undei este aceeasi la
un moment dat). Evident, in cazul undei plane ea este un plan. In exemplul considerat
planele echifaza sunt paralele cu planul yOz si se deplaseaza pe axa Ox. Notdm cu u,_

versorul directiei de deplasare, iar cu x distanta de la planul-origine (care contine sursa) la
planul care contine punctul de observatie M. Suprafata de undd cea mai avansatd se
numeste front de unda.

3. Viteza de faza este viteza de deplasare a suprafetei de unda pe directia normalei sale.
Pentru unda plana obtinem aceasta viteza diferentiind relatia

(p(x, t) = a)(l - ij + @, = const.
v

Rezulta: V= (ﬂJ (I11.7)
dt @=const.
4. Frecventa unghiulara (pulsatia undei) exprimd viteza de variatie a fazei si este
. 0
imprimata de catre sursa: = a—(f (IT1.8)

5. Vectorul de undd k are directia si sensul normalei la suprafata echifazd, iar modulul sau
se defineste prin: k= _% _ (I1I1.9)
ox v
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In cazul undei plane studiate: k==ii, =—ii_ (1I1.9"
v v

6. Intensitatea undei se defineste prin: I=¥Y"Y (111.10)

Folosind expresia (I11.5”) rezulta: I=4° (II1.10"

7. Amplitudinea undei se obtine din relatiile (II1.10) si (I11.10"):

A= (v (IL11)

8. Perioada (T) exprima periodicitatea in timp a functiei de unda ‘P(x, 1):

W(x,t)=¥(x,t+7T) (I11.12)
C 2
relatie din care: T=— (IT1.12")
10
: 1
Frecventa undei: L= T (II1.13)

9. Lungimea de unda (\) exprima periodicitatea in spatiu a functiei de unda ‘I’(x, t):
W(x,t)="¥(x+ 1,1 (I11.14)

fiind totodata distanta parcursa de suprafata de unda in timp de o perioadd. Din conditia
(I11.14) rezulta:

}L=2nv=

vT (I11.14")
Q]

Din relatiile (II1.9) si (I11.14") obtinem: A= 277[ (IT1.14")

Folosind definitia (II1.9), expresia (IIL.5) a functiei de unda devine:
¥(x,t)= dexpli(wt —kx+ ¢, )], (IIL.15)
dar forma care are sens fizic este:

Re W = Acos(wt —kx+ @) (I11.16)

-53-



Observatie: Unda armonica plana este un model teoretic deoarece nu existd sursa reala
care sa fie uniform distribuitd intr-un plan, adica infinita.

Intr-un sistem de coordonate orientat arbitrar fata de directia de propagare a undei in
care: r=xcosa+ ycosf+zcosy sau k, =kcosa, k, =kcosP si k, =kcosy obtinem,

in locul produsului 4x din formele (IT1.15) si (II1.16) produsul scalar kr = xk, + yk, +zk_,

iar solutia ecuatiei diferentiale (II1.2), pentru unda armonica plana, este:
¥(x,t) = Adexplilwt - k7 + g, ) (IIL.17)

Unda sferica se obtine in cazul cand sursa este punctiforma, iar mediul este ideal

ceea ce conduce la suprafete de unda sferice si vector de unda radial (k7 =kr). Daca, in
plus, sursa este un oscilator armonic rezultd o unda armonica sferica a carei functie de unda
are forma:

¥(x,t)= ﬁexp[i(m —kr+g,)] (IIL.18)

r

Amplitudinea undei A(r) = A/r scade cu distanta fatd de sursa. Daca distanta » este mult

mai mare decat dimensiunile domeniului de observare din jurul punctului M (Fig. II1.2)
amplitudinea undei poate fi consideratd constantd, iar unda sfericd poate fi aproximata cu
unda plana.

sfera

Fig. I11.2 Propagarea undei sferice.

Unda cilindrica se obtine 1n cazul cand sursa este liniara, iar mediul este ideal ceea
ce conduce la suprafete de unda cilindrice si vector de unda radial (k7 =kp ; p este raza
suprafetei cilindrice). Unda armonica cilindrica are forma:

¥(x,t)= %exp[i(a)t —kp+o,)] (I11.19)

Amplitudinea undei A(p) = A scade cu radical din distanta fata de sursa.

P
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II1.3. Unde elastice

Un mediu elastic este un mediu continuu format din particule care interactioneaza.
Daca una din ele incepe sa oscileze perturbatia se transmite si celorlalte.

Unda elastica reprezinta propagarea unei perturbatii mecanice intr-un mediu elastic,
fenomenul fiind descris de variatia in timp si spatiu a unor marimi fizice caracteristice
punctelor mediului (presiune, densitate, deplasare, viteza de oscilatie etc.). Pentru marimile
vectoriale unda elasticd poate fi longitudinala sau transversala.

Undele elastice nu se propaga in vid.

I11.3.1. Ecuatia de propagare a undelor longitudinale

Fie un element de masa Am, delimitat pe axa Ox intre x si x + Ax, intr-un mediu
solid, elastic si ideal (Fig.I11.3). In urma propagirii undei elastice se produce o deplasare &
si 0 deformare a acestui element, el fiind acum delimitat de x + & (x, ) si x + Ax + § (x + Ax,
f); Ax este foarte mic. Masa Am este constantd. Presiunea p se modifica cu p, (presiunea

produsa de unda), iar densitatea p se modifica cu p,,.

Am
Am
p,p Pt pu
+
S ptpu| S
X x+Ax x+H(x,1)  x+AXH{(x+AX,1)

Fig. I11.3. Deformarea elementului de volum AV in propagarea undei elastice longitudinale.
Mediul fiind elastic, este valabila legea lui Hooke:

o=Es (111.20)

F ) Al . : . : .
unde o :E = efort unitar, ¢ =— = deformatie specifica (alungire relativad), iar E este
0
modulul de elasticitate de-a lungul axei Ox.

Dezvoltam deplasarea & (x + Ax, t) in serie Taylor in jurul lui x:
& (x + Ax, t) = f(x, t) + (2_5 -Ax +...., retinem primii doi termeni si calculdm alungirea
X
elementului considerat:

Al =E(x + Ax,1) = E(x, 1) = 2—5 - Ax (II1.21)
X
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Deoarece 7, = Ax rezultd cd deformatia specifica este: £= Z—é (I11.22)
X

Dezvoltam efortul unitar ¢ (x + Ax, ¢) in serie Taylor in jurul lui x:
oo . TR . < <
olx+Ax,t)= a(x, 1)+ o Ax + ..., retinem primii doi termeni si calculam forta rezultanta
X

care actioneaza asupra elementului Am:

F = S[o(x + Ax,t) - o(x,1)] = SAx - aa_a (111.23)
X

2
Dar: F =Am-a; Am=pAV =pSAx, iar a = f; introducand aceste rezultate in relatia
t

(II1.23) obtinem:

oo 0%¢

—=p— I11.24

o Car (1124

. : o& :
Diferentiem legea Hooke o =Eg=F . in functie de x:
X
3’6 _p 9%
= .25

ox> E o ( )

Relatia (II1.25) reprezinta ecuatia de propagare a undelor elastice longitudinale si are forma
(ITIL.3) din teoria generald a undelor. Din identificarea acestor forme rezultd viteza de
propagare a undelor elastice longitudinale:

Ving = F (I11.26)
e,

Pentru unda armonica plana solutia ecuatiei (II1.25) este:
E(x,t)= A" ™) sau £(x,t)= Acos(wt — kx) (111.27)

care descrie
e unda de deplasare longitudinald (A este amplitudinea acestei unde; alegem ¢y = 0, pentru
simplificarea calculelor).
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Alte marimi fizice perturbate de unda elastica, care satisfac ecuatii de tipul (I11.25), sunt:
e unda de viteza de oscilatie ()

Y
u(x,t)= % = iode" ™) = wde [ t 2j sau u(x,t)=—wAsin(wt —kx) (111.28)

unde u,, =®A este viteza maximd de oscilatie a particulelor mediului (amplitudinea

undei de viteza).
e unda de acceleratie (a)

alx,t)= o _ —* 4" = 2 gellorhn) (111.29)
ot

sau  a(x,t)= -0 Acos(wt — kx) (1I1.29")
unde a,, =w°A este acceleratia maximi a miscirii de oscilatie a particulelor mediului

(amplitudinea undei de acceleratie).
e unda de deformare elastica ()

. i ot—ke-=
e(x,t)= % = —ikAe" ™) = kde ( ZJ sau &(x,t)=kdsin(wt — k)  (I11.30)
X
unde ¢, =kA este deformatia specifica maximd a mediului (amplitudinea undei de

deformare).
e unda de presiune (Pu )

T
ot—kx——

p.(x,t)=c=¢E = EkAel[ 2J sau p, (x,t)= Ekdsin(@t — kx) (IIL.31)

unde p, ... = EkA este presiunea maxima a undei elastice (amplitudinea undei de

presiune).
o unda de densitate (p, = pe)

il ot—ke-Z
p, (x,t)= pe = pkde ( t ZJ sau p,,(x,7) = pkAsin(ws — kx) (1I1.32)

unde p, ... =pkA este densitatea maxima produsa de unda elastica (amplitudinea undei de
densitate).

Observatie: deplasarea longitudinald &(x,7), viteza de oscilatie ii(x,7) si acceleratia & sunt
marimi vectoriale orientate, in exemplul discutat, pe axa Ox.
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Undele elastice longitudinale se propaga atdt in solide, cdt si in lichide si gaze.

In lichide propagarea undei elastice se produce asemanitor cu cazul solidelor.
In formula (II1.26) a vitezei de propagare modulul de elasticitate se inlocuieste cu

coeficientul de compresibilitate K = —V(g—l;j , dect:
T

- |-£ (I11.33)

Piichia

Vlong

In gaze folosim tot coeficientul de compresibilitate, K, dar deosebim dou cazuri:
a) proces adiabatic (daca frecventa undei este foarte mare, In timpul procesului de
propagare nu are loc un transfer de caldura intre gaz si mediul inconjurator).

Diferentiem ecuatia procesului adiabatic pV" =const. (y este exponentul

adiabatic). Obtinem: Vdp +y pdV =0 din care: (d—p) = _y_p’ apoi: K=yp.
Viteza de propagare este:

e (I11.34)

vlong = P
gaz

Folosind ecuatia termicd de stare a gazului ideal pV =mRT/p (u = masa molard a
gazului, R = constanta gazelor ideale, 7 = temperatura absolutd) si p,,, =m/V obtinem:

_pu

Poaz = RT iar viteza de propagare devine:

_ [YRT (I11.35)

Vlong

n

b) proces izoterm (dacé frecventa undei este mica putem presupune cd temperatura ramane
constanta 1n timpul propagarii).

Diferentiem ecuatia procesului izoterm pJV = const. Obtinem: Vdp+ pdV =0 din

care: [d_p = —£, apoi: K =p.
dv ), 14
Viteza de propagare este:

P _ |RT (I11.36)

vlong =
pgaz u
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Exemplu: sunetul este o unda elastica longitudinald; el se propagd prin comprimari si
rarefieri succesive ale mediului elastic (Fig. III. 4).

I11.3.2. Ecuatia de propagare a undelor transversale

COllllJl‘l]llﬂl‘l

o

rarefieri

L

lungimea de unda ( 3,)

Fig. I1I. 4. Propagarea sunetului in aer.

Fie un mediu solid, elastic si ideal. Mai concret, consideram o coarda elastica
orientatd de-a lungul axei Ox si un element de coarda, Ax foarte mic. Masa acestui element
este: Am = pdAAx (dA este elementul de suprafatd perpendicular pe Ox). Coarda este
deformata astfel incat elementul Ax este scos din pozitia de echilibru avand o deplasare 7
pe directia Oy (perpendiculard pe Ox). Perturbatia se propagd dupa axa Ox, antrenand si
restul corzii, deci deplasarea 77 depinde de coordonata x si de timp, 7(x, 7).

|
|
I
I
i
I
I
i
I
t
I
|
X

x+Ax :

o)

Fig. I11.5. Deformarea elementului de coardi (bard) Ax in propagarea undei elastice transversale.
Conform Fig.IIL.5 forta rezultantd pe axa Oy este:

dr’, = dF[sin(er + Aa) —sin ] (I1L.37)
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Dar: sina =tga = [Z_nj , lar sin(a + Aa) = [8—77) . Dezvoltam functia sin (o + Aa) in
X X+Ax

Oox

X

serie Taylor in jurul lui x §i retinem primii doi termeni:

sin (@ +Aa) =sina + a(Sgw{)-Ax (IT1.38)
X
adica:
2
(8—’7j =(8—77j + 8—727 Ax . (I11.38")
OX ) ae \Ox ), \Ox" )

Inlocuind in relatia (I11.37) obtinem:

o’n
dF, = dF( ~ j-Ax (I11.39)

2
Dar: dF =1dA, unde t este efortul unitar tangential. Pe de alta parte: dF, = Am 2—727
t

Din aceste relatii si din (I11.39) rezulta:

2

O'n_p o1
ox> t ot

(I11.40)

Relatia (I11.40) reprezintd ecuatia de propagare a undelor elastice transversale si are forma
(II1.3) din teoria generald a undelor. Din identificarea acestor forme rezultd viteza de
propagare a undelor elastice transversale:

Vv =

trans

r (I11.41)
Y2,

Dar: v/p=F;/m,, unde F;, este forta de intindere din coarda, iar m, =m//{ este masa

unitatii de lungime.
Pentru unda armonica plana, solutia ecuatiei (111.40) este:

Ai(x,7) = ﬁmaxei(‘”t_b‘) sau 7i(x,2)=17,,. cos(wt—kx) (111.42)

care descrie unda de deplasare transversald, cu proprietatea, esentiald, 7 -k =0, adica

vectorul deplasare transvesald 77 este perpendicular pe vectorul de unda k (unda
transversald). Undele elastice transversale se propaga numai in solide.
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I11.3.3. Marimi energetice in unda elastica longitudinala

Propagarea undei elastice intr-un mediu dat presupune un transfer continuu de
energie de la sursa la mediu. Energia astfel transferatd se regaseste in mediu ca energie de
miscare a particulelor mediului in jurul pozitiilor lor de echilibru si ca energie potentiala de
deformare. Fie un element de volum AV si masa Am = pAV in mediul perturbat de o unda
elastica longitudinala.

1) Energia cinetica a elementului considerat este:

AE — Am-u® _ PAVw* A

. > -sin® (@1 — kx) (I11.43)

unde s-a folosit expresia (I11.28) pentru unda de viteza de oscilatie.

k*(Ar)

9 . . SE
2) Energia potentiala a elementului considerat este: AE, = ,unde k*=— este

constanta elasticd, iar Al=¢ /(.

Folosim expresia (II1.30) a undei de deformare elastica si relatia S/, = AV . Rezulta:

_ES-l,e* EAVE’A’

AE, 5

-sin’ (@t — kx) (I11.44)

Dar: E = pv’, iar k = @ Relatia (I11.44) devine:
%

AE - PAV®* A°

) -sin’ (@ — kx) (I11.44")
Se constata ca cele doua energii sunt egale: AE. =AE, (I11.45)
(I11.46)

. . . . A . AW
4) Densitatea volumica de energie este energia cuprinsd in unitatea de volum, w = A_V; w

3) Energia totala a elementului considerat este: AW = AE,. +AE, =2AE

c

se masoard in J/m’. In cazul undei elastice longitudinale, folosind (IIL.46) si (II1.43) in
definitia marimii w, rezulta:

w(x,t)= pw’ A* sin* (ot — kx)= pu’ (I11.47)

5) Densitatea volumica medie de energie, <w> , reprezintd media pe o perioada a densitatii

volumice de energie:
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T 2 2T 2 42
<w>=ljwdt=p“’ 4 jl_cos[z(m_’“)]dtzpa’ 4 (IL48)
T T 2 2

0

In Fig IIL.6 sunt reprezentate marimile w si <w> in functie de timp.

w (J/‘ma)A
A e o
<w> --i-- - _:_ __(pszz)Q
i |

Fig. III. 6. Densitatea volumica de energie si valoarea ei medie in functie de timp, pentru unda elastica
longitudinala.

6) Fluxul energetic este energia transferatd printr-o anumita suprafata in unitatea de timp.

A
Se mdsoara in watt (W). D, = TW (I11.49)
t

7) Densitatea fluxului energetic, J.,, este egala cu energia transferatd in unitatea de timp
prin unitatea de arie dispusa normal pe directia de transfer a energiei. Se masoard in W/m®,

e (I11.50)
AS, At
AS, (vA
Conform Fig. III. 7: = wAS, A1) _ (IL.51)
AS At
Vectorial: J, =w-v (1I1.51")
I
ds JiPADING
/1 n 1
i f
¢ vt -]

Fig. I11.7. Calculul densitatii fluxului energetic pentru unda elastica longitudinala.
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8) Intensitatea undei este media in timp de o perioada a modulului densitétii fluxului de
energie.

1=(J,)=(w)-v (II1.52)
2 42
Din relatiile (I11.48) si (I11.52) rezulta: 1= prAv (II1.53)
Definim impedanta acustica a mediului (analogie cu rezistenta electrica) prin:
Z =pv (I1L.54)
Relatia (I11.53) devine: [=Zw*4%/2. (I11.55)

Concluzie: Intensitatea undei depinde atat de caracteristicile sursei (4, ®), cat si de cele ale
mediului (Z =pv). Prelucrand expresia presiunii maxime: p, ... = Ekd = pAvw, relatia

(IT1.53) devine:

2 2
_ pu,max _ pu,max

2pv 27

I (111.56)

I11.4. Ecuatia atemporala a undelor. Unde stationare

In general, mediile in care se propagd undele sunt limitate de o suprafatd bine
definita care le separa de exterior. In medii limitate se formeaza unde stationare.
Pentru ecuatia unidimensionald a undelor:

2 2
v _ 1o s
ox Vo ot

solutia, In cazul undei armonice, poate fi: ¥(x,1)= f(x)e™ (II1.58)

unde f(x) este o functie care depinde numai de coordonata x. Dorim sa determinam f{x)
pentru un mediu limitat. Din relatiile (II1.57) si (II1.58) rezulta:

2 2
P (I11.59)
dx v
’f ..
sau ~+k"f=0 (I11.60)
dx
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unde k=2 este modulul vectorului de unda. Relatia (I11.60) reprezinta ecuatia atemporala
v

a undelor 1n cazul unidimensional si, totodatd o ecuatie cu valori proprii. Solutia ei este:
f(x)= 4sin(kx)+ Bcos(kx), (I11.61)

unde 4 si B sunt constante. Pentru a fi univoc determinatd, aceasta functie trebuie sa
indeplineasca conditiile la frontierd (la limita). Aceste conditii sunt specifice fiecarui caz.

Fie cazul particular al unei coarde elastice, de lungime /¢, fixata la ambele capete.
Conditiile la limitd sunt:

f0)=0si f(¢)=0. (111.62)
Din prima obtinem B = 0, iar din a doua rezulta: kl =nm,cun=1,2,3,... din care:
k, :%,cun= 1,2,3,.. (I11.63)

Valorile k, ale modulului vectorului de unda formeaza un sir discret si se numesc
valori proprii.

In mod corespunzitor, obtinem valori discrete pentru lungimea de undi (L,),
pulsatie (w,) si frecventa (vy):

A, _2t ; o, =M; v, = (II1.64)
n 1 2/
Solutia f{x) este, de fapt, un sir discret de functii numite functii proprii.
fn(x):Asin(’mx], cun=1,2,3,.. (I11.65)
Functiile de unda corespunzatoare alcatuiesc si ele un sir discret de forma:
¥ (x,1)= Asin(%j expli o, t),cun=1,2,3,.. (IIL66)

niwx

unde £, (x)=4 sin(

Amplitudinea f, (x) prezintd maxime (numite ventre) si minime (numite noduri).

Jeste amplitudinea, dependentd de x, a functiet de unda.

. . . [ nmx : .
Conditia pentru maxime este: s1n(7j = =1, din care rezulta pozitiile ventrelor:
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(2z+1)

Xontru = BT cu z numdr intreg, astfel incat x, [O, 4 ] (I11.67)
n
. 2z+1)A
dar: 4, = 2t , deci: Xvontru = @ (111.68)
n 4
. . 5 ) A
Distanta dintre doud ventre succesive este: Ax, = 2” (IT1.69)

. - . (nmx . U .
Conditia pentru minime este: s1n(7j =0, din care rezulta pozitiile nodurilor:

X4 = 2 , cu z numdr Intreg, astfel incat x, , € [0, E] (111.70)
n
. A
dar: 4 = 2t , deci: X0 = ZT” (II1.71)
n

n

Distanta dintre doua noduri succesive este: Ax, , =—-, aceeasi ca si In cazul ventrelor.

In Fig.II1.8 sunt prezentate primele sapte moduri de oscilatie ale coardei vibrante fixate la
ambele capete.

Concluzii referitoare la undele stationare produse in coarda vibrantd fixata la
ambele capete:
1. La un moment dat toate punctele coardei vibrante au aceeasi faza, egald cu o, ¢, pentru n
dat [relatia (II1.66)].
2. Marimile pulsatie, frecventa, lungime de unda si vector de unda (in modul) au valori care
formeaza siruri discrete, determinate de numarul n» = 1, 2, 3,....(se spune ca sunt marimi
cuantificate); relatiile (I11.63) si (I11.64).
3. Amplitudinea undelor stationare X, (x) este o functie periodica de pozitie, maximele si
minimele ei avand pozitii constante n timp, pentru n dat [relatiile (II1.68) si (II1.70)], ceea
ce justifica denumirea de unde stationare.

4. Distanta dintre doud ventre succesive sau doud noduri succesive este: Ax = 7”

Exemplu: lucrarea de laborator "Interferenta undelor electromagnetice".
Observatie: Solutia ecuatiei atemporale a undelor depinde esential de conditiile pe care
functia de unda trebuie sa le indeplineasca la frontierd. Pentru coarda vibranta fixatd numai

la un capit ele sunt: f(0)=0si (/)= maxim, adica: [j—f} =0. Relatiile (II1.63) -
X dx=r

(II1.66) si (I11.70) au alte forme, iar (I11.69) este aceeasi.
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Fig.I11.8 Primele sapte moduri de oscilatie ale coardei vibrante fixate la ambele capete; A, =— cun= {1,
n

2.7}
I1L.5. Unde elastice produse de surse aflate in miscare

Miscarea sursei care produce undele elastice determind: modificarea suprafetelor
(fronturilor) de unda si modificarea frecventei receptionate de un observator.

I11.5.1. Modificarea fronturilor de unda
Suprafata de unda cea mai avansata se numeste front de unda. Fie o sursda
punctiforma de oscilatii aflatd Intr-un mediu elastic, omogen si izotrop.

Notam: ug = viteza sursei; v = viteza de propagare a undei (nu depinde de viteza sursei, ci

numai de caracteristicile mediului).
Deosebim urmaétoarele cazuri:

a) u; =0 (sursa fixd) - fronturile de unda Z; sunt sfere concentrice, cu centrul n sursa
(Fig.I11.9a);
b) u; <v - fronturile de unda sunt sfere cu centrele in S;, S,, S; (pozitiile succesive ale

sursei) si nu se intersecteaza; se produce o apropiere a fronturilor de unda pe directia si in
sensul vitezei sursei (Fig.IIL.9b); evident ca in sensul opus (in spatele sursei) ele se
departeaza,
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* . - . . ~ .
c) ug =v - fronturile de unda sunt sfere de raze diferite, avind un punct comun si anume

pozitia S a sursei la momentul ¢ (Fig.IIL.9¢); Si, S,, S3 sunt pozitii anterioare ale sursei. Ca
efect al suprapunerii undelor in punctul S, intensitatea si presiunea undei cresc foarte mult,
propagarea ei fiind resimtitd ca un soc. De aceea se si numeste unda de soc.

d) u; >v - fronturile de unda sunt cuprinse (inscrise) intr-un con cu varful in sursa
(Fig.IT1.10). Undele produse astfel se numesc unde balistice.
— 5 x . . v N
Din Fig .10 rezultd S;S = ug -¢, iar S|P = v-¢; apoi: sina = —-, unde a este jumatate
Ug

din unghiul plan de la varful conului. Raportul U5 o1 se numeste numarul lui Mach.
%

a) b) c)

Fig. I1I. 9. Modificarea fronturilor de unda pentru unde elastice produse de surse aflate in miscare:

* * *
a)ug =0;b) ug <vi;c)ug =v.

Fig. III. 10. a) Modificarea fronturilor de unda la undele balistice (unde elastice produse de surse care se
*
deplaseaza cu viteze supersonice, Ug >V ); b) schema undelor balistice (aplicatie referitoare la avionul cu

reactie).
Aplicatie: Un avion cu reactie zboara la Tnaltimea 4 = 6,8 km cu viteza ug* = 500

m/s. Lace distanta d fata de o casd se afla avionul cand geamurile acesteia incep sa
vibreze? Viteza sunetului in aer este v = 340 m/s.
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h *
Rezolvare: Conform Fig. II1.10b: SP =d; PA = h;sina = v ﬁ; d= s 10 km.

*

uSd %

I11.5.2. Modificarea frecventei receptionate de un observator (efect Doppler)

Cdnd exista o viteza relativa intre sursa sonora S si receptorul R frecventa V' a
sunetului detectat de catre receptor este diferita fata de frecventa v masurata in sistemul de
referinta al sursei.

Consideram cazul particular in care sursa si receptorul se apropie, vitezele lor fiind
pe aceeasi directie (efect Doppler longitudinal; Fig. 111. 11).

g *h >
St i R

Us S’ R’ ITR
i i
i
L]
]

- >0 pa

tug T us T’

*

Fig. III. 11. Schema pentru efect Doppler longitudinal, cazul in care sursa si receptorul se apropie, pe aceeasi
directie.

Notatii: ug = viteza sursei; up = viteza receptorului; v = viteza sunetului; 7' =

c |~

. L g 1 . .
perioada sunetului emis de sursd; 7'=— = perioada sunetului inregistrat de receptor; S =

L
pozitia sursei cand ea emite primul sunet; S' = pozitia sursei cand ea emite al doilea sunet;
R = pozitia receptorului cand el inregistreaza (aude) primul sunet; R' = pozitia receptorului
cand el inregistreaza (aude) al doilea sunet. Sunt evidente relatiile:

u; T4+vty+up-T'=v-t, 5i T+t,—t, =T"; rezulti:

*

v—ug . v+,
T'=T S iar pentru frecvente: v'=v R (II1.72)
V+ug V=g

Pentru cazul cand sursa si receptorul se departeaza pe aceeasi directie obtinem:

*
' V—l/lR

L=V

. IV.73)
v+ uS
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Se constatd cd in cazul apropierii dintre sursd si receptor frecventa receptionatd
creste (L'> V), iar In cazul departarii lor frecventa receptionatd scade (v'< v).

Exemple: a) frecventa inregistratd de un observator fix aflat intr-o gara prin care trece, fara
sa opreascd, un tren a cdrui sirend este in functiune: cand trenul se apropie sunetul este mai
acut, iar cand trenul se departeaza sunetul este mai grav.

b) doi observatori aflati in repaus, unul in fata unei ambulante aflate in miscare, cu sirena in
functiune, altul in spatele ambulantei (Fig. III. 12).

siren emits a
sound at 300 Hz

Fig. I1I. 12. Exemplu de efect Doppler longitudinal.

Aplicatie: Un observator in repaus inregistreazd sunetele emise de doud diapazoane
identice: unul se apropie, iar celalalt se departeaza de observator, pe aceeasi directie, cu
viteza de 1 m/s. Frecventa sunetului fiecarui diapazon, in sistemul propriu de referintd, este
v =650 Hz, iar v =340 m/s. Sa se calculeze frecventa batdilor percepute de observator.

Rezolvare: u; =0; u; = 1 m/s; din formula (IIL.72): v, =v Y —; din formula (II1.73):
. 2
v, = UL*; frecventa batdilor este: v, =V, —v, = UO‘: > =38 Hz
vtug V2 _(“s)
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