
CAP. II. OSCILAŢII  
 

 Se numeşte proces oscilatoriu (oscilaţie) variaţia în timp, după o lege periodică sau 
cvasiperiodică a mărimilor fizice caracteristice unui sistem, variaţie corelată cu o conversie 
a energiei dintr-o formă în alta.  
Exemple: oscilaţii mecanice (sistem mecanic oscilant într-un mediu elastic), oscilaţii 
electromagnetice (într-un circuit “RLC” alimentat la tensiune sinusoidală), oscilaţii termice, 
electromecanice, magnetomecanice. 
 

II.1. Oscilatorul liniar armonic ideal  
 

este un punct material asupra căruia acţionează o forţă de tip elastic , alte forţe 
posibile ( de ex. forţa de frecare) fiind neglijabile (Fig. II.1).  

kxFe −=

 

 
Fig. II. 1. Exemplu de oscilator liniar armonic ideal (forţa de frecare este neglijabilă). 
 

Mişcarea se produce simetric faţă de o poziţie de echilibru stabil definită prin 
proprietatea că, în această poziţie, energia potenţială U(x) este minimă. Pentru un sistem 
oscilator real dezvoltăm funcţia U(x) în serie Taylor în jurul poziţiei de echilibru (poziţie 
notată, pentru simplificarea discuţiei, cu 00 =x ). 
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în care: U(0) = 0 prin convenţie, iar 0
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Conform Fig.II.2 şi relaţiei (II.1) concordanţa dintre comportarea sistemului real şi 
rezultatele obţinute din studiul modelului teoretic este bună pentru x  mic, adică în cazul 
micilor oscilaţii. 

 
Fig. II.2 Graficul energiei potenţiale pentru un oscilator liniar ideal ( ) 2/2kxxU =  (parabolă) şi pentru unul 
real.  
 

Forţa care acţionează asupra punctului material este:  
 

kx
dx
dUF −=−= .        (II.3) 

 
Folosind principiul fundamental al mecanicii clasice obţinem ecuaţia de mişcare: 
 
          (II.4) kxxm −=&&
 
pe care o rescriem sub forma:  
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unde:   
m
k

=0ω          (II.5) 

 
se numeşte pulsaţia proprie a sistemului.  
Frecvenţa proprie 0υ  şi perioada proprie  sunt: 0T
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Ecuaţia (II.4') fiind o ecuaţie diferenţială liniară, omogenă, de gradul doi, cu coeficienţi 
constanţi, are soluţii de forma . Rădăcinile ecuaţiei caracteristice  sunt ( ) tretx ~ 02

0
2 =+ωr

02,1 ωir ±= . 
         Soluţia ecuaţiei (II.4') adică legea de mişcare a oscilatorului liniar armonic liber este: 
 
 ( ) ( ) ( )tiCtiCtx 0201 expexp ωω −+=       (II.7) 
 
 ( ) ( tBtB 0201 sincos )ωω +=        (II.7') 
 
         (II.7") ( 00cos ϕ−ω= tA )
 

Cele trei forme (II.7), (II.7') şi (II.7") ale legii de mişcare sunt echivalente (se obţin 
folosind formula Euler: ( ) ( ) ( )titti 000 sincosexp ωωω ±=±  şi alte formule trigonometrice) şi 
conţin, evident, câte două constante (C1, C2, respectiv B1, B2, respectiv A, ) care se 
determină din condiţiile iniţiale, adică din cunoaşterea valorilor coordonatei iniţiale x(0) şi 
a vitezei iniţiale v(0). Vom prefera, în cele ce urmează, forma (II.7"). 

0ϕ

 
Mărimi caracteristice oscilatorului liniar armonic ideal 
 
1. coordonata x se mai numeşte elongaţie; constanta A reprezintă valoarea maximă a 
elongaţiei şi se numeşte amplitudine; elongaţia ia valori în intervalul [-A; +A]. 
2. mărimea  se numeşte faza oscilaţiei; ϕ0 este faza iniţială (la momentul t = 
0) şi depinde de alegerea originii timpului; 

00 ϕ−ω=ϕ t

3. viteza de variaţie a fazei: ω=
ϕ

dt
d  se numeşte pulsaţie (în cazul de faţă ω0, adică pulsaţia 

proprie); 
4. viteza oscilatorului este: 
 

 ( 000 sin )ϕωω −−== tAxv &        (II.8) 
 

5. acceleraţia oscilatorului  este: 
 
      (II.9) ( ) xtAxva 2

000
2
0 cos ωϕωω −=−−=== &&&

 
Din ultimele două relaţii rezultă: [ ]AAv 00 , ωω−∈  şi  [ ]AAa 2

0
2
0 , ωω−∈ . 

6. energia oscilatorului(cinetică, potenţială, totală): 
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În decursul oscilaţiei are loc transformarea energiei din cinetică în potenţială şi 

invers, dar energia totală a oscilatorului este constantă în timp (se conservă). 
 

II.2. Oscilatorul liniar armonic amortizat 
  

Asupra punctului material acţionează forţa elastică kxFe −=  şi o forţă de rezistenţă 
xFr &γ−=  (în mediu vâscos, la viteze mici); coeficientul de rezistenţă γ este pozitiv. Ecuaţia 

de mişcare este: 
 

xkxxm &&& γ−−=          (II.13) 
sau:     
 

02 2
0 =++ xxx ωδ &&&         (II.13') 

 

unde δ este coeficientul de amortizare: 
m2
γδ =     (II.14) 

 
iar ω0 este pulsaţia proprie a oscilatorului neamortizat (relaţia II.5). 
Ecuaţia caracteristică ataşată celei diferenţiale:   
 
 0          (II.15) 2 2

0
2 =++ ωδrr

 
are rădăcinile:  2

0
2

2,1 ωδδ −±−=r       (II.15') 
 
Distingem trei cazuri: 
a) 0ωδ >  ( elasticarezistenta FF > ); legea de mişcare are forma: 
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Mişcarea este aperiodică (Fig.II.3, curba a). Forma curbei depinde şi de semnul vitezei 
iniţiale . 0v
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b) 0ωδ = ; ; legea de mişcare este: δ−=2,1r

( ) ( )21 CtCetx t += −δ    (II.17) 
 

Mişcarea se numeşte aperiodică critică (Fig.II.3, curba b). 
 

 
 
Fig. II.3 Graficul legii de mişcare x (t) pentru mişcarea aperiodică când  > 0 (curba a) şi pentru cea 
aperiodică critică (curba b). 

0v

 
c) 0ωδ <  ( elasticarezistenta FF < ); rădăcinile ecuaţiei caracteristice sunt numere complexe: 

22
02 δ ±−=,1 δω −ir .  Folosind notaţia:  

 
  22

0 δωω −=a        (II.18) 
 
obţinem forma legii de mişcare: 
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sau:        (II.19) ( ) ( )aa

t teAtx ϕωδ −= − cos0

 
 Mişcarea este oscilatorie armonică amortizată cu pulsaţia aω  ( dată de relaţia II.18) 
şi amplitudinea descrescătoare exponenţial în timp.  şi ϕa sunt constante care se 
determină din condiţiile iniţiale. Legea de mişcare (II.19) este reprezentată în Fig.II.4. 

0A
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Fig. II.4 Graficul legii de mişcare x (t) pentru oscilatorul liniar armonic amortizat. 
 
Mărimi caracteristice oscilatorului liniar armonic amortizat: 
 
1. pulsaţia oscilatorului amortizat (pseudopulsaţia):  0

22
0 ω<δ−ω=ωa  

Pentru oscilator slab amortizat ( 0ω<<δ ) pseudopulsaţia devine: 0ω≅ωa . 
2. amplitudinea (pseudoamplitudinea): 
 

teAtA δ−= 0)(          (II.20) 
 

3. durata de relaxare (τ) este timpul după care amplitudinea scade de e ori; din condiţia: 
 rezultă:   eAA /)( 0=τ δ=τ /1       (II.21) 

 
4. decrementul logaritmic (Λ) este logaritmul natural al raportului dintre amplitudinea la 
momentul t şi amplitudinea la momentul Tt + : 
 

  ( )
( )TtA

tA
+

=Λ ln        (II.22) 

 
Prelucrând definiţia (II.22) obţinem: 
 

22
0

2

δω

πδδ
−

==Λ aT         (II.23) 

 
5. factorul de calitate (Q) stabileşte gradul de atenuare energetică a oscilaţiei, fiind definit 
prin raportul dintre energia oscilatorului (E) şi energia disipată prin frecare într-o perioadă 
( ), raport multiplicat cu 2π: dE
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ad TP

EQ π2=          (II.24) 

 
unde  este puterea disipată prin frecare. Am arătat că, pentru oscilatorul liniar armonic 
liber, energia este direct proporţională cu pătratul amplitudinii (II.12), proprietate care se 
menţine şi la oscilatorul liniar armonic amortizat: 

dP

2~ AE . Rezultă: 
 

teEE δ2
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−=          (II.25) 
 

unde 
2

2
0

2
0

0
Am

E
ω

=  este energia iniţială.    

Puterea disipată prin frecare într-un mediu vâscos este: 
  

 EeE
dt
dEP t

d δδ δ 22 2
0 ==−= −       (II.26) 

 
Obţinem: 

δ
ω

δ
π

22
2 a

aET
EQ ==         (II.27) 

 
Pentru un oscilator slab amortizat ( 0ω<<δ ) rezultă: 

δ
ω
2

0≅Q          (II.27') 

 
Aplicaţie:  Fie un oscilator liniar în mediu vâscos; amplitudinea iniţială este  = 10,3 cm; 
după  amplitudinea oscilaţiilor scade de 10 ori; = 2 s. Alegem ca origine a 
timpului momentul în care oscilatorul trece prima dată prin poziţia de echilibru. Să se 
determine: a) coeficientul de amortizare şi decrementul logaritmic; b) coeficientul de 
vâscozitate al mediului (η), considerând că forţa de rezistenţă din partea mediului are forma 
Stokes: 

0A

aTt 10=

Fr

aT

vRr
r

πη6−= , unde R este raza bilei oscilatorului (R = 15 mm); densitatea bilei 
este 7800 kg/m3; c) soluţia ecuaţiei de mişcare. 
Rezolvare: a) ( ) 10/00 AeAtA t == δ− ; δ = 0,115 s-1; aTδ=Λ = 0,23; b) 

RvxFr πη−=γ−= 6& ; deci: Rπη=γ 6 ; dar: δ=γ m2  şi ; rezultă: 
= 0,0897 kg/(m.s); 

3/m 4 3Rπρ=

9/4 2Rδρ=η

c) ; ( ) ( )aa
t teAtx ϕωδ −= − cos0 π=

π
=ω

a
a T

2  s ; 1− ( ) 00 =x  implică = 0, deci: 

; rezultă: 

aϕcos

2/π±= ( )ϕa ( )cos115,0 ±π− te t 2/π3,10=tx  cm. 
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II.3. Oscilatorul liniar armonic amortizat şi forţat (întreţinut) 
 
 Pe lângă forţa elastică kxFe −=  şi forţa de rezistenţă xFr &γ−= , asupra oscilatorului 

acţionează o forţă exterioară periodică F  unde F0 este amplitudinea forţei, iar ω 
este pulsaţia ei. 

ti
ext eF ω= 0 ,

Ecuaţia de mişcare este:  
 

tieFxkxxm ωγ 0+−−= &&&        (II.28) 
 

sau:  tie
m
F

xxx ωωδ 02
02 =++ &&&       (II.28') 

 
Ecuaţia (II.28') este o ecuaţie diferenţială liniară neomogenă, de gradul 2, cu coeficienţi 
constanţi. Soluţia ei este suma dintre soluţia ecuaţiei omogene, dată de relaţia (II.19), şi o 
soluţie particulară a ecuaţiei neomogene, de forma termenului liber, . ( ) ti

neomog Betx ω=
  
       (II.29) ( ) ( ) ti

aa
t BeteAtx ωδ ϕω +−= − cos0

 
 Pentru t < τ soluţia (II.29) descrie regimul tranzitoriu, iar pentru t >> τ neglijăm 
xomog(t) (deoarece scade exponenţial în timp) şi obţinem soluţia care descrie regimul 
permanent. 
 
          (II.30) ( ) ti

p Betx ω≅
 
Înlocuind în relaţia (II.28) obţinem: 
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Constanta complexă B se scrie sub forma: 
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unde 22 baC += şi tgϕ1= - b/a (semnul "-" la faza constantei B este o convenţie). 
Rezultă:  
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şi: 
( )[ ] 2/1

22222
0

0

4

1

ωδωω +−
⋅==

m
F

BC      (II.34) 

 
 Se constată că amplitudinea C şi faza ϕ1 depind de pulsaţia ω a forţei exterioare. 
Soluţia care descrie regimul permanent este: 
 

( ) ( ) ( )( ωϕωω 1−≅ ti
perm eCtx )        (II.35) 

 
Discuţie pentru ϕ1 (ω) (Fig.II.5) 
a) pentru ω << ω0,   ϕ1→ 0, deci xp şi Fext sunt în fază; 
b) pentru ω = ω0,   ϕ1 = π/2, deci xp şi Fext sunt în cuadratură de fază; 
c) pentru ω >> ω0,   ϕ1→ π, deci xp şi Fext sunt în opoziţie de fază. 

 
Fig. II.5 Dependenţa fazei iniţiale a oscilaţiilor întreţinute de pulsaţia forţei periodice, în regim permanent.  
 
Discuţie pentru C(ω)  

Din anularea derivatei întâi a amplitudinii C(ω), 0=
ωd

dC , rezultă că aceasta este 

maximă dacă pulsaţia forţei este:   
 

22
0 2δωω −=r         (II.36) 

 
situaţie cunoscută sub numele de rezonanţă în amplitudine. Expresia amplitudinii de 
rezonanţă este: 
 

 
22

0

0

2

1

δωδ −
⋅=

m
F

Crez        (II.37) 

 
Interpretarea relaţiilor (II.36) şi (II.37) 

Dacă factorul de amortizare ar fi nul (situaţie ideală) ωr = ω0 (pulsaţia de rezonanţă 
a forţei este egală cu pulsaţia proprie a oscilatorului), iar Crez→∝. Când δ creşte, pulsaţia de 
rezonanţă ωr scade (depărtându-se de ω0), iar Crez  scade (Fig.II.6). 
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Fig. II.6 Dependenţa amplitudinii oscilaţiilor întreţinute de pulsaţia forţei periodice, în regim permanent  
 
 

II.4. Oscilaţii electromagnetice. Analogia mecano-electromagnetică  
  

Fie un circuit RLC (format dintr-o bobină reală, de rezistenţă R şi inductanţă L, şi 
condensator ideal, de capacitate C). Folosind montajul din Fig.II.7 încărcăm condensatorul 
de la o sursă de tensiune continuă U0 (comutatorul k pe poziţia 1), apoi îl conectăm în serie 
cu bobina (comutatorul k pe poziţia 2). 

 

 
 

Fig. II.7 Circuitul RLC în care se produc oscilaţii electromagnetice amortizate dacă 
C
LR 2< .   

Dacă 
C
LR 2<  se obţin oscilaţii ale sarcinii electrice de pe fiecare armătură a 

condensatorului şi, de asemenea, oscilaţii ale intensităţii curentului electric. Amplitudinea 
lor scade datorită transformării energiei electromagnetice în căldură (efect Joule), deci 
oscilaţiile sunt amortizate. 

În ochiul de circuit RLC aplicăm teorema Kirchhoff pentru valori instantanee ale 
căderilor de tensiune:  

 - 36 -



 
0=++ CLR uuu         (II.38) 

 
Folosind relaţiile:  
 

2

2
;;;

dt
qdL

dt
diLeu

dt
dqiiRu

C
qu autoindusaLRC ==−====    (II.39) 

 
rezultă: 
 

02

2

=++
C
q

dt
dqR

dt
qdL        (II.40) 

 

sau: 02

2

=++
LC
q

dt
dq

L
R

dt
qd        (II.40') 

 

Folosind notaţiile:  δ2=
L
R   şi 

LC
12

0 =ω  obţinem: 

 
 0         (II.41) 2 2

0 =++ qqq ωδ &&&

  
adică o ecuaţie de aceeaşi formă cu (II.13'). 

Pentru cazul δ < ω0 (adică 
C
LR 2< , după prelucrare), soluţia este: 

 
        (II.42) ( ) ( )aa

t teqtq ϕωδ −= − cos0

 
de aceeaşi formă cu (II.19);  este sarcina electrică iniţială a condensatorului. 00 CUq =
Pulsaţia oscilaţiei amortizate este: 
 

2

2
22

0 4
1

L
R

LCa −=−= δωω       (II.43) 

Pulsaţia proprie a circuitului este:  
 

LC
1

0 =ω          (II.44) 

 
Expresia intensităţii curentului este: 
 
 ( ) ( ) ( )aa

t
aaa

t teqteqti ϕωωϕωδ δδ −−−−= −− sincos 00    (II.45) 
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Cazuri particulare: 
 
a) Dacă R = 0 (caz ideal) se obţin în circuitul LC oscilaţii electromagnetice armonice libere 
descrise de ecuaţia: 

 
          (II.46)  02

0 =+ qq ω&&

cu soluţia: 
 

( ) ( )00max cos ϕω −= tqtq        (II.47) 
 

Intensitatea curentului este: 
 

( ) ( )00max0 sin ϕωω −−= tqti        (II.48) 
 

Energia circuitului oscilant LC este: 
 

 ( 00
2

2
max

2

cos
22

ϕω −== t )
C

q
C

qWelectric       (II.49) 

 

 ( 00
2

2
max

2

sin
22

ϕω −== t
LILiWmagnetic )      (II.50) 

 

 magneticelectric WWW += = .
22

2
max

2
max const

LI
C

q
==     (II.51) 

 
b) Pentru oscilaţii electromagnetice întreţinute este necesară o sursă de tensiune alternativă 
sinusoidală . În regim permanent, sarcina electrică a condensatorului variază 
conform relaţiei:  

tieUu ω= 0

 
        (II.52) ( ) ( ) ( 1

max
ϕωω −≅ ti

perm eQtq )
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Analogia mecano-electromagnetică 

Mărimi fizice pentru oscilator mecanic
 

 Mărimi fizice pentru oscilator electromagnetic 

tăţii electrice (1/C, elastanţa) 

electric (i = ) 

a

masa (m)     inductanţa (L) 
constanta elastică (k)    inversul capaci
coeficientul de rezistenţă (γ)   rezistenţa electrică (R) 
elongaţia (x)     sarcina electrică (q) 
viteza (v = x& )     intensitatea curentului q&

acceleraţia (  = x&& )    viteza de variaţie a intensităţii (
dt
di ) 

nţă (

forţa (F)     tens. electrică instantanee (u) 
  • elastică ( kxFe −= )      • tens. inst. pe condensator 
  • de reziste x&γ− )      • tens. inst. pe rezistenţă (uRFr = ) 

 (Ep = kx

pulsaţia proprie (

energia potenţială 2/2)   energ. cp. electr. (We= q2/2C) 
energia cinetică (Ec = mv2/2)   energ. cp. magn. (Wm= Li2/2) 

m
k

=0ω )   pulsaţia proprie (
LC
1

=0ω ) 

coeficientul de amortizare ( )  coef. de amortizare (
L

R
2

=δ
m2
γδ = ) 

pseudopulsaţia ( )   2

2

4
1

L
R

LCa −=ω  22
0 δωω −=a

ecuaţia oscilatorului amortizat  ecuaţia oscilatorului amortizat 

ecuaţia oscilatorulu cuaţia oscilatorulu inut 
02 2

0 =++ xxx ωδ &&&     02 2
0 =++ qqq ωδ &&&   

i întreţinut   e i întreţ
tie

F
xxx ωωδ 022 =++ &&&    tie

U
qqq ωωδ 022 =++ &&&   

m0 L0

 

II.5. Compunerea oscilaţiilor armonice 
 

II.5.1. Compunerea a două oscilaţii paralele, de aceeaşi pulsaţie 
 

ct material de masă m este supus simultan acţiunii forţelor şi 

. Fiecare forţă produce câte o oscilaţie armonică de pulsaţie

 

 
Un pun 11 kxF −=  

22 kxF −=  
m
k

=ω . Ecuaţiile 

lor sunt: 

şi 
 

( ) ( )0111 cos ϕ−ω= tAtx  ( ) ( )0222 cos ϕ−ω= tAtx     (II.52) 
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Oscilaţia rezultantă se obţine prin însumarea celor două oscilaţii armonice şi, în mod 
evident, are tot formă armonică: 
  
 ( ) ( )021 cos ϕ−ω=+= tAxxtx       (II.53) 
 
Prelucrând relaţiile (II.52) şi (II.53) obţinem: 

 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) 00

022022

011011

sinsincoscos
sinsincoscos

sinsincoscos

ϕωϕω
ϕωϕω

ϕωϕω

tAtA
tAtA

tAtA

+=
=++

++
     (II.53') 

 
Condiţia (II.53') este îndeplinită la orice moment t dacă: 
 

0220110

0220110

sinsinsin
coscoscos
ϕϕϕ
ϕϕϕ

AAA
AAA

+=
+=

      (II.54) 

 
Prin ridicarea la pătrat a celor două relaţii (II.54) şi adunarea pătratelor obţinem pătratul 
amplitudinii oscilaţiei rezultante: 
 
 ( )020121

2
2

2
1

2 cos2 ϕϕ −++= AAAAA       (II.55) 
 
Prin împărţirea relaţiilor (II.54) rezultă tangenta fazei iniţiale a oscilaţiei rezultante: 
 

022011

022011
0 coscos

sinsin
ϕϕ
ϕϕ

ϕ
AA
AA

tg
+
+

=       (II.56) 

 
Cazuri particulare: 
a) Dacă πϕϕϕ z202010 =−=Δ

21max AAAA +==
, cu z număr întreg, cele două oscilaţii sunt în concordanţă 

de fază şi ; 
b) Dacă ( )πϕϕϕ 1202010 +=−=Δ z , cu z număr întreg, cele două oscilaţii sunt în opoziţie 
de fază şi 21min AAAA −== , iar pentru 0, min21 == AAA ; 
c) Dacă ( ) 2/1202010 πϕϕϕ +=−=Δ z , cu z număr întreg, cele două oscilaţii sunt în 

cuadratură de fază şi 2
2

2
1 AAA += . 

 
II.5.2. Compunerea a două oscilaţii paralele având pulsaţii apropiate (fenomenul de bătăi) 
 

Un punct material de masă m este supus simultan acţiunii forţelor  şi 

. Fiecare forţă produce câte o oscilaţie armonică de pulsaţii 

111 xkF −=

222 xkF −=
m

k 2,1
2,1 =ω .  

Cele două oscilaţii sunt descrise de ecuaţiile: 
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( ) ( )01111 cos ϕω −= tAtx  şi ( ) ( )02222 cos ϕω −= tAtx     (II.57) 

 

 Folosind notaţiile: 
2

21 ωω
ω

+
=  şi εωωω 221 =−=Δ    (II.58) 

 
unde 0>ε  şi ωε <<  obţinem: 

εωω +=1  şi εωω −=2 .       (II.59) 
 
Însumăm elongaţiile celor două oscilaţii paralele: 
 
 ( )[ ] ( )[ ]ttAttAxxx εϕωεϕω +−+−−=+= 02201121 coscos   (II.60) 
 
Considerăm oscilaţia rezultantă de forma: 
 

( ) ( ) ( )( tttAtx 0cos )ϕω −=        (II.60')  
 
Identificând coeficienţii funcţiilor ( )tωcos  şi ( )tωsin  din relaţiile (II.60) şi (II.60') 
obţinem: 
 

( ) ( )
( ) ( 0220110

0220110

sinsinsin
coscoscos

ϕεϕεϕ )
ϕεϕεϕ

++−=
++−=

tAtAA
tAtAA

    (II.61) 

 
Prin ridicarea la pătrat a celor două relaţii (II.61) şi adunarea pătratelor rezultă: 
 
 ( ) ( )010221

2
2

2
1

2 2cos2 ϕϕε −+++= tAAAAtA     (II.62) 
 
Prin împărţirea relaţiilor (II.61) obţinem: 
 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )022011

022011
0 coscos

sinsin
ϕεϕε
φεϕε

ϕ
++−
++−−

=
tAtA
tAtA

ttg    (II.63) 

Concluzii: 
a) Amplitudinea oscilaţiei rezultante şi faza ei iniţială depind de timp (relaţiile II.62 şi 
II.63), deci oscilaţia nu mai este armonică. Deoarece ωε <<  mărimile A(t) şi ϕ0(t) variază 
lent în timp. Se spune că procesul oscilatoriu rezultant este modulat atât în amplitudine cât 
şi în fază.  
b) Pătratul amplitudinii rezultante ( )tA2  variază între  pentru ( 2

21
2
max AAA += )

πϕϕε zt 22 0102 =−+ , cu z număr întreg, şi ( )2
21

2
min AAA −=  pentru 

( )πϕϕε 122 0102 +=−+ zt , cu z număr întreg. Fenomenul oscilator în care se produc 
periodic maxime şi minime ale pătratului amplitudinii poartă numele de bătăi (Fig.II.8). 
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Fig. II.8 Graficul legii de mişcare x (t) pentru fenomenul de bătăi (Tb este perioada bătăilor). 
 
c) Perioada bătăilor Tb este intervalul de timp dintre momentele în care se obţin valori 
maxime succesive ale pătratului amplitudinii (sau valori minime succesive). Din relaţiile: 
 
  πϕϕε zt 22 0102 =−+   şi  ( )πϕϕε 122 0102 +=−+ zt    (II.64) 
 

rezultă:   
21

2
2
2

ωω
π

ε
π

−
==bT      (II.65) 

 
Exemple: 1) Fie două diapazoane; dacă frecvenţele lor, υ1 şi υ2, diferă cu mai mult de 6% 

din 
2

21 υυ
υ

+
=  urechea umană (şi creierul uman) sesizează un sunet total format din două 

note separate, de înălţimi (frecvenţe) puţin diferite (dacă υ1 = 5υ2/4 se aud două note la 
interval de terţă majoră); dacă υ1 şi υ2 diferă cu mai puţin de 10 Hz urechea înregistrează 
un sunet de înălţime unică, dată de bb T/1=υ ; urechea este un detector pătratic deoarece 
înregistrează pătratul amplitudinii (deci intensitatea sunetului) şi nu amplitudinea.  
2) Fie două semnale luminoase; atomul de mercur emite o radiaţie verde intensă, formată, 
în realitate, din două radiaţii cu frecvenţe foarte apropiate (dublet); ele se văd separat dacă 
atomul se află în câmp magnetic; folosind o celulă fotoelectrică (care este un detector 
pătratic) se înregistrează maxime şi minime ale intensităţii luminoase. 
Caz particular: Pentru 00201 == ϕϕ  şi 021 AAA ==  formulele (II.62) şi (II.63) conduc la: 
( ) ( )tAtA εcos2 0=  şi 00 =ϕ , iar ecuaţia bătăilor (II.60') devine:  
( ) ( ) ( )ttAtx ωε coscos2 0= . 

 
II.5.3. Compunerea a două oscilaţii perpendiculare, de aceeaşi pulsaţie 
 

Un punct material de masă m este supus simultan acţiunii forţelor kxFx −=  şi 

. Fiecare forţă produce câte o oscilaţie armonică, de pulsaţie kyFy −=
m
k

=ω . 

Ecuaţiile lor sunt: 
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 ( ) ( )tAtx ωcos=   şi ( ) ( )0cos ϕω −= tBty      (II.66) 
 
Eliminăm timpul între relaţiile (II.66): 
 

 ( t)
A
x ωcos=   şi  ( ) ( ) 00 sinsincoscos ϕωϕω tt

B
y

+=     (II.66') 

 

Obţinem: 2

2

00 1sincos
A
x

A
x

B
y

−+= ϕϕ      (II.66") 

 
Ridicăm la pătrat (după ce “izolăm” în membrul drept termenul care conţine radical) şi 
ordonăm: 
 

 0
2

02

2

2

2

sincos2 ϕϕ =−+
AB
xy

B
y

A
x       (II.67) 

 
Relaţia (II.67) reprezintă ecuaţia traiectoriei punctului material, adică o elipsă de semiaxe A 
şi B, rotită, faţă de axa Ox (Fig.II.9), cu unghiul θ, dat de formula: 
 

 ( ) 22
0sin2

2
BA

AB
tg

−
=

ϕ
θ        (II.68) 

 
Elipsa este înscrisă într-un dreptunghi de laturi 2A şi 2B ( ByBAxA ≤≤−≤≤− ; ). 
Procesul periodic rezultat poartă numele de oscilaţie eliptic polarizată. 
 

 
 
 

Fig. II.9 Traiectoria unui punct material rezultată prin compunerea a două oscilaţii perpendiculare, de aceeaşi 
pulsaţie (oscilaţie eliptic polarizată). 
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Cazuri particulare: 
 
a) πϕ z20 = , cu z număr întreg, adică oscilaţiile componente x(t) şi y(t) sunt în concordanţă 
de fază; traiectoria punctului material este, în acest caz, o dreaptă care trece prin originea 

O;  x
A
By =          (II.69) 

 
Procesul periodic rezultat poartă numele de oscilaţie liniar polarizată. 
b) ( ) 2/120 πϕ += z , cu z număr întreg, adică oscilaţiile componente x(t) şi y(t) sunt în 
cuadratură de fază; traiectoria punctului material este acum o elipsă având axele Ox, Oy;   
 

 12

2

2

2

=+
B
y

A
x          (II.70) 

 
“Oscilaţia” rezultantă este  eliptic polarizată. Pentru z par (de ex. ϕ0 = π/2) elipsa este 
parcursă în sensul acelor de ceasornic (sens orar), iar oscilaţia se numeşte polarizată 
dreapta. Pentru z impar (de ex. ϕ0 = 3π/2) elipsa este parcursă în sens trigonometric (sens 
antiorar), iar oscilaţia se numeşte polarizată stânga. Dacă, în plus, A = B (amplitudinile 
oscilaţiilor componente sunt egale) traiectoria punctului material este un cerc cu centrul în 
originea O şi raza A. 
 
          (II.70') 222 Ayx =+
 
Oscilaţia este circular polarizată (dreapta sau stânga, după sensul de parcurs). 
c) ( )πϕ 120 += z , cu z număr întreg, adică oscilaţiile componente x(t) şi y(t) sunt în 
opoziţie de fază sau în antifază; traiectoria punctului material este, în acest caz,  o dreaptă 
care trece prin originea O;    

x
A
By −=         (II.71) 

 
Oscilaţia este liniar polarizată. 
Pentru 0ϕ  cuprins între 0 şi 3π/2 traiectoriile punctului material sunt reprezentate în 
Fig.II.10. 
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Fig. II.10 Traiectoria unui punct material rezultată prin compunerea a două oscilaţii perpendiculare, de aceeaşi 
pulsaţie, pentru diferite valori ale defazajului ϕ (cazuri particulare ale oscilaţiei eliptic polarizate).  
 
II.5.3. Compunerea a două oscilaţii perpendiculare având pulsaţii diferite 
 

Un punct material de masă m este supus simultan acţiunii forţelor  şi 

. Fiecare forţă produce câte o oscilaţie armonică pulsaţiile fiind 

xkF 11 −=

ykF 22 −=
m
k1

1 =ω , 

respectiv 
m
k2

2 =ω . Ecuaţiile oscilaţiilor sunt: 

 
( ) ( )tAtx 1cos ω=   şi ( ) ( )02cos ϕω −= tBty      (II.72) 
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În cazul general se obţine o curbă complicată, închisă sau deschisă, dar mereu înscrisă în 
dreptunghiul de laturi 2A şi 2B ( ByBAxA ≤≤−≤≤− ; ). Pentru a obţine o curbă închisă 
trebuie ca funcţiile x(t) şi y(t) să aibă aceeaşi perioadă, adică: 
 
  şi ( ) (txTtx =+ ' ) ( ) ( )tyTty =+ '         (II.73) 
 
Rezultă:        (II.74) 2211' TnTnT ==
 
unde  şi   sunt numere naturale (1, 2, 3,..). Relaţia (II.73) se rescrie sub forma:  1n 2n
 

2

1

1

2

n
n

=
ω
ω

 = număr raţional.       (II.74') 

 
Forma curbei rezultante depinde de raportul 12 /ωω , dar şi de defazajul 0ϕ . Aceste curbe se 
numesc figuri Lissajous (Fig.II.11). 
 
II.6. Oscilaţii anarmonice 
 

Un proces periodic nearmonic se descompune în serie Fourier obţinându-se un 
spectru discret de frecvenţe. Teorema Fourier: Orice funcţie periodică poate fi 
reprezentată printr-o sumă (serie) de funcţii armonice simple (cosinusoidale sau 
sinusoidale) având amplitudini diferite, iar ca pulsaţii posibile valorile discrete: ω, 2ω, 
3ω, 4ω, ... . 

Funcţia periodică ( ) ( )Ttftf +=  se scrie ca: 
 

      (II.74) ( ) ( ) ([∑
∞

=

+=
0

sincos
n

nn tnBtnAtf ωω )]

 

Coeficienţii sunt:  ( )∫=
T

dttf
T

A
0

0
1  = media funcţiei ( )tf  pe o perioadă  (II.75) 

 ( ) ( )∫=
T

n dttntf
T

A
0

cos2 ω        (II.76) 

 

 ( ) ( )∫=
T

n dttntf
T

B
0

sin2 ω        (II.77) 

 

unde 
T
πω 2

= , iar în relaţiile (II.76) şi (II.77) n = 1, 2, 3,... . Frecvenţa minimă 
π
ωυ
2

=  se 

numeşte frecvenţă fundamentală, iar celelalte frecvenţe, υυ nn = , se numesc armonice. 
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Fig. II.11 Exemple de figuri Lissajous (compunerea a două oscilaţii perpendiculare având pulsaţiile în 
raportul 12 /ωω  = număr raţional). 
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Exemplu de oscilaţie anarmonică:  
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Un semnal de tensiune electrică având forma unui 
puls rectangular este descris de funcţia: 
 

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤≤−

≤≤
=

TtTpentruU

TtpentruU
tu

2

2
0

0

0

  (II.78) 

Din relaţiile (II.75) - (II.77) rezultă: 00 =A , 0=nA  
şi 

( ) ( )∫ ∫−=
2

0
2

00 sin
2

sin
2

T
T

T
n dttn

T
U

dttn
T
U

B ωω = 

= ( ) ( )[ ]  (II.79) 
n

n
U

Tn
TnTn

Tn
U

11
2

cos
2

cos
2

cos0cos
2 00 −−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

π
ω

ωω
ω

 

Pentru n impar: 
πn

U
Bn

04
= , iar pentru n par: 0=nB . Rezultă: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ....5sin
5

4
3sin

3
4

sin
4 000 +++= t

U
t

U
t

U
tu ω

π
ω

π
ω

π
    (II.80) 

 
Se observă că ponderea armonicelor scade pe măsură ce pulsaţia creşte, deci, pentru 
calculul circuitelor electronice (unde se aplică această descompunere în serie Fourier), se 
reţin primii doi sau trei termeni. 
 


