CAP. II. OSCILATII

Se numeste proces oscilatoriu (oscilatie) variatia in timp, dupa o lege periodica sau
cvasiperiodicd a marimilor fizice caracteristice unui sistem, variatie corelatd cu o conversie
a energiei dintr-o forma in alta.

Exemple: oscilatii mecanice (sistem mecanic oscilant intr-un mediu elastic), oscilatii
electromagnetice (intr-un circuit “RLC” alimentat la tensiune sinusoidald), oscilatii termice,
electromecanice, magnetomecanice.

I1.1. Oscilatorul liniar armonic ideal

este un punct material asupra cdruia actioneaza o fortd de tip elastic F, = —kx, alte forte
posibile ( de ex. forta de frecare) fiind neglijabile (Fig. II.1).

>
X

Fig. II. 1. Exemplu de oscilator liniar armonic ideal (forta de frecare este neglijabila).

Migcarea se produce simetric fatd de o pozitie de echilibru stabil definita prin
proprietatea cd, in aceastd pozitie, energia potentiald U(x) este minima. Pentru un sistem
oscilator real dezvoltdim functia U(x) in serie Taylor in jurul pozitiei de echilibru (pozitie
notatd, pentru simplificarea discutiei, cu x, =0).

U(x):U(O)-i-x(d—Uj +£(d2UJ +.. (I1.1)

dx 2 dx?

in care: U(0) = 0 prin conventie, iar (Z—Uj = 0 (conditia de minim). Rezulta:
X x=0

ke

U(x)= (11.2)

d*U
dx?

2
2
unde k = [ J > 0 este constanta elastica.
x=0



Conform Fig.I.2 si relatiei (II.1) concordanta dintre comportarea sistemului real si
rezultatele obtinute din studiul modelului teoretic este buna pentru |x| mic, adica in cazul

micilor oscilatii.
model
teoretic

L]
|
| sistem
! real

- —

X
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Fig. I1.2 Graficul energiei potentiale pentru un oscilator liniar ideal U (x) = fx? /2 (parabold) si pentru unul
real.

Forta care actioneaza asupra punctului material este:

F:—d—Uz—kx. (I1.3)
dx

Folosind principiul fundamental al mecanicii clasice obtinem ecuatia de miscare:
mx = —kx (I1.4)
pe care o rescriem sub forma:

¥+wix=0 (11.4")

unde: ®, = L3 (IL.5)
m

se numeste pulsatia proprie a sistemului.
Frecventa proprie v, si perioada proprie 7|, sunt:

(IL6)
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Ecuatia (I1.4') fiind o ecuatie diferentiala liniard, omogend, de gradul doi, cu coeficienti
constanti, are solutii de forma x(t) ~ e"". Radicinile ecuatiei caracteristice > +@; =0 sunt

n, =tio,.

Solutia ecuatiei (I11.4") adica legea de miscare a oscilatorului liniar armonic liber este:

x(t)=C, expliw,t)+ C, exp(—iw,t) (IL.7)
= B, cos(w,t) + B, sin(w,t) (IL.7")
= Acos(oaot —(po) (IL7")

Cele trei forme (I11.7), (I1.7") si (IL.7") ale legii de miscare sunt echivalente (se obtin
folosind formula Euler: exp(+ iw,t)= cos(w,t) * isin(w,t) si alte formule trigonometrice) si
contin, evident, cate doua constante (C;, C,, respectiv B;, B,, respectiv A, ¢,) care se

determina din conditiile initiale, adicd din cunoasterea valorilor coordonatei initiale x(0) si
a vitezei initiale v(0). Vom prefera, in cele ce urmeaza, forma (I1.7").

Marimi caracteristice oscilatorului liniar armonic ideal

1. coordonata x se mai numeste elongatie; constanta A reprezintd valoarea maximd a
elongatiei si se numeste amplitudine; elongatia ia valori in intervalul [-4; +A4].

2. marimea @ = ®,f — @, Se numeste faza oscilatiei; @ este faza initiala (la momentul ¢ =
0) si depinde de alegerea originii timpului;

. L . d A < . .
3. viteza de variatie a fazei: 7@ = o se numeste pulsatie (In cazul de fata wo, adica pulsatia
t

proprie);
4. viteza oscilatorului este:

v=1x=—Adaw,sin(oy —,) (IL.8)
5. acceleratia oscilatorului este:
a=v=5%=—Adawg cos(oyt —p,) = —wjx (I1.9)

Din ultimele doua relatii rezultd: v € [ @y 4, @, 4] si a e [— w4, @] A].
6. energia oscilatorului(cinetica, potentiald, totald):

2 2A2
Ecinetica = m;} = ma)zo Sinz (a)Ot - (00 ) (IIIO)
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kx?  kA*

U = Epotentiala = T = 2 COSZ (a)ot - (00) (IIl 1)
2 ZAZ
E=E +Uu=""_y _ % —E, . =const. (IL12)

In decursul oscilatiei are loc transformarea energiei din cinetica in potentiala §i
invers, dar energia totali a oscilatorului este constantd in timp (se conserva).

I1.2. Oscilatorul liniar armonic amortizat

Asupra punctului material actioneaza forta elasticd F, = —kx si o fortd de rezistenta

F =—y (in mediu vascos, la viteze mici); coeficientul de rezistenta y este pozitiv. Ecuatia
de miscare este:

mx = —kx — yx (IL.13)
sau:
¥+20%+@)x=0 (I1.13")
unde J este coeficientul de amortizare: o= 2L (I1.14)
m

1ar m este pulsatia proprie a oscilatorului neamortizat (relatia IL.5).
Ecuatia caracteristica atasata celei diferentiale:

P +2r6+w; =0 (I1.15)
are radicinile: H,=-01.6" - o, (I1.15")

Distingem trei cazuri:
a) 6 >w, (|F, |>|F,

ezistenta

); legea de miscare are forma:

lastica

x(t) =C, exp(rlt)+ C, exp(rzt) =

e [Cl exp(tﬂ&z —w} )+ C, exp(— 1O% — )]

Miscarea este aperiodica (Fig.11.3, curba a). Forma curbei depinde si de semnul vitezei
initiale v,,.

(IL.16)
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b) 6 =w,; r, =—0; legea de miscare este:
x(t)=e?(Ct+C,) (11.17)

Miscarea se numeste aperiodica critica (Fig.11.3, curba b).

NS

Fig. 1.3 Graficul legii de miscare x (f) pentru miscarea aperiodicad cand v, > 0 (curba a) si pentru cea
aperiodica critica (curba b).

lastica

¢) 0<w, (|Frezistema| < |Fe ); radacinile ecuatiei caracteristice sunt numere complexe:

r,=—0ti\Jo; —&° . Folosind notatia:
w, =\ o] -5’ (IL.18)

obtinem forma legii de miscare:
x(t) = e™'[C, expliw,t)+ C, exp(—im,t)]| =
= ¢™%'[B, cos(w,t)+ B, sin(w,¢)]
sau: x(t)= 4,6 cos(w,t — p,) (I1.19)

Migscarea este oscilatorie armonica amortizata cu pulsatia @, ( datd de relatia I1.18)
si amplitudinea descrescatoare exponential in timp. A, si @, sunt constante care se
determina din conditiile initiale. Legea de miscare (II.19) este reprezentatd in Fig.I1.4.
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Fig. 11.4 Graficul legii de migcare x (¢) pentru oscilatorul liniar armonic amortizat.
Marimi caracteristice oscilatorului liniar armonic amortizat:
1. pulsatia oscilatorului amortizat (pseudopulsatia): ©, =+/@g —8% <,

Pentru oscilator slab amortizat (6 << o, ) pseudopulsatia devine: ®, = ®, .
2. amplitudinea (pseudoamplitudinea):

A(t) = Aje™ (11.20)

3. durata de relaxare (1) este timpul dupd care amplitudinea scade de e ori; din conditia:
A(t) = 4, / e rezulta: t1=1/% (IL.21)

4. decrementul logaritmic (A) este logaritmul natural al raportului dintre amplitudinea la
momentul ¢ si amplitudinea la momentul #+ 7 :

A0
A=ln— (+7) (11.22)

Prelucrand definitia (I1.22) obtinem:

A=oT, =—2Z0 (11.23)

’ Joi -95°

5. factorul de calitate (Q) stabileste gradul de atenuare energetica a oscilatiei, fiind definit
prin raportul dintre energia oscilatorului (£) si energia disipata prin frecare intr-o perioada
(E,), raport multiplicat cu 2m:
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E
P,T

a

0O=2r

(11.24)

unde P, este puterea disipata prin frecare. Am aratat ca, pentru oscilatorul liniar armonic
liber, energia este direct proportionala cu patratul amplitudinii (II.12), proprietate care se
mentine si la oscilatorul liniar armonic amortizat: £ ~ A*. Rezulta:

E=E e (11.25)

2 42
may A,

unde £ = este energia initiala.

Puterea disipata prin frecare intr-un mediu vascos este:

dE

P, =———=20E,e’" =20E (11.26)
dt
Obtinem:
27E 10}
= —_a 11.27
© 26ET, 25 11.27)

Pentru un oscilator slab amortizat (8 << ®,)) rezulta:
~ a)O

= 11.27
Y (IL27")

Aplicatie: Fie un oscilator liniar in mediu vascos; amplitudinea initiala este 4, = 10,3 cm;
dupa ¢=107, amplitudinea oscilatiilor scade de 10 ori; 7,= 2 s. Alegem ca origine a

timpului momentul in care oscilatorul trece prima datd prin pozitia de echilibru. Sa se
determine: a) coeficientul de amortizare si decrementul logaritmic; b) coeficientul de
vascozitate al mediului (1), considerand cé forta de rezistentd din partea mediului are forma
Stokes: 13, =—67nRv, unde R este raza bilei oscilatorului (R = 15 mm); densitatea bilei
este 7800 kg/m’; ¢) solutia ecuatiei de miscare.

Rezolvare: a)  A(t)= Ayje™® =4,/10; & = 0,115 s'; A=8T,= 0,23; b)
F. =—yx=—-6mmRv; deci: y=6mmR; dar: y=2md 1 m= 4mpR*/3; rezulti:
N =48pR* /9= 10,0897 kg/(m.s);

a— E -

@, =+n/2; rezulta: x(t)=103¢ """ cos(m ¢+ n/2) cm.

¢) x(¢)=4,e cos(w,t—9,); o n s x(0)=0 implici cos@,= 0, deci:
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I1.3. Oscilatorul liniar armonic amortizat si fortat (intretinut)

Pe langa forta elastica F, = —kx si forta de rezistenta F, = —jx, asupra oscilatorului

actioneaza o forta exterioara periodica F,, = Fye'®’, unde F este amplitudinea fortei, iar o

ext
este pulsatia ei.
Ecuatia de miscare este:

mi = —kx — yx + Fye' ™" (I1.28)

. . 2 FO iot '

sau: X+20x+w,x=—02e (I1.28")
m

Ecuatia (I1.28'") este o ecuatie diferentiald liniara neomogena, de gradul 2, cu coeficienti
constanti. Solutia ei este suma dintre solutia ecuatiei omogene, datd de relatia (I.19), si o

solutie particulara a ecuatiei neomogene, de forma termenului liber, X0 (t)= Be™" .
x(t)= A,e™"" cos(w,t — @, )+ Be'" (11.29)

Pentru ¢ < 7t solutia (I1.29) descrie regimul tranzitoriu, iar pentru ¢ >> t neglijam
Xomog(f) (deoarece scade exponential in timp) si obtinem solutia care descrie regimul
permanent.

x,(t)=Be™’ (11.30)

F
B=—.— 21 (IL31)
m o, -0 +2i0w
Constanta complexa B se scrie sub forma:
F, o-0 -2ijo :
B=—". . 5 =a+ib=Ce™" (I1.32)
m (a)g—a)z) +46° 0’

unde C=+a’ +b”si tgp;= - b/a (semnul "-" la faza constantei B este o conventie).
Rezulta:

20w
tgp, =— (11.33)
w, —®
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F, 1

m [(a)g —w2)2 +452w2]1/2

si:  C=[B|= (IL.34)

Se constata ca amplitudinea C si faza ¢; depind de pulsatia » a fortei exterioare.
Solutia care descrie regimul permanent este:

X o (£) 2 C(w0)e" =) (I11.35)

Discutie pentru ¢; (@) (Fig.11.5)

a) pentru ® << @y, @1—> 0, deci x;, §1 Fey sunt in faza;

b) pentru ® = o, @1 =7/2, deci x, $i Fey sunt in cuadratura de faza,
) pentru ® >> my, @©1—> T, deci x;, $1 Fexe sunt in opozitie de faza.

N
0,

T

e/

O ™o (€
Fig. I1.5 Dependenta fazei initiale a oscilatiilor intretinute de pulsatia fortei periodice, in regim permanent.
Discutie pentru C(w)
. e n e dC <
Din anularea derivatei intai a amplitudinii C(w), d—=0, rezultd ca aceasta este
w

maxima daca pulsatia fortei este:

o, =+ o, —25° (11.36)

situatie cunoscutd sub numele de rezonanta in amplitudine. Expresia amplitudinii de
rezonanta este:

(IL37)

rez

LT
m 25\ o] —5°

Interpretarea relatiilor (11.36) si (11.37)

Daca factorul de amortizare ar fi nul (situatie ideald) o, = ®o (pulsatia de rezonanta
a fortei este egala cu pulsatia proprie a oscilatorului), iar C,.,—oc. Cand 0 creste, pulsatia de
rezonantd o, scade (departandu-se de wy), iar Cr., scade (Fig.IL.6).
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Fig. 1.6 Dependenta amplitudinii oscilatiilor intretinute de pulsatia fortei periodice, in regim permanent

I1.4. Oscilatii electromagnetice. Analogia mecano-electromagnetica

Fie un circuit RLC (format dintr-o bobina reald, de rezistentd R si inductanta L, si
condensator ideal, de capacitate C). Folosind montajul din Fig.II.7 incarcam condensatorul
de la o sursa de tensiune continud U, (comutatorul k pe pozitia 1), apoi 1l conectdm in serie
cu bobina (comutatorul k pe pozitia 2).

1//"“\') 1

—o o
\\k

| s +{l{.

0 -q,
)

_[I

[L
Fig. I1.7 Circuitul RLC in care se produc oscilatii electromagnetice amortizate daci R < 2 E .

[L . s L . o
Daca R<2 C se obtin oscilatii ale sarcinii electrice de pe fiecare armaturd a

condensatorului si, de asemenea, oscilatii ale intensitatii curentului electric. Amplitudinea
lor scade datorita transformarii energiei electromagnetice in caldurd (efect Joule), deci
oscilatiile sunt amortizate.

In ochiul de circuit RLC aplicim teorema Kirchhoff pentru valori instantanee ale
caderilor de tensiune:
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ug +u; +upo =0

Folosind relatiile:

2
Uce = i; Up = iR; i= ﬂ; Up = ~Cautoindusa = Lﬁ = Ld_zq
C dt ‘ dt dt
rezulta:
P B
Vi dt C
d? q R dq q

Sau.
dt? Ldt LC

. . R . 1 .
Folosind notatiile: — =28 §i @] =—— obtinem:
L LC

j+20¢+wlq=0

adica o ecuatie de aceeasi forma cu (I1.13").

. L .
Pentru cazul 6 < wy (adica R < 2\/; , dupa prelucrare), solutia este:

q(t)=goe”"" cos(a,t - 9,)

(11.38)

(11.39)

(11.40)

(IL40")

(IL.41)

(I1.42)

de aceeasi forma cu (I1.19); g, = CU,, este sarcina electricd initiald a condensatorului.

Pulsatia oscilatiei amortizate este:

e LC 4L2

Pulsatia proprie a circuitului este:

1
W, =—F—

JLC

Expresia intensitatii curentului este:

l(t) = _q0§eidt COS(CUat - ¢a ) - QOa)aeﬂ” Sin(a)at - (oa )
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Cazuri particulare:

a) Daca R = 0 (caz ideal) se obtin in circuitul LC oscilatii electromagnetice armonice libere
descrise de ecuatia:

j+wiq=0 (11.46)
cu solutia:

q(t) = Qmax COS(&)Ot - ¢0) (1147)
Intensitatea curentului este:
l(t) = _a)quax Sin(a)Ot - (00) (1148)

Energia circuitului oscilant LC este:

2 2
q qmax 2

Woric =—— =—2-C08" @, — I1.49

electric 2C 2C ( 0 (00 ) ( )
2 LI
Wmagnetic = L; = 2max sin2 (a)Ot - (00 ) (IISO)
2 2
qmax LImax

Ww=w,,....-+W L= =—=" = const. I1.51

electric magnetic 2 C 2 ( )

oscilatii electromagnetice intrefinute a 0 sursa iu iva
b) Pentru latii elect t tretinute este necesara o sursa de tensiune alternativa
sinusoidald u =U,e'’. In regim permanent, sarcina electricd a condensatorului variazi

conform relatiei:

o (£) = O (@) (11.52)
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Analogia mecano-electromagnetica

Marimi fizice pentru oscilator mecanic Marimi fizice pentru oscilator electromagnetic
masa (m) inductanta (L)
constanta elastica (k) inversul capacittii electrice (1/C, elastanta)
coeficientul de rezistenta (y) rezistenta electrica (R)
elongatia (x) sarcina electrica (q)
viteza (v=x) intensitatea curentului electric (i =¢ )
. .. . C .. di
acceleratia (@ =X) viteza de variatie a intensitatii (j)
t
forta (F) tens. electrica instantanee (u)
o clasticd (F, = —kx) e tens. inst. pe condensator
e de rezistentd (F, = —yx) e tens. inst. pe rezistenta (ug)
energia potentiald (£, = kx*/2) energ. cp. electr. (W= ¢*/2C)
energia cineticd (E.= mv?/2) energ. cp. magn. (Wa= Li*/2)
pulsatia proprie (@ k ) pulsatia proprie (@ ! )
u =.|— u =—
0 m 0 /LC
. . : R
coeficientul de amortizare (0 = L) coef. de amortizare (6 =—)
2m 2L
. T 1 R
pseudopulsatia (@, =@, =6~ ) O, ="
LC 4L
ecuatia oscilatorului amortizat ecuatia oscilatorului amortizat
¥+20x+wix=0 G+20¢+w;q=0
ecuatia oscilatorului intretinut ecuatia oscilatorului intretinut
.. . Fy, o .. i Uy 0
F+20x+wjx=-"Le"" q+25q+w§q=7‘)el !
m

I1.5. Compunerea oscilatiilor armonice
I1.5.1. Compunerea a doua oscilatii paralele, de aceeasi pulsatie
Un punct material de masa m este supus simultan actiunii fortelor F; = —kx; si

. y . I o . [k ..
F, = —kx, . Fiecare fortd produce cate o oscilatie armonica de pulsatie @ =,/— . Ecuatiile
m

lor sunt;:

x,(t)= 4, cos(wt — @y, ) si x,(t) = 4, cos(wt — @, ) (IL.52)
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Oscilatia rezultanta se obtine prin Insumarea celor doud oscilatii armonice si, in mod
evident, are tot forma armonica:

x(t)=x, +x, = Acos(wt —¢,) (IL.53)

Prelucrand relatiile (I1.52) si (I1.53) obtinem:
A, cos(a)t)cos @ + 4, sin(a)t)sin @y +
+ A, cos(awt)cos @,, + 4, sin(wt)sin g, = (IL.53"
= Acos(wt)cos g, + Asin(wt)sin g,

Conditia (I1.53") este indeplinita la orice moment ¢ daca:

Acosp, = A, cos @, + A4, cosp,, (I1.54)
Asing, = 4, singp,, + 4, sing,, |

Prin ridicarea la patrat a celor doua relatii (I1.54) si adunarea pétratelor obtinem patratul
amplitudinii oscilatiei rezultante:

A = A7 + A2 + 24,4, cos(p,, — @, ) (I1.55)
Prin impartirea relatiilor (I1.54) rezulta tangenta fazei initiale a oscilatiei rezultante:

A4, si + A, si
g, =P T % AP, (IL.56)
A, cos@,, + A4, cosp,,

Cazuri particulare:
a) Daca Ag, = ¢, —¢,, =2zx, cu z numdr intreg, cele doud oscilatii sunt in concordanta

defazasi A=A, =4 +A4,;
b) Daca Ag, =@, — @, = (22 + 1)7r , cu z numdr intreg, cele doua oscilatii sunt in opozitie
defazisi 4=4 , = |Al — A,

¢) Daci A, =@, — @, =(2z+1)7/2, cu z numar intreg, cele doud oscilatii sunt in
cuadraturd de fazi si A=A’ + A4; .

I1.5.2. Compunerea a doua oscilatii paralele avand pulsatii apropiate (fenomenul de batai)

,larpentru 4, =A4,, 4. =0;

Un punct material de masd m este supus simultan actiunii fortelor F, =—kx, si

k
. - A . . [ e 1,2
F, = —k,x, . Fiecare fortd produce cate o oscilatie armonica de pulsatii o, , = ,|—— .
’ m

Cele doua oscilatii sunt descrise de ecuatiile:
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x,(¢)= 4, cos(w, t —p,,) si x,(t)= 4, cos(w, t — ,,) (IL.57)

0, +o

Folosind notatiile: @ = 2 si Aw=0, -0, =2¢ (I1.58)

unde ¢ >0 §i1 € << @ obtinem:
0, =0+¢& $1l 0, =0—¢. (IL.59)

Insumam elongatiile celor doui oscilatii paralele:

X=X, +x,=4, cos[a) t— (gom - gt)] + 4, cos[a)t - (gpo2 + gt)] (I1.60)
Consideram oscilatia rezultanta de forma:

x(2)= A(t)cos(wt — o, (¢)) (I1.60")

Identificind coeficientii functiilor cos(wt) si sin(w?) din relatiile (I1.60) si (I1.60")
obtinem:

Acosp, = 4, cos(gt -9 )+ A, cos(gt + @y, )

Asing, = A, sin(et — @, )+ 4, sin(et+ @,,) (el
Prin ridicarea la patrat a celor doud relatii (I1.61) si adunarea patratelor rezulta:
A*(t)= A7 + 47 + 24,4, cos(2et + @, — @,,) (11.62)
Prin impartirea relatiilor (11.61) obtinem:
20, (t) _ - 4, sin(gt -, )+ A, sin(gt + ¢02) (IL63)

4, cos(gt -9 )+ A, cos(gt + (/)02)
Concluzii:

a) Amplitudinea oscilatiei rezultante si faza ei initiala depind de timp (relatiile 11.62 si
I1.63), deci oscilatia nu mai este armonica. Deoarece & << @ marimile A(t) si @y(t) variaza
lent in timp. Se spune ca procesul oscilatoriu rezultant este modulat atat in amplitudine cat
si in faza.

b) Patratul amplitudinii rezultante A°(¢) variaza fintre A2 =(4, +4,)° pentru

= (Al -4, )2 pentru

26t+ @y, — @y =(2z+1)7, cu z numar intreg. Fenomenul oscilator in care se produc

2et+@, — @, =2z, cu z numdr intreg, si A’

min

periodic maxime $i minime ale patratului amplitudinii poarta numele de batai (Fig.11.8).
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Fig. 11.8 Graficul legii de migcare x (¢) pentru fenomenul de batai (7, este perioada batailor).

¢) Perioada batailor T, este intervalul de timp dintre momentele in care se obtin valori
maxime succesive ale patratului amplitudinii (sau valori minime succesive). Din relatiile:

26t + @y, — @y, =2z §1 28t+ @y, — @y = 2(2 + 1)7z (I1.64)

rezulta: r, =7 2% (IL65)
2¢ |co1 - a)2|

Exemple: 1) Fie doua diapazoane; dacd frecventele lor, v; §i vy, difera cu mai mult de 6%

v, tv,

din v = urechea umana (si creierul uman) sesizeaza un sunet total format din doud

note separate, de inaltimi (frecvente) putin diferite (dacd v; = 5v,/4 se aud doua note la
interval de tertd majord); daca v si v, diferd cu mai putin de 10 Hz urechea inregistreaza
un sunet de inaltime unica, data de v, =1/7,; urechea este un detector patratic deoarece
inregistreaza patratul amplitudinii (deci intensitatea sunetului) si nu amplitudinea.

2) Fie doud semnale luminoase; atomul de mercur emite o radiatie verde intensa, formata,
in realitate, din doua radiatii cu frecvente foarte apropiate (dublet); ele se vad separat daca
atomul se afld In camp magnetic; folosind o celuld fotoelectrica (care este un detector
patratic) se inregistreaza maxime $i minime ale intensitatii luminoase.

Caz particular: Pentru ¢, =@, =0 si 4, = A, = A, formulele (I1.62) si (I1.63) conduc la:

A(t)=24, cos(et) si @, =0, iar ecuatia batailor (I1.60') devine:
x(¢)=24, cos(et)cos(wt).

11.5.3. Compunerea a doua oscilatii perpendiculare, de aceeasi pulsatie
Un punct material de masd m este supus simultan actiunii fortelor F, =—kx si

: < A o o . [k
F = —ky . Fiecare forta produce cate o oscilatie armonica, de pulsatie o = ,|— .

g m
Ecuatiile lor sunt:
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x(¢)= Acos(wt) si y(t)= Bcos(wt—g,) (I1.66)

Elimindm timpul intre relatiile (I1.66):

% =cos(wt) si % = cos(wt)cos @, + sin(wt)sin @, (II.66")
btinem: y _x : x? .
Obtinem: e ZCOS @, +sing,|1- e (I.66")

Ridicam la patrat (dupa ce “izoldm” in membrul drept termenul care contine radical) si
ordonam:

x oy Xy .2
VERS ZECOS(/)O:sm ®, (11.67)

Relatia (I1.67) reprezinta ecuatia traiectoriei punctului material, adica o elipsa de semiaxe 4
si B, rotita, fata de axa Ox (Fig.I.9), cu unghiul 0, dat de formula:

2A4Bsing,

1g(20)= g (I1.68)

Elipsa este inscrisa intr-un dreptunghi de laturi 24 si 2B (—A<x<A4;,-B<y<B).
Procesul periodic rezultat poartd numele de oscilatie eliptic polarizata.

A

[ 0 0

Bl

Fig. I1.9 Traiectoria unui punct material rezultatd prin compunerea a doua oscilatii perpendiculare, de aceeasi
pulsatie (oscilatie eliptic polarizata).
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Cazuri particulare:

a) ¢, =2zx , cuz numar intreg, adica oscilatiile componente x(¢) si y(¢) sunt in concordanta

de faza; traiectoria punctului material este, in acest caz, o dreaptd care trece prin originea
B
O; y= = X (I1.69)

Procesul periodic rezultat poarta numele de oscilatie liniar polarizata.
b) ¢, = (2z+l)7r/2, cu z numar intreg, adicd oscilatiile componente x(¢) si y(¢) sunt in

cuadratura de fazd; traiectoria punctului material este acum o elipsd avand axele Ox, Oy;

2 2
% + % =1 (11.70)

“Oscilatia” rezultanta este eliptic polarizata. Pentru z par (de ex. ¢y = m/2) elipsa este
parcursd 1n sensul acelor de ceasornic (sens orar), iar oscilatia se numeste polarizata
dreapta. Pentru z impar (de ex. ¢y = 37/2) elipsa este parcursd In sens trigonometric (sens
antiorar), iar oscilatia se numeste polarizata stanga. Daca, in plus, 4 = B (amplitudinile
oscilatiilor componente sunt egale) traiectoria punctului material este un cerc cu centrul in
originea O si raza A.

x'+yr=4° (I1.70"

Oscilatia este circular polarizata (dreapta sau stanga, dupa sensul de parcurs).
c) @, =(2z+1)7z, cu z numadr intreg, adicd oscilatiile componente x(¢) si y(f) sunt in
opozitie de faza sau 1n antifaza; traiectoria punctului material este, in acest caz, o dreapta

care trece prin originea O;

yz—%x (I1.71)

Oscilatia este liniar polarizata.
Pentru ¢, cuprins intre 0 si 3m/2 traiectoriile punctului material sunt reprezentate in

Fig.IL.10.
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Fig. I1.10 Traiectoria unui punct material rezultatd prin compunerea a doud oscilatii perpendiculare, de aceeasi
pulsatie, pentru diferite valori ale defazajului ¢ (cazuri particulare ale oscilatiei eliptic polarizate).

11.5.3. Compunerea a doua oscilatii perpendiculare avand pulsatii diferite

Un punct material de masd m este supus simultan actiunii fortelor F, =—k,x si

F, =—k,y . Fiecare fortd produce cite o oscilatie armonica pulsatiile fiind o, =,|—,
m
: k, . i
respectiv @, =,|— . Ecuatiile oscilatiilor sunt:
m
x(t): Acos(a)l t) si y(t)z Bcos(a)2 t—(po) (11.72)
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In cazul general se obtine o curbd complicati, inchisa sau deschisa, dar mereu inscrisa in
dreptunghiul de laturi 24 §1 2B (- A< x < A;— B< y <B). Pentru a obtine o curba inchisa
trebuie ca functiile x(¢) si1 )(¢) s aibd aceeasi perioada, adica:

x(e+717)=x(t) si p(e+7")=»(t) (11.73)
Rezulta: I'=nT =n,T, (I1.74)
unde 7, si n, sunt numere naturale (1, 2, 3,..). Relatia (I1.73) se rescrie sub forma:

®, n .
—% =—L = numir rational. (11.74")
W, n,

Forma curbei rezultante depinde de raportul @, / @, , dar si de defazajul ¢, . Aceste curbe se
numesc figuri Lissajous (Fig.11.11).

I1.6. Oscilatii anarmonice

Un proces periodic nearmonic se descompune in serie Fourier obtinandu-se un
spectru discret de frecvente. Teorema Fourier: Orice functie periodica poate fi
reprezentatd printr-o sumd (serie) de functii armonice simple (cosinusoidale sau
sinusoidale) avind amplitudini diferite, iar ca pulsatii posibile valorile discrete: @, 2®,
3w, 4, ... .

Functia periodica f(¢)= f(t +T) se scrie ca:

fle)= Zw: [4, cos(nwt)+ B, sin(nwt)] (IL.74)
n=0
1 T
Coeficientii sunt: A4, = FJ. f (t)dt = media functiei f (t) pe o perioada (IL.75)
2t 0
A, = ?J‘ f(t)cos(nat)dt (I1.76)
0
T
B, == [ f(e)sin(nwt)dt (IL77)

0

2r . . . .
unde @ :?ﬂ, iar 1n relatiile (I1.76) si (I1.77) n = 1, 2, 3,... . Frecventa minima v :22 se
V4

numeste frecventa fundamentala, iar celelalte frecvente, v, =nv, se numesc armonice.
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Fig. II.11 Exemple de figuri Lissajous (compunerea a doud oscilatii perpendiculare avand pulsatiile in
raportul @, / @, = numar rational).
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Exemplu de oscilatie anarmonica:

u
Un semnal de tensiune electricd avand forma unui
puls rectangular este descris de functia:
e 3T
T 2 T 7 21
U, pentru 0 <t <— ° {
ult)= 2 (IL.78)
T
-U, pentruEStST f
Din relatiile (I1.75) - (I1.77) rezulta: 4, =0, 4, =0
s
r
2U, 20, ¢
B, =—" jsin(na) t)dt — 2 jsin(na) t)dt=
T 4 T 4
2
2U T T 2U
=—2 {COSO - cos( @ j - cos[na) j - cos(an)} =0 [1 —(=1) ] (I11.79)
Tho nw
. U, . 5
Pentru n impar: B, = , 1ar pentru n par: B, = 0. Rezulta:
4U 4U 4U
u(t)= —2sin(wt) + —2sin(3wt) + —Lsin(5ot) + ... (I1.80)
/4 R4 St

Se observd cd ponderea armonicelor scade pe masurd ce pulsatia creste, deci, pentru
calculul circuitelor electronice (unde se aplica aceastd descompunere in serie Fourier), se
retin primii doi sau trei termeni.
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