CAP. II. ELEMENTE DE MECANICA CUANTICA

I1. 1. Introducere. Formalismul matematic

Caracterul ondulatoriu al comportarii microparticulelor a condus la ideea
descrierii starilor unui sistem cuantic printr-o marime complexd numita functie de unda
X (x, y, z, t). Aceasta functie este interpretatd ca o unda de probabilitate (M. Born).
Deoarece intensitatea unei unde este:

I=X"x = x|? (IL1)

se definesc urmatoarele notiuni:
1) probabilitatea dP de a gasi particula cuantica studiata, la momentul 7, intr-un element
de volum dV centrat pe punctul de coordonate x, y, z:

dP=X"X dv=|X|?av (IL.2)
2) densitatea de probabilitate go(x, v, z):

@=Z—§=X*X=|X|2 (IL3)

3) probabilitatea Pp de a gasi particula cuantica studiata, la momentul ¢, in domeniul D:

Pp= I X' Xdv = I | x|%ay (11.4)
D D

Proprietatile functiei de unda
a) Deoarece probabilitatea de a gasi particula cuantica studiata in tot spatiul este egala
cu 1 (certitudinea) functia de unda indeplineste conditia de normare:

I X' Xdv = I | X124V =1 (IL5)

oo}

b) este o functie de patrat integrabil, adica integrala J. | X124V este convergenta
D
¢) este determinati pani la un factor e ‘“, unde « este un numdr real;
d) este marginita;
e) W si produsul a¥ (unde a este o constantd) corespund aceleiasi stari a sistemului.
Observatie: Este convenabil sa se realizeze separarea variabilelor spatiale x, y, z
de cea temporala ¢, utilizand factorizarea de forma: X (x, y, z, t) = ‘P(x, v, z) - f (t)



Functiile de unda avand proprietatile de mai sus, X (x, y, z, ) si ‘P(x, v, z),
formeaza, separat, cite un spatiu Hilbert. In continuare ne vom referi numai la
‘P(x, v, z), dar relatiile sunt adevarate si pentru X (x, y, z, ).

Un spatiu de functii este liniar dacd orice combinatie liniard
Y=V +c,¥,+..+¢,¥, de functii cu patrat integrabil ¥,,¥,,...\Y, este tot o
functie cu patrat integrabil.

Un spatiu Hilbert este un spatiu /iniar in care se poate defini produsul scalar:

<\Pl.,\1{,> = I Y AV (11.6)
D

Functiile Y¥; si ¥, sunt ortonormate daca:
(¥, ¥,)= [W¥,dV =8, 8, =L, pt.i= jidar 0, pt.i j (IL.7)

Un operator A este liniar daca satisface relatia:

unde ¢; si ¢, sunt constante.
Un operator A este hermitic daca satisface relatia:

(¥, 4w} =(av,¥,) (IL9)
adica:
I WA, dV = I (4w, w,av (IL10)
D D
Ecuatia de forma: AY = a¥ (I1.11)

in care un operator 4 reproduce functia ¥ pana la un factor constant a se numeste
ecuatie cu valori proprii; VY este functia proprie a operatorului A, iar constanta a este
valoarea proprie a operatorului A, corespunzatoare functiei proprii V.

Proprietati ale functiilor proprii si ale valorilor proprii pentru un operator
hermitic

a) Valorile proprii ale unui operator hermitic sunt reale.

b) Functiile proprii corespunzatoare la doua valori proprii diferite ale unui operator
hermitic sunt ortogonale si liniar independente.
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I1. 2. Postulatele si principiile mecanicii cuantice

Postulatul 1 (postulatul observabilelor)

Fiecarei marimi fizice (numitda observabila) i se asociaza un operator liniar hermitic.
Valorile masurate ale unei marimi fizice sunt valorile proprii ale operatorului asociat

marimii respective.

Exemple:
operatorul coordonata: X=x;y=y;z=z;ingeneral: g=¢q
operatorul vectorial impuls: fo =—ihV

componentele impulsului:

0 0 0
p.=—ih—; p,=—ih—; p,=—ih—
P ox Py oy P oz
operatorul patratul impulsului: p? =—-h*A

operatorul energie cinetica:

f=f =" a
2m 2m
operatorul energie potentiala: U(x,y,2z)=U(x, y,2)

operatorul energie totala (operatorul Hamilton):
i 2

H=f+0=—h—A+U
2m

operatorul vectorial moment cinetic orbital:

S~

——ih

91)|Q) NSy

J
y
9
oy

%|Q) =

Componentele momentului cinetic orbital:
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(IL12)

(IL.13)

(I1.14)

(IL15)

(IL.16)

(IL.17)

(IL.18)

(IL.19)

(I11.20)



Comutatorul a doi operatori se defineste prin:
|4, B|= 4B - BA (IL.21)

Daca doi operatori comutd, adica AB = BA, ei admit un set comun de functii proprii,
iar marimile fizice corespunzatoare pot fi masurate simultan, cu aceeasi precizie.

Postulatul 2 (postulatul comutatorilor fundamentali)
Comutatorul a doi operatori oarecare este determinat prin cunoasterea comutatorilor
fundamentali de tip [f), é]. Acestia sunt:

6:.9,1=0: |pin b =01 |pig;]=-ins,, (1122)
unde 7, j sunt, pentru spatiul tridimensional, x, y, z.

Postulatul 3 (postulatul starii)

Fiecare stare fizica a unui sistem este caracterizata de o functie de unda numita functie
de stare. Operatorii care actioneaza asupra functiilor de unda corespund operatiei de
masurare.

Daca fiecarei valori proprii 1i corespunde o singura functie proprie starea cuantica este
nedegeneratd.

Daca unei valori proprii ii corespund un numar g de functii proprii diferite starea
cuantica este degenerata, avand gradul de degenerare g.

Principiul I al mecanicii cuantice (principiul suprapunerii stirilor)
O stare oarecare a unui sistem fizic este o suprapunere a starilor proprii, adica functia

de unda Y care descrie o stare oarecare este o combinatie liniara a tuturor functiilor
proprii ¥, %¥,,..\V,.

P = chwk (11.23)
k=1

Coeficientii ¢ x sunt produsele scalare <‘Pk , ‘P> .

Principiul II al mecanicii cuantice (principiul cauzalitatii)
Functia de unda de la momentul t, X (x, y, z, t), determina univoc functia de unda de la
momentul t + A t.

Xx,y,z, t+A1) = 3 X(x, v,z 1) (I1.24)
unde 3 se numeste operatorul evolutiei cauzale.
Principiul III al mecanicii cuantice (principiul de corespondenta)

Mecanica clasica este un caz-limita al mecanicii cuantice (h se neglijeaza fata de alte
actiuni).
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Postulatul 4 (postulatul mediei)

Daca in momentul masurarii functia de stare este o functie proprie a operatorului
asociat marimii fizice respective rezultatul masurarii este, cu certitudine, valoarea
proprie corespunzdtoare.

AY, =a,¥,. (I1.25)

Daca in momentul masurarii sistemul cuantic se afla intr-o stare oarecare rezultatul
masurarii este oricare din valorile proprii posibile ale operatorului asociat marimii
fizice respective, dar cu probabilitati diferite. Atunci valoarea medie a rezultatului
masurarii este valoarea medie a operatorului asociat marimii fizice:

(4)=(4)= %—A\:? = (v, 4v). (I1.26)

Postulatul 5 (postulatul probabilitatii)
Probabilitatea ca la o masurare a marimii fizice A sa se obtina o valoare proprie a,

corespunzatoare functiei proprii \V, este:

we =[(F W) = (1L.27)

n

unde ¥ = E c, Y, este functia de stare a sistemului in momentul imediat anterior
k=1

masurarii.

Postulatul 6 (postulatul sistemelor de particule identice)

Starile sistemelor de particule identice sunt descrise prin functii de stare care sunt fie
complet simetrice, fie complet antisimetrice in raport cu operatia de permutare a
particulelor.

IL. 3. Ecuatia Schrodinger

a) Ecuatia Schrodinger temporala descrie comportarea sistemelor cuantice, forma ei
fiind postulata, iar verificarea rezultatelor se face prin experimente.

0

~—X=HX (I1.28)
ot

inh

unde X = X (x, y, z f) este functia de unda, iar H =T+U=-—A+U

este operatorul Hamilton.
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b) Ecuatia Schrodinger atemporala descrie starile stationare (independente de timp) ale

sistemelor cuantice. Pentru deducerea ei folosim separarea variabilelor spatiale x, y, z de
cea temporala #: X(x,p,z 0)=¥(x,y,2) f(¢) (I1.29)

Din ultimele doua relatii rezulta:

i (e, p.2)= 10 (. .2) (11.30)
apoi: ih li=LI—AI‘I’=E (I1.31)
fdt ¥

unde E este, deocamdatd, o constantd de integrare, dar vom arata ulterior ca ea
reprezinta energia totala a sistemului.
Prin integrarea ecuatiei referitoare la variabila timp:

& __iE

= 11.32
dt h ( )
. )
obtinem: f=C exp(— i hTJ , unde C = const. (I1.33)
Ecuatia referitoare la variabilele spatiale este ecuatia Schrodinger atemporala:
HY=EY (11.34)

Constatam ca ecuatia Schrodinger atemporald este o ecuatie cu valori proprii,
adica de tipul (II.11) si anume este ecuatia cu valori proprii pentru operatorul
Hamilton, operator asociat energiei, deci constanta E reprezintd valoarea proprie a
energiei sistemului.

Din relatiile (I1.18) si (I1.34) rezulta o forma detaliata a acestei ecuatii:

2m(E-U)

AY + o2

¥ =0 (IL.35)

In cazul unidimensional, cand ¥ = P(x), ecuatia (11.36) devine:

2
2m(E -
A ’”(2 Uy (11.36)
dx h
Functia de unda ‘P(x, y,z) trebuie sa indeplineascd urmatoarele conditii:

a) sa fie univoca; b) sa fie normata; ¢) sa fie continua;
d) sa fie finita (marginita);
e) derivatele de ordinul intai 1n raport cu x, y, z sa fie continui si finite.
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