CAP. III. APLICATII ALE ECUATIEI SCHRODINGER ATEMPORALE

II1. 1. Particula cuanticd in groapa de potential unidimensionald cu pereti impenetrabili

(infiniti)
Pentru o particuld cuanticad (de exemplu, un electron) aflatd intr-o groapa de

potential unidimensionalda cu pereti impenetrabili energia potentiald are forma:
U(x)=0 pt.x e[0,a] si U(x)=oo in restul axei Ox (Fig. IIL1).
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Fig. III. 1. Forma energiei potentiale a gropii de potential unidimensionale cu pereti infiniti.

In interiorul gropii, adica pentru x € [O,a] ecuatia Schrodinger atemporald (11.36)
are forma:
d*¥,, 2mE
+

dx? h?

P, =0 (IIL1)

iar In exteriorul gropii, deoarece particula nu poate parasi groapa, ¥, , =0.
2mE
nt

Notam: k? (I11.2)

Solutia ecuatiei (II1.1) poate avea forma:
¥, . (x)= 4sin(kx)+ B cos(kx) (II1.3)

Conditia de continuitate in x = 0 si anume ¥, ,(0)=0 conduce la B = 0. Din conditia de

nt

continuitate in x = a ( a este latimea gropii) si anume:
¥, (a)=0; Asin(ka)=0 (I11.4)

rezulta: ka=nm,cun=1,2,3... (I11.5)



Din relatiile (II1.2) si (IIL.5) obtinem expresia energiei particulei cuantice in groapa de
potential unidimensionald cu pereti infiniti:

£ _nz7z2h2 B n*h?

n 2 2
2ma 8ma

(111.6)

Constatdm ca energia particulei cuantice in groapa de potential unidimensionald cu
pereti infiniti este cuantificatd, adica are valori care formeaza un sir discret, valori
determinate de numarul natural n. Energia minima este energia din starea n = 1:

242 2
N S (IIL6")

E — —
2ma’ 8ma’

min

Starea de energie minima se numeste stare fundamentala.
Este evidentd relatia: E, =n’E,. (I11.6”)

Functiile proprii ale operatorului Hamilton sunt:

¥ (x)= Asin(n ’”j (IIL7)
a

Constanta 4 se afla din conditia de normare:

I YW de=1 (I11.8)
0

nmwx

Obtinem: A* I sin’ [

0

jdx =1 siapoi: A= \/z . Inlocuim in relatia (II1.7):
a a

¥ (x)= \/% sin[n Z xj (IIL9)

Pentru primele doua stari (starea fundamentala » = 1 si prima stare excitatd n = 2) functiile

2
de unda sunt: ¥, (x)=\/Z sin(ﬂj, respectiv ¥, (x)=\/Z sin( ﬁxj, iar densitdtile de
a a a

a

probabilitate de localizare sunt:
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o, =Y, =zsin2(ﬂ] , respectiv ¢, =¥, ¥, =£sin2(2ﬁxj (111.10)
a a a a

In Fig. III. 2a sunt prezentate nivelele de energie si functiile de undi (avand
expresia (II1.9)) pentru primele cinci stari stationare, iar in Fig. III. 2b, pentru primele sase
stari stationare, graficele functiilor de unda sunt insotite de cele ale densitdtilor de
probabilitate (date de formule de tipul (I11.10)).
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Fig. III. 2. a) Nivelele de energie si functiile de unda pentru primele cinci stari stationare ale particulei
cuantice 1n groapa de potential unidimensionale cu pereti infiniti; b) Functiile de unda si densitatile de

i 2 . . .
probabilitate |‘~P| pentru primele sase stari stationare.

Observatie: Groapa de potential unidimensionald cu pereti impenetrabili (infiniti)
este un model teoretic simplificat. In cazurile practice forma gropilor de potential este mult
mai complicatd. Un alt model, folosit in studiul heterojonctiunilor semiconductoare, este
groapa de potential cu bariere finite. De exemplu, groapa de potential a benzii de conductie
din structura AlGaAs/GaAs/AlGaAs, prezentatd in Fig. II.3. Notatii: CB = banda de
conductie (cuprinde nivelele energetice ale electronilor, cum ar fi e, e;; VB = banda de
valenta (cuprinde nivelele energetice ale golurilor, cum ar fi hhy; E, = largimea benzii

interzise — vezi lucrarea de laborator “determinarea largimii benzii interzise a unui
semiconductor. Termistorul”’; QW energy gap = intervalul energetic dintre primul nivel de
gol si primul nivel electronic).
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Fig. I11. 3. Profilul potentialului pentru banda de conductie (CB) si banda de valenta (VB) in heterojonctiunea
semiconductoare AlGaAs/GaAs/AlGaAs.

I1L. 2. Particula cuanticd la bariera de potential. Efectul - tunel

Fie o particula cuanticd de masa m si energie E aflatd in fata unei bariere de
potential unidimensionale, de forma rectangulara, avand "inaltimea" Uj si latimea a.
Energia  potentiala are forma din Fig. 1I1.4: U(x)=0 pt.x<0,

U(x)=U, ptxel0,a] si U(x)=0pt.x>a.
Ne intereseazd cazul E <U, . Rezolvam ecuatia Schrodinger atemporala (I1.36) in

cele trei regiuni.

- d*¥
In regiunea I: y 21 + 2Z2E Y, =0 (IL.11)
X
2mE
Notam: Z’z e (II1.12)

Solutia ecuatiei (II1.11) poate avea forma:
W, (x)=C, exp(ikx)+C,exp(-ikx) (I11.13)

in care primul termen reprezinti unda incidenta, ¥, (x), iar al doilea unda reflectati pe

bariera de potential, ¥, (x).

d*y, .\ 2m(E-U,)

— — ¥, =0 (I11.14)

In regiunea II:
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Notim: - = k3 (II1.15)
Solutia ecuatiei (I111.14) are forma:

In regiunea I1I ecuatia este tot de forma (II.11) solutia fiind:
¥, (x)=Csexp(ikx)+Cqexp(—ikx) (II1.17)
in care primul termen reprezintd unda progresiva ( x > 0), iar al doilea unda regresiva ( x >

0). Aceasta din urma nu ne intereseazd, nefiind pe "drumul" particulei studiate. Asadar,
unda transmisa este:

Y, (x)="¥,(x)= Csexp(ikx) (IL.17°)

AU
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Fig. III. 4. Forma potentialului si schema functiilor de unda pentru particula cuanticd la bariera de potential
rectangulara.

Pentru calcularea constantelor C, (s, ...Cs folosim conditiile de continuitate:

¥, (0)=¥,(0) =C,+C,=C,+C, (111.18)
¥,'0)=¥,'(0) =ik (C,-C,)=k,(C, -C;) (111.19)
Y, (a)=",(a) = C,exp(-k,a)+C,explkya)=Csexplika) (I11.20)
Y, (a)=","(a) = k,[C, exp(k,a)—C;exp(—kya)|=ik Csexp(ika) (IIL.21)
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Adaugam si conditia de normare:
0 a e
J.‘Pl*‘l’ldx + I‘I’;‘Pzdx + J.‘P;‘Igdx =1 (111.22)
oo 0 a

Dupa calcularea constantelor C;, C,, ...Cs din rezolvarea sistemului de ecuatii (II1.18 -
I11.22) functiile de undd ‘¥,,¥, si ¥, sunt complet determinate (Fig. IIL.5).

Fig. I1I. 5. Functia de unda pentru particula cuantica la bariera de potential rectangulara.

Marimile fizice de interes sunt:
a) transparenta (transmitanta) barierei:

T = (g] (&] (111.23)
Cl Cl

e) densitatea de probabilitate de localizare in regiunea III (dincolo de barierd):
@0, =11y, (I11.24)

Pentru a obtine expresia transparentei 7 calculam C | in functie de C s din relatiile (IIL.18 -
[1.21). Rezulta:

T = Toexp(-2k,a) (I1.25)

Inlocuind k , din relatia (II1.15) obtinem:

‘T:‘Toexp(—%,ﬂmiUO—EU (1I1.26)
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Interpretarea fizica a relatiei (111.26):
a) Deoarece 7 #0 inseamnd cad particula cuanticd studiatd, desi are E <U,, strabate

bariera de potential. Fenomenul se numeste efect-tunel si nu poate fi explicat de legile
fizicii clasice, deci este un efect specific cuantic. Consecintele sale se verifica experimental
(vezi lucrarea de laborator “Dioda-tunel”).

b) Transparenta barierei de potential, 7, depinde atat de caracteristicile particulei ( m, E),
cat si de cele ale barierei (a, Up).

c¢) Formula (II1.26) se poate generaliza si pentru o barierd de potential de o forma oarecare.

d) Efectul-tunel explicd urmatoarele fenomene: emisia particulelor oo de catre anumite
nuclee radioactive, emisia autoelectronicd (sau emisia la rece - sub actiunea unui camp
electric intens un metal poate emite electroni), unele reactii chimice, dioda-tunel, efectul
Josephson (printr-o jonctiune formatd din doud materiale supraconductoare, separate printr-
un strat subtire de oxid, trece un curent continuu, In absenta oricarui camp electric sau
magnetic).

I11. 3. Oscilatorul liniar armonic cuantic

este o particuld de masa m aflata intr-un camp de forma:

k 2 2.2
_KX Mmoo X (111.37)

U(x) 5 5

unde o este pulsatia, iar k, este constanta elasticd. Ecuatia Schrodinger atemporala (11.36)

are forma:

‘Zf 4 2_’;1( E- %2)‘2]\11 ~0 (II1.38)
Folosim o schimbare de variabila:

E=x m?‘f’:\/;.x (I111.39)

dY_a¥ df_[mo &Y Y _mo d*V

Rezulta: = — — s . Ecuatia (I11.38) devine:
dx  dE dx hoodé dx?> h déE?
2
d \f + (2—E — &2 j\}f =0 (111.40)
d&é how
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Din rezolvarea acestei ecuatii se obtin urmatoarele rezultate:

a) 2E =2n+1, din care:
ho

E, =ho (n + %j (I1.41)

Interpretarea relatiei (111.41): Energia oscilatorului liniar armonic cuantic este
cuantificata, adica are valori care formeaza un sir discret, valori determinate de numarul »
=0, 1, 2, ... Energia minima este energia din starea n = 0, numita energie de zero:

E, =19 .0 (111.41")

In fizica clasica energia minima este zero.
b) Functiile de unda sunt:

¥, (6)=C, ex [ij

: d;ﬂ lexp (- £2)] (I11.42)

d

Constantele C , se determina din conditia de normare.
In Fig. II1.6 sunt prezentate nivele energetice E, (date de formula (II1.41)) pentru n =0, 1,

2 s1 3 precum si densitatile de probabilitate corespunzatoare.

Fig. 1. 6. Nivelele energetice £, cun =0, 1, 2 si 3 precum si densitatile de probabilitate corespunzatoare

pentru oscilatorul liniar armonic cuantic.
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