
7. MEDII NELINIARE ANIZOTROPE ªI MEDII 
NELINIARE DISIPATIVE 

7.1. Medii neliniare anizotrope 

7.1.1. No¡iuni introductive 

Într-un mediu anizotrop, fiecare dintre cele trei componente ale vectorului 
polarizare electricå ( )321 ,, PPPP =  este o func¡ie de cele trei componente ale 

vectorului câmp electric ( )321 ,, EEEE (1). Aceste func¡ii sunt liniare pentru valori 
mici ale lui E , dar deviazå u¿or de la liniaritate când E  cre¿te. Fiecare dintre aceste 
trei func¡ii neliniare poate fi dezvoltatå în serie Taylor în func¡ie de trei componente 

321   şi , EEE , asemånåtor cu dezvoltarea datå în (4.1) pentru analiza scalarå. Astfel 
avem: 

( )
mlk

k klm
jklm

kl
lkjklkjkj EEEEEdEP ∑ ∑∑ χ++χε= 3

0 42 ,   (7.1) 

unde .3,2,1,,, =mlkj  Coeficien¡ii jkljk d,χ  ¿i ( )3
jklmχ  sunt elemente ale tensorilor 

cårora le corespund coeficien¡ii scalari ( )3,, χχ d  ¿i (7.1) este o generalizare a 
expresiei (4.1) aplicabilå la cazul anizotrop. 
 Proprietå¡ile de simetrie joacå un rol important în cazul acestor medii. 
Deoarece coeficientul jkld  este un factor al produsului lk EE , el trebuie så fie 

invariant la schimbarea lui k  cu l . În mod asemånåtor, ( )3
jklmχ  este invariant la orice 

permutare a indicilor lk ,  ¿i m . Ecua¡ia (9.1) se poate scrie sub forma 

∑χε=
k

k
e
jkj EP 0 , unde e

jkχ  este un 

tensor efectiv (dependent de câmp). 
Folosind un argument similar cu cel 
utilizat pentru medii cu pierderi mici 

liniare, se ob¡ine cå e
jkχ  trebuie så fie 

invariant la schimbarea lui j  ¿i k . Astfel, 

tensorii jkljk d,χ  ¿i ( )3
jklmχ  sunt invarian¡i la schimbarea lui j  ¿i k . Rezultå cå cei 

trei tensori sunt invarian¡i la oricare permutåri ale indicilor lor(2). 

                                                 
(1) A. Yariv, P. Yeh, Optical waves in crystals, John Wiley & sons, New York, (1984) 
(2) P. Gay, An introduction to crystals optics, Longmans, London, (1967) 

                                            Tabelul 7.1. 
k  1:j  2 3 

1 1 6 5 
2 6 2 4 
3 5 4 3 
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 Elementele tensorilor jkld  ¿i ( )3
jklmχ  sunt în mod uzual, listate în matrici 36×  

¿i 66×  pentru kjjk dd =  ¿i ( )3
lkχ , folosind nota¡iile contractate definite în tabelul 

7.1., unde 6,...,2,1=I  înlocuiesc perechea de indici ( ) 3,2,1,,, =kjkj ; ¿i indicele 

6,...,2,1=l  înlocuie¿te pe ( )ml, . Tensorii jkld  ¿i ( )3
jklmχ  sunt strâns lega¡i de tensorii 

Pockels ¿i Kerr, jklr  ¿i, respectiv, jklms , ace¿tia având acelea¿i simetrii. În tabelul 

7.2 se dau valorile coeficien¡ilor jld  pentru câteva cristale. 

Tabelul 7.2 

Valorile reprezentative pentru coeficien¡ii optici neliniari în cazul anumitor materiale 

Tipul de cristal jld  [unitå¡i S.I.] 

eT  21
11 107,5 −×=d  

GaAs 21
14 102,1 −×=d  

33AsSAg  (<<proustite>>) 22
31 105,1 −×=d  ; 22

22 104,2 −×=d  
22

33 100,3 −×=d  

3KNbO  22
31 104,1 −×=d  

23
32 108,1 −×=d  

1552 ONaNbBa  (<<bananas>>) 22
33 102,1 −×=d  

23
32 102,8 −×=d  

3OILi  22
31 101,1 −×=d  

23
33 102,3 −×=d  

( )KTPPO O TiK 4  22
33 102,1 −×=d  ; 23

31 108,5 −×=d  
23

32 104,4 −×=d  

3LiNbO  23
31 103,4 −×=d  ; 23

22 103,2 −×=d  
22

33 109,3 −×=d  

( )BBOOBaB 42−β  23
22 104,1 −×=d  

25
31 101,7 −×=d  

( )LBOOLiB 53  23
32 101,1 −×=d  ; 23

31 100,1 −×=d  
25

33 106,5 −×=d  

( )ADPPOHNH 424  24
36 108,6 −×=d  

( )KDPPOKH 42  24
36 101,4 −×=d  

24
14 108,3 −×=d  

Cuar¡ 24
11 100,3 −×=d  

26
14 106,2 −×=d  
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7.1.2. Amestecul a trei unde într-un mediu neliniar  

          de ordinul al doilea anizotrop 

 Un câmp optic ( )tE  con¡inând douå unde polarizate liniar monocromatice 

de frecven¡e unghiulare 1ω  ¿i 2ω  ¿i de amplitudini complexe ( )1ωE  ¿i ( )2ωE , este 
aplicat unui cristal neliniar de al doilea ordin. Componenta vectorului polariza¡ie la 
frecven¡a 213 ω+ω=ω  se poate determina folosind rela¡ia: 

( ) ( ) ( ) ,3,2,1,,2 213 =ωω=ω ∑ lkEEdP
kl

lkjklj     (7.2) 

unde ( ) ( )21 , ωω lk EE  ¿i ( )3ωjP  sunt componentele celor trei vectori de-a lungul 

axelor principale ale cristalului. Aceastå ecua¡ie este o generalizare a rela¡iilor 
(4.31)÷(4.34). 
 Dacå ( ) ( ) kk EE 111 cos θω=ω  ¿i ( ) ( ) ll EE 222 cos θω=ω , unde k1θ  ¿i k2θ  

sunt unghiurile vectorilor ( )1ωE  ¿i ( )2ωE  fåcute cu axele principale, atunci (7.2) se 
poate scrie sub forma: 

( ) ( ) ( )213 2 ωω=ω EEdP effj ,      (7.3) 

unde 

∑ =θθ=
kl

lkjkleff lkjdd .3,2,1,,,coscos 21     (7.4) 

Astfel, ecua¡ia (7.3) are forma uzualå folositå în formalismul scalar din §4.2 ¿i §6.1, 
unde effd  joacå rolul coeficientului d . 

7.1.3. Acordul de fazå în amestecul a trei unde 

 Dupå cum s-a aråtat în §4.2., condi¡ia de acord de fazå 213 kkk +=  este 
necesarå pentru un amestec al undelor eficient. Aceastå condi¡ie este echivalentå cu 

222111333 ununun ω+ω=ω  unde 21 ,uu  ¿i 3u  sunt vectorii unitari în direc¡iile de 
propagare a undelor. Vom presupune cå cele trei unde sunt moduri normale ale 

cristalelor cu vitezele de fazå 
ba n
c

n
c ,  ¿i 

cn
c

, unde ba nn ,  ¿i cn  depind de direc¡iile 

undelor, polariza¡iile lor ¿i frecven¡ele lor. Într-un cristal uniax ba nn ,  ¿i cn  pot fi 
indicii ordinar ¿i extraordinar. 
 Ca exemplu, så consideråm generarea armonicii a doua într-un cristal uniax 
cu undele care se propagå în aceea¿i direc¡ie. Presupunând cå undele 1 ¿i 2 sunt 
identice, ω=ω=ω 21  ¿i ω=ω 23 , condi¡ia de acord de fazå devine ca nn = . 
Atunci este necesar ca så se gåseascå direc¡ia ¿i polariza¡iile celor douå unde astfel 
încât unda de frecven¡å ω  så aibå acela¿i indice de refrac¡ie ca unda de        
frecven¡å ω2 . 
 Modurile normale pentru o undå care se propagå într-un cristal uniax cu 
indicii de refrac¡ie ordinar, 0n  ¿i extraordinar, en , sunt o undå ordinarå cu indicele 

de refrac¡ie 0n  (independent de direc¡ie) ¿i o undå extraordinarå cu indicele de 

refrac¡ie ( )θn  care satisface rela¡ia: 
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( ) 2

2

2
0

2

2

sincos1

ennn
θ

+
θ

=
θ

,    (7.5) 

unde θ  este unghiul dintre 
direc¡ia undei ¿i axa opticå. 
Dependen¡a acestor doi indici de 
refrac¡ie de θ  este ilustratå de 
elipsa ¿i cercul din figura 7.1. 
Deoarece 0n  ¿i en  sunt 
dependen¡i de frecven¡å, indicii 

ωωωω 22
00  şi ,, ee nnnn  se reprezintå 

la intersec¡ia elipså/cerc la 
frecven¡a fundamentala ω  

(curbele pline din figura 7.1) ¿i intersec¡ia elipså/cerc la frecven¡a armonicii a doua 

ω2  (curbele întrerupte din figura 7.1). Pentru a acorda pe ( )θ= ωnna  la ω= 2
0nnb , 

este stabilitå o direc¡ie pentru care cercul la ω2  intersecteazå elipsa la ω , dupå cum 
se ilustreazå în figura 7.1. Aceasta cerin¡å este realizatå prin alegerea unui unghi θ  
pentru care: 

( ) ( )2
2

2
0

2

2
0

sincos1
ωωω

θ
+

θ
=

ennn
.       (7.6) 

Astfel, unda fundamentalå este o undå extraordinarå ¿i unda armonicii a doua este o 
undå ordinarå(3). 

7.2. Medii neliniare dispersive(4) 

7.2.1. No¡iuni introductive 

 Aceastå sec¡iune este prevåzutå pentru a discuta asupra originii dispersiei ¿i 
efectul acesteia asupra proceselor optice neliniare. Pentru a simplifica prezentarea, 
nu sunt incluse efectele anizotrope. Un mediu dispersiv este un mediu cu memorie, 
polariza¡ia ( )tP  care rezultå în urma aplicårii câmpului electric ( )tE  nu are loc 

instantaneu. Astfel, råspunsul ( )tP  la timpul t  este o func¡ie de câmpul electric 

aplicat ( )tE  la timpul tt ≤' . Când mediul este, de asemenea, ¿i neliniar, rela¡ia 

func¡ionalå dintre ( )tP  ¿i ( ){ }tttE ≤',' este neliniarå. Existå douå mijloace pentru a 
descrie astfel de sisteme dinamice neliniare. 
 Primul mijloc constå în a utiliza o rela¡ie integralå fenomenologicå între 
( )tP  ¿i ( )tE  bazatå pe o dezvoltare, similarå dezvoltårii în serie Taylor, numitå 

                                                 
(3) Miles Padgett, Notes for modern and nonlinear optics, m.padgett@physics.gla.ac.uk 
(4) V.I.Karpman, Nonlinear waves in dispersive media, Pergamon Press, Oxford, (1975) 

Fig. 7.1. 
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dezvoltare în serie Voltera. Coeficien¡ii dezvoltårii caracterizeazå fenomenologic 

mediul. Coeficien¡i similari cu d,χ  ¿i ( )3χ  sunt defini¡i ¿i transforma¡i pentru a 
deveni dependen¡i de frecven¡å. 
 Al doilea mijloc constå în a stabili o ecua¡ie diferen¡ialå neliniarå pentru 
( )tP , cu ( )tE  ca o for¡å de “comandå” ob¡inutå prin utilizarea unui model ca cel 

descris de fizica proceselor de polarizare. 

7.2.2. Descrierea transformårii integrale a unui  
          mediu neliniar dispersiv 

Dacå abaterea de la linearitate este micå, o dezvoltare în serie Voltera poate 
fi utilizatå pentru a descrie rela¡ia dintre ( )tP  ¿i ( )tE . Primul termen al dezvoltårii 

este o combina¡ie linearå a lui ( )'tE  pentru to¡i tt ≤'  

( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

−ε= 'd''0 ttEttxtP .      (7.7) 

Acesta este un sistem liniar cu func¡ia råspuns — impuls ( )tx0ε . 

 Al doilea termen din dezvoltare este o suprapunere de produse ( )'tE ( )"tE  la 
perechi de timpi tt ≤'  ¿i tt ≤" , 

( ) ( )( ) ( ) ( ) "d'd"'",'2
0 tttEtEttttxtP ∫ ∫
+∞

∞−

−−ε= ,    (7.8) 

unde ( ) ( )",'2 ttx  este o func¡ie de douå variabile ce caracterizeazå nelinearitatea 
dispersivå de al doilea ordin. Al treilea termen reprezintå o nelinearitate de al treilea 

ordin care poate fi caracterizatå printr-o func¡ie ( ) ( )'",",'3 tttx  ¿i o rela¡ie integralå 
triplå similarå. 
 Contribu¡ia dispersivå liniarå descriså prin rela¡ia (7.7) poate, de asemenea, 
så fie complet catacterizatå printr-un råspuns la câmpurile monocromatice.  

Dacå ( ) ( ) [ ]{ }tiEtE ωω= expRe , atunci ( ) ( ) [ ]{ }tiPtP ωω= expRe , unde 

( ) ( ) ( )ωωχε=ω EP 0  ¿i ( )ωχ  este transformata Fourier a lui ( )tx  la 
π
ω

=ν
2

. Astfel, 

mediul este caracterizat complet prin susceptibilitatea dependentå de frecven¡å ( )ωχ . 
 Contribu¡ia neliniarå de al doilea ordin este descriså de (7.8) fiind 
caracterizatå prin råspunsul la o suprapunere de douå unde monocromatice de 
frecven¡e unghiulare 21   şi ωω . Substituind pe 

( ) ( ) [ ] ( ) [ ]{ }tiEtiEtE 2211 expexpRe ωω+ωω=     (7.9) 
în expresia (7.8), se poate aråta cå componenta polariza¡iei la frecven¡a unghiularå 

213 ω+ω=ω  are amplitudinea: 

  ( ) ( ) ( ) ( )212133 ,;2 ωωωωω=ω EEdP .     (7.10) 

Coeficientul ( )213 ,; ωωωd  este o versiune dependentå de frecven¡å a coeficientului 

d  din (4.3.3). Rela¡ia dintre acest coeficient ¿i func¡ia de råspuns ( ) ( )",'2 ttx  este 
stabilitå prin definirea func¡iei 
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  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] "d'd"'exp",', 21
2

021
2 ttttittx∫ ∫

+∞

∞−

ω+ω−ε=ωωH   (7.11) 

care este o transformatå Fourier bi-dimensionalå a lui ( )",' ttx , evaluatå la 

π
ω

−=ν
2

1
1  ¿i 

π
ω

−=ν
2

2
2 . Substituind pe (7.9) în (7.8) ¿i folosind pe (7.11), se 

ob¡ine: 

       ( ) ( ) ( )21
2

0213 ,,; ωωε=ωωω Hd .     (7.12 a) 
Astfel, mediul dispersiv neliniar de al doilea ordin este dependent de frecven¡å, 

( ) ( )21
2 ,ωωH  sau ( )213 ,; ωωωd . 

 Cazul degenerat al generårii armonicii a doua într-un mediu neliniar de al 
doilea ordin este, de asemenea, fårå greutate descriså prin substituirea lui 
( ) ( ) [ ]{ }tiEtE ωω= expRe  în (7.8) ¿i folosind pe (7.11). Polariza¡ia rezultatå are o 

componentå la frecven¡a ω2  cu amplitudinea ( ) ( ) ( ) ( )ωωωωω=ω EEdP ,;22 , unde 

   ( ) ( ) ( )ωωε=ωωω ,
2
1,;2 2

0 Hd .      (7.12 b) 

Ceilal¡i coeficien¡i d  reprezentând diferite procese de amestec de unde pot fi 

exprima¡i în mod similar prin func¡ia bidimensionalå ( ) ( )21
2 ,ωωH . De exemplu, 

efectul electrooptic este un rezultat al interac¡iei dintre un câmp continuu ( )01 =ω  ¿i 

o undå opticå ( )ω=ω2  pentru a genera polariza¡ia la ω=ω3 . Coeficientul potrivit 

pentru aceastå interac¡ie este ( ) ( ) ( )0,2,0; 2
0 ωε=ωω Hd . Acesta este coeficientul 

care determinå coeficientul Pockels r , în concordan¡å cu rela¡ia (4.29). 
 Într-un mediu neliniar de al treilea ordin, un câmp electric cuprinzând trei 
func¡ii armonice de frecven¡ele unghiulare 321   şi , ωωω  creeazå o polariza¡ie sumå 

de frecven¡e cu o componentå la frecven¡a unghiularå 3214 ω+ω+ω=ω  de 

amplitudine ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3213214
3

4 ,,;6 ωωωωωωωχ=ω EEEP  unde func¡ia 
( ) ( )3214
3 ,,; ωωωωχ  înlocuie¿te coeficientul care descrie cazul nedisipativ. Func¡ia 
( ) ( )3214
3 ,,; ωωωωχ  poate fi determinatå din ( ) ( )'",",'3 tttx  prin rela¡ii similare cu 

(7.12 a). 
 În consecin¡å, datoritå dispersiei, coeficien¡ii neliniari de al doilea ¿i al 

treilea ordin d  ¿i ( )3χ  sunt dependen¡i de frecven¡ele undelor implicate în procesul 
de mi¿care a undelor. 

7.2.3. Descrierea ecua¡iei diferen¡iale a mediilor  
          neliniare dispersive 

 Un exemplu de rela¡ie dinamicå neliniarå dintre ( )tP  ¿i ( )tE  descriså de o 
ecua¡ie diferen¡ialå este rela¡ia: 

EbPP
t
P

t
P

00
2
0

2
00

2
0

2
02

2

d
d

d
d

χεω=χεω+ω+σ+ ,    (7.13) 
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unde b  şi ,, 00 χωσ  sunt constante. În afarå de termenul neliniar 2
00

2
0 bPχεω , 

aceastå ecua¡ie descrie un mediu în care fiecare atom este descris de modelul 
oscilatorului armonic al unui electron de maså m  supus la un câmp electric care då 

for¡a Ee ⋅ , o for¡å de frânare elasticå kx−  ¿i o for¡å de frecare 
t
xm

d
d

σ , unde x  este 

deplasarea electronului de la pozi¡ia lui de echilibru ¿i 
2/1

0 





=ω
m
k

 este frecven¡a 

unghiularå de rezonan¡å. Mediul este atunci liniar ¿i dispersiv cu susceptibilitatea 
liniarå 

( )
( ) ωσ+ω−ω

ω
χ=ωχ

i2
0

2
0

0 .     (7.14) 

Când for¡a de frânare (sau de atrac¡ie) este o func¡ie neliniarå de deplasare, 
2

2xkkx −− , unde k  ¿i 2k  sunt constante, avem un oscilator anarmonic descris de 

ecua¡ia (7.13), unde b  este propor¡ional cu 2k . Atunci, mediul este neliniar. 
Ecua¡ia (7.13) nu poate fi rezolvatå exact. Totu¿i, dacå termenul neliniar 

este mic, o abordare iterativå conduce la o solu¡ie aproximativå. Scriem pe (7.13) 
sub forma: 

( ){ } ( ) ( )tbPttP 2−= EL ,     (7.15) 

unde ( ) 





 ω+σ+χεω=

− 2
02

21
00

2
0 d

d
d
d

tt
L  este operator diferen¡ial liniar. Solu¡ia 

iterativå a ecua¡iei (7.15) este descriså prin urmåtoarele trepte:  
(1°) Se gåse¿te în aproxima¡ia de primul ordin ( )tP1  prin neglijarea 

termenului neliniar ( )tbP2  din ecua¡ia (7.15) ¿i se rezolvå ecua¡ia liniarå 

( ){ } ( )tEtP ≈1L ;      (7.16) 

(2°) Se folose¿te aceastå solu¡ie aproximativå pentru a determina termenul 

neliniar mic ( )21 tbP ; 

(3°) Se ob¡ine o aproxima¡ie de ordinul doi prin rezolvarea ecua¡iei (7.15) cu 

teremnul ( )2tbP  înlocuit cu ( )21 tbP . Solu¡ia ecua¡iei liniare rezultatå este notatå cu 

( )tP2 , 

( ){ } ( ) ( )tPbtEtP 2
12 −=L ;       (7.17) 

(4°) Se repetå procesul 
pentru a ob¡ine o aproxima¡ie de 
ordinul al treilea dupå cum se 
ilustreazå pe diagrama bloc din 
figura 7.2. 

Examinåm, mai întâi, cazul 

special al luminii monocromatice, ( ) ( ) [ ]{ }.expRe tiEtE ωω= La prima itera¡ie 

( ) ( ) [ ]{ }tiPtP ωω= expRe 11 , unde ( ) ( ) ( )ωωχε=ω EP 01  ¿i ( )ωχ  este dat de (7.14). ¥n 
a doua itera¡ie, sistemul liniar este condus de o for¡å 

 
Fig. 7.2. 
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( ) ( ) ( ) [ ]{ } ( ) [ ]{ }[ ]

( ) [ ]{ } ( ) ( )[ ] [ ] ( ) ( ) .
2
12expRe

2
1expRe

expReexpRe
2

0
2

0

2
0

2
1

ωωχε−ωωωχε−ωω=

=ωωχε−ωω=−

EbtiEbtiE

tibtiEtbPtE
 

Deoarece ace¿ti trei termeni au frecven¡ele ωω 2,  ¿i 0, sistemul liniar 

råspunde cu o susceptibilitå¡ile ( ) ( )ωχωχ 2,  ¿i, respectiv ( )0χ . Componenta lui 

( )tP2  la frecven¡a ω2  are o amplitudine ( ) ( ) ( ) ( )[ ] }2
1{22 2

002 ωωχε−ωχε=ω EbP . 

Deoarece ( )ω2P ( ) ( ) ( )ωωωωω= EEd ,;2 , se deduce cå: 

( ) ( )[ ] ( )ωχωχε−=ωωω 22
1,;2 22

0bd .    (7.18) 

Regula lui Miller stabile¿te cå coeficientul neliniaritå¡ii de al doilea ordin 
pentru generarea unei unde de frecven¡å 213 ω+ω=ω  din douå unde de frecven¡e 

1ω  ¿i 2ω  este propor¡ionalå cu produsul ( ) ( ) ( )321 ωχωχωχ  al susceptibilitå¡ilor 
neliniare la cele trei frecven¡e. Astfel, se aratå ca pentru un mediu liniar rezonant 
descris de ecua¡ia (7.13), dacå lumina este o suprapunere de douå unde 
monocromatice de frecven¡e unghiulare 1ω  ¿i 2ω , aproxima¡ia de ordinul al doilea 
descriså de (7.16) ¿i (7.17) conduce la o componentå a polariza¡iei la frecven¡a 

213 ω+ω=ω  cu amplitudinea ( ) =ω32P  ( ) ( ) ( )21213 ,;2 ωωωωω= EEd , unde 

( ) ( ) ( ) ( )321
2
0213 2

1,; ωχωχωχε−=ωωω bd ,   (7.19) 

aceasta fiind cunoscutå sub denumirea de regula lui Miller. Cele trei frecven¡e 
trebuie prin urmare legate în interiorul ferestrei transmisiei optice a mediului 
(departe de rezonan¡å). Dacå aceste frecven¡e sunt mult mai mici decât frecven¡a de 
rezonan¡å 0ω , atunci (7.14) då ( ) 0χ≈ωχ  ¿i expresia (7.19) conduce la  

( ) 2
0

2
0213 2

1,; χε−=ωωω bd ,     (7.20) 

care este indepenedentå de frecven¡å. Mediul este atunci aproximativ nedispersiv ¿i 
rezultatele ob¡inute în sec¡iunile în care dispersia a fost neglijatå sunt aplicabile. 
Regula lui Miller ne indicå, de asemenea, cå materialele cu indice de refrac¡ie mare 
( 0χ  mare) tind så aibå pe d mare. 
 
 


