7. MEDII NELINTARE ANIZOTROPE SI MEDII
NELINIARE DISIPATIVE

7.1. Medii neliniare anizotrope

7.1.1. Notiuni introductive

Intr-un mediu anizotrop, fiecare dintre cele trei componente ale vectorului
polarizare electrica P =(P,,P,,P;) este o functic de cele trei componente ale

vectorului camp electric E(E,,E,, E;)". Aceste functii sunt liniare pentru valori
mici ale lui £, dar deviazi usor de la liniaritate cand E creste. Fiecare dintre aceste
trei functii neliniare poate fi dezvoltata in serie Taylor in functie de trei componente
E,,E, si E,, asemanitor cu dezvoltarea datd in (4.1) pentru analiza scalard. Astfel
avem:
Pr=eo ) Yk +2),d yELE, +4ZX_(/2mEkElEm , (7.1
k K ki

unde j,k,I,m=123. Coeficientii ¥ jk,d i si x(fk)m sunt elemente ale tensorilor

carora le corespund coeficientii scalari X,d,x(3) si (7.1) este o generalizare a
expresiei (4.1) aplicabila la cazul anizotrop.

Proprietatile de simetrie joacd un rol important in cazul acestor medii.
Deoarece coeficientul d ;, este un factor al produsului E,E;, el trebuie sd fie

invariant la schimbarea Iui £ cu /. In mod asemdnator, x(fkgm este invariant la orice

permutare a indicilor k,/ si m. Ecuatia (9.1) se poate scrie sub forma

P =g,> x%E,, unde x% este un
k

Tabelul 7.1. . A
A 7l B 3 tensor efectiv (dependent de camp).
: Folosind un argument similar cu cel
é é g i utilizat pentru medii cu pierderi mici
3 5 4 3 liniare, se obtine ca y trebuie sd fie

invariant la schimbarea lui j si k. Astfel,
tensorii y, ;. d 4 Si X(sz sunt invarianti la schimbarea lui j si k. Rezultd cé cei

trei tensori sunt invarianti la oricare permutéri ale indicilor lor®.

M A, Yariv, P. Yeh, Optical waves in crystals, John Wiley & sons, New York, (1984)
@ P. Gay, An introduction to crystals optics, Longmans, London, (1967)
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Elementele tensorilor d 4, si xﬁ),m sunt in mod uzual, listate in matrici 6x3

si 6x6 pentru d,; =d,; si Xg,f), folosind notatiile contractate definite in tabelul

7.1., unde [ =1,2,...,6 inlocuiesc perechea de indici (j, k), J, k=123 si indicele

[ =1,2,...,6 inlocuieste pe (l,m). Tensorii d i si X(3)

Jhim SUNt strans legati de tensorii

Pockels si Kerr, 7, si, respectiv, s acestia avand aceleasi simetrii. In tabelul

Jkim >
7.2 se dau valorile coeficientilor d ;, pentru cateva cristale.

Tabelul 7.2

Valorile reprezentative pentru coeficientii optici neliniari in cazul anumitor materiale

Tipul de cristal d ;; [unitati S.1.]
T, dy, =57x107
GaAs dy, =12x107
Ag;AsS; (<<proustite>>) dy =15x107% ; d,, =2,4x107%
dy; =3,0x107
KNbO,4 dy =14x107

dy, =1,8x107%

Ba,NaNb;O,; (<<bananas>>) | 4., =12x1072
dy, =8,2x107%

LilO, dy =1,1x107%
dy, =3,2x107%

K Ti O PO, (KTP) dy =12x1072 ; d,, =58x1072
dy, =4,4x107%

LiNbO, dy =43x1077 ; d,, =23x107
dy; =3,9%107%

B—BaB,0,(BBO) dyy, =1,4x1073
dy =7,1x107%

LiB,0, (LBO) dy, =11x1072 ; d,, =1,0x1072
dy, =5,6%x107

NH,H,PO, (ADP) dys = 6,8x107

KH,PO, (KDP) dy =41x107
d, =38x107

Cuart d,; =3,0x107

d,, =2,6x107%
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7.1.2. Amestecul a trei unde intr-un mediu neliniar
de ordinul al doilea anizotrop

Un camp optic E (t) continand doud unde polarizate liniar monocromatice
de frecvente unghiulare o, si ®, si de amplitudini complexe E(o,) si E(w,), este
aplicat unui cristal neliniar de al doilea ordin. Componenta vectorului polarizatie la
frecventa o, = o, + , se poate determina folosind relatia:

P (0y)=2>d yE; (0 )E (0,), k1=123, (7.2)
ki

unde E, ((n, L E, (0)2) si P (w5) sunt componentele celor trei vectori de-a lungul
axelor principale ale cristalului. Aceastd ecuatie este o generalizare a relatiilor
(4.31)+(4.34).

Dacd E, ((n, )= E(co1 )cos 0, si E (@2)= E(co2 )cos 0,,, unde 0, si 6,,
sunt unghiurile vectorilor E(o, ) si E (032) facute cu axele principale, atunci (7.2) se
poate scrie sub forma:

Pj((’)3): 2deffE((91 )E((Dz)’ (7.3)
unde
dz =Zdjk, cos0,, cos0,,, j,k,/=123. (7.4)
i

Astfel, ecuatia (7.3) are forma uzuald folositd in formalismul scalar din §4.2 si §6.1,
unde d,, joacd rolul coeficientului d .

7.1.3. Acordul de fazi in amestecul a trei unde

Dupé cum s-a ardtat in §4.2., conditia de acord de fazd k; =k, +k, este
necesard pentru un amestec al undelor eficient. Aceastd conditie este echivalentd cu
®;R5U; = 00U, +©,n,u, unde u,,u, si u, sunt vectorii unitari in directiile de
propagare a undelor. Vom presupune cd cele trei unde sunt moduri normale ale

cristalelor cu vitezele de faza i,i si i, unde n,,n, si n, depind de directiile

n, n n,
undelor, polarizatiile lor si frecventele lor. Intr-un cristal uniax n,,n, si n, pot fi
indicii ordinar si extraordinar.

Ca exemplu, sa considerdm generarea armonicii a doua intr-un cristal uniax
cu undele care se propagd in aceeasi directie. Presupunind ci undele 1 si 2 sunt
identice, o, =, =0 si 0, =20, conditia de acord de fazid devine n, =n,.
Atunci este necesar ca sd se giseascd directia si polarizatiile celor doud unde astfel
incdt unda de frecventd o sad aibd acelasi indice de refractie ca unda de
frecventd 2o .

Modurile normale pentru o undd care se propagd intr-un cristal uniax cu

indicii de refractie ordinar, 7, si extraordinar, #,, sunt o unda ordinard cu indicele
de refractie n, (independent de directie) si o unda extraordinard cu indicele de

refractie n(e) care satisface relatia:
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2% 1 _c0s26+sin26
@) g onl
unde O este unghiul dintre
directia undei si axa opticd.
n®\ n2>  Dependenta acestor doi indici de
refractic de O este ilustratd de
elipsa si cercul din figura 7.1.

Deoarece n, si n, sunt

(7.5)
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Fig. 7.1.

~

dependenti de frecventd, indicii
ne,ng®,n sin’® se reprezinta
la intersectia elipsd/cerc la
frecventa  fundamentala ©
(curbele pline din figura 7.1) si intersectia elipséd/cerc la frecventa armonicii a doua
2o (curbele Intrerupte din figura 7.1). Pentru a acorda pe n, = n“’(O) la n, =nl®,
este stabilitd o directie pentru care cercul la 20 intersecteaza elipsa la @, dupd cum
se ilustreaza in figura 7.1. Aceasta cerinté este realizatd prin alegerea unui unghi 0
pentru care:

1 cos’ 6+ sin” @

20 2 2

) )

Astfel, unda fundamentald este o unda extraordinard si unda armonicii a doua este o
und4 ordinard®.

(7.6)

7.2. Medii neliniare dispersive

7.2.1. Notiuni introductive

Aceastd sectiune este previdzutd pentru a discuta asupra originii dispersiei si
efectul acesteia asupra proceselor optice neliniare. Pentru a simplifica prezentarea,
nu sunt incluse efectele anizotrope. Un mediu dispersiv este un mediu cu memorie,

polarizatia P(¢) care rezulta in urma aplicarii cimpului electric E(z) nu are loc
instantaneu. Astfel, raspunsul P(t) la timpul ¢ este o functie de cAmpul electric
aplicat E(t) la timpul #'<¢. Cand mediul este, de asemenea, si neliniar, relatia
functionald dintre P(t) si {E(z’),t’é t} este neliniard. Existd doud mijloace pentru a
descrie astfel de sisteme dinamice neliniare.

Primul mijloc constd in a utiliza o relatie integrald fenomenologica intre
P(t) si E(r) bazati pe o dezvoltare, similard dezvoltirii in serie Taylor, numiti

@ Miles Padgett, Notes for modern and nonlinear optics, m.padgett@physics.gla.ac.uk
@V I.Karpman, Nonlinear waves in dispersive media, Pergamon Press, Oxford, (1975)
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dezvoltare in serie Voltera. Coeficientii dezvoltarii caracterizeazi fenomenologic
mediul. Coeficienti similari cu y,d si xm sunt definiti si transformati pentru a

deveni dependenti de frecvent.
Al doilea mijloc constd in a stabili o ecuatie diferentiald neliniard pentru
P(t), cu E(t) ca o forta de “comandd” obtinuta prin utilizarea unui model ca cel

descris de fizica proceselor de polarizare.

7.2.2. Descrierea transformarii integrale a unui
mediu neliniar dispersiv

Daca abaterea de la linearitate este micé, o dezvoltare in serie Voltera poate
fi utilizata pentru a descrie relatia dintre P(¢) si E(¢). Primul termen al dezvoltirii

este o combinatie lineard a lui E(¢') pentru toti ¢'<

+00

P(t)=¢, [x(t-)E()dr. (7.7)

Acesta este un sistem liniar cu functia raspuns — impuls &, x(¢).
Al doilea termen din dezvoltare este o suprapunere de produse E(r') E(r") la
perechi de timpi #'<¢ si "<¢,

P(t)stT [ xOUe—e0-E@)E@)drde, (7.8)

unde x(z)(t' ,t") este o functie de doud variabile ce caracterizeazi nelinearitatea
dispersiva de al doilea ordin. Al treilea termen reprezinta o nelinearitate de al treilea
ordin care poate fi caracterizati printr-o functie x© )(t’,t",t"') si o relatie integrala
tripla similara.

Contributia dispersivd liniard descrisé prin relatia (7.7) poate, de asemenea,
sd fie complet catacterizatd printr-un raspuns la cimpurile monocromatice.

Daca E(t) = Re{E(m)exp[i(o t]}, atunci P(t) = Re{P(co)exp[io)t]}, unde

P(oa)= aox(oa)E((o) si x(u)) este transformata Fourier a lui x(t) la v= 22 Astfel,
T

mediul este caracterizat complet prin susceptibilitatea dependentd de frecventa x(co)

Contributia neliniard de al doilea ordin este descrisd de (7.8) fiind
caracterizatd prin raspunsul la o suprapunere de doud unde monocromatice de

frecvente unghiulare ®, si ®, . Substituind pe

E(t) = Re{E((x)1 )exp[ico, t]+ E((o2 )exp[i(o2 t]} (7.9)
in expresia (7.8), se poate ardta cd componenta polarizatiei la frecventa unghiulara
0; = o, +®, are amplitudinea:

Plo;)=2d(0;;0,,0, )E(0,)E(, ). (7.10)
Coeficientul d (co3 ; 0, 032) este o versiune dependenti de frecventa a coeficientului
d din (4.3.3). Relatia dintre acest coeficient si functia de rdspuns x(z)(t‘,t") este
stabilitd prin definirea functiei
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%( ) (91,(92 =g, II t 1" exp[ (mlt'+w2t")]dt'dt" (7.11)

carc este o transformati Fourier bi-dimensionald a lui x(t',t"), evaluati la

v, :_(20_71: si v, :_(20_::' Substituind pe (7.9) in (7.8) si folosind pe (7.11), se

d(m3;(nl,(n2):80%(2)(001,0)2). (7.12 a)
Astfel, mediul dispersiv neliniar de al doilea ordin este dependent de frecventa,
%(2)(0)1,0)2) sau d(o;;0,,0,).

Cazul degenerat al generdrii armonicii a doua Intr-un mediu neliniar de al
doilea ordin este, de asemenea, fdara greutate descrisd prin substituirea lui
E(t)= Re{E((o)exp[imt]} in (7.8) si folosind pe (7.11). Polarizatia rezultatd are o

componentd la frecventa 20 cu amplitudinea P(Z(D) =d (20); o, @)E (co)E ((n) , unde
d(20); o, 0))=%80/7(2)(0),0)). (7.12b)

Ceilalti coeficienti d reprezentand diferite procese de amestec de unde pot fi
exprimati In mod similar prin functia bidimensionald 7 (2)(031,032). De exemplu,
efectul electrooptic este un rezultat al interactiei dintre un cAmp continuu (o)1 = 0) si
o undé opticd (002 = oo) pentru a genera polarizatia la o, = ®. Coeficientul potrivit

pentru aceastd interactie este d((n;O, 0)=2¢e,7 (2)(0),0). Acesta este coeficientul

care determind coeficientul Pockels 7, in concordanti cu relatia (4.29).
Intr-un mediu neliniar de al treilea ordin, un camp electric cuprinzand trei
functii armonice de frecventele unghiulare ®,,®, si ®; creeazi o polarizatie suma

de frecvente cu o componentd la frecventa unghiulard o, =0, +®, +®,; de
amplitudine  P(o, )= 6)((3) (0,;0,,0,,0;)E(0, )E(0,)E(w;) unde functia
x(3)(co 4;031,@2,0)3) inlocuieste coeficientul care descrie cazul nedisipativ. Functia
X(3)(u)4;m1,002,c03) poate fi determinatd din x(3)(t’,t",t"') prin relatii similare cu

(7.12 a).
In consecintd, datoritd dispersiei, coeficientii neliniari de al doilea si al

treilea ordin d si x(3) sunt dependenti de frecventele undelor implicate in procesul
de miscare a undelor.

7.2.3. Descrierea ecuatiei diferentiale a mediilor
neliniare dispersive

Un exemplu de relatie dinamica neliniara dintre P(¢) si E(t) descrisd de o
ecuatie diferentiald este relatia:

d>p dP
i +0E+Q§P+@§soxobP2 =05E 1o E (7.13)
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unde ©,®,,%,si b sunt constante. In afara de termenul neliniar wge,y,bP>,

aceastd ecuatie descrie un mediu in care fiecare atom este descris de modelul
oscilatorului armonic al unui electron de masd m supus la un camp electric care da

A . . dx
forta e- E, o fortd de franare elasticd —kx si o forta de frecare m Gd— ,unde x este
t

1/2
deplasarea electronului de la pozitia lui de echilibru si ©, = (—j este frecventa
m
unghiulard de rezonantd. Mediul este atunci liniar si dispersiv cu susceptibilitatea
liniara
2
©o

(@) = %o (7.14)

(030 - 03)2 +ioc

Cand forta de franare (sau de atractie) este o functie neliniard de deplasare,
— kx — kpyx?, unde k si k, sunt constante, avem un oscilator anarmonic descris de
ecuatia (7.13), unde b este proportional cu k5 . Atunci, mediul este neliniar.

Ecuatia (7.13) nu poate fi rezolvatd exact. Totusi, dacd termenul neliniar
este mic, o abordare iterativd conduce la o solutie aproximativd. Scriem pe (7.13)
sub forma:

AAP(t)} = £(¢) - bP2(1), (7.15)

~1( 42 . S .
unde ¥ = ((028 % ) a7y csi + o2 | este operator diferential liniar. Solutia
0¢0A0 dt2 dr 0 3 3
iterativd a ecuatiei (7.15) este descrisd prin urméitoarele trepte:

(1°) Se giaseste in aproximatia de primul ordin Pl(t) prin neglijarea

termenului neliniar HP? (t) din ecuatia (7.15) si se rezolva ecuatia liniard

LR (o)}~ E); (7.16)
(2°) Se foloseste aceasta solutie aproximativd pentru a determina termenul
2.

neliniar mic bR (¢)” ;
(3°) Se obtine o aproximatie de ordinul doi prin rezolvarea ecuatiei (7.15) cu
teremnul bP(t)2 inlocuit cu bP,(¢)°. Solutia ecuatiei liniare rezultati este notati cu
Py(e),
3{P2 (t)} = E(t)— bP’ (t) ;0 (7.17) Sistem linear
(4°) Se repeta procesul  E() g X(©) P(r)
pentru a obtine o aproximatie de

ordinul al treilea dupd cum se 5
ilustreaza pe diagrama bloc din bP=(t) P@)

figura 7.2. Fig. 7.2.
Examindm, mai intai, cazul

special al luminii monocromatice, E(t)z Re{E (co)exp[i(x)t]}. La prima iteratie
R(t)= Re{Pl(c))exp[imt]}, unde A (0) = gyy(®)E(w) si x(o) este dat de (7.14). In
a doua iteratie, sistemul liniar este condus de o forta
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E(t)-bP(t)= Re{E(oa)exp[i(ot] = b[Re{sox(m)exp[iu)t] }

F-
= Re{E(m)exp[ioot] }— %bRe[gox(oo)E(co)]2 exp[Zi(nt] - %b|£0x(oo)E(mY.

Deoarece acesti trei termeni au frecventele ®,2m si 0, sistemul liniar

Py(¢) la frecventa 2 are o amplitudine P (2w) = sox(Zw){—%b[sox(m)E (w)]z}.
Deoarece P20) = d(2w; o, ®) E(0)E(w), se deduce ci:
d2w;o,0) = - % bs(z) [X(u))]z 1(20). (7.18)

Regula lui Miller stabileste ca coeficientul neliniaritatii de al doilea ordin
pentru generarea unei unde de frecventd w3 = ®; + ®, din doud unde de frecvente

neliniare la cele trei frecvente. Astfel, se aratd ca pentru un mediu liniar rezonant
descris de ecuatia (7.13), dacd lumina este o suprapunere de doud unde
monocromatice de frecvente unghiulare ®; si ®,, aproximatia de ordinul al doilea
descrisa de (7.16) si (7.17) conduce la o componentd a polarizatiei la frecventa
o3 = @ + o, cuamplitudinea Py(m3) = = 2d(w3; @, ®; )E(o; )E(o, ), unde

d(o3; 01, 0y) = —%bs% 1) x(e)x(o3), (7.19)

aceasta fiind cunoscutd sub denumirea de regula Iui Miller. Cele trei frecvente
trebuie prin urmare legate In interiorul ferestrei transmisiei optice a mediului
(departe de rezonantd). Dacé aceste frecvente sunt mult mai mici decat frecventa de
rezonantd o, atunci (7.14) dé x(oo) = Yo Siexpresia (7.19) conduce la

d(03; 01,0,) = —%bs(% 13 (7.20)

care este indepenedentd de frecventd. Mediul este atunci aproximativ nedispersiv si
rezultatele obtinute in sectiunile in care dispersia a fost neglijatd sunt aplicabile.
Regula lui Miller ne indicd, de asemenea, cd materialele cu indice de refractie mare
(o mare) tind s& aibd pe d mare.



