
6. TEORIA UNDEI CUPLATE 

Teoria undei cuplate(1) contribuie la o analizå cantitativå mai exactå asupra 
amestecului a trei unde într-un mediu optic neliniar. Pentru o simplificare a analizei, 
nu sunt considerate în acest capitol efectele de dispersie ¿i de anizotropie. 

6.1. Teoria undei cuplate pentru amestecul a trei unde 

Se va prezenta teoria undei cuplate pentru amestecul a trei unde într-un 
mediu optic neliniar de al doilea ordin. 

6.1.1. Ecua¡iile undei cuplate 

Propagarea unei unde electromagnetice într-un mediu neliniar de al doilea 
ordin este guvernatå de ecua¡ia undelor neliniarå 
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este privitå ca o surså de radia¡ie, iar 

 22dEPNL =        (6.3) 
este componenta neliniarå a polariza¡iei. 
 Câmpul ( )tE  este o suprapunere a trei unde de frecven¡e unghiulare 21 ,ωω  

¿i 3ω  ¿i de amplitudini complexe 21 , EE  ¿i, respectiv 3E : 
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(1) B.E.A. Saleh, M.C. Teich, Fundamentals of photonics, John Wiley & Sons, Inc.,              
New York-Chichester-Brisbane-Toronto-Singapore, (1991) 



6. Teoria undei cuplate 

 

151 

Se convine ca (6.4) så se scrie în formå compactå: 

( ) [ ]∑
±±±=

ω=
3,2,1

exp
2
1

q
qq tiEtE  ,               (6.5) 

unde qq ω−=ω  ¿i *
qq EE =− . 

 Polariza¡ia corespunzåtoare ob¡inutå prin substituirea în rela¡ia (6.3) a 
expresiei (6.5) este o sumå de 36 termeni: 
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¿i sursa de radia¡ie corespunzåtoare 
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care este suma componentelor armonice de frecven¡e ce sunt sume diferen¡e ale 
frecven¡elor originale 21 ,ωω  ¿i 3ω . 

A. Forma ecua¡iilor 

 Acum, substituind rela¡iile (6.5) ¿i (6.7) în ecua¡ia (6.1) se ob¡ine o singurå 
ecua¡ie diferen¡ialå cu mul¡i termeni, dintre care fiecare este o func¡ie armonicå de 
aceea¿i frecven¡å. Dacå frecven¡ele 21 ,ωω  ¿i 3ω  sunt distincte, putem separa 
aceastå ecua¡ie în trei ecua¡ii diferen¡iale prin termenii ecua¡iei de ambele pår¡i ale 
ecua¡iei (6.1) ¿i la fiecare din frecven¡ele 21 ,ωω  ¿i 3ω  separat. Rezultatul este dat 
sub forma a trei ecua¡ii Helmholtz cu surse: 
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unde 0
qS  este amplitudinea componentei lui S  cu frecven¡a qω  ¿i 

3,2,1, =
ω

= q
c

nk q
q . Fiecare din amplitudinile complexe ale celor trei unde satisfac 

ecua¡ia Helmholtz cu o surså egalå cu componenta lui S  la frecven¡a ei. În anumite 
condi¡ii, sursa pentru o undå depinde de câmpul electric al celorlalte douå unde, 
astfel încât cele trei unde sunt cuplate. 
 Se observå cå în absen¡a neliniaritå¡ilor ( )0=d , se anuleazå termenul surså, 
S , cele trei unde satisfåcând ecua¡ia lui Helmholtz individual, una independent de 
celelalte douå, dupå cum se constatå în optica liniarå. 
 Dacå frecven¡ele 21 ,ωω  ¿i 3ω  nu sunt corespunzåtoare (o frecven¡å nu este 
suma sau diferen¡a celorlalte douå ¿i o frecven¡å nu este dublul celeilalte), atunci 
termenul surså S , nu con¡ine nici o componentå de frecven¡ele 21 ,ωω  sau 3ω . 

Atunci, componentele 0
1S , 0

2S  ¿i 0
3S  se anuleazå ¿i cele trei unde nu interac¡ioneazå. 

 Pentru ca cele trei unde så fie cuplate prin mediu, frecven¡ele lor trebuie så fie 
corespunzåtoare. Så presupunem, de exemplu, cå o frecven¡å este suma celorlalte douå, 
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213 ω+ω=ω ,                 (6.9) 
care este condi¡ia de acord de frecven¡å. Sursa S  va con¡ine, în acest caz, 
componente la frecven¡ele 21 ,ωω  ¿i 3ω . Examinând cei 36 de termeni din (6.7), se 
ob¡in expresiile: 
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Se observå cå sursa pentru unda 1 este propor¡ionalå cu *0
2

0
3 EE , deoarece 

231 ω−ω=ω , undele 2 ¿i 3 contribuind împreunå la cre¿terea undei 1. În mod 

asemånåtor, sursa pentru unda 3 este propor¡ionalå cu 0
2

0
1 EE , deoarece 

213 ω+ω=ω , astfel încât undele 1 ¿i 2 se combinå pentru a amplifica unda 3 
¿.a.m.d. Astfel, cele trei unde sunt cuplate sau mixate de mediu într-un proces 

descris de trei ecua¡ii diferen¡iale cuplate în 0
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Ecua¡iile (6.11) se numesc ecua¡iile cuplate pentru amestecul a trei unde. 
 Ecua¡iile (6.11) sunt valabile numai când frecven¡ele 21 ,ωω  ¿i 3ω  sunt 
distincte. Considerând cazul amestecului a trei unde degenerate, pentru care 

ω=ω=ω 21  ¿i ω=ω 23 , astfel încât existå douå în loc de trei unde, cu amplitudinile 
0
3

0
1  şi EE . Se poate aråta cå aceste unde satisfac ecua¡ia Helmholtz cu sursele: 
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astfel încât ecua¡iile undei cuplate sunt 
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Se observå cå ecua¡iile (6.13) nu se pot ob¡ine din ecua¡iile (6.11) prin substituirea 
lui 21 EE = , factorul 2 fiind absent în (6.13 b). 

B. Amestecul a trei unde plane uniforme colineare 

Se presupune cå cele trei unde sunt unde plane care se propagå în direc¡ia z  

cu amplitudinile complexe [ ]zikAE qqq −= exp0 , anvelopele complexe qA  ¿i 

numerele de undå 
c

k q
q

ω
= , unde .3,2,1=q  Este convenabil så se normeze 

amplitudinile complexe prin definirea variabilelor 
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liber ¿i qωh  este energia unui foton de frecven¡å unghiularå qω . Astfel, se ob¡ine: 

 ( ) [ ] .3,2,1,expa2 2/1 =−ω= qzikZE qqqq h    (6.15) 

¿i intensitå¡ile celor trei unde vor fi: 
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Densitå¡ile fluxului de fotoni (fotoni 21ms −− ) asociate cu aceste unde sunt: 
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Se observå cå variabilå qa  reprezintå anvelopa complexå a undei q , dimensionatå 

astfel încât 
2

a q  este densitatea fluxului de fotoni. Aceastå dimensionare este 

convenabilå deoarece procesul de mi¿care a undelor trebuie så fie guvernat de 
conservarea numårului de fotoni. 
 Ca rezultat al interac¡iei dintre cele trei unde, anvelopele complexe qa  

variazå cu z , adicå, ( )zqq aa = . În cazul unei interac¡iuni slabe, ( )zqa  variazå lent 

cu z , astfel încât pot fi presupuse aproximativ constante pe o distan¡å a ordinului 
lungimii de undå. Aceasta ne conduce la folosirea aproxima¡iei anvelopei lent 
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Cu aceastå aproxima¡ie ecua¡iile (6.11) se reduc la o formå mai simplå 
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acestea purtând numele de ecua¡iile cuplate pentru amestecul a trei unde. În 
ecua¡iile (6.19) s-au introdus mårimile: 

 23
321

2 2 dZg ωωω= h       (6.20) 
¿i eroarea în condi¡ia de acord de fazå 

 123 kkkk −−=∆ .      (6.21) 
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Prin urmare, varia¡iile marimilor 321 a  şi a,a  cu z  sunt guvernate de ecua¡iile 
diferen¡iale de primul ordin cuplate (6.19), care urmeazå så fie rezolvate ¡inând 
seama de diferitele condi¡ii la limitå corespunzåtoare aplica¡iilor respective. Înså, 
este folositor ca mai întâi så deducem anumi¡i invarian¡i ai procesului de mi¿care a 
undelor. Ace¿ti invarian¡i sunt func¡ii de 321 a  şi a,a , fiind independen¡i de z . 
Invarian¡ii respectivi sunt folositori deoarece ei pot fi utiliza¡i pentru a reduce 
numårul de variabile independente. 

 Primul invariant se ob¡ine efectuând suma intensitå¡ilor 
2

a qqqI ω= h  

unde ,3,2,1=q  a celor trei unde guvernate de ecua¡iile (6.19) ¿i luând derivata în 

raport cu z . Astfel, rezultå cå suma 321 III ++  este invariantå fa¡å de z , adicå 
(avem conservarea energiei): 
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d
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321 =++ III
z

.        (6.22) 

 Al doilea invariant rezultå din conservarea numårului de fotoni (rela¡iile lui 
Manley — Rowe). Utilizând rela¡iile (6.19), rezultå 
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din care se ob¡in rela¡iile Manley — Rowe (4.45), care sunt deduse folosind 

conservarea numårului de fotoni. Ecua¡iile (6.23) implicå faptul cå 
2

3
2

1 aa +  ¿i 
2

3
2

2 aa +  sunt, de asemenea, invarian¡i ai procesului de mi¿care a undelor. 

6.1.2. Generarea armonicii a doua 

 Generarea armonicii a doua este un caz degenerat al amestecului a trei unde 
în care: 

 ω=ω=ω 21  ¿i ω=ω 23 .       (6.24) 
Astfel, au loc douå forme de interac¡ie: - doi fotoni de frecven¡å ω  se combinå 
pentru a forma un foton de frecven¡å ω2  (armonica a doua); - un foton de frecven¡å 
ω2  se despicå în doi fotoni, fiecare de frecven¡å ω . 

 Interac¡ia a douå unde este descriså de ecua¡iile Helmholtz cu surse. 
Conservarea impulsului cere ca: 

 13 2kk = .         (6.25) 

A. Ecua¡iile undei cuplate pentru generarea armonicii a doua 

 Aplicând aproxima¡ia anvelopei lent variabile (6.18) la ecua¡iile lui 
Helmholtz (6.13), care descriu douå unde colineare în cazul degenerat, conduce la: 
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unde 
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 13 2kkk −=∆        (6.27) 
¿i 

 2332 4 dZg ω= h .      (6.28) 
 Mai departe, presupunând douå unde colineare cu acordul de fazå perfect 
( ) 0=∆k , ecua¡iile (6.26) se reduc la: 

*
13

1 aa
d
da ig
z

−=        (6.29 a) 

¿i 

11
3 aa

2d
da gi
z

−= ,      (6.29 b) 

care sunt ecua¡iile cuplate pentru generarea armonicii a doua. La intrarea în aparat 
( )0=z  amplitudinea undei armonicii a doua este presupuså nulå, adicå, ( ) 00a 3 = , 

¿i unda fundamentalå, ( )0a1 , este presupuså realå. Cu aceste condi¡ii la limitå ¿i 

folosind rela¡ia pentru conservarea numårului de fotoni 

       ( ) ( ) constanta2a 2
3

2
1 =+ zz , 

ecua¡iile (6.29) au solu¡iile: 

 ( ) ( ) ( )
2
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11
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¿i 
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În consecin¡å, densitå¡ile fluxurilor de fotoni ( ) ( ) 2
11 a zz =Φ  ¿i 

( ) ( ) 2
33 a zz =Φ  evolueazå în concordan¡å cu  

 ( ) ( ) 

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unde 
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2
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2
1g=γ , 

adicå 

( ) ( ) ( ) ( )0808020a2 1
232

1
332

1
22

1
22 IZdZdgg ω=Φω=Φ==γ h .  (6.32) 

 Deoarece 1tghsech 22 =+ xx , ( ) ( ) ( )02 131 Φ=Φ+Φ zz  este constant, 

indicând faptul cå la fiecare pozi¡ie z , fotonii undei 1 sunt converti¡i jumåtate ¿i 
chiar mai mul¡i în fotoni ai undei 3. Scåderea lui ( )z1Φ  ¿i cre¿terea lui ( )z3Φ  cu z  

sunt aråtate în figura 6.1. 
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 În figura 6.1. este reprezentat procesul de generare a armonicii a doua: o 
undå de frecven¡å ω  incidentå pe un cristal neliniar geneeazå o undå de frecven¡å 
ω2  (figura 6.1 a); doi fotoni de frecven¡å ω  se combinå pentru a da un foton de 

frecven¡å ω2  (figura 6.1 b); când densitatea de flux fotonic ( )z1Φ  al undei 

fundamentale descre¿te, densitatea de flux de fotoni ( )z3Φ  ai undei armonicii a 

doua cre¿te ¿i, deoarece numårul de fotoni se conservå, suma 
( ) ( ) ( )02 131 Φ=Φ+Φ zz  este o constantå (figura 6.1 c). 

 

 
Fig. 6.1. 

 
 Eficien¡a generårii armonicii a doua pentru o regiune de interac¡ie de 
lungime L , este: 
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Pentru Lγ  mare (celulå lungå, intensitate la intrare mare sau parametru neliniar 
mare), eficien¡a se apropie de 1. Aceasta semnificå faptul cå întreaga putere de 
intrare (la frecven¡a ω ) a fost transformatå în putere la frecven¡a ω2 ; to¡i fotonii la 
intrare de frecven¡å ω  sunt converti¡i jumåtate sau în numår mai mare în fotoni de 
freven¡å ω2 . 
 Pentru valori mici ale lui Lγ  (lungimea L  a aparatului micå, parametru 

neliniar d  mic sau densitatea fluxului de fotoni la intrare, ( )01Φ , micå), argumentul 
func¡iei htg  este mic ¿i, prin urmare, se poate folosi aproxima¡ia xh ≈tg  . Atunci, 
eficien¡a generårii armonicii a doua este: 
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unde ( )AI 01=P  este puterea opticå incidentå ¿i A  este aria sec¡iunii transversale. 

Eficien¡a este propor¡ionalå cu puterea de intrare P  ¿i factorul 32 nd , care este o 

imagine a meritului folositå pentru compararea diferitelor materiale neliniare. 
Pentru o putere de intrare fixatå, P , eficien¡a este diredt propor¡ionalå cu factorul 

geometric AL2 . Pentru a maximiza eficien¡a este necesar så se confineze unda pe 

o arie A  cât mai micå ¿i så se creascå pe cât posibil lungimea de interac¡ie L . 
Aceasta se realizeazå cel mai bine cu ghiduri de undå (planare sau ghiduri canal 
sau fibre). 

B. Efectul acordului de fazå 

 Pentru a studia efectul acordului de fazå (sau impulsul), ecua¡iile generale 
(6.26) sunt studiate presupunând 0≠∆k . Pentru a simplifica lucrurile, ne vom 
limita la cazul cuplajului slab pentru care 1<<γL . În acest caz, amplitudinea undei 

fundamentale ( )z1a  variazå numai u¿or cu z  (figura 6.1 c) ¿i poate fi presupuså 

aproximativ constantå. Presupunând ( ) ( )0aa 11 ≈z  în (6.26 b) ¿i integrând, se 

ob¡ine: 
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     (6.36) 

pentru care 
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unde ( )0a1  este presupus real. Astfel, eficien¡a generårii armonicii a doua este: 
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 Efectul acordului de fazå se manifestå prin reducerea eficien¡ei generårii 

armonicii a doua printr-un factor 2

2

2

2
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Acest factor este egal cu unitatea pentru 
0=∆k  ¿i scade când k∆  cre¿te, atingând 

valoarea 4,02 2

≈






π

 când 
L

k π
=∆  ¿i 

anulându-se când 
L

k π
=∆

2
 (figura 6.2).  

 
 

Fig. 6.2. 
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Pentru un L  dat, acordul k∆  corespunzând la un factor de reducere a 
eficien¡ei prescris, este invers propor¡ional cu L , încât acordul de fazå devine 
mai stringent cu cre¿terea lui L . Pentru un acord de fazå dat, k∆ , lungimea 

 
k

Lc ∆
π

=
2

           (6.39 a) 

este o måsurå a lungimii maxime în interiorul cåreia generarea armonicii a doua 
este eficien¡å; cL , datå de (6.39), este adesea numitå lungimea coeren¡ei. 
Deoarece 
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22 nnk −







λ
π

=∆ ,              (6.40) 

unde 0λ  este lungimea de undå în spa¡iul liber al undei fundamentale ¿i 1n  ¿i 3n  
sunt indicii de refrac¡ie ai undelor fundamentalå ¿i armonica a doua, avem 

 
13
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2
nn

Lc −

λ

= ,           (6.39 b) 

adicå, lungimea coeren¡ei este invers propor¡ionalå cu 13 nn − , care este 

guvernat de dispersia materialului. 
 Toleran¡a procesului de interac¡ie la acordul de fazå poate fi privitå ca un 

rezultat al incertitudinii vectorului de undå 
L

k 1
∝∆  asociat cu confinarea undei 

în interiorul distan¡ei L . Incertitudinea impulsului corespunzåtor, 
L

kp 1
∝∆=∆ h , 

explicå violarea aparentå a legii conservårii impulsului în procesul de mi¿care a 
undei. 

6.1.3. Conversia frecven¡ei(2) 

Un convertor de cre¿tere a frecven¡ei (“a frequency up-convertor”), 
pentru care procesul este reprezentat în figura 6.3 (unde avem amestecul de unde         
(figura 6.3 a); interac¡iile fotonilor (figura 6.3 b) ¿i evolu¡ia densitå¡ilor 
fluxurilor de fotoni pentru unda de intrare ω  ¿i unda de frecven¡å crescutå 3ω , 

unda pompå 2ω  find consideratå constantå (figura 6.3 c)) converte¿te o undå de 

frecven¡å 1ω  într-o undå de înaltå frecven¡å 3ω  prin folosirea unei unde 

auxiliare de frecven¡å 2ω , numitå “pompå”. Un foton 2ωh  pentru unda pompå 

este adåugat la un foton 1ωh  pentru semnalul de intrare, formându-se un foton 

3ωh  al semnalului de ie¿ire al convertorului de frecven¡å înaltå (<<up-converted 

frequency>>) 213 ω+ω=ω . 

                                                 
(2) N. Bloembergen, Reviews of Modern Physics, 54, 685-695, (1982) 
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Fig. 6.3. 

 
Procesul de conversie descris este guvernat de cele trei ecua¡ii cuplate 

(6.19). Pentru a simplifica prezentarea, se presupune cå cele trei unde sunt în acord 
de fazå ( )0=∆k  ¿i cå unda pompå este suficient de intenså astfel încât amplitudinea 
ei nu trebuie så se schimbe în mod apreciabil în interiorul distan¡ei de interac¡ie de 
interes, adicå, ( ) ( )0aa 22 ≅z  pentru orice z  dintre 0 ¿i L . Atunci, cele trei ecua¡ii 
(6.19) se reduc la douå: 

3
1 a

2d
ad γ

−= i
z

;            (6.41 a) 

1
3 a

2d
ad γ

−= i
z

,            (6.41 b) 

unde ( )0a2 2g=γ  ¿i ( )0a 2  este presupuså realå. Ecua¡iile diferen¡iale (6.41) au 
solu¡iile armonice 

 ( ) ( ) 





 γ=

2
cos0aa 11

zz            (6.42 a) 

 ( ) ( ) 





 γ−=

2
sin0aa 13

ziz .           (6.42 b) 

Densitå¡ile fluxurilor de fotoni corespunzåtoare sunt: 

 ( ) ( ) 





 γΦ=Φ

2
cos0 2

11
zz           (6.43 a) 

¿i 

 ( ) ( ) 





 γΦ=Φ

2
sin0 2

13
zz .          (6.43 b) 

Dependen¡a densitå¡ilor fluxurilor de fotoni ( )z1Φ  ¿i ( )z3Φ  de z  este reprezentatå 
în figura 6.3 c. Fotonii sunt schimba¡i peiodic între cele douå unde. Astfel, în 
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regiunea dintre 0=z  ¿i 
γ
π

=z , fotonii de intrare cu frecven¡a 1ω  se combinå cu 

fotonii pompei de frecven¡å 2ω  ¿i genereazå fotonii de frecven¡å crescutå 3ω  
(<<up-converted>>). Unda 1 este, prin urmare, atenuatå, pe când unda 3 este 
amplificatå. În regiunea de la π=γz  la π=γ 2z , fotonii de frecven¡å 3ω  sunt mai 

abunden¡i. Ei se dezintegreazå în fotonii de frecven¡å 1ω  ¿i 2ω . Astfel unda 3 este 
atenuatå ¿i unda 1 este amplificatå. Procesul respectiv este repetat periodic în timp 
ce undele se propagå prin mediu. 
 Eficien¡a <<up-conversion>> pentru un aparat de lungime L  este 

 
( )
( ) 






 γ

ω
ω

=
2

sin
0

2

1

3

1

3 L
I
LI

.              (6.44) 

 Pentru 1<<γL  ¿i folosind rela¡ia (6.20), (6.44) devine 

 
( )
( ) ( ) ( )020

20 2
3222

32
22

1

3
2

1

3

1

3 IZdLLgL
I
LI

ω=Φ
ω
ω

=





 γ

ω
ω

≅ .          (6.45) 

din care, se ob¡ine 

 
( )
( ) 2

2

3

2
2
3

3
0

1

3 2
0

P
A
L

n
dZ

I
LI

ω= ,             (6.46) 

aceasta exprimând, în mod curent, eficien¡a la <<up-conversion>>. În expresia 
(6.45), A  este aria sec¡iunii transversale ¿i ( )AI 022 =P  este puterea undei pompå. 

Eficien¡å conversiei este propor¡ionalå cu puterea undei pompå, raportul AL2  ¿i 

parametrul de material 32 nd . 

6.1.4. Amplificarea ¿i oscila¡ia parametricå(3) 

A. Amplificatorul parametric 

           Amplificatorul parametric 
utilizeazå mixarea a trei unde 
într-un cristal neliniar pentru a 
produce câ¿tig optic (figura 6.4a). 
În figura 6.4 avem reprezentate: 
mi¿carea undelor (figura 6.4a); 
mixarea fotonilor (figura 6.4b) ¿i 
densitå¡ile fluxului de fotoni 
pentru semnal ¿i pentru idler 
(figura 6.4c), densitatea fluxului 
de fotoni al pompei fiind 
presupuså constantå.  

Procesul este guvernat de 
acelea¿i trei ecua¡ii cuplate (6.19), 

                                                 
(3) G.B. Whitham, Linear and nonlinear waves, John Wiley & Sons, Inc., New York, (1974) 

 

Fig. 6.4. 
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considerând undele: 
 - unda 1 care este “semnalul” care trebuie amplificat; el este incident pe 
cristal cu o intensitate micå ( )01I ; 
 - unda 3, numitå undå “pompå”, aceasta fiind o undå intenså pentru a 
asigura puterea de amplificat; 
 - unda 2, numitå “idler”, care este o undå auxiliarå creatå prin procesul de 
interac¡ie. 
 Ideea de bazå este cå un foton 3ωh  adus de pompå este despicat într-un foton 

1ωh , care amplificå semnalul ¿i un foton 2ωh , care creeazå “idlerul” (figura 6.4 b). 

 Presupunând acordul de fazå perfect ( )0=∆k  ¿i o pompå nevariabilå, 

( ) ( )0aa 33 ≅z , ecua¡iile undei cuplate (6.19) conduce la: 

*
2

1 a
2d

ad γ
−= i

z
            (6.46 a) 

¿i 

*
1

2 a
2d

ad γ
−= i

z
,            (6.46 b) 

unde ( )0a2 3g=γ  ¿i ( )0a 3  este real, γ  este de asemenea real ¿i ecua¡iile diferen¡iale 
(6.46) au solu¡iile: 

 ( ) ( ) 





 γ=

2
cosh0aa 11

zz            (6.47 a) 

¿i 

 ( ) ( ) 





 γ−=

2
sinh0aa 12

ziz .          (6.47 b) 

Densitå¡ile fluxurilor de fotoni corespunzåtoare sunt: 

 ( ) ( ) 





 γΦ=Φ

2
cosh0 2

11
zz           (6.48 a) 

 ( ) ( ) 





 γΦ=Φ

2
sinh0 2

12
zz .          (6.48 b) 

 Ambele fluxuri ( )z1Φ  ¿i ( )z2Φ  cresc monoton cu z , dupå cum se 
ilustreazå în figura 6.4 c. Aceastå cre¿tere se satureazå când nu se mai extrage 
energie suficientå de la pompå încât presupunerea cå pompa este nevariabilå nu mai 
este îndeplinitå. 
 Câ¿tigul total al unui amplificator de lungime L  este 

 
( )
( ) 






 γ=

Φ
Φ

=
2

cosh
0

2

1

1 LL
G              (6.49) 

Presupunând cå 1>>γL , avem 

 
[ ]
4

exp
4
1

2
exp

2
exp

2
LLLG γ

≈











 γ
−+



 γ= ,           (6.50) 

adicå, câ¿tigul cre¿te exponen¡ial cu Lγ . Coeficientul de câ¿tig 

 ( ) ( ) ( )0a220a2 3
2/13

3213 Zdg ωωω==γ h  
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devine 

 

2/1
3

3

2

21
3
08 








ωω=γ

An
dZ P

,             (6.51) 

care poartå numele de coeficient de câ¿tig al amplificatorului parametric.               
În expresia (6.51), ( )AI 033 =P  este puterea undei pompå ¿i A  este aria sec¡iunii 
transversale. 

B. Oscilatorul parametric 

Un oscilator parametric este 
construit prin prevederea reac¡iei ambele 
frecven¡e ale semnalului ¿i idlerului 
amplificatorului parametric, dupå cum se 
ilustreazå în figura 6.5, unde oscilatorul 
parametric genereazå luminå la frecven¡ele 

1ω  ¿i 2ω , iar pompa de frecven¡å 

213 ω+ω=ω  serve¿te ca surså de energie. 
Pentru a determina condi¡ia de oscila¡iei, câ¿tigul amplificatorului este egalat 

cu pierderile. În deducerea ecua¡iilor cuplate (6.46), care descriu amplificatorului 
parametric, nu au fost incluse pierderile. Aceste ecua¡ii pot fi modificate prin 
includerea fenomenologicå a termenilor de pierderi, ecua¡iile cuplate devenind: 

*
21

11 a
2

a
2d

da γ
−

α
−= i

z
      (6.52a) 

*
12

22 a
2

a
2d

da γ
−

α
−= i

z
      (6.52a) 

unde 1α  ¿i 2α  sunt coeficien¡ii de atenuare a puterii pentru undele semnal ¿i, 
respectiv, idler. Ace¿ti termeni reprezintå pierderile prin împrå¿tiere ¿i absorb¡ie în 
mediu ¿i pierderile la oglinzile rezonatorului (figura 4.15) distribuite de-a lungul 
lungimii cristalului, ca în cazul laserelor. În absen¡a cuplajului ( )0=γ , ecua¡ia 
(6.52a) conduce la: 

( ) ( )0a
2

expa 1
1

1 ⋅



 α
−=

zz  ¿i ( ) [ ] ( )0exp 111 Φ⋅α−=Φ zz ,  (6.53) 

adicå, fluxul de fotoni se “dezintegreazå” la rata 1α . Ecua¡ia (6.52 b) conduce la un 
rezultat similar. 

Solu¡ia stårii sta¡ionare a ecua¡iilor (6.52) este ob¡inutå din ecua¡iile:  
*
2110 aia γ+α=       (6.54 a) 

¿i 
*
1220 aia γ+α=       (6.54 b) 

Ecua¡ia (6.54 a) ne då 

        
1

*
2

1

a
a

α
γ

−= i  

¿i conjugata ecua¡iei (6.54 b) conduce la 

 
Fig. 6.5. 
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γ
α

=
i*

2

1

a
a

, 

astfel încât pentru o solu¡ie netrivialå, 
γ
α

−=
α
γ

− 2

1
ii , din care se ob¡ine: 

21
2 αα=γ .       (6.55) 

Dacå α=α=α 21 , condi¡ia de oscila¡ie devine α=γ , adicå, coeficientul de 
câ¿tig al amplificatorului este egal cu coeficientul de pierderi. Deoarece 

( )0a2 3g=γ , amplitudinea pompei trebuie så fie ( )
g2

0a3
α

≥ , iar fluxul de fotoni 

corespunzåtor ( ) 2

2

3 4
0

g
α

≥Φ . Substituind pe g  din (6.20), ob¡inem: 

( ) 23
321

2

3 8
0

dZωωω
α

≥Φ
h

.     (6.56) 

Astfel, intensitatea de pompaj minimå ( )033Φωh  sau intensitatea de pompaj 
de prag pentru oscila¡ia parametricå, este: 

( ) 23
021

32

3 8 dZ
nI prag ωω

α
= .      (6.57) 

Frecven¡ele de oscila¡ie 1ω  ¿i 2ω  ale oscilatorului parametric sunt 

determinate de condi¡iile de acord de frecven¡å ¿i de acord de fazå, 321 ω=ω+ω  ¿i, 

respectiv 332211 ω=ω+ω nnn . Solu¡ia acestor douå ecua¡ii conduce la 

21

23
31 nn

nn
−
−

ω=ω  ¿i 
12

13
32 nn

nn
−
−

ω=ω . Deoarece mediul este întotdeauna dispersiv, 

indicii de refrac¡ie sunt dependen¡i de frecven¡å, adicå ( ) ( )222111 , ω=ω= nnnn  ¿i 

( )333 ω= nn . Frecven¡ele de oscila¡ie pot fi acordate prin varierea indicilor de 
refrac¡ie, utilizând, de exemplu, controlul temperaturii. 

6.2. Teoria undei cuplate pentru amestecul a patru unde(4) 

6.2.1. Ecua¡iile undei cuplate 

Acum se vor deduce ecua¡iile diferen¡iale cuplate care descriu amestecul a 
patru unde într-un mediu neliniar de ordinul al treilea, utilizând o aproxima¡ie 
similarå cu cea utilizatå în cazul amestecului a trei unde. 

Cele patru unde constituie câmpul total: 

                                                 
(4) IEEE Journal of Quantum Electronics, vol. QE - 22, no. 8 (1986) 
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( ) [ ]{ } [ ]∑∑
±±±±==

ω=ω=
4,3,2,1

0

4,3,2,1

0 exp
2
1expRe

q
qq

q
qq tiEtiEtE ,  (6.58) 

care se propagå într-un mediu care se caracterizeazå prin polariza¡ia neliniarå 
( ) ( )tEPNL

334χ= .      (6.59) 
Sursa corespunzåtoare a radia¡iei 

         2

2

0 t
PS

∂
∂

µ−=  

este, prin urmare o surså de 51283 =  termeni, adicå: 

( ) ( ) ( )[ ]∑
±±±±=

ω+ω+ωω+ω+ωχµ=
4,3,2,1,,

0003
0 exp

2
1

rpq
rpqrpqrpq tiEEES  . (6.60) 

Substituind pe (6.58) ¿i (6.60) în ecua¡ia (6.1) ¿i egalând termenii ecua¡iei la 
fiecare din cele patru frecven¡e 321 ,, ωωω  ¿i 4ω , se ob¡in patru ecua¡ii Helmholtz cu 
surse 

( ) 4,3,2,1;0022 =−=+∇ qSEk qqq     (6.61) 

unde 0
qS  este amplitudinea componentei lui ( )tS  la frecven¡a qω . 

Pentru ca cele patru unde så fie cuplate, frecven¡ele lor trebuie så fie 
corespunzåtoare. Mai departe, consideråm, de exemplu, cazul pentru care suma a 
douå frecven¡e este egalå cu suma celorlalte douå frecven¡e, adicå, avem condi¡ia de 
acord de frecven¡å 

2143 ω+ω=ω+ω  .      (6.62) 
Astfel, trei unde se pot combina ¿i crea o surså la frecven¡a a patra. Folosind 

pe (6.62), termenii din (6.60) la fiecare din cele patru frecven¡e sunt: 

( )













 ++++χωµ=

20
4

20
3

20
2

20
1

0
1

*0
2

0
4

0
3

32
10

0
1 22236 EEEEEEEES  (6.63a) 

( )













 ++++χωµ=

20
4

20
3

20
1

20
2

0
2

*0
1

0
4

0
3

32
20

0
2 22236 EEEEEEEES  (6.63b) 

( )













 ++++χωµ=

20
4

20
1

20
2

20
3

0
3

*0
4

0
2

0
1

32
30

0
3 22236 EEEEEEEES  (6.63c) 

( )













 ++++χωµ=

20
3

20
2

20
1

20
4

0
4

*0
3

0
2

0
1

32
40

0
4 22236 EEEEEEEES . (6.63d) 

 Prin urmare, fiecare undå este conduså de o surså cu patru componente. 
Primul termen este un rezultat al amestecårii celorlalte trei unde. De exemplu, 

primul termen din 1S , este propor¡ional cu *0
2

0
4

0
3 EEE  ¿i, prin urmare, reprezintå 

amestecul undelor 2, 3 ¿i 4 la creearea sursei pentru unda 1. Al doilea termen este 
propor¡ional cu amplitudinea complexå a undei înså¿i. De exemplu, al doilea termen 

din 1S  este propor¡ional cu 0
1E , astfel încât joaca rolul de modulator al indicelui de 

refrac¡ie ¿i, prin urmare, reprezintå efectul Kerr optic. 
 Rezultå cå este convenabil så se separe cele douå contribu¡ii la aceste surse 
prin definirea sursei 
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4,3,2,1;0
2

00 =⋅χ∆






 ω
+= Σ qE

c
SS qq

q
qq ,       (6.64) 

unde 

 ( ) *0
2

0
4

0
3

32
10

0
1 6 EEES χωµ=Σ      (6.65 a) 

 ( ) *0
1

0
4

0
3

32
20

0
2 6 EEES χωµ=Σ      (6.65 b) 

 ( ) *0
4

0
2

0
1

32
30

0
3 6 EEES χωµ=Σ      (6.65 c) 

 ( ) *0
3

0
2

0
1

32
40

0
4 6 EEES χωµ=Σ      (6.65 d) 

¿i 

( ) ( ) 4,3,2,1,26 3

0
=−χ

ε
=χ∆ qIIZ

qq .      (6.66) 

În expresia (6.66) avem: 
Z

E
I

q
q 2

20

= , care sunt intensitå¡ile undelor; 

4321 IIIII +++= , care este intensitatea totalå ¿i Z  este impedan¡a mediului. 
Aceasta ne ajutå så rescriem ecua¡iile Helmholtz (6.61) sub forma: 

( ) 4,3,2,1;0022 =−=+∇ ΣΣ qSEk qqq ,    (6.67) 

unde 

c
nk q
qq
ω

= ΣΣ        (6.68) 

¿i 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,231

26126

3
2

0

2/1
3

2
0

2/1
3

0

2









−χ

ε
+≈

≈







−χ

ε
+=








−χ

ε
+=Σ

q

qqq

II
n
Zn

II
n
ZnIIZnn

 (6.69) 

din care se ob¡ine rela¡ia rela¡ia pentru efectul Kerr optic 
( )qq IInnn −+≈Σ 22       (6.70) 

unde 

( )3
2

0

0
2

3
χ

ε
=

n
Zn ,       (6.71) 

care este identicå cu (5.8). 
Ecua¡ia Helmholtz pentru fiecare undå est modificata în doua moduri: 
1°− Se considerå o surså care reprezintå efectele combinate ale celorlalte trei 

unde. Aceasta poate conduce la amplificarea unei unde existente sau la emisia unei 
noi unde la frecven¡a aceea. 

2°− Se considerå cå indicele de refrac¡ie pentru fiecare undå este alterat, 
devenind o func¡ie de intensitå¡ile celor patru unde. 

Ecua¡iile (6.67) ¿i (6.65) conduc la patru ecua¡ii diferen¡iale cuplate care pot 
fi rezolvate, ¡inând seama de condi¡iile la limitå corespunzåtoare. 
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6.2.2. Amestecul a patru unde degenerate 

Acum se vor dezvolta ¿i rezolva ecua¡iile undelor cuplate în cazul 
degenerat pentru care toate cele patru unde au frecven¡ele 

ω=ω=ω=ω=ω 4321 . Ca ¿i în §5.12, douå dintre unde (undele 3 ¿i 4), numite 
unde de pompaj, sunt unde plane care se propagå în direc¡ii opuse, cu 
amplitudinile complexe: 

( ) [ ]rkiArE 333 exp −=  
¿i 

( ) [ ]rkiArE 444 exp −= , 

iar vectorii de undå corespunzåtori sunt lega¡i prin 34 kk −= . Intensitå¡ile lor 
sunt presupuse mult mai mari decât acelea ale undelor 1 ¿i 2, încât ele sunt 
aproximativ independente de procesul de interac¡ie, permi¡ând så se presupunå 
cå amplitudinile lor complexe 3A  ¿i 4A  sunt constante. Intensitatea totalå a 
celor patru unde este atunci aproximativ constantå 

 
[ ]

Z
AA

I
2

2
4

2
3 +

≈ . 

Termenii 12 II −  ¿i 22 II − , care guverneazå indicele de refrac¡ie Σn  pentru 
undele 1 ¿i 2 din (6.70) ¿i (6.71), sunt aproximativ egali cu I2  ¿i, prin urmare, 
sunt, de asemenea, constan¡i, astfel încât efectul Kerr optic este echivalent cu o 
schimbare constantå a indicelui de refrac¡ie. Efectul lui va fi prin urmare 
ignorat. 

Cu aceste presupuneri problema este reduså la o problemå a douå unde 
cuplate, 1 ¿i 2. Ecua¡iile (6.67) ¿i (6.65) conduc la  

( ) *0
2

0
1

22 EEk ξ−=+∇       (6.72 a) 

( ) *0
1

0
2

22 EEk ξ−=+∇       (6.72 b) 
unde 

( ) ( )
43

32
0

0
4

0
3

32
0 66 AAEE χωµ=χωµ=ξ       (6.73) 

¿i 

     
c
nk ω

= Σ , 

unde 
     Innn 22+≈Σ  

este o constantå. 
Astfel, cele patru ecua¡ii diferen¡iale cuplate neliniar au fost reduse la 

douå ecua¡ii cuplate liniare, fiecare dintre acestea având forma unei ecua¡ii 
Helmholtz cu un termen surså. Sursa pentru unda 1 este propor¡ionalå cu 
conjugata amplitidinii complexe a undei 2 ¿i sursa pentru unda 2 este 
propor¡ionalå cu comjugata amplitudinii complexe a undei 1. 
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6.2.3. Conjugarea de fazå(5),(6),(7) 

Se presupune cå undele 1 ¿i 2 sunt, de 
asemenea, unde plane care se propagå în direc¡ie 
opuså de-a lungul axei z, dupå cum se ilustreazå 
în figura 6.6. În aceastå figurå se reprezintå 
amestecul a patru unde degenerate, undele 3 ¿i 4 
fiind unde de pompaj intense care se propagå în 
direc¡ii opuse. Unda 1 (unda de probå) ¿i unda 2 
(unda conjugatå) se propagå de asemenea în 
direc¡ii opuse ¿i au amplitudinile crescåtoare. 

Astfel, avem: 
 [ ]ikzAE −= exp11   (6.74 a) 

¿i 
[ ]ikzAE exp22 = .  (6.74 b) 

Presupunerea fåcutå este consistentå cu condi¡ia 
de acord de fazå, deoarece 

 4321 kkkk +=+ .      (6.75) 
 Substituind expresia (6.74) în rela¡iile (6.72) ¿i folosind aproxima¡ia 
anvelopei lent variabile, (6.74) va reduce ecua¡iile (6.72) la douå ecua¡ii diferen¡iale 
de primul ordin: 

 *
2

1

d
d Ai
z
A

γ−=        (6.76 a) 

¿i 

 *
1

2

d
d

Ai
z
A

γ= ,       (6.76 b) 

unde 

 ( )
43

303
2

AA
n
Z

k
χ

ω
=

ξ
=γ

Σ
       (6.77) 

este un coeficient de cuplaj. 
 Pentru simplificare, presupunem cå 43AA  este real, încât γ  este real. Solu¡ia 

ecua¡iilor (6.76) este datå, atunci, de douå armonice ( )zA1  ¿i ( )zA2  defazate cu 90°. 
Dacå mediul neliniar se extinde pe distan¡a dintre planele Lz −=  ¿i 0=z , dupå 
cum este ilustrat în figura 6.6, unde 1 are amplitudinea ( ) iALA =−1  la planul de 

intrare ¿i unda 2 are amplitudinea zero la planul de ie¿ire, ( ) 002 =A . Cu aceste 
condi¡ii la limitå, solu¡ia ecua¡iilor (6.76) este 

 ( ) ( ) ( )z
L

A
zA i γ

γ
= cos

cos1      (6.78 a) 

¿i 
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(7) V.V. Shkunov, B.Ya. Zel’dovich, Scientific American, 253 (6), 54 — 59, (1985) 
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 ( ) ( ) ( )z
L

A
izA i γ

γ
= sin

cos

*

2      (6.78 b) 

 Amplitudinea undei reflectate la påtrunderea în plan, ( )LAAr −= 2 , este: 

 ( )LiAA ir γ−= tg* ,        (6.79) 

pe când amplitudinea undei transmise, ( )0tt AA = , este 

 ( )L
A

A i
t γ
=

cos
.         (6.80) 

 Ecua¡iile (6.79) ¿i (6.80) sugereazå câteva aplica¡ii: 
— Unda reflectatå este o versiune conjugatå a undei incidente. Aparatul ac¡ioneazå ca 
un conjugåtor de fazå (§5.1.1D). 

— Intensitatea reflectatå, ( )L
A

A

i

r γ= 2
2

2

tg , poate fi mai micå sau mai mare decât 1, 

corespunzând la atenuare si, respectiv la câ¿tig. Mediul poate ac¡iona, prin urmare, 
ca un amplificator la reflexie (o “oglindå amplificator”). 

— Transmitan¡a, ( )LA

A

i

t

γ
= 22

2

cos
1 , este totdeauna mai mare decât 1, astfel încât 

mediul ac¡ioneazå întotdeauna ca un amplificator al transmisiei. 

— Când 
2
π=γL , sau un multiplu impar de 

2
π , reflectan¡a ¿i transmitan¡a sunt 

infinite, indicând instabilitate. Aparatul este atunci un oscilator. 
 


