
3. TEORIA SUSCEPTIBILITÅºILOR NELINIARE 

3.1. Modelul lui Lorentz pentru susceptibilitå¡i 

¥n modelul lui Lorentz pentru susceptibilitate, se considerå cå electronii 
mediului sunt afecta¡i de for¡ele electrice externe care îi deplaseazå. Mi¿carea 
electronilor este restabilitå de for¡ele de atrac¡ie ¿i ca rezultat avem o mi¿care 
armonicå a electronilor în câmpul confinat datorat atomului ¿i for¡ei Coulomb care 
este produså de câmpul exterior. Aceastå mi¿care armonicå poate avea drept model 
oscilatorul armonic amortizat. 

¥n cazul opticii liniare, ecua¡ia de mi¿care pentru un oscilator armonic 
amortizat (cu constanta de amortizare γ ), undimensional, este: 
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unde câmpul electric este [ ]{ }tiEE ω= expRe  ¿i pozi¡ia electronului corespunzând 

abaterii de la echilibru este: [ ]{ }tirr ω= expRe . ºinând seama de aceste nota¡ii 
avem: 
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unde aproxima¡ia din ultima parte s-a ob¡inut considerându-se cå suntem aproape de 
rezonan¡å, 0ω≈ω . Polariza¡ia induså în mediu este: 
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Din expresia (3.4) ob¡inem: 
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adicå: 
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Partea realå a susceptibilitå¡ii, datå de expresia (3.6), este legatå de indicele 
de refrac¡ie n  al mediului, iar partea imaginarå, datå de expresia (3.7), are legåturå 
cu coeficientul de absorb¡ie. 

Se observå cå ecua¡ia (3.1) este identicå pår¡ii liniare a ecua¡iei (2.1), unde 
în loc de Γ  am folosit γ2 . 

¥n optica neliniarå mi¿carea electronului este consideratå ca un råspuns 
anarmonic la câmpurile electrice aplicate. Considerând un termen anarmonic de 

ordinul al doilea, 2rξ , ecua¡ia de mi¿care a unui oscilator devine acum: 
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Pentru ecua¡ia (3.8) se cautå o solu¡ie în serie de puteri: 
K+++= 321 rrrr ,      (3.9) 

cu j
jj Ear = , adicå 2

22
1

11 , EarEar ==  etc.... Så substituim acum pe 21 rrr +=  în 

ecua¡ia (3.8) ¿i så separåm termenii de aceea¿i putere a lui E , rezultând: 
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pentru E  de primul ordin ¿i 
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pentru E  de al doilea ordin. Expresiile (3.10) ¿i (3.11) au fost ob¡inute neglijând 

termenii de puteri superioare lui 2E . 
¥n general forma pentru câmp va fi: 

( ) [ ]∑ ω−ω= tiEE nn exp .     (3.12) 
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Solu¡ia ecua¡iei (3.10), dupå ce înlocuim pe 
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¿i E  este dat de rela¡ia (3.12), este: 
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Acum, calculåm pe 2
1r  din (3.13) ¿i îl introducem în (3.11), rezultând 
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unde s-a ¡inut seama de rela¡ia: 

 ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )[ ]tiEEtiE mnmnnn ω+ω−ωω=ωω ∑∑∑ expexp 2
 

 Astfel, se observå cå folosind modelul simplu al electronului ca oscilator se 
poate ob¡ine o rela¡ie pentru susceptibilitatea neliniarå. ¥ntr-adevår, polariza¡ia poate 
fi scriså ca o serie de termeni neliniari de ordine înalte: 

 kPP = , cu kk reNP −= .     (3.15) 
Atunci, vom avea: 
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care, ¡inând seama de (3.15), conduc la susceptibilitå¡ile: 
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Susceptibilitatea de ordinul doi poate fi scriså ca func¡ie de trei 

susceptibilitå¡i de primul ordin, exprimându-se prin produsul acestora, una la 
frecven¡a nω , cea de-a doua la frecven¡a mω  ¿i cea de-a treia la frecven¡a mn ω+ω , 
adicå: 
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¥n ecua¡iile (3.6), (3.7), (3.18), (3.19) ¿i (3.20), 0ω  reprezintå “modurile 
proprii” ale mediului. Aceste moduri corespund la ståri proprii ¿i pot fi calculate cu 
ajutorul teoriei cuantice. ¥n cazul în care mω≈ω0  are loc o “cre¿tere rezonantå”, 
adicå, o cre¿tere a susceptibilitå¡ilor ca rezultat al comportårii rezonante a mediului. 
Chiar o rezonan¡å la suma de frecven¡e va contribui la susceptibilitate. 
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3.2. Teoria cuanticå a susceptibilitå¡ilor neliniare(1) 

3.2.1. Formalismul lui Schrödinger. Teoria semicuanticå.  
          Calculul amplitudinilor de probabilitate. 

Vom folosi ecua¡ia lui Schrödinger: 
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ca punct de plecare pentru a deduce susceptibilitå¡ile neliniare. ¥nså, aceastå tratare, 
bazatå pe proprietå¡ile func¡iei de undå atomice, va avea o valabilitate restrânså. ¥n 
particular, pentru procesele de relaxare la excitarea rezonantå rezultatul va fi valabil, 
înså, pentru o descriere mai exactå se recomandå formalismul matricei densitate. Se 
aminte¿te, de asemenea, cå teoria pe care o prezentåm este semiclasicå, deoarece 
câmpul electromagnetic nu este cuantificat. Se presupune cå toate proprietå¡ile 
atomilor pot fi descrise de func¡ia de undå, care este o solu¡ie a ecua¡iei lui 

Schrödinger (3.21), în care Hˆ  este hamiltonianul sistemului {atomi + câmp} care 
se poate exprima prin 

( )t1
0

ˆˆˆ HHH += ,      (3.22) 
cu 

( ) ( )tEt eµ−= ˆˆ1H       (3.23) 
¿i 

( ) ( ) [ ]∑ ω−ω=
n

nn tiEtE exp ,     (3.24) 

unde 0̂H  reprezintå hamiltonianul pentru atomul liber ¿i ( )t1ˆH  hamiltonianul care 

descrie interac¡ia atomului cu câmpul electromagnetic extern ( )tE , acesta fiind scris 
sub forma unei dezvoltåri dupå componentele de frecven¡å. Pentru a rezolva ecua¡ia 
(3.21) prin metoda perturba¡iilor, scriem hamiltonianul sub forma: 

 ( )t1
0
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unde λ  este un parametru care variazå continuu ¿i o solu¡ie pentru func¡ia de undå 
se poate scrie sub forma unei serii de puteri: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) K+ψλ+ψλ+ψ=ψ trtrtrtr ,,,, 2210   (3.26) 
¥n împrejurårile actuale o solu¡ie este cerutå pentru fiecare valoare a lui λ  ¿i to¡i 

termenii în Nλ  satisfac ecua¡ia separat. Introducând func¡ia de undå (3.26) în ecua¡ia 
(3.21) se ob¡ine sistemul de ecua¡ii: 

                                                 
(1) R.W. Boyd, Nonlinear optics, Academic Press, Boston, (1992) 
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 Presupunem cå ini¡ial atomul este în starea lui de bazå g , reprezentatå 

printr-o solu¡ie datå de 0̂H : 
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Func¡iile proprii corespunzåtoare energiei pentru atomul liber formeazå o serie 
completå ¿i aceastå serie este acum folositå ca bazå pentru descrierea func¡iilor de 
undå de ordin mai înalt: 
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¥n expresia (3.29), amplitudinea ( )tN
p
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de ordinul N  atomul så fie in starea proprie p  la momentul t . Introducând pe 

(3.29) în expresia (3.27) se ob¡ine o serie de ecua¡ii pentru amplitudini 
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Multiplicând pe (3.30) la stânga cu *
mu  ¿i folosind rela¡ia de ortonormare 

 ( ) ( )∫ δ= mnpm rruru 3* d ,     (3.31) 

rezultå ecua¡iile dinamice pentru amplitudinile de probabilitate: 
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unde s-au folosit defini¡iile  

 ∫== ruuuu nmnmmp
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¿i 
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Dacå din ecua¡ia (3.32) se deduce amplitudinea de ordinul 1−N , ea poate fi folositå 
de-a dreptul pentru a calcula amplitudinea de ordinul N  prin integrare: 

 ( ) ( ) [ ] 'd'exp'a'1a )1(1)( ttitt
i mp

N
p

t

mp
N

m ω= −

∞−
∫ Hh

.   (3.35) 

 Pentru ,...,3,2,1=N  ecua¡ia (3.35) reprezintå o serie de ecua¡ii dinamice, cu 
ajutorul cårora se pot ob¡ine toate amplitudinile de orice ordin. Func¡iile de undå 
rezultate vor guverna comportarea atomilor sub influen¡a câmpului de radia¡ie. Ca 
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punct de plecare se considerå cå atomul se aflå la momentul ini¡ial în starea de bazå, 
adicå: 

 pgp δ=)0(a .       (3.36) 

Aceastå func¡ie delta se va introduce în ecua¡ia integralå (3.35). Folosind defini¡iile 
de mai înainte avem: 
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¿i momentul de dipol al tranzi¡iei 
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Introducând pe (3.37) ¿i (3.38) în (3.35) ¿i ¡inând seama de (3.36), integrala (3.35) 
este u¿or de evaluat, presupunând cå la −∞=t  nu avem nici o contribu¡ie. Astfel, 
ob¡inem: 
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Acum, amplitudinea perturba¡iei de primul ordin este folositå pentru a o deduce pe 
cea corespunzåtoare celui de-al doilea ordin, tot prin integrarea lui (3.35), rezultând 
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Acela¿i procedeu ne conduce la amplitudinile de ordinul trei: 
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¿.a.m.d. 
 Prin aceastå deducere a amplitudinilor de probabilitate s-a ob¡inut, de fapt, 
dependen¡a de timp a func¡iilor de undå sub influen¡a câmpului extern, adicå, 
råspunsul mediului pânå la ordinul trei. Urmeazå ca acum så se evalueze func¡iile 
susceptibilitå¡ii care reprezintå acest råspuns. 

3.2.2. Susceptibilitatea de primul ordin (Susceptibilitatea liniarå) 

 ¥n paragraful anterior a fost determinatå func¡ia de undå a sistemului. ¥n 
dezvoltarea perturba¡iei λ  se pune egal cu 1 ¿i ψ  rezultå din ecua¡iile (3.26) ¿i 
(3.29). Valoarea speratå (media) a momentului de dipol electric este datå de 
expresia: 

 ψµψ= eep ˆˆ .      (3.42) 

 Contribu¡ia ordinului cel mai scåzut la acest moment de dipol, adicå cel 
linear în amplitudinea câmpului este atunci: 

 )0()1()1()0()1( ˆˆˆ ψµψ+ψµψ= eeep .    (3.43) 
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Func¡ia de undå de ordinul zero este datå de (3.38), iar func¡ia de undå de primul 
ordin de (3.29), dupå ce se introduce amplitudinea de primul ordin calculatå prin 
(3.39). Substituind rezultatele respective în (3.43), se ob¡ine: 
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         (3.44) 
Ecua¡ia (3.44) include o sumare dupå toate frecven¡ele câmpului pozitive ¿i 
negative. De altfel, avem permiså posibilittaea frecven¡elor complexe. ¥n termenul al 
doilea al expresiei (3.44), frecven¡a câmpului este înlocuitå cu contrapartea negativå, 
care este permiså deoarece toate combina¡iile de frecven¡e posibile apar în sumåri. 
Rela¡ia (3.44) este aplicatå pentru frecven¡e negative. Atunci, în loc de (3.44), 
rezultå: 
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Rezultatul (3.45) poate fi folosit pentru calculul susceptibilitå¡ii lineare.  
Polariza¡ia macroscopicå este: 
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unde ultima parte este o dezvoltare a polariza¡iei în componente Fourier. Se noteazå 
cå polariza¡iile deduse mai sus au un caracter vectorial. Ecua¡ia (3.45) include un 
produs scalar al momentului de dipol electric ¿i vectorului câmp electric care este un 
scalar, fiecare scalar fiind multiplicat cu momentul de dipol, care este un vector. 
Dacå polariza¡ia liniarå este definitå prin rela¡ia: 

 ( )∑ ωχ=
k

pkjkj E)1()1(P ,      (3.47) 

se ob¡ine urmåtoarea expresie pentru susceptibilitatea liniarå: 
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Primul termen este numit contribu¡ia rezonantå la susceptibilitate, iar al doilea 
contribu¡ia antirezonantå la aceasta. ¥n general, al doilea termen poate fi neglijat. 
Dacå g  reprezintå starea de bazå, ea nu poate deveni niciodatå rezonantå. ¥n figura 
3.1 contribu¡iile la susceptibilitatea linia-rå sunt reprezentate într-o a¿a numitå 
diagramå a energiei. ¥n figura 3.1 a avem contribu¡ia rezonantå la susceptibilitatea 
liniarå ¿i în figura 3.1 b avem contribu¡ia antirezonantå la aceasta. 
 Frecven¡ele reprezintå în mod formal o cantitate complexå în expresiile de 
mai sus. Dacå frecven¡ele sunt exprimate sub forma 
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Γ
−ω=ω ,              (3.49) 

atunci 0
mgω  este o frecven¡å a tranzi¡iei reale ¿i Γ  este rata de dezintegrare a 

nivelului superior m . Aceastå includere a amortizårii ¡ine seama doar de 

fenomenul referitor la efectele popula¡iei ci nu ¿i de procesele de defazare care nu 
sunt înso¡ite de transferul popula¡iei. Cu alte cuvinte, în limbajul RMN (rezonan¡ei 

 
              a)                     b) 

Fig. 3.1. 
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magnetice nucleare), rel¡ia (3.49) descrie numai procesele de relaxare spin-re¡ea, 
descrise prin timpul 2T . 

3.2.3. Susceptibilitatea neliniarå de ordinul al doilea 

Având func¡ia de undå ψ  cunoscutå pentru toate ordinele N , prin 
descrierea în func¡ie de amplitudinile dinamice (3.39) — (3.41), termenii polariza¡iei 
de ordin înalt pot fi dedu¿i. Introducând to¡i termenii care con¡in o contribu¡ie de 
ordinul al doilea în câmpul electric aplicat,  momentul de dipol de ordinul al doilea 
poate fi scris sub forma: 
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Introducând func¡iile de undå ¿i amplitudinile corespunzåtoare în (3.50), 
aceasta conduce la expresia: 
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Din nou, prin înlocuirea lui qω−  prin qω  in al doilea termen, care este 

permiså deoarece sumårile dupå p  ¿i q  sunt indpendente, ecua¡ia (3.51) se poate 
scrie sub forma: 
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Dacå, mai departe, similar cu ecua¡ia (3.46), polariza¡ia de al doilea ordin 
este definitå ¿i scriså într-o dezvoltare în serii Fourier, avem: 
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ºinând seama de acela¿i mers ca pentru expresia (3.47), o susceptibilitate de 

ordinul al doilea ( )2χ  intrå în expresia polariza¡iei neliniare 
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( )
∑∑ ωωωωω+ωχ=
kl pq

plqkqpqpjklj EEP ,,22 .          (3.54) 

Astfel, o expresie a susceptibilitå¡ii neliniare de ordinul al doilea se ob¡ine 
în aceea¿i manierå: 

( ) ( ) ( )( )∑

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
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+
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 ( )( ) ( )( ) .*** 





ω+ω+ωω+ω

µµµ
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ω−ω−ωω+ω

µµµ
+

qpmgqng
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  (3.55) 
 

Expresia (3.55) este simplificatå ca scriere prin includerea a¿a-numitului 
operator de permutare IP . Astfel, frecven¡ele pω ¿i qω  trebuie så fie permutate ¿i 

contribu¡iile incluse în expresia pentru ( )2χ . Indicii cartezieni j  ¿i l  vor fi 
permuta¡ii cu cei ai câmpurilor. Ecua¡ia (3.55) a fost scriså sub forma respectivå 
pentru a ne asigura cå expresia care rezultå ascultå de condi¡ia de simetrie la 

permutarea intrinsecå. Astfel, în expresia lui ( )2χ  apar ¿ase termeni. Cu folosirea 

operatorului de permutare IP , ( )2χ  poate fi scriså ca suma a trei termeni care pot fi 
exprima¡i fiecare ca o diagramå de energie (figura 3.2). 

 

     
                                    a)                               b)                           c) 

 
Fig. 3.2. 

3.2.4. Susceptibilitatea neliniarå de ordinul al treilea 

Deducerea susceptibilitå¡ii neliniare de ordinul al treilea se face în mod 
similar cu deducerea susceptibilitå¡ii neliniare de ordinul al doilea. Momentul de 
dipol electric de al treilea ordin va fi definit de expresia: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )031221303 ˆˆˆˆ ψµψ+ψµψ+ψµψ+ψµψ= eeeeep ,        (3.56) 

unde sunt re¡inu¡i termenii de ordinul al treilea în câmp electric. Calculele conduc la: 
( )

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
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( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]

( )( )( ) ( )[ ]+ω−ω+ω−
ω−ωω−ω−ωω−ω

ω⋅µω⋅µµω⋅µ
+ ti

EEE
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( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
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( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]

( )( )( ) ( )[ ] .exp***

***
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(3.57) 
 

 ¥nlocuind frecven¡ele negative prin contrapår¡ile lor pozitive, (3.57) devine 

 ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
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 Definind polariza¡ia neliniarå macroscopicå ¿i dezvoltând-o în 
componente Fourier: 

 ( ) ( ) ( )( ) [ ]∑ ω−ω==
s

ss tiPpN exp333P           (3.59) 

¿i scriind polariza¡ia neliniarå de al treilea ordin ca func¡ie de 
susceptibilitatea neliniarå de al treilea ordin ( )3χ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )pi
ij kpqr

qjrkpqrlkjieqpl EEEP ωωωωωωωχ=ω+ω+ω ∑ ∑ σ
(

)3()3( ,,, , (3.60) 

se ob¡ine urmåtoarea expresie pentru )3(χ : 
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         (3.61) 
 

unde, de asemenea, este folosit operatorul de permutare intrinsec. Ecua¡ia (3.61) 

con¡ine patru termeni, dar expresia completå pentru )3(χ  este scriså prin evaluarea 
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lui IP  ¿i ajunge så con¡inå 24 termeni. Ecua¡ia (3.61) poate fi examinatå în func¡ie 
de diagramele energiei expuse în figura 3.3. 
 

 
Fig. 3.3. 

 
Metoda generalå de calcul a susceptibilitå¡ilor neliniare de diferite ordine, cu 

luarea în considera¡ie a pierderilor care au loc în sistem, a fost elaboratå de N. 
Bloembergen ¿i Y.R. Shen(2), pe baza generalizårii expresiilor susceptibilitå¡ilor 
ob¡inute pentru un dielectric nelinear ideal(3). 

Introducându-se în formalismul matricei densitate ratele de relaxare se pot 
lua în considerare ¿i efectele pierderilor datoritå interac¡iunilor dintre particulele care 
compun sistemul(4). În general, valorile teoretice ale susceptibilitå¡ilor diferå de 
valorile måsurate cu aproximativ 15%(5). 
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