3. TEORIA SUSCEPTIBILITATILOR NELINIARE

3.1. Modelul lui Lorentz pentru susceptibilitati

in modelul lui Lorentz pentru susceptibilitate, se consideri ca electronii
mediului sunt afectati de fortele electrice externe care ii deplaseazd. Miscarea
electronilor este restabilitd de fortele de atractie si ca rezultat avem o miscare
armonicd a electronilor In cAmpul confinat datorat atomului si fortei Coulomb care
este produsd de campul exterior. Aceastd miscare armonicd poate avea drept model
oscilatorul armonic amortizat.

In cazul opticii liniare, ecuatia de miscare pentru un oscilator armonic
amortizat (cu constanta de amortizare y ), undimensional, este:

—+2y—r+0)(2)r:—£E, (3.1)
dt m

unde campul electric este £ = Re{E exp[i(ut]} si pozitia electronului corespunzind
abaterii de la echilibru este: r=Re{rexp[ioat]}. Tindnd seama de aceste notatii
avem:

(m(z)—coz)r+2imyr=—£E 3.2)
m
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unde aproximatia din ultima parte s-a obtinut considerandu-se cd suntem aproape de
rezonantd, ® = o, . Polarizatia indusa in mediu este:

N é?

2m [mo (030 - (o)+ im;}

Din expresia (3.4) obtinem:

7

(3.3)

P((x))z —Ner((o): E=¢g, x((o)E 34
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de refractie n al mediului, iar partea imaginara, data de expresia (3.7), are legitura
cu coeficientul de absorbtie.

Se observa cé ecuatia (3.1) este identicé partii liniare a ecuatiei (2.1), unde
in loc de I" am folosit 2y .

in optica neliniard miscarea electronului este considerati ca un rispuns
anarmonic la cAmpurile electrice aplicate. Considerdnd un termen anarmonic de

ordinul al doilea, &r*, ecuatia de miscare a unui oscilator devine acum:

d*r dr ) 5 e

— 4 2dy— 4+ r—Cr-=——E. 3.8

ar’ Y a 0 g m (3.8)
Pentru ecuatia (3.8) se cautd o solutie in serie de puteri:

r=n+r,+r+..., 3.9

i - 1 2 o .. A
cur;=a;E’, adicd r, =a,E ,r, =a,E” etc.... Sa substituim acum pe 7 =7, +7, in

ecuatia (3.8) si sd separdm termenii de aceeasi putere a lui £ , rezultand:

d*r dr e

_dtzl +2’Yd—tl+(,0(2) rlz—ZE, (310)
pentru E de primul ordin si

d*r, dr, ) )

e +2y3+(o0 r=En", (3.11)

pentru E de al doilea ordin. Expresiile (3.10) si (3.11) au fost obtinute neglijand

termenii de puteri superioare lui £7.
In general forma pentru camp va fi:

E=ZE(0)n)exp[— iwnt]. (3.12)
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: . . g . d?
Solutia ecuatiei (3.10), dupa ce inlocuim pe d_rtl si pe d—’;z ,unde r, =aq,E
t

si E este dat de relatia (3.12), este:
E .
" :_EZ ((Dn)ejp[ l(,Ont]. (3.13)
m (0‘)0 - mn) - 21’}/0),,

Acum, calculam pe ”12 din (3.13) si il introducem in (3.11), rezultand
_B_E_, ZZE((DH )E(O‘)m)exp[_ i((Dn +(Dm)t]

m? [(ooﬁ — oai -2iym, )((oé — oa,zn -2iym,, )[wﬁ — ((o,, + o, )2 — Ziy(oon + o, )H
(3.14)

ry =

unde s-a tinut seama de relatia:

£, Jexplio, )] =33 Elw, )E(w, Jexpl-ilo, + o, )]
Astfel, se observé cé folosind modelul simplu al electronului ca oscilator se

poate obtine o relatie pentru susceptibilitatea neliniar. Intr-adevar, polarizatia poate
fi scrisd ca o serie de termeni neliniari de ordine nalte:

P=P ,cu P,=-Ner,. (3.15)
Atunci, vom avea:
P =Py = 2 1"(0,) E(o, Jexpl-io,1] (3.16)

si
PZ = Pordinul doi = ZZ X(Z) ((Dn b (Om )E((Dn )E((Dm )exp[— l((on + 0)m )t] (317)

) :Nez 1 318
O oo 207, o1
si
P (0,.0,)=
Neé’ 1
m [ 2 A ][ 2 A ][ 2 4. ]
(mo_mn) _2lywn (mo_@m) —21’Y(Dm {mo_(@n“‘(’)m)} _2ly(wn+mm)

(3.19)
Susceptibilitatea de ordinul doi poate fi scrisdé ca functie de trei

frecventa o, , cea de-a doua la frecventa »,, si cea de-a treia la frecventa o, + ®,,,
adica:
2 m&
X( )(('On >, 0, ): _WX(I)((’% )X(l)(o‘)m )X(l)(o‘)n to, ) (320)
e
in ecuatiile (3.6), (3.7), (3.18), (3.19) si (3.20), o, reprezintd “modurile
proprii” ale mediului. Aceste moduri corespund la stari proprii si pot fi calculate cu
ajutorul teoriei cuantice. In cazul in care ®, ~®,, are loc o “crestere rezonants”,

Chiar o rezonanta la suma de frecvente va contribui la susceptibilitate.
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3.2. Teoria cuantica a susceptibilitatilor neliniare”

3.2.1. Formalismul lui Schrodinger. Teoria semicuantica.
Calculul amplitudinilor de probabilitate.

Vom folosi ecuatia lui Schrédinger:

2‘2—‘%%\4/:0 (3.21)

1

bazati pe proprietitile functiei de unda atomice, va avea o valabilitate restrinsi. in
particular, pentru procesele de relaxare la excitarea rezonanti rezultatul va fi valabil,
insd, pentru o descriere mai exactd se recomandd formalismul matricei densitate. Se
aminteste, de asemenea, cd teoria pe care o prezentim este semiclasicd, deoarece
campul electromagnetic nu este cuantificat. Se presupune ca toate proprietitile
atomilor pot fi descrise de functia de undd, care este o solutie a ecuatiei lui

Schrodinger (3.21), in care 7 este hamiltonianul sistemului {atomi + camp} care
se poate exprima prin

7 =2 +7\(t), (3.22)
cu

7' ()=, E() (3.23)
si

E(t): ZE((Dn )exp[— imnt], (3.24)

unde ;Z% reprezintd hamiltonianul pentru atomul liber si 7 (t) hamiltonianul care

descrie interactia atomului cu campul electromagnetic extern E(t), acesta fiind scris

sub forma unei dezvoltiri dupd componentele de frecventd. Pentru a rezolva ecuatia
(3.21) prin metoda perturbatiilor, scriem hamiltonianul sub forma:

T =2+ 7 \(0), (3.25)
unde A este un parametru care variazd continuu si o solutie pentru functia de undd
se poate scrie sub forma unei serii de puteri:

v )=y O F )+ gV (FE D)+ 22 y D7)+ (3.26)
in imprejurarile actuale o solutie este ceruti pentru fiecare valoare a lui A si toti

termenii in A" satisfac ecuatia separat. Introducand functia de unda (3.26) in ecuatia
(3.21) se obtine sistemul de ecuatii:

() R.W. Boyd, Nonlinear optics, Academic Press, Boston, (1992)
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o .
iha\gt = 0\4/(0)
v w0
==V ATy (3.27)
™ .
ih =2y 4+ 7y cu N=1,2,3,...

Presupunem ca initial atomul este in starea lui de bazi | g>, reprezentatd

printr-o solutie dati de ;Z’f; :

v, t):ug(F)exp{—i%] (3.28)

Functiile proprii corespunzatoare energiei pentru atomul liber formeazd o serie
completd si aceastd serie este acum folositd ca bazd pentru descrierea functiilor de
undd de ordin mai inalt:

vV (F )= () g(F)exp[—iwt]. (3.29)

in expresia (3.29), amplitudinea a( )( ) reprezinta probabilitatea ca la o perturbatie

de ordinul N atomul sa fie in starea proprie | p> la momentul 7. Introducénd pe
(3.29) in expresia (3 27) se obtine o serie de ecuatii pentru amplitudini

( )exp[ zoapt]zZa;N’”%V’?lup(F)exp[—ioopt]. (3.30)

Multiplicand pe (3.30) la stanga cu u ; si folosind relatia de ortonormare

[un e, (F)d* =5, , (3.31)
rezultd ecuatiile dinamice pentru amplitudinile de probabilitate:
a (N)
2 Z (N0 71 explioo, t] (3.32)
unde s-au folosit deﬁmgnle
Ty =t |7, ) = [ 7', & r (3.33)
si
©,, =0, -0 ,. (3.34)

Daci din ecuatia (3.32) se deduce amplitudinea de ordinul N —1, ea poate fi folositd
de-a dreptul pentru a calcula amplitudinea de ordinul N prin integrare:

a®) = j ()2 (¢)explio,, £ ]d e (3.35)
Pentru N = 1,2,3,..., ecuatia (3.35) reprezinta o serie de ecuatii dinamice, cu
ajutorul carora se pot obtine toate amplitudinile de orice ordin. Functiile de unda

rezultate vor guverna comportarea atomilor sub influenta campului de radiatie. Ca
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punct de plecare se considera cd atomul se afld la momentul initial in starea de baza,
adici:
) _
a, =90,. (3.36)
Aceasti functie delta se va introduce in ecuatia integrala (3.35). Folosind definitiile
de mai inainte avem:

;anp (t'): —ZumpE(mk )exp[— iookt‘] (3.37)
k
st momentul de dipol al tranzitiei
Uy = ju;ge u,d’r. (3.38)

Introducand pe (3.37) si (3.38) in (3.35) si tinand seama de (3.36), integrala (3.35)
este usor de evaluat, presupunand cé la ¢t = —o0 nu avem nici o contributie. Astfel,
obtinem:

(1) Z Ung -

)exp[< o~ )1]. (3.39)

Acum, amplitudinea perturbaglel de primul ordin este folositd pentru a o deduce pe
cea corespunzitoare celui de-al doilea ordin, tot prin integrarea lui (3.35), rezultand

a® ‘_ZZ B0 _|”mg‘E(0°k)|

) exp[i(conp -, — W, ) t] (3.40)
k
Acelasi procedeu ne conduce la amplitudinile de ordinul trei:

_mk _0‘)1) ((Dmg -

201
CTh

—(D —(D O] )[]

( .) u,, -E(ooql |umg ~E(o)p1 [
220,00 T 0,0 o 0,1 O
p gm n \ Qg ('0 —, (Dng _(Dp _(Dq wmg_ P
(3.41)
s.a.m.d.
Prin aceastd deducere a amplitudinilor de probabilitate s-a obtinut, de fapt,
dependenta de timp a functiilor de undd sub influenta campului extern, adici,

rﬁspunsul mediului pana 1a ordinul trei Urmeazd ca acum sé se evalueze functiile

3.2.2. Susceptibilitatea de primul ordin (Susceptibilitatea liniara)

in paragraful anterior a fost determinati functia de unda a sistemului. In
dezvoltarea perturbatiei A se pune egal cu 1 si y rezultd din ecuatiile (3.26) si

(3.29). Valoarea speratd (media) a momentului de dipol electric este datd de
expresia:
<ﬁe> = <\Jrl ﬁ'e \‘r[> ° (342)

Contributia ordinului cel mai scizut la acest moment de dipol, adica cel
linear in amplitudinea cAmpului este atunci:

(A= (Wi ]w ™)+ {w i [w ). (3:43)
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Functia de undi de ordinul zero este data de (3.38), iar functia de undd de primul
ordin de (3.29), dupa ce se introduce amplitudinea de primul ordin calculata prin
(3.39). Substituind rezultatele respective in (3.43), se obtine:
Elo Elo, )|*n
<13(1)> ZZ Han [ng ( )]exp[ i® t] [Mmg _ ( p)] Hong explio, t].
p m (Dmg_o‘)p ( mg_(’op)

(3.44)
Ecuatia (3.44) include o sumare dupd toate frecventele campului pozitive si
negative. De altfel, avem permisi posibilittaea frecventelor complexe. In termenul al
doilea al expresiei (3.44), frecventa cdmpului este inlocuitd cu contrapartea negativa,
care este permisd deoarece toate combinatiile de frecvente posibile apar in sumari.
Relatia (3.44) este aplicatd pentru frecvente negative. Atunci, in loc de (3.44),
rezulta:

(72)- ZZ g( - -0, g(co;g pcop = lexpl-io, o] (345)
Rezultatul (3.45) poate fi folosn pentru calculul susceptibilitatii lineare.

Polarizatia macroscopicd este:
PO = N<1_)£1)> = ZP(”(@p )exp[— impt], (3.46)
P

unde ultima parte este o dezvoltare a polarizatiei In componente Fourier. Se noteaza
ca polarizatiile deduse mai sus au un caracter vectorial. Ecuatia (3.45) include un
produs scalar al momentului de dipol electric si vectorului camp electric care este un
scalar, fiecare scalar fiind multiplicat cu momentul de dipol, care este un vector.
Dacd polarizatia liniara este definita prin relatia:

po _ZX(I)E ( ) (3.47)
se obtine urmédtoarea expresie pentru susceptibilitatea liniard:
Pk ko
N Higm M Hgnk;
1 gmt=mg gmtmg
(0o, )=;Z ML : (3.48)
|\ Oy —®, ©, +0,
Primul termen este numit contributia rezonant# Ia enccentihilitate iar al dailea
contributia antirezonantd la aceasta. In general, lm> lg>
Dacd g reprezintd starea de bazd, ea nu poate d¢ @, op
3.1 contributiile la susceptibilitatea linia-rd su 2> >
diagrama a energiei. In figura 3.1 a avem contri
liniara si in figura 3.1 b avem contributia antirezo a b)
Frecventele reprezintd in mod formal o « F‘g' 3.1. )
mai sus. Dacé frecventele sunt exprimate sub forma
T
o =n) —i-", (3.49)

atunci m?ng este o frecventd a tranzitiei reale si I' este rata de dezintegrare a

nivelului superior |m> Aceastd includere a amortizérii tine seama doar de

fenomenul referitor la efectele populatiei ci nu si de procesele de defazare care nu
sunt insotite de transferul populatiei. Cu alte cuvinte, in limbajul RMN (rezonantei



64 OPTICA NELINIARA

magnetice nucleare), reltia (3.49) descrie numai procesele de relaxare spin-retea,
descrise prin timpul 7, .

3.2.3. Susceptibilitatea neliniara de ordinul al doilea

Avand functia de undd y cunoscutd pentru toate ordinele N, prin

descrierea in functie de amplitudinile dinamice (3.39) — (3.41), termenii polarizatiei
de ordin inalt pot fi dedusi. Introducand toti termenii care contin o contributie de
ordinul al doilea in campul electric aplicat, momentul de dipol de ordinul al doilea
poate fi scris sub forma:

)= (010 ) ). 530

Introducand functiile de unda si amplitudinile corespunzatoare in (3.50),
aceasta conduce la expresia:

< 5 > L Zz{ugn[unm‘ ( )][ng'E(o )]

P
pqmn(ngmmw (D)

B Flou Tl o, )
o0 o, -,
[ o i Flo,
o - o —, -,

Din nou, prin inlocuirea lui —®, prin @, in al doilea termen, care este

exp[— i((op +o, )t]+

exp[— i(mp -, )t]+

exp[ (03 +o )t] 3.51)

permisd deoarece sumdrile dupd p si g sunt indpendente, ecuatia (3.51) se poate
scrie sub forma:
< D, > ZZ{M&’" [M'"” ) ( )][ﬁmg 'E((‘)p )] [“gn E( )]Hnm [ng : _((Dp)]

-0, -0 Xm oap) (0) +o X(o -0,

+
pq mn

o i Flo )]ﬁmg}exp[_,-(@pmq)f]. (.52

((0 +0 X(x) +(x)p+(,0q

Dacd, mai departe, similar cu ecuatia (3.46), polarizatia de al doilea ordin
este definitd si scrisa intr-o dezvoltare in serii Fourier, avem:

PO =N(F) =3 P(w, Jexpl- ior,]. (3.53)
P
Tinand seama de acelasi mers ca pentru expresia (3.47), o susceptibilitate de
ordinul al doilea X(Z) intrd In expresia polarizatiei neliniare

Zijk,(mp+0)q,oop,coq)Ek((oq)E,(mp). (3.54)

K (pq)

in aceeasl maniera:

Mjnulr;muin
o, +0,0,0,)- @Z{@) STy el
mn ng P q mg p
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ki1 kool
+ . “’gn“nm“mg + _ “’gn”’:zm”’mg }

((o”g+(quoomg—(op—(oq) (OJng-i-OJqX(x)mg-i-(Op-‘r(Dq)
(3.55)

Expresia (3.55) este simplificatd ca scriere prin includerea asa-numitului
operator de permutare .7 . Astfel, frecventele @, si ®, trebuie sd fie permutate si

contributiile incluse in expresia pentru x(z). Indicii cartezieni j si / vor fi

permutatii cu cei ai campurilor. Ecuatia (3.55) a fost scrisd sub forma respectiva
pentru a ne asigura cd expresia care rezultd asculti de conditia de simetrie la

permutarea intrinsecd. Astfel, In expresia lui X(Z) apar sase termeni. Cu folosirea

operatorului de permutare .7, x(z) poate fi scrisa ca suma a trei termeni care pot fi
exprimati fiecare ca o diagrama de energie (figura 3.2).

N it Sl b -7 lm> &>
Oq g
o L --§-ln>
®p (Dp
Y- Lo

a)

Fig. 3.2.

dipol electric de al treilea ordin va fi definit de expresia:
(P = (W )+ (WOl @)+ () + (W) 3.56)
unde sunt retinuti termenii de ordinul al treilea In camp electric. Calculele conduc la:
2)-
pe
sy { ol B0 [, Elo, [,.Eo, ]
n (oavg—oa,—ooq—wPang—oaq—OJPXmmg—cop)
I [va ’ E((Dr )]* an [Hnm ' E((Dq )]I:ng ’ E(O)p )]
((Dtg o, X(’)ng —0, 70, Xmmg o

exp[i(oop +o, +o, )t]+

pqr mnv

exp[— i((op +o, -0, )t]+
p

m E@ ), Elo, 5,8, Elo, )

- - exp[— i(oop -, —(o,.)t]+
((Dvg — 0 X(Dng T, T, X(’)mg o

P
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B, E )| [5, Eo,] [, Eo,)] &, |
+ )exp[—z(mp +o, +0),)t]}

* * *
(mvg 0y x(")ng 0, 0, Xmmg -0, 0, ~0,

(3.57)

Inlocuind frecventele negative prin contrapirtile lor pozitive, (3.57) devine
o O ) [ ) o )
< Pe > %%{[(w —og) -0, -0, X(o -, oagX(omg (op)
) nmf(wq)lﬁmgf(wp)L
( + Xoong 0, —® Xmmg mp)
iy Bl o, i o,

*
((D + o X(O +(Dr+0)qX(x)mg (Dp

*[va' (o )]5, -El, )., El, 5, ]exp[_i(mp ‘o, +oo,,)t]}.

((ovg +0),,Xo3ng + o, +(qummg +to,+0,+0,

(3.58)

Definind polarizatia neliniarda macroscopicd si dezvoltand-o 1in
componente Fourier:

PY) = N<1_9(3)> = ZP(3)(ms)exp[— io ] (3.59)
si scriind polarizatia neliniarda de al treilea ordin ca functie de
susceptibilitatea neliniard de al treilea ordin X(3) :

P,(”(oap +o, +oo€)= z fo,;),((o ©,,0,,0 )E (cor)Ej(wq)Ei(cop), (3.60)
i (kpgr
se obtine urmitoarea expresie pentru 3 :

1 k. J i

TR TR
X;;)(OJ 0, (,l) o ) lz gy nm M mg n
mnv ((Dvg -, _(’Oq _(’Op x(’oﬂg _(Dq _wp X(Dmg —O)p)

' kojo0 i
Hgvuvnl"lnmumg Mgv“vn“ﬂ?ﬂ“rﬂg
+ * + * * +
((Dvg +(Drxmng 0, _O)pxwmg _O)p) (O)Vg to, xmng+®"+qummg _mp)
kool
n ”‘gv“vn“’nm“mg
* * s ’
(wvg +oorXo)ng +oa,+o)qX(omg +0, +o, +oap)

(3.61)

unde, de asemenea, este folosit operatorul de permutare intrinsec. Ecuatia (3.61)

contine patru termeni, dar expresia completd pentru x® este scrisa prin evaluarea
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lui P, si ajunge sd contind 24 termeni. Ecuatia (3.61) poate fi examinatd in functie
de diagramele energiei expuse in figura 3.3.

f/4 -
"

|

obtinute pentru un dielectric nelinear ideal®.
Introducandu-se in formalismul matricei densitate ratele de relaxare se pot
lua in considerare si efectele pierderilor datorita interactiunilor dintre particulele care

compun sistemul®. In general, valorile teoretice ale susceptibilititilor diferd de
valorile masurate cu aproximativ 15%%.
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