
2. PRINCIPII DE BAZÅ 

2.1. No¡iuni de bazå 

Experien¡a aratå cå anumite materiale au proprietatea de a prezenta sub 
ac¡iunea unui câmp luminos o polarizare care are o dependen¡å neliniarå de 
amplitudinea câmpului, aceasta conducând la a¿a numitele procese sau fenomene 
optice neliniare. 

Aceastå proprietate a mediilor î¿i are originea fizicå în structura 
microscopicå a materialului, adicå natura atomilor sau moleculelor care-l constituie, 
structura cristalinå etc. Ca atare, o descriere riguroaså a fenomenelor respective 
necesitå recurgerea la mecanica cuanticå. Studiile respective conduc la faptul cå 
extrema diversitate a proprietå¡ilor microscopice ale mediilor se traduce printr-o 
neîncetatå înmul¡ire a fenomenelor optice neliniare. Pentru cei care se ocupå de 
aplica¡ii mul¡umirea este foarte mare, ordinul de mårime al acestor procese variind 
considerabil de la un material la altul, deoarece numårul efectelor neliniare simple 
este, de fapt, relativ restrâns. Datoritå acestui fapt se asigurå explicarea cât de cât 
exactå a proceselor respective. 

Fenomenele optice neliniare sunt explicate prin extensia no¡iunii de 
propagare liniarå a câmpului electromagnetic în substan¡å. Aceasta se bazeazå pe 
folosirea ecua¡iilor lui Maxwell macroscopice în care polariza¡ia electricå este 
exprimatå cu ajutorul unei dezvoltåri în puteri a amplitudinii câmpurilor existente în 
mediu sau, mai exact, a componentelor polariza¡iei ca produse ale acestor câmpuri. 
Prin analogie cu modul de descriere a proprietå¡ilor liniare ale unui mediu utilizând 
o singurå mårime, susceptibilitatea liniarå, proprietå¡ile neliniare ale unui mediu 
sunt caracterizate printr-un anumit numår de susceptibilitå¡i optice neliniare. Astfel, 
¡inându-se seama de structura mediului ¿i de forma câmpului electric care-l 
traverseazå, substan¡a mediului va putea da na¿tere la un anumit numår de efecte 
neliniare. Coresponden¡a existentå între natura proceselor ¿i structura 
susceptibilitå¡ilor permite o descriere globalå ¿i universalå a fenomenelor optice 
neliniare. La aceastå descriere participå atât mecanica cuanticå, cât ¿i 
electromagnetismul clasic. Mecanica cuanticå ne furnizeazå cadrul adecvat pentru 
estimarea cantitativå a susceptibilitå¡ilor ¿i pentru interpretarea fizicå a neliniaritå¡ii, 
pe când electromagnetismul clasic ne permite så descriem sub o formå macroscopicå 
propagarea ¿i interac¡ia undelor între ele ¿i cu mediul. 
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Modelul simplu al originii neliniaritå¡ii optice se bazeazå pe faptul cå un 
mediu poate fi esen¡ialmente considerat ca un ansamblu de particule încårcate (ioni 
¿i electroni), care supuse la un câmp electric se pot deplasa ¿i, anume, particulele cu 
sarcini pozitive în sensul câmpului electric, iar cele cu sarcini negative în sens opus. 
Dupå natura mediului, lucrurile se petrec în mod diferit. ¥n cazul unui mediu 
conductor, electronii se pot deplasa traversând materialul atâta timp cât câmpul 
electric este aplicat, dând na¿tere la un curent electric (Anexa a II a). ¥n cazul unui 
dielectric, care este cel mai mult folosit în opticå, particulele încårcate sunt legate 
puternic unele de altele, legåturile lor prezenând o anumitå elasticitate. ¥n dielectric, 
prezen¡a câmpului electric face ca sarcinile electrice så aibå numai o mi¿care 
tranzitorie ¿i så se îndepårteze pu¡in fa¡å de pozi¡ia lor ini¡ialå. Aceste mici deplasåri 
elementare, ale sarcinilor pozitive într-o parte ¿i ale celor negative în partea opuså, 
fac ca in substan¡å så aparå momente dipolare electrice induse. Cu alte cuvinte, 
efectul câmpului electric asupra unui mediu dielectric conduce la inducerea unei 
polariza¡ii. 

O undå laser corespunde, în cele mai frecvente cazuri, la un câmp 

electromagnetic oscilant cu o frecven¡å cuprinså în gama de la Hz1013  la Hz1015 . 
Sub ac¡iunea câmpului electric al unei astfel de unde, sarcinile unui dielectric sunt 
supuse la o mi¿care oscilantå de aceea¿i frecven¡å, dând na¿tere la un ansamblu de 
dipoli oscilan¡i. Ac¡iunea câmpului magnetic al undei asupra particulelor încårcate 

este mult mai slabå, de ordinul lui 
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fine) ¿i poate fi neglijatå (Anexa I-a). ¥n plus, trebuie så ¡inem seama de faptul cå 
ionii pozitivi au adesea o maså considerabil superioarå masei electronilor ¿i, ca 
atare, este posibil så se considere cå numai electronii, în primå aproxima¡ie, sunt 
anima¡i de o mi¿care. 

Astfel, în general, råspunsul unui electron la un câmp electric optic 
corespunde celui al unei particule într-un poten¡ial anarmonic, a cårui extensie 
spa¡ialå nu poate fi infinitå. O astfel de descriere se poate face cu ajutorul unui 
model simplu în care un electron de maså m  ¿i de sarcinå e−  este legat de o 
“inimå” ionicå prin intermediul unui “resort”, dipolii fiind orienta¡i în direc¡ia 
câmpului electric. Evolu¡ia deplasårii, x , de la echilibru a electronului sub influen¡a 
câmpului electric ( )tE  este guvernatå de o ecua¡ie de tipul: 
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unde 0ω  este frecven¡a de rezonan¡å¿ a electronului ¿i 
2
Γ

 este gradul såu de 

amortizare, care este legat de radia¡ia dipolarå. Al doilea membru din ecua¡ia (2.1) 
reprezintå for¡a lui Coulomb care se exercitå asupra electronului prin câmpul 
electric, adicå, for¡a care induce oscila¡ia sa. 

 Dacå neglijåm, în primul rând, termenii ( ) ( ) ...3322 +ζ+ζ xx  ¿i consideråm 
råspunsul armonic la un câmp laser monocromatic de forma (Anexa a II a) 

 ( ) ( ) [ ] .c.cexp, 0 +ω−= tixEtxE ,               (2.2) 
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unde ω  este frecven¡a opticå (a câmpului optic) ¿i c.c. reprezintå complex 
conjugata. Introducând expresia (2.2) în ecua¡ia (2.1) ¿i cåutând pentru x  solu¡ia 
for¡atå la frecven¡a ω , se ob¡ine: 
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acest regim for¡at fiind atins dupå o fazå tranzitorie de duratå 1−Γ , care reprezintå 
råspunsul mediului la o excita¡ie laser. ¥n aproxima¡ia de cvasi-rezonan¡å, 

00 ω<<ω−ω , rela¡ia (2.3) devine: 
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unde 0ω−ω=∆  este dezacordul la rezonan¡å între frecven¡a laser, ω  ¿i frecven¡a 

de rezonan¡å, 0ω . Atunci polariza¡ia electricå induså în mediu este datå de expresia: 
NexP −=                  (2.5) 

unde N  este densitatea de dipoli pe unitatea de volum. Din ecua¡iile (2.4) ¿i (2.5) se 

observå cå polariza¡ia electricå este propor¡ionalå cu amplitudinea ( )xE 0  a 
câmpului electric. Aceastå proprietate se poate explica cu ajutorul susceptibilitå¡ii 
lineare: 

 ( ) ( ) ( )111 χ ′′+χ′=χ ,                (2.6) 
deoarece 

 ( ) ( ) ( ) [ ] .c.cexp, 01
0 +ω−χε= tixEtxP ,              (2.7) 

rezultând 
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 Dipolii electrici oscilan¡i la frecven¡a laser vor radia în mediu un câmp de 
frecven¡å ω  ¿i, astfel, vor modifica propagarea undei laser. ºinând seama de 
expresia induc¡iei electrice PED +ε= 0 , se observå cå permitivtatea relativå a 

mediului este )1(1 χ+ , astfel încât indicele de refrac¡ie este egal cu partea realå a lui 

( ) 2/1)1(1 χ+ . Pierderile în mediu sunt ¿i ele descrise de partea imaginarå )1(χ ′′  a 

susceptibilitå¡ii, dupå cum rezultå din expresia densitå¡ii de putere medii, dP , 
transferatå de câmp cåtre dipoli: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 201
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care este propor¡ionalå cu componenta polariza¡iei oscilante în cuadraturå cu câmpul 
laser. Dupå cum rezultå din expresiile 
(2.8a) ¿i (2.8b), pår¡ile realå ¿i 
imaginarå ale susceptibilitå¡ii liniare 

sunt în raportul 
Γ
∆

− 2 . Aceasta ne aratå 

cå departe de orice rezonan¡å a unei 
substan¡e (mediu), aceasta se comportå 
ca un mediu pur dispersiv (fårå 

absorb¡ie). Mårimile ( )1χ′  ¿i ( )1χ ′′  sunt 
reprezentate în figura 2.1 în func¡ie de 
dezacordul la rezonan¡å ∆ . Alurile 

dispersivå, ( )1χ′ , ¿i lorentzianå, ( )1χ ′′ , 
sunt caracteristice råspunsului liniar al mediului în vecinåtatea rezonan¡ei. Se 
observå cå semilårgimea dispersiei ¿i lorentzienei este egalå cu gradul relaxårii 
dipolului. 

 ¥n fizicå, în general, 
dependen¡a liniarå a unei mårimi 
în func¡ie de o alta este o 
aproxima¡ie care råmâne valabilå 
numai în interiorul unui domeniu 
particular al varia¡iei parametrilor. 
¥n cazul studiat, amplitudinea 
mi¿cårii particulelor încårcate în 
interiorul dielectricului nu poate fi 
consideratå ca liniarå în câmp 
decât atunci când deplasarea 
particulelor este micå. Pentru 
deplasåri de la echilibru mai 
importante, for¡a de revenire 
devine în mod semnificativ 
neliniarå în x  astfel încât så 
men¡inå mi¿carea electronilor în 
vecinåtatea “inimei” ionice. ¥n 

modelul considerat, aceastå nelinearitate este consideratå ¡inând seama de termenii 

anarmonici ( ) ( ) K+ζ+ζ 3322 xx , unde ( )jζ  sunt constante (v. ecua¡ia (2.1)). Pe figura 
2.2 se observå cå råspunsul electronilor då na¿tere la o polariza¡ie electricå induså 
care poate fi consideratå ca fiind liniarå (într-o bunå aproxima¡ie), deoarece valoarea 
câmpului electric este micå. ¥n figura 2.3 avem un råspuns al electronilor care då 
na¿tere la o polariza¡ie electricå induså neliniarå, valoarea câmpului electric fiind 
mare (depå¿ind limitele corespunzåtoare linearitå¡ii). O analizå spectralå a 
polariza¡iei electrice induse, corespunzåtoare cazului din figura 2.3, aratå cå în afara 
componentei principale care oscileazå la frecven¡a laser ω , polariza¡ia electricå a 
mediului con¡ine ¿i componente corespunzåtoare frecven¡elor K,3,2 ωω , precum ¿i 
o componentå de frecven¡å nulå (componentå continuå). Fenomenul respectiv este 

Fig. 2.1. 

 
 

Fig. 2.2. 
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analog cu efectul de distorsionare a semnalelor de un circuit electronic al cårui 
råspuns nu este perfect liniar. ºinând 
seama de faptul cå teoria 
electromagnetismului ne aratå cå un 
dipol electric oscilant radiazå un câmp 
la frecven¡a sa de oscila¡ie, rezultå cå 
¿i componenta de polariza¡ie electricå 
oscilând la frecven¡a ω2  va radia un 
câmp la dublul frecven¡ei laserului 
(procesul neliniar de generare a 
armonicei a doua) ¿.a.m.d. 
 Rezultå cå dacå se ¡ine seama 
de existen¡a termenilor nearmonici, 
ecua¡ia de mi¿care (2.1) nu mai are o 
solu¡ie generalå. ¥nså, când termenii 
respectivi sunt suficien¡i de mici fa¡å 
de componenta armonicå, ecua¡ia 
(2.1) poate fi rezolvatå prin metoda 
perturba¡iei efectuând o dezvoltare a 
solu¡iei ( )tx  în puteri ale amplitudinii câmpului electric. Aceasta conduce la o 
expresie a polariza¡iei electrice a mediului admi¡ând, de asemenea, o dezvoltare în 
puteri ale lui E , de tipul(1): 

 ( ) ( ) ( )( )K+χ+χ+χε= 33221
0 EEEP ,    (2.10) 

dacå susceptibilitå¡ile electrice sunt toate reale. ¥n expresia (2.10), ( )1χ  reprezintå 

susceptibilitatea electricå liniarå discutatå anterior, în timp ce mårimile ( ) ( ) K,, 32 χχ  
sunt numite susceptibiitå¡i neliniare ale mediului de ordinele 2, 3... . 
 Pentru a se evalua ordinul de mårime al câmpului electric necesar pentru a 
se manifesta proprietå¡ile neliniare ale atomilor sau moleculelor, vom ¡ine seama de 
cele discutate anterior ¿i, anume, de faptul cå neliniaritatea asociatå termenilor 
anarmonici apare când câmpul laser nu este complet neglijabil fa¡å de câmpul intra-
atomic, aE  (exemplificat pentru cazul cel mai simplu, în formula (1.16)), care este 
responsabil de legåtura dintre electroni ¿i “inima” ionicå. Astfel, expresia (2.10) se 
poate scrie sub forma: 
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în care coeficien¡ii ( )jξ  sunt to¡i de acela¿i ordin de mårime. ºinând seama de 

expresia (1.15), se observå cå un câmp electric de amplitudine aE  corespunde la o 

                                                 
(1) N. Bloemberg, Nonlinear optics and spectroscopy (Nobel lecture), Review of Modern 
Physics, 54, 685-695, (1982). 

¥n anul 1981, profesorul Nicolas Bloemberg de la Harvard University, Cambridge, 
MA, U.S.A. ¿i profesorul Arthur Leonard Schawlow de la Stanford University, Stanford, 
CA, U.S.A., au primit Premiul Nobel în Fizicå pentru contribu¡ia lor la dezvoltarea 
spectroscopiei laser. 

 
Fig. 2.3.
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intensitate laser incidentå 2
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cI . Astfel de intensitå¡i se pot 

ob¡ine cu lasere func¡ionând în impulsuri. ¥nså, pentru a fi valabilå dezvoltarea în 
serie consideratå, intensitatea radia¡iei laser incidente trebuie så fie de ordinul a 

2
13

m
W10  ¿i chiar mai micå. De fapt, experien¡a ne aratå cå nu este necesar så 

dispunem de intensitå¡i laser atât de ridicate pentru a observa cele mai multe 
fenomene optice neliniare. Una din cauzele care conduc la aceasta, o constituie 
faptul cå atunci când dipolii indu¿i oscileazå to¡i de o manierå coerentå, adicå, 
posedå o anumitå rela¡iei de fazå între ei, câmpurile pe care le radiazå în mod 
individual pot, în anumite cazuri, så interfere în mod constructiv ¿i så conducå la un 
câmp având o intensitate considerabil mai mare decât cea a aceluia¿i numår de dipoli 
care radiazå de o manierå incoerentå. ¥n Optica neliniarå, condi¡ia de a ob¡ine o 
astfel de interferen¡å constructivå poartå numele de condi¡ie de acord de fazå. 
 ¥n plus, se constatå cå intensitatea cerutå pentru a observa anumite 
fenomene neliniare poate fi încå reduså cu mai multe ordine de mårime când una sau 
mai multe dintre frecven¡ele laser implicate sunt apropiate de frecven¡ele de 
rezonan¡å ale dipolilor oscilan¡i. Aici este vorba de fenomenul de exaltare rezonantå 
a neliniaritå¡ilor. Pe figura 2.1 este în mod clar vizibilå exaltarea råspunsului unui 
mateial în vecinåtatea unei rezonan¡e. ¥n Optica neliniarå, exaltarea rezonantå este 
exploatatå în douå moduri: (1) — prin observarea fenomenelor neliniare la puteri 
laser mai slabe, crescându-le considerabil câmpul lor de aplica¡ii ¿i eficacitatea lor ¿i 
(2) — prin faptul cå fenomenele optice neliniare rezonante sunt la baza spectroscopiei 
optice neliniare, care furnizeazå informa¡ii asupra structurii materiei ce sunt 
inaccesibile spectroscopiei optice liniare conven¡ionale. 
 Modelul oscilatorului anarmonic are avantajul cå sugereazå foarte bine 
în¡elegerea nelinearitå¡ilor optice din punct de vedere fizic. Totu¿i, acest model î¿i 
are limitele sale. De exemplu, în cele prezentate am vorbit numai de cazul 
frecven¡elor optice apropiate de domeniul vizibil, considerând cå avem drept 
componentå dominantå a råspunsului mediului mi¿carea electronilor. La frecven¡e 
joase (infraro¿u îndepårtat ¿i microunde), mi¿carea ionilor devine mai importantå 
(vibra¡iile ¿i rota¡iile moleculare în fluide, vibra¡iile matricelor ionice în solide) ¿i 
poate juca un rol important în råspunsul mediului. 
 De fapt, pentru a calcula sub o formå fiabilå susceptibilitå¡ile neliniare este 
strict necesar så se apeleze la mecanica cuanticå, aceasta furnizându-ne cadrul 
adecvat. 
 De asemenea, se men¡ioneazå faptul cå în cazul unui mediu neliniar realist, 
dezvoltårile în puteri ale câmpului electric trebuie så ¡inå seama de caracterul 
vectorial al acestuia (adicå, de starea de polarizare a acestuia), de dependen¡a de 
frecven¡å ¿i de caracterul tensorial al susceptibilitå¡ilor. 
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2.2. Formalismul Opticii neliniare 

 Formalismul Opticii neliniare ne furnizeazå elementele de bazå care vor fi 
utile pentru explicarea cantitativå a diferitelor procese neliniare studiate. 

2.2.1. Ecua¡iile lui Maxwell în cazul mediilor neliniare 

 Se ¿tie cå propagarea luminii este guvernatå de ecua¡iile lui Maxwell. 
Câmpul electromagnetic în spa¡iu este descris de vectorii câmp electric ( )E  ¿i 

induc¡ie magneticå ( )B . Pentru a ¡ine seama de interac¡ia luminii cu materia (mediul 

în care se propagå) este convenabil så se introducå ¿i vectorii induc¡ie electricå ( )D  

¿i câmp magnetic ( )H . Ace¿ti patru vectori sunt lega¡i, în medii liniare, prin 
ecua¡iile lui Maxwell: 

 0=
∂
∂

+×∇
t
BE ;      (2.12 a) 

 lJt
DH =
∂
∂

−×∇ ;      (2.12 b) 

 lD ρ=∇
r

;       (2.12 c) 

 0=∇B
r

,       (2.12 d) 
unde lρ  (densitatea sarcinilor electrice libere) ¿i lJ  (densitatea de curent electric) 
joacå rolul de surse ale câmpului electromagnetic. 
 La ecua¡iile lui Maxwell (2.12) se adaugå rela¡iile constitutive care 
caracterizeazå proprietå¡ile electromagnetice ale mediului prin intermediul 
permitivitå¡ii (constantei dielectrice) ε  ¿i a permeabilitå¡ii µ : 

 PEED +ε=ε= 0 ;      (2.13) 

 ( )MHHB +µ=µ= 0 ,      (2.14) 

unde P  este polarizarea electricå ¿i −M magnetiza¡ia; iar, 0ε  ¿i 0µ  sunt constanta 
electricå(2), respectiv, constanta magneticå(2). 
 ¥n Opticå, cel mai adesea, ne intereseazå materialele nemagnetice pentru 
care 0µ=µ . Atunci, permitivitatea (constanta dielectricå) råmâne singura mårime 
care determinå proprietå¡ile optice ale materialelor. Astfel, materialele (sau 
fenomenele de studiat) se pot clasifica în: anizotrope ( ε  este un tensor de rangul 2) 
— izotrope ( ε  este un scalar); neomogene ( ( )rε=ε ) — omogene ( ε  nu depinde de 
r ); absorbante ( ε  este complex) — neabsorbante ( ε  este real); dispersive             

                                                 
(2) ¥ncepând cu anul 1998, 0ε  poartå numele de constanta electricå (înainte se numea 

permitivitatea vidului) ¿i 0µ  poartå numele de constanta magneticå (înainte se numea 
permeabilitatea vidului). Pentru o documentare completå se recomandå articolul: Peter J. 
Mohr and Barry N. Taylor, CODATA recommended values of the fundamental physical 
constants: 1988, Review of Modern Physics, 72(2), 351-495, April 2000. 
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( ε  depinde de frecven¡å, )(ωε=ε (3) ) — nedispersive ( ε  nu depinde de ω ); neliniare 

( ε  depinde de câmpurile E  sau H ) — liniare ( ε  nu depinde de câmpuri). 
 Adesea, în paralel cu permitivitatea se introduce susceptibilitatea      
electricå χ : 

 EP χε= 0 .       (2.15) 
 Ecua¡iile (2.13) ¿i (2.15) conduc la rela¡ia: 

 ( )χ+ε=ε 10 .       (2.16) 
 ¥n cazul mediilor liniare conductoare, la ecua¡iile (2.12), (2.13) ¿i (2.14) se 
mai adaugå rela¡ia: 

 EJ σ= ,       (2.17) 
unde σ  este conductivitatea electricå, sau 

 ( )iEEJ +σ= ,       (2.18) 

când ii EE ,0≠  fiind intensitatea câmpului electric imprimat. 
 Apari¡ia laserilor capabili så producå fascicule de luminå suficient de 
intense a impus så se ¡inå seama de dependen¡a caracteristicilor optice ale mediului 
de intensitatea câmpului undei luminoase care se propagå în mediu. Aceasta 
conduce la faptul cå în locul rela¡iilor constitutive liniare (2.13) ¿i (2.14) vom avea 
rela¡iilor constitutive neliniare. Neliniaritatea ecua¡iilor constitutive antreneazå, în 
mod natural, nelinearitatea oricårui sistem de ecua¡ii care descrie propagarea undelor 
luminoase în mediu. Aceastå nelinearitate conduce la abandonarea principiului de 
suprapunere pentru undele luminoase. Acum, undele luminoase care se propagå în 
mediu interac¡ioneazå unele cu altele, ceea ce se manifestå în proprietå¡ile opticii 
neliniare de împrå¿tiere, refrac¡ie ¿i absorb¡ie neliniare. 
 Când câmpurile undelor luminoase incidente sunt suficient de puternice, 
deplasårile electronilor sunt mari, ace¿tia ajungând în regiunea anarmonicå a 
poten¡ialului. 
 Polariza¡ia care ia na¿tere în acest regim de lucru con¡ine componente care 
depind de puterea a doua ¿i puteri mai înalte ale câmpurilor undelor incidente. 
Câmpurile secundare radiate de polariza¡ia induså pot acum con¡ine frecven¡e care 
sunt diferite de cele ale câmpurilor incidente ¿i dau na¿tere la efecte neliniare. 
 Toate fenomenele electromagnetice sunt guvernate de ecua¡iile lui Maxwell 
pentru câmpurile electric ( )trE ,  ¿i induc¡ia magneticå ( )trB , : 

 0=
∂
∂

+×∇
t
BE ;      (2.19a) 

 J
t
EB
=

∂
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µ

×∇ 0
0

;      (2.19b) 

 ρ=∇ε E0 ;       (2.19c) 

                                                 
(3) Afirmând aceasta se în¡elege cå se poate descompune câmpul electromagnetic în 
componente spectrale ai cåror vectori de câmp se scriu: ( ) ( )ωω DE ,  etc. ¥n cazul unui 

mediu dispersiv în care ( )ωε=ε , ecua¡ia (2.13) poate fi în¡eleaså ca o rela¡ie între aceste 

componente spectrale: ( ) ( ) ( ).ε ωω=ω ED  
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 0=∇B ,       (2.19d) 
unde ( )trJ ,  ¿i ( )tr ,ρ  sunt densitå¡ile de curent, ¿i, respectiv de sarcinå, care sunt 
legate prin legea (sau teorema generalå) de conservare a sarcinii electrice: 

0=
∂
ρ∂

+∇
t

J . 

 Câmpurile surså ( )trJ ,  ¿i ( )tr ,ρ  se pot dezvolta în serii de multipoli(4, 5): 

 ...+




∇

∂
∂

+×∇+
∂
∂

+= Q
t

M
t
PJJ l     (2.20) 

¿i, respectiv 

 ...+




∇∇−∇−ρ=ρ QPl ,     (2.21) 

rela¡ii în care P  este polariza¡ie electricå, M  - magnetiza¡ia, Q  - polariza¡ia de 
cvadripol electric(6) ¿.a.m.d. Cu toate acestea, dupå cum se accentueazå de cåtre 
Landau ¿i Lifschitz(7), nu este, în realitate, semnificativ ca în regiunea opticå så se 
exprime J  ¿i ρ  în func¡ie de multipoli, deoarece defini¡iile uzuale ale multipolilor 

sunt nefizice. ¥n multe cazuri, de exemplu, este convenabil så se foloseascå J  ¿i ρ  
direct ca termeni surså în ecua¡iile lui Maxwell sau så se foloseascå o polariza¡ie 
electricå generalizatå P  definitå prin 

 
t

JJ l ∂
∂

+=
P

,       (2.22) 

unde lJ  este densitatea de curent electric. ¥n multe cazuri, dipolul magnetic ¿i 

multipolii de ordin mai înalt pot fi neglija¡i. Atunci, P  generalizat se reduce la 
polariza¡ia de dipol electric P . Diferen¡a dintre P  ¿i P  este aceea cå P  este o 
func¡ie nelocalå de câmp, iar P  este o func¡ie localå de câmp. 
 ¥n cele ce urmeazå se va presupune aproxima¡ia de dipol electric: 

 P P= ,        (2.23) 
în cazul în care nu se specificå altfel. 
 ºinând seama de expresia (2.22) ¿i considerând cå 0=ρ l , ecua¡iile lui 
Maxwell apar sub forma: 

 0=
∂
∂

+×∇
t
BE ;      (2.24a) 

                                                 
(4) J. A. Jackson, Classical electrodynamics, Mc Graw-Hill, New York, (1975), p. 739 
(5) W. K. H. Panofsky and P. Phillips, Classical electricity and magnetism, Adison-Wesley, 

Reading, Mass., (1962), p. 131 
(6) H. C. Dehmelt ¿i H. Kruger, Zeits. f. Phys., 130, 371 ¿i 385, (1951) 
    H. C. Dehmelt, Zeits. f. Phys., 130, 480, (1951) 
    J. M. Kellogg, I. I. Rabi, N. F. Ramsay Jr. and J. R. Zacharias, Phys. Rev., 55, 318L, 

(1939); 57, 677, (1940) 
(7) L. D. Landau and E. M. Lifshitz, Electrodynamics in continuous media, Pergamon Press, 

New York, (1960), p. 252 
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µ

×∇
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0
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;     (2.24b) 

 ( ) 00 =+∇ε∇ PE ;      (2.24c) 

 0=∇B ,       (2.24d) 
unde P  este acum termenul surså variabil în timp. ¥n general, P  este o func¡ie de 
E  care descrie complet råspunsul mediului la câmp ¿i este adesea cunoscutå ca 
ecua¡ie constitutivå. 
 Dacå s-ar putea putea scrie exact rela¡iile constitutive ¿i s-ar gåsi solu¡ia 
pentru setul rezultat de ecua¡ii Maxwell, cu condi¡iile la limitå corespunzåtoare, 
atunci toate fenomenele optice ar putea fi prezise ¿i u¿or de în¡eles. Din nefericire, 
acest lucru este rareori posibil. Pentru a se construi solu¡ia matematicå a ecua¡iilor 
care se pot ob¡ine, se fac aproxima¡ii rezonabile din punct de vedere fizic. 

2.2.2. Ecua¡ia undelor neliniarå 

Ecua¡ia undelor liniarå se ob¡ine plecând de la ecua¡iile (2.12), în care se 
presupune cå 0=lJ  ¿i 0=ρ l  ¿i de la rela¡iile constitutive (2.13) ¿i (2.14), 
ob¡inându-se: 

 0
v
1

2

2

2
=

∂
∂

−∆
t
EE ,      (2.25) 

unde 

 εµ=
2v
1

.       (2.26) 

 Tratarea clasicå a interac¡iilor undelor în medii neliniare în opticå porne¿te 
de la ecua¡iile lui Maxwell. Teoria clasicå este o teorie fenomenologicå, aceasta 
presupunând existen¡a fenomenelor neliniare rezultatå din experien¡å ¿i construind o 
descriere teoreticå cu ajutorul unor presupuneri rezonabile. Nu se face nici o 
presupunere asupra posibilitå¡ilor microscopice, adicå, asupra posibilitå¡ilor de la 
nivel atomic. 
 Se presupune cå mediul optic are urmåtoarele proprietå¡i: (1) nu con¡ine 
sarcini libere ( )0=ρ l ; (2) nu poate fi magnetizat ( )0=M ; ¿i (3) este dielectric 

perfect ( )0=σ . 

 Din presupunerile fåcute rezultå cå induc¡ia mB  în substan¡å este identicå 

induc¡iei B  în vid. Astfel, ecua¡iile lui Maxwell sunt: 

 0=
∂
∂

+×∇
t
BE m ;      (2.27a) 

  J
t
EB m =
∂
∂

ε−







µ

×∇ 0
0

;           (2.27b) 

0=∇ mE ;       (2.27c) 

 0=∇ mB ,       (2.27d) 
iar ecua¡iile constitutive au forma: 
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 0=lJ         (2.28) 

 BBm =        (2.29) 

 P1

0ε
+= EEm ,      (2.30) 

mE  fiind câmpul electric în substan¡å ¿i mB  - induc¡ia magneticå în substan¡å. 

 Polariza¡ia electricå P  a mediului se despicå într-o parte care depinde liniar 
de E  ¿i o parte care depinde neliniar de E , adicå: 

 NLLNLL E PPPP 0 +χε=+=      (2.31) 
pentru medii izotrope, respectiv 

 NLLE PP 0 +χε=       (2.32) 

în medii anizotrope. 
 Se presupune, în continuare, cå suntem în cazul mediilor izotrope ¿i, de 
asemenea, cå LP  ¿i NLP  sunt paralele la câmpul intern. Acum, introducând rela¡iile 
constitutive (2.30), (2.29) ¿i (2.28) în ecuacua¡iile lui Maxwell (2.27), ¡inând seama 
de formula (2.31), se ob¡in urmåtoarele ecua¡ii pentru câmpul electromagnetic: 

 0=
∂
∂

+×∇
t
BE ;      (2.33a) 
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;           (2.33b) 

0P1

0
=








ε

+∇ E ;      (2.33c) 

 0=∇B ,       (2.33d) 
unde s-a introdus permitivitatea (2.16) 

 ( )Lχ+ε=ε 10 .       (2.16 bis) 
 Aplicând rotorul ecua¡iei (2.33a), se ob¡ine: 

 0=×∇
∂
∂

+×∇×∇ B
t

E , 

rela¡ie care, ¡inând seama de ecua¡ie (2.33b) devine: 
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εµ+×∇×∇     (2.34) 

pentru un mediul izotrop. 
 Din rela¡ia (2.33c), ¡inând seama de formula (2.31), rezultå: 

 0P1

0
=∇

ε
+∇ε NLr E ,      (2.35) 

unde Lr χ+=ε 1 . 
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 Dacå 0P1
=∇

ε
−=∇ NLE , ecua¡ia (2.34) ia forma 
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Deoarece  
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r ,     (2.37) 

în loc de (2.36) putem scrie 
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−∆ ,     (2.38) 

aceasta fiind ecua¡ia undelor neliniarå sau ecua¡ia undelor într-un mediu izotrop 
neliniar. 
 ¥n cazul unui mediu anizotrop, avem: 
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 Ecua¡ia (2.39) nu poate nu poate fi simplificatå mai mult, deoarece atunci 
când 0=∇ mE , în general, 0≠∇E . Aceasta înseamnå cå vectorul E  nu mai este 

perpendicular pe k . Vectorul mE  dat de expresia (2.30) este perpendicular pe k . 
 Dacå, în general: 

         0P1
≠∇

ε
−=∇ NLE , 

atunci 

          EEEE NL ∆−∇⋅∇
ε

−=∆−∇⋅∇=×∇×∇ P1
, 

¿i ecua¡ia (2.34) devine: 
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εµ−∆    (2.40) 

pentru medii izotrope. 
 Pentru medii anizotrope, ecua¡ia (2.33c) conduce la  

          0P1

0

=∇
ε

+∇ε NLr E , 

care, împreunå cu expresia (2.39), în cazul general, ne då: 
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 ¥n continuare se va considera cå avem un mediu izotrop în care kE ⊥  
(cazurile cele mai frecvente) ¿i, astfel, se va folosi ecua¡ia undelor neliniarå (2.38). 
 Comparând ecua¡ia undelor într-un mediu izotrop neliniar (2.38) cu ecua¡ia 
undelor într-un mediu izotrop liniar (2.25), se observå cå (2.38) poate fi consideratå 

ca o ecua¡ie de undå în care termenul 
2

2

0
P
t
NL

∂

∂
µ  ac¡ioneazå ca o surså care radiazå 
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într-un mediu neliniar de indice de refrac¡ie n . Deoarece NLP  ¿i, prin urmare, sursa 

2

2

0
P
t
NL

∂

∂
µ  este o func¡ie neliniarå de E , ecua¡ia (2.38) este o ecua¡ie cu derivate 

par¡iale neliniarå în E . Aceasta este ecua¡ia de bazå care fundamenteazå teoria 
opticii neliniare. 
 Existå douå cåi apropiate pentru a rezolva ecua¡ia de undå neliniarå. Prima 
este o cale iterativå cunoscutå sub numele de aproxima¡ia Born. Aceastå metodå este 
adecvatå când intensitatea luminii este suficient de micå astfel încât nelinearitatea 
este micå. ¥n aceastå aproxima¡ie, lumina care se propagå prin mediul neliniar este 
privitå ca un proces de împrå¿tiere în care câmpul incident este împrå¿tiat de mediu. 
 Lumina împrå¿tiatå este determinatå din lumina incidentå în douå trepte: 
(1) Câmpul incident (împrå¿tiat) 0E  este folosit pentru a determina polariza¡ia 

neliniarå, NLP , din care este determinatå sursa de radia¡ie: 

 ( )
2

2

00
P
t

ES NL

∂

∂
µ−= ;      (2.42) 

(2) Câmpul radiat (împrå¿tiat) 1E  este determinat din sursa de radia¡ie prin 
adåugarea undelor sferice asociate cu diferitele surse punctuale (difrac¡ia luminii). 

 

                                                            Fig. 2.4 
 
 ¥n multe cazuri cantitatea de luminå împrå¿tiatå este foarte micå, astfel încât 
considerarea luminii incidente este într-adevår corespunzåtoare primei aproxima¡ii 
Born. ¥n acest caz, se admite un câmp ini¡ial 0E  care con¡ine una sau mai multe 

unde monocromatice de diferite frecven¡e. Polariza¡ia electricå neliniarå NLP  este 

determinatå de o expresie de forma (2.10) ¿i func¡ia surså ( )0ES  este evaluatå 

folosind expresia (2.42). Deoarece ( )0ES  este o func¡ie neliniarå, sunt create noi 

frecven¡e. Sursa ( )0ES , prin urmare, emite un câmp optic 1E  cu frecven¡e care nu 

sunt prezente în unda originarå 0E . Acestea conduc la numeroase fenomene 
interesante care au fost utilizate pentru a construi aparate optice neliniare utile. 
Aproxima¡ia Born este ilustratå în figura 2.4. Se presupune cå un câmp optic 0E  
este incident pe un mediu neliniar confinat într-un volum oarecare (figura 2.4) ¿i 
creeazå o surså de radia¡ie ( )0ES . Aceasta radiazå un câmp optic 1E . Sursa de 
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radia¡ie corespunzåtoare a lui 1E  va fi ( )1ES , care, la rândul såu, radiazå un câmp 

2E  ¿.a.m.d. Acest proces sugereazå o 
solu¡ie iterativå, prima treaptå a acestuia 
fiind cunoscutå ca prima aproxima¡ie Born. 
A doua aproxima¡ie Born dezvoltå procesul 
printr-o itera¡ie adi¡ionalå etc. De fapt, 
procesul poate fi ilustrat prin figura 2.5. 
Sursa de radia¡ie ( )ES  din ecua¡ia: 

 ( )ES
t
EE −=

∂
∂

−∆
2

2

2v
1

 

este o func¡ie de câmpul E  care, el însu¿i radiazå. 
 A doua metodå de rezolvare a ecua¡iei de undå neliniarå este datå de teoria 
undei cuplate. ¥n aceastå teorie, ecua¡ia undei neliniarå este folositå pentru a stabili 
ecua¡ii cu derivate par¡iale cuplate liniar, acestea guvernând undele care 
interac¡ioneazå. Aceastå metodå constituie baza studiului cel mai avansat asupra 
interac¡iilor undelor într-un mediu neliniar. 

2.2.3. Energia câmpului electromagnetic. Vectorul lui Poynting 

Presupunem cå ne aflåm în cazul mediilor liniare. Schimbarea energiei 
electromagnetice înmagazinatå într-un anumit volum V  trebuie så fie egalå cu 
fluxul de energie care intrå în volumul V  mic¿orat de lucrul pe care câmpul îl 
exercitå asupra particulelor încårcate în volumul V . O sarcinå punctualå este supuså 
la for¡a lui Lorentz ( )BvEq ×+ , lucrul efectuat de câmpuri pe unitatea de timp fiind 

( ) EvqBvEvq =×+ . ¥n cazul unei distribu¡ii continue a sarcinilor ¿i curen¡ilor, 

lucrul câmpului pe unitatea de timp se scrie: EJ  (energia disipatå de cåldura 
Joule). 

Amplificând rela¡ia (2.12b) cu E  ¿i rela¡ia (2.12a) cu H  ¿i scåzând din 
primul rezultat pe al doilea, dupå ce ¡inem seama de identitatea 

( ) ( ) ( )HEEHHE ×∇−×∇=×∇ , 
ob¡inem legea de conservare a energiei electromagnetice 

EJS
t
w

p −=∇+
∂
∂

,              (2.43) 

unde 
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              (2.44) 

este varia¡ia în timp a densitå¡ii energiei electromagnetice ¿i  
 HES p ×=  

este vectorul lui Poynting, interpretat ca fluxul energiei electromagnetice pe unitatea 
de timp. Pentru un mediu linier ¿i nedisipativ, rela¡ia (2.44) se integreazå u¿or 
ob¡inând densitatea de energie electromagneticå: 

 ( )BHDEw +=
2
1

.              (2.45) 

 
Fig. 2.5 
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 ¥n cazul mediilor neliniare, înmul¡ind rela¡ia (2.24b) cu E  ¿i ecua¡ia (2.24a) 

cu 
0µ
B

 ¿i scåzând din primul rezultat pe al doilea, se ob¡ine 
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se observå cå avem: 
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t
wS p −=
∂
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+⋅∇ , 

expresie asemånåtoare cu (2.43), dacå 
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unde P  este datå de o expresie de forma (2.10), care va fi dezvoltatå ulterior. 

2.2.4. Susceptibilitå¡i neliniare 

A. Defini¡ia formalå a susceptibilitå¡ilor neliniare 

Susceptibilitå¡ile joacå un rol cheie în Optica neliniarå deoarece ele 
caracterizeazå complet modul în care polariza¡ia electricå a mediului depinde de 
câmpul electric la care acesta este supus ¿i care con¡in toate procesele neliniare 
susceptibile de a se manifesta în mediul respectiv. Urmeazå så definim 
susceptibilitå¡ile respective într-un cadru general fa¡å de cel considerat pânå acum. 
Se considerå un mediu neliniar care interac¡ioneazå cu un câmp electric E , care 

rezultå din suma discretå a undelor plane monocromatice nE  de vectori de undå nk  

¿i de frecven¡e nω : 

( ) ( )∑
>

=
0

,,
n

n trEtrE               (2.48) 

¿i vom distinge componentele de frecven¡å pozitivå ¿i negativå ale undelor nE  

 ( ) ( ) ( )trEtrEtrE nnn ,,, −+ +=              (2.49) 
cu 

 ( ) ( )[ ] ( )( )*
,,

0
, ,exp, trErktiuEtrE n

zyxj
nnjjnn

−

=

+ =−ω−= ∑ ,          (2.50) 

unde ju  este vectorul unitar marcând direc¡ia de spa¡iu ( )*,j  este complex 

conjugata lui ( ) 0
,, jnE  este o mårime complexå al cårei modul este egal cu 

semiamplitudinea componentei de polarizare ju  a câmpului electric nE (8). 

                                                 
(8) ¥n cele ce urmeazå vom nota mårimile care variazå rapid temporal (la frecven¡a opticå) 
¿i/sau spa¡ial (varia¡ia la scara lungimilor de undå din opticå) prin ( )trE , , de exemplu ¿i 

func¡iile anvelope asociate, care variazå mult mai lent prin ( )trE ,0 , de exemplu. 


