
ANEXA A II-A.  

MODELE UTILIZATE LA ÎNCEPUTURILE 
OPTICII NELINIARE PENTRU A ILUSTRA 
ORIGINEA NELINIARITÅºILOR OPTICE 

1. Polariza¡iile neliniarå staticå ¿i variabilå  
    considerate ca mårimi scalare 

 La începutul acestui capitol vom trece în revistå problema polariza¡iei 
neliniare a unui mediu în care actioneazå simultan un câmp constant exterior ¿i un 
câmp al unei unde monocromatice. 
 Presupunem, pentru simplificare, cå cele douå câmpuri au aceea¿i direc¡ie 
astfel încât se poate utiliza suma scalarå: 

( )tEEE ω+= ω cos0 .      (II.1) 
Ne vom mårgini la a ¡ine seama de varia¡ia polarizårii în func¡ie de timp, ceea ce ne 
permite så folosim aproxima¡ia scalarå, caz în care avem expresiile 

 ∑χ=
l

ljl
L
j EP )1(        (II.2) 

pentru polariza¡ia electricå liniarå a mediului ¿i 

 ∑ ∑∑∑∑ +χ+χ=
l l k m

mkljlkm
k

kljlk
NL
j EEEEEP ...)3()2(   (II.3) 

pentru polariza¡ia neliniarå a mediului (în care )1(
jlχ  reprezintå componentele 

tensorului de ordinul al doilea al susceptibilitå¡ii liniare, iar ,...., )3()2(
jlkmjlk χχ  sunt 

componentele tensorilor de rangul al treilea, de rangul al patrulea, ... (pentru 
susceptibilitå¡ile neliniare) care devin: 

 ( )EPL 1χ=        (II.4) 
¿i, respectiv 

 ( ) ( ) 3322 EEPNL χ+χ= .      (II.5) 

Când utilizåm aproxima¡ia scalarå, nu trebuie så uitåm cå valoarea lui ( )2χ  nu poate 
fi diferitå de zero decât în cristale. Introducând expresia (II.1) în rela¡iile (II.4) ¿i 
(II.5), rezultå: 

 ( ) ( ) ( )tEEPL ωχ+χ= ω cos101 ,     (II.6) 
respectiv  

( ) ( ) ( )tPtPtPPPNL ω+ω+ω+= ωωω 3cos2coscos 320 ,  (II.7) 
unde 
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 ωωωω χ+χ+χ+χ= EEEEEEEEEEP )2(0)3(000)3(00)2(0

2
1

2
3

; (II.8) 

 ωωωωωω χ+χ+χ= EEEEEEEP )3(0)3(0)2(

4
332 ;   (II.9) 

 ωωωωω χ+χ= EEEEEP )2(0)3(2

2
1

2
3

;    (II.10) 

 ωωωω χ= EEEP )3(3

4
1

.      (II.11) 

 Se observå cå într-un mediu liniar, polariza¡ia (råspunsul), datå de expresia 
(II.6), urmeazå complet forma câmpului care ac¡ioneazå în acest mediu, pe când într-
un mediu neliniar polariza¡ia nu urmeazå aceastå “formå”. 
 
                  Tabelul II.1. 
FENOMENE Polariza¡ia  neliniarå 

Natura  
fenomenelor 

Originea 
fenomenelor 

Staticå Prima  
armonicå 

A doua 
armonicå 

A treia 
armonicå 

Electricå )2(χ  { }1  

00)2( EEχ  

- - - 

 )3(χ  { }2  

000)3( EEEχ  

- - - 

 
Opto -  

)2(χ  - { }5  

ωχ EE0)2(2  

- - 

electricå )3(χ  { }3  

ωωχ EEE0)3(
2
3

 

{ }6  

ωχ EEE 00)3(3
 

{ }8  

ωωχ EEE0)3(
2
3

 

- 

 
Opticå 

)2(χ  { }4  

ωωχ EE)2(
2
1

 

- { }9  

ωωχ EE)2(
2
1

 

- 

 )3(χ  - { }7  

ωωωχ EEE)3(
4
3

 

- { }10  

ωωωχ EEE)3(
4
1

 
 
 

 Polariza¡ia unui mediu neliniar, NLL PP + , se descompune în patru 

constituien¡i: o polariza¡ie staticå care comportå o componentå liniarå, 0)1( Eχ         

(v. rela¡ia (II.6)) ¿i o componentå neliniarå 0P  (v. rela¡ia (II.8)); o primå armonicå 

comportând o componentå liniarå, ( )tE ωχ ω cos)1(  (v. rela¡ia (II.6)) ¿i o componentå 
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neliniarå, ( )tP ωω cos  (v. rela¡iile (II.7) ¿i (II.9)); o a doua armonicå, ( )tP ωω 2cos2  
(v. rela¡iile (II.7) ¿i (II.10)), datoritå unei singure polarizåri neliniare; o a treia 

armonicå, ( )tP ωω 3cos3  (v. rela¡iile (II.7) ¿i (II.11)), datoritå, de asemenea, la o 
singurå polarizare neliniarå. Fiecare din ace¿ti patru constituien¡i, în afarå de a treia 
armonicå, se descompun la rândul lor în mai mul¡i termeni care diferå unul de altul 

prin susceptibilitå¡ile neliniare )2(χ  sau )3(χ , precum ¿i natura originilor (opticå, 
electricå sau opto-electricå). Astfel, polariza¡ia staticå neliniarå se descompune în 
patru termeni (formula II.8)) ¿i a douå armonicå în doi termeni (formula (II.10)). Nu 
este dificil de a calcula cå, în total, polariza¡ia neliniarå se descompune în zece 
termeni. La fiecare din ace¿ti termeni corespunde (råspunde) un fenomen optic 
neliniar determinat. Este evident cå dacå se face så intervinå în expresia (II.5) 
termeni de ordin mai înalt în câmp, numårul termenilor neliniari posibili spore¿te ¿i 
se va constata, în particular, apari¡ia armonicilor de ordin superior. 
 Ace¿ti zece termeni neliniari sunt grupa¡i în tabelul II.1. conform naturii ¿i 
originii lor. Examinarea acestui tabel aratå cå patru termeni sunt de originå opticå, 
adicå, ei se datoreazå ac¡iunii câmpului undei luminoase; doi termeni sunt de originå 
electricå, adicå, ei se datoreazå ac¡iunii unui câmp constant exterior ¿i patru termeni 
sunt de originå opto-electricå, adicå, ei se datoreazå interferen¡ei câmpului undei 
luminoase ¿i câmpului electric exterior. 
 Aplicând rezultatele din tabelul II.1 cristalelor, trebuie så ¡inem seama de 
natura tensorialå a susceptibilitå¡iilor neliniare. Astfel, de exemplu, termenul 
{ }8 trebuie pus pentru a j — a componentå a vectorului polarizare sub forma: 

 ∑∑∑ ωωχ=
l k m

mkljlkmj EEEP 0)3()8(

2
3

.     (II.12) 

 În plus, este necesar de a ¡ine seama de dispersia temporalå a 
susceptibilitå¡ilor neliniare. În cazul în care rela¡ia constitutivå face så intervinå 
amplitudinile polarizårii ¿i câmpurilor undelor, dispersia temporalå se manifestå prin 
faptul cå mediul are caracteristici optice care depind de frecven¡å. În aceste condi¡ii 

este necesar så se ¡inå seama de faptul cå componentele tensorilor )2(χ  ¿i )3(χ  ar 
depinde la fel de bine atât de frecven¡a varia¡iei polarizårii cât ¿i de frecven¡a 
undelor care figureazå în aceste expresii. În exemplul pe care l-am considerat, 

termenul { }8 , la componenta jP  corespunde pulsa¡ia ω2 , la componenta 0
lE  

pulsa¡ia 0 ¿i la componentele ω
kE  ¿i ω

mE  pulsa¡iile ω . Având în vedere aceastå 
circumstan¡å, trebuie så comparåm douå suite: o suitå de pulsa¡ii ¿i o suitå de indici 
ai componentelor vectorilor: 

 { } { }mlkj ,,,,,0,2 ⇔ωωω .     (II.13) 

Suita de pulsa¡ii { }ωωω ,,0,2  figureazå în calitate de indice superior la 
componentele tensorului de susceptibilitate neliniarå. Rezultå cå expresia (II.12) ia 
forma: 

 ∑∑∑ ωωωωωχ=
l k m

mkljlkmj EEEP 0,,0,2)3()8(

2
3

.    (II.14) 
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 Dacå aplicåm rezultatele din tabelul II.1. la lichide ¿i gaze, se convine så se 

¡inå seama cå 0)2( =χ  (termenii { }1 , { } { }4,5 ¿i { }9  sunt elimina¡i din tabel). În plus, 
trebuie, în acest caz, de asemenea, så se ¡inå seama de dispersia temporalå. Termenul 
{ }8 trebuie så se scrie în acest caz sub forma: 

 ( ) ωωωωωχ= EEEP 0)3()8( ,,0,2
2
3

.    (II.15) 

 În concluzie, remarcåm cå în numeroase cazuri se considerå fenomenele 
optice neliniare neglijând dispersia spa¡ialå. 

1.1. Polariza¡ia neliniarå staticå 

 Se va scrie termenul { }1  din tabelul II.1. sub forma: 

 ∑∑χ=
1

000,0,0)3()1(

k
kljlkj EEP .     (II.16) 

Acest termen este responsabil de efectul electro-optic liniar (efectul Pockels) într-un 
câmp electric constant exterior. În lichide, acest efect nu se produce. 
 Dacå scriem termenul { }2  sub forma: 

 ∑∑∑χ=
l k

mkl
m

jlkmj EEEP 0000000)3()2( ,     (II.17) 

acesta este responsabil de efectul electro-optic påtratic (fenomenul Kerr) într-un 
câmp electric constant exterior. Pentru un lichid expresia (II.17) ia forma: 

 000)3()2( EEEP χ= .      (II.18) 

 Vom scrie termenul { }3 sub forma: 

 ∑∑∑ ωωωωχ=
l k

mkl
m

jlkmj EEEP 000)3()3(

2
3

,    (II.19) 

acest rezultat descriind polariza¡ia staticå ce apare în cazul creerii celei de-a treia 
armonici în prezen¡a unui câmp constant exterior. În lichide, la acest termen (II.19) 
corespunde un fenomen numit de orientare opticå a moleculelor. 
 Punând termenul {4} sub forma: 

 ( ) ( )∑∑ ωωωωχ=
l k

kljlkj EEP 034

2
1

,     (II.20) 

acesta descrie polariza¡ia staticå care apare în cazul producerii celei de-a doua 
armonici în absen¡a câmpului constant exterior. Acesta este efectul de redresare 
opticå. Acest efect nu se manifestå în lichide. 

1.2. Armonici ale polarizårii neliniare 

 Termenii {5}—{10} dau diferite armonici ale polarizårii neliniare. La 
termenii {5} ¿i {6} corespund efectele particulare Pockels ¿i, respectiv Kerr, datoritå 
ac¡iunii conjugate a unui câmp exterior aplicat cristalului ¿i a unui câmp de unde 
luminoase. 
 Dacå se pune termenul {7} sub forma: 

 ( ) ( ) ( )∑∑∑ ωωωωωωωχ=
l k m

mkljlkmj EEEP 37

4
3

,    (II.21) 
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acesta descrie varia¡ia indicelui de refrac¡ie al unui cristal traversat de o undå 
luminoaså intenså, ceea ce are ca efect så provoace apari¡ia fenomenului de 
autofocalizare a luminii. Fenomenul de autofocalizare se manifestå, de asemenea, în 
lichide ¿i în gaze. In acest ultim caz, expresia (II.21) se simplificå considerabil 
devenind: 

 ( ) ωωωωχ= EEEP 3)7(

4
3

.     (II.22) 

 Termenul {8} (v. formula (II.14)) descrie generarea celei de-a doua 
armonici în prezen¡a unui câmp exterior. Numai prezen¡a unui câmp exterior 
permite så se observe producerea celei de-a doua armonici în lichide ¿i în gaze. În 
cristale, fenomenul de producere a celei de-a doua armonici este descris, de 
asemenea, de termenul {9}: 

 ( ) ( )∑∑ ωωωωωχ=
l k

kljlkj EEP 239

2
1

.     (II.23) 

În acest caz, câmpul exterior este absent. Fenomenul considerat nu se produce decât 
datoritå ac¡iunii câmpului undei luminoase. 
 Scriind termenul {10} sub forma: 

 ( ) ( )∑∑∑ ωωωωωωωχ=
l k m

mkljlkmj EEEP 3310

4
1

,    (II.24) 

se ob¡ine fenomenul producerii celei de-a treia armonici. 

1.3. Interac¡iunea undelor monocromatice 

 Revenind la varianta scalarå a descrierii polarizårii neliniare ¿i în locul 
rela¡iilor (II.5) ¿i (II.1) considerând expresiile: 

 ( ) 22 EPNL χ= ,       (II.25) 
respectiv 

 ( ) ( )tEtEE Ω+ω= Ωω coscos ,     (II.26) 
atunci, introducând expresia (II.26) în formula (II.25), rezultå urmåtoarea expresie 
pentru polarizarea neliniarå: 

( ) ( ) ( ) ( )tPtPtPtPPPNL ω−Ω+ω+Ω+Ω+ω+= ω−Ωω+ΩΩω coscos2cos2cos 220 , 
         (II.27) 

unde: 

 ( ) ( ) ( )2220

2
1

χ



 += Ωω EEP ;     (II.28) 

 ( ) ( )222

2
1

χ= ωω EP ;      (II.29) 

 ( ) ( )222

2
1

χ= ΩΩ EP ;      (II.30) 

 ( )2χ= Ωωω+Ω EEP ;      (II.31) 

 ( )2χ= Ωωω−Ω EEP .      (II.32) 
Se observå cå: 

 ( ) Ωωω−Ωω+Ω χ== EEPP 2 ,     (II.33) 
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iar prin trecerea la o descriere tensorialå se ob¡ine: 

 ωΩωΩω±Ωω±Ω =χ=∑∑ kl
l k

jlkj EEP .     (II.34) 

Astfel, interac¡ia dintre undele de pulsa¡ii Ω  ¿i ω  într-un mediu neliniar provoacå 
apari¡ia de unde de pulsa¡ii Ω  ¿i ω  într-un mediu neliniar. În acest mod se explicå 
generarea parametricå a luminii. 
 Este u¿or de stabilit cå existå o analogie între rela¡ia (II.34) pe de o parte ¿i 
rela¡iile (II.23) ¿i (II.20), pe de altå parte. Aceastå analogie ne permite så afirmåm cå 
printre termenii care figureazå în tabelul II.1, termenii {9} ¿i {4} sunt cei care 
corespund generårii parametrice a luminii. 
 Dacå generarea parametricå a luminii se produce în prezen¡a unui câmp 
exterior, termenii de tipul {9} ¿i {4} trebuie înlocui¡i prin termeni de tipul {8} ¿i, 
respectiv {3} (v. formulele (II.12) ¿i (II.19)), ajungând la concluzia cå generarea 
parametricå a luminii în prezen¡a unui câmp exterior trebuie så se descrie printr-o 
polarizare neliniarå: 

 ( ) ωΩωΩω±Ωω±Ω ∑∑∑χ≈ mkl
l k m

jlkmj EEEP 003 .    (II.35) 

Generarea parametricå a luminii în prezen¡a unui câmp exterior se poate produce 
nu numai în cristale ci ¿i, de asemenea în medii izotrope. 

2. Modelul electronului clasic ¿i susceptibilitå¡ile neliniare  
    (Modelul oscilatorului anarmonic) 

 Pentru a se simplifica calculul susceptibilitå¡ilor dielectrice s-a recurs, 
pentru început, la modelul electronului-oscilator clasic. Dacå oscilatorul considerat 
este armonic, se ob¡ine susceptibilitatea liniarå. Pentru calculul susceptibilitå¡ilor 
neliniare trebuie så se considere un oscilator anarmonic. Astfel, în mediul neliniar se 
considerå cå avem N  oscilatori anarmonici clasici pe unitatea de volum. Fiecare 
oscilator este descris fizic de un electron legat la un centru sau o vibra¡ie molecularå 
în infraro¿u activå. Se considerå cå E  este intensitatea câmpului electric care 
ac¡ioneazå asupra electronilor-oscilator. 
 Atunci, pentru un oscilator armonic, ecua¡ia de mi¿care este de forma: 

 Eerk
dt
rd

dt
rdm −=+α+2

2

.     (II.36) 

În cazul oscilatorilor armonici, for¡a de atrac¡ie (de restaurare) este propor¡ionalå cu 
ecartul în raport cu pozi¡ia de echilibru ( )rk . 
 Luând în considera¡ie anarmonicitå¡ile oscila¡iilor, în expresia for¡ei de 
atrac¡ie apar termeni suplimentari propor¡ionali cu grade mai ridicate ale cantitå¡ii 
r . Datoritå exigen¡elor de simetrie pentru un mediu izotrop (în particular, pentru un 
gaz) nu sunt posibile decât grade impare ale cantitå¡ii r . Astfel, dacå se ¡ine seama 
de anarmonicitatea oscilatorului, aceasta este legatå în primå aproxima¡ie de un 

termen suplimentar propor¡ional cu 3r . Deci, în cazul unui oscilator anarmonic se 
ob¡ine: 
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 Eerark
dt
rd

dt
rdm −=−+α+ 3
2

2

,    (II.37) 

unde a  este un parametru care descrie anarmonicitatea oscila¡iilor. 
 ºinând seama de faptul cå polariza¡ia este momentul dipolar al unitå¡ii de 
volum: 

 reNP −= ,       (II.38) 
expresiile (II.36) ¿i (II.37) se pot pune sub forma: 

 E
m
NeP

dt
Pd

dt
Pd 2

2
02

2

=ω+γ+ ,     (II.39) 

respectiv 

 E
m
NeP

mNe
aP

dt
Pd

dt
Pd 22

3
22

2
02

2

=−ω+γ+ .   (II.40) 

 Solu¡ia ecua¡iei (II.39) då polariza¡ia liniarå LP  ¿i respectiv, 

susceptibilitatea liniarå ( )1χ . Solu¡ia ecua¡iei (II.40) este suma polariza¡iilor liniarå ¿i 
neliniarå: 

 NLL PPP += .       (II.41) 
Aceasta este cåutatå, în general, presupunând cå termenul cubic este net mai mic 
decât termenul liniar (polariza¡ia neliniarå este mult inferioarå polariza¡iei neliniare). 
În acest caz se admite sub o formå aproximativå cå: 

 ( )33 LPP ≈ .       (II.42) 
În acest mod, mai întâi, se rezolvå ecua¡ia (II.39) ¿i se determinå polariza¡ia liniarå 

LP . Aceasta se introduce în expresiile (II.41) ¿i (II.42) ¿i, apoi, în ecua¡ia (II.40), 
ob¡inându-se: 

( ) ( ) ( ) ( ) E
m
NeP

mNe
aPP

dt
PPd

dt
PPd LNLL

NLLNLL 223

22
2

2

2

=−+ω+
+

γ+
+

. 

 (II.43) 
ºinând seama de rela¡ia (II.39), ecua¡ia (II.43) va lua forma: 

 ( )322
2
02

2
LNL

NLNL

P
mNe

aP
dt
Pd

dt
Pd

=ω+γ+ .   (II.44) 

O astfel de manierå de a proceda corespunde metodei aproxima¡iilor succesive: mai 
întâi, se cautå solu¡ia unei ecua¡ii liniare ¿i, apoi, se folose¿te pentru o reprezentare 
aproximativå a neliniaritå¡ii într-o ecua¡ie neliniarå. 

 Så presupunem cå ( )tEE ω= ω cos  ¿i cå pulsa¡ia ω  se situeazå departe de 

pulsa¡ia caracteristicå 0ω . Deoarece ( ) ( )EP L ωχ= 1 , din ecua¡ia (II.39) se ob¡ine: 

 ( )
( )ωγ+ω−ω

=χ
im

Ne
22

0

2
1      (II.45) 

¿i 

 ( )

( ) ( )t
im

ENeEP L ω
ωγ+ω−ω

=χ=
ω

cos22
0

2
1 .    (II.46) 

Introducând expresia (II.46) în ecua¡ia (II.44), se ob¡ine: 
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 ( )( ) ( ) ( )tEE
mNe

aP
dt
Pd

dt
Pd NL

NLNL

ωχ=ω+γ+ ωω 3231
22

2
02

2

cos . (II.47) 

Deoarece 

 ( ) ( )ttt ω+ω=ω 3cos
4
1cos

4
3cos3 ,    (II.48) 

este convenabil så se caute solu¡ia NLP  sub forma a douå armonici: 

 ( ) ( ) ( ) ( )tPtPtPtPP NL ω+ω=+= ωωωω 3coscos 33 .  (II.49) 
ºinând seama de rela¡ia (II.48), ecua¡ia (II.47) devine: 

( )( ) ( ) ( ) ( )



 ω+ω×χ=ω+γ+ ωω ttEE

mNe
aP

dt
Pd

dt
Pd NL

NLNL

3cos
4
1cos

4
3231

22
2
02

2

 

         (II.50) 
Mai departe, ¡inând seama de expresia (II.49), ecua¡ia (II.50) poate fi înlocuitå de 
ecua¡iile: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )tE
mNe
EatP

dt
tPd

dt
tPd

ω
χ

=ω+γ+ ω
ω

ω
ωω

cos
4

3
22

231
2
02

2

 (II.51) 

¿i 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )tE
mNe
EatP

dt
tPd

dt
tPd

ω
χ

=ω+γ+ ω
ω

ω
ωω

3cos
4 22

231
32

0

3

2

32

. (II.52) 

 Dacå în ecua¡ia (II.51) se introduce expresia 

 ( ) [ ]tiPtP ω⇒ω ωω expcos ,     (II.53) 
unde 

 ( ) [ ]tiEtE ω⇒ω ωω expcos ,     (II.54) 
atunci, se ob¡ine: 

 
( )( ) ( )
( )γω+ω−ω
χ

=
ω

ωω

imNe
EaEP 22

0
22

231

4
3

.    (II.55) 

De asemenea, dacå în ecua¡ia (II.52) se pune 

 ( ) [ ]tiPtP ω⇒ω ωω 3exp3cos 33      (II.56) 
unde 

 ( ) [ ]tiEtE ω⇒ω ωω 3exp3cos ,     (II.57) 
rezultå: 

 
( )( ) ( )

( )γω+ω−ω
χ

=
ω

ωω

imNe
EaEP

394 22
0

22

231
3 .    (II.58) 

Pentru 0=γ , expresiile (II.53) ¿i (II.58) devin 

 
( )( ) ( )
( )22

0
22

231

4
3

ω−ω
χ

=
ω

ωω

mNe
EaEP      (II.59) 

¿i, respectiv 

 
( )( ) ( )
( )22

0
22

231
3

94 ω−ω
χ

=
ω

ωω

mNe
EaEP .     (II.60) 
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 Rezultatul (II.59) descrie termenul {7} din tabelul II.1. În aceste condi¡ii, 
deoarece 

 ( ) ( ) ωωω χ= EEP
23 ,      (II.61) 

avem 

 ( ) ( )
( )( )
( ) ( )422

0
4

4

22
0

22

31
3

4

3
4

3,
ω−ω

=
ω−ω

χ
≈ωωχ

m

aNe
mNe
a

,  (II.62) 

calculul exact conducând la: 

 ( ) ( )
( )422

0
4

4
3

4

3,
ωγ+ω−ω

=ωωχ
im

aNe
.    (II.63) 

Rezultatul (II.60) descrie termenul {10} din tabelul 3.1. În aceste condi¡ii avem: 

 ( ) ( )
( ) ( )22

0
322

0
4

4
3

94
,3

ω−ωω−ω
=ωωχ
m

Nae
.   (II.64) 

sau, exact ( )0≠γ : 

 ( ) ( )
( ) ( )ωγ+ω−ωωγ+ω−ω

=ωωχ
iim

Nae

394
,3

22
0

322
0

4

4
3 .  (II.65) 

 Observa¡ii. Când se calculeazå susceptibilitå¡ile neliniare, este necesar så se 
¡inå seama, în fiecare caz concret, de contribu¡ia datoratå diferitelor tipuri de mi¿care 
în mediul considerat ¿i de particularitå¡ile dinamicii atomice din acest mediu. Dacå 
se descriu diversele tipuri de mi¿care (electronicå, intramolecularå, de re¡ea) sub o 
formå aproximativå cu ajutorul modelelor oscilatorilor, anarmonicitatea acestor 
oscilatori î¿i va aduce de fiecare datå contribu¡ia sa la susceptibilitatea neliniarå. În 
cazurile reale, problema calculului susceptibilitå¡ilor neliniare se adevere¿te a fi 
destul de complicatå ¿i pentru rezolvarea sa se cere så se foloseascå aparatul modern 
al fizicii solidului ¿i diferite metode de aproximare. 
 [1°] În cazul dielectricilor solizi, mi¿carea electronilor din interiorul benzilor 
nu aduce nici o contribu¡ie la susceptibilitate. Pentru a evalua susceptibilitatea, în 
acest caz, este suficient så se ¡inå seama numai de tranzi¡iile electronilor dintre 
benzi. Calculele aratå cå în acest caz: 

 ( )
e

2
2 a
≈χ ,        (II.66) 

respectiv 

 ( )
2

4
3 a

e
≈χ ,        (II.67) 

unde a  este constanta re¡elei. În general, se introduce mårimea 

 
2

0a4πε
=

eEa        (II.68) 

numitå câmp atomic. Aceasta este, de fapt, valoarea caracteristicå a câmpului 
electric la distan¡a “ a ” de nucleu. Evaluårile (II.66) ¿i (II.67) se pot scrie, atunci, 
sub forma: 
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 ( )

aE
12 ≅χ        (II.69) 

¿i, respectiv 

 ( )
2

3 1

aE
≅χ .       (II.70) 

 [2°] În semiconductori, banda interziså ete mai pu¡in largå decât în 
dielectrici. Rezultå cå tranzi¡iile dintre benzi joacå un rol mai important. În acela¿i 
timp, contribu¡ia aduså de tranzi¡iile electronice din interiorul benzilor devin 
considerabile. Aceste circumstan¡e au ca efect o reducere a câmpurilor atomice ¿i, 
drept consecin¡å, o cre¿tere importantå a susceptibilitå¡ilor neliniare în cazul 
semiconductorilor. 
 [3°] În cristalele magnetice o contribu¡ie importantå la susceptibilitå¡ile 

neliniare poate fi aduså de magnoni. În acest caz, evaluårile mårimilor ( )2χ  ¿i ( )3χ  se 
pot scrie sub forma: 

( )

aE
c

e
c 1a

11

2
2

vv ≈≈χ       (II.71) 

¿i 
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3 1

aE
c








≈χ v ,      (II.72) 

unde 
ma
h

≈1v  este viteza caracteristicå a electronului în atom (corespunzåtoare 

primei orbite Bohr). 
 Susceptibilitå¡ile neliniare legate de luarea în considera¡ie a fononilor pot fi 
reprezentate sub forma: 

 ( )
ω∆⋅

ω
≈χ

aE
12        (II.73) 

¿i 

 ( )
ω∆⋅

ω
≈χ 2

13

aE
,       (II.74) 

unde ω∆  este semilårgimea spectrului fononilor ¿i 1ω  este pulsa¡ia tranzi¡iei în 
spectrul fononilor considerat în fenomenul neliniar dat. 

3. Modelul gazului de electroni liberi 

 Un model simplu dar realist pentru a ilustra neliniaritatea opticå într-un 
mediu este modelul gazului de electroni liberi. Versiunea simplificatå a modelului 
porne¿te de la ecua¡ia de mi¿care pentru un electron: 

 ( )BE
m
e

dt
rd

×+−= v2

2

,      (II.75) 
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în care, pentru simplificare, s-a neglijat atenuarea. Se observå cå termenul neliniar în 
aceastå ecua¡ie este cel referitor la for¡a lui Lorentz. Deoarece într-o plasmå c<<v , 

for¡a lui Lorentz este mult mai micå decât for¡a lui Coulomb ¿i atunci B
m
e

×v  din 

ecua¡ia (II.75) poate fi tratatå ca o perturba¡ie în aproxima¡ia succesivå a solu¡iei. 
Astfel, pentru: 
 

 ( )[ ] ( )[ ] .c.cexpexp 22201110 +ω−+ω−= trkiEtrkiEE ,  (II.76) 
ob¡inem 
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m
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¿.a.m.d. Pentru o plasmå uniformå cu o densitate de sarcinå ρ , densitatea de curent 
electric este datå de expresia: 

 ( )...... )2()1()2()1( ++
∂
∂

ρ=++= rr
t

JJJ    (II.79) 

cu, de exemplu, 

 ( ) ( )21
)2(

21
)2( ω+ω

∂
∂

ρ=ω+ω r
t

J     (II.80) 

etc... Aceasta ne aratå explicit cum un electron al gazului poate råspunde neliniar la 
lumina care sose¿te prin termenul Lorentz. 
 Într-o tratare ma riguroaså a unui gaz electronic, este necesar så luåm în 
considera¡ie varia¡iile spa¡iale ale densitå¡ii electronice ρ  ¿i ale vitezei v . Acum, 
pentru a descrie plasma electronicå sunt necesare douå ecua¡ii, anume, ecua¡ia de 
mi¿care ¿i ecua¡ia de continuitate(1): 

 ( ) ( )BE
m
e

m
p

t
×+−

ρ
∇

−=⋅∇+
∂
∂ vvvv

   (II.81) 

¿i 

 ( ) 0=ρ∇+
∂
ρ∂ v
t

,      (II.82) 

unde p  este presiunea ¿i m  este masa electronului. Termenul gradientului presiunii 

din ecua¡ia de mi¿care este responsabil de dispersia plasmei la rezonan¡å, dar în 
calculele urmåtoare vom pune 0=∇p  pentru simplificare. Atunci, cu ecua¡iile 

(II.81) ¿i (II.82) se cupleazå seria de ecua¡ii Maxwell: 
 

                                                 
(1) J. D. Jackson, Classical Eletrodynamics, McGraw — Hill, New York, (1975), 2nd, ed. p.469 
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 vρµ=µ=
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 (II.83) 

 ( ) 0;1 )0(

0
=∇ρ−ρ

ε
=∇ BE . 

Pentru a se asigura neutralitatea sarcinii în plasmå în absen¡a perturba¡iilor externe, 
se presupune — aici — cå existå o sarcinå pozitivå fixå ca fond în plasmå. 
Aproxima¡ia succesivå poate fi folositå pentru a exprima pe J  ca func¡ie de E  din 
expresiile (II.81), (II.82) ¿i (II.83). Fie(2) 
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 Vom deduce expresia pentru ( )ω2)2(j  ca un exemplu, presupunând 

( )[ ]trkiEE ω−= exp0 . Substituirea expresiilor (II.84) în rela¡iile (II.81), (II.82) ¿i 
(II.83), conduce la: 
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          ( );1 )1(
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Densitatea de curent de al doilea ordin este atunci datå de  
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Ultimul termen din rela¡ia (II.87) are urmåtoarea expresie: 
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(2) N. Bloembergen, R. K. Chang, S. S. Yho, and C. H. Lee, Phys. Rev. 174, 813, (1968) 
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unde ( ) 2/1
0

)0( / mep ερ=ω  este frecven¡a de rezonan¡å a plasmei. Cu rela¡ia (II.88), 

E
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=  ¿i rela¡ia vectorialå ( ) ( ) ( )EEEEEE ⋅∇=∇⋅+×∇×
2
1

, densitatea 

de curent exprimatå prin (II.87) poate fi scriså sub forma: 
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Ecua¡ia (II.87) aratå explicit cå avem termenul Lorentz, pe de o parte, înså, existå ¿i 
un termen care depinde de varia¡ia spa¡ialå a lui E , pe de altå parte. iE  apar din 

neuniformitatea plasmei. Într-o plasmå uniformå, 0)0( =ρ∇  ¿i deci, 0=∇E  din 

formula (II.88). Aceasta înseamnå cå Ek ⊥  ¿i, prin urmare, ( )EE ∇⋅  se anuleazå 

de asemenea. Termenul Lorentz este atunci singurul termen în ( )ω2)2(J . 

 Densitatea de curent induså ( )ω2)2(J  ac¡ioneazå acum ca surså pentru 
generarea armonicii a doua. Într-o plasmå uniformå, cu un singur fascicul de 

pompaj, ( ) BEJ ×αω2)2(  este numai de-a lungul direc¡iei de propagare a 
fasciculului, Deoarece un curent oscilant nu radiazå longitudinal, nu este de a¿teptat 
generarea armonicii a doua coerente de la volumul plasmei uniforme. În volumul 
plasmei neuniforme sau la suprafa¡a limitå a unei plasme uniforme, înså, este posibil 

så aibå loc generarea armonicii secunde prin neanularea lui )0(ρ∇ . 

 Ecua¡ia (II.88) aratå cå atunci când 0)0( ≠ρ∇ , råspunsul neliniar al 

mediului ( )ω2)2(J  este mult sporit dacå ω  este apropiatå de rezonan¡a plasmei. Ca 
principiu general, råspunsul neliniar al unui mediu este sporit la rezonan¡å când 
câmpul care vine love¿te rezonant mediul. Este, totu¿i, de sperat ca så ne a¿temptåm 
la o intensificare a armonicii a doua la rezonan¡å. Råspunsul armonicii a doua este 

con¡inut în ( )ω2)2(J . La pω⇒ω2 , densitatea de curent va excita câmpul 

longitudinal la ω2  în mod rezonant. 
 Dupå cum se observå din rela¡iile (II.87) ¿i (II.89), densitatea de curent 

( )ω2)2(J  depinde exclusiv de varia¡ia spa¡ialå a lui E . De fapt, folosind identitå¡i 

vectoriale, expresia lui ( )ω2)2(J  din (II.87) sau (II.89), poate fi puså sub forma(3): 

 ( ) ( ) ( )...2...2)2( ⋅∇ω−×∇=ω icJ     (II.90) 

Comparând-o cu (II.87) recunoa¿tem cå cei doi termeni din expresia lui ( )ω2)2(J  
reprezintå contribu¡ia dipolului magnetic, respectiv al cvadripolului. Nu existå 

                                                 
(3) P. S. Pershan, Phys. Rev. 130, 919 (1963) 
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induså polariza¡ie de dipol electric în plasmå. De asemenea, polariza¡ia de cvadripol 
electric induså depinde de gradientul câmpului electric ¿i, prin urmare, nu existå 
într-un volum de plasmå uniformå. 
 Modelul electronului liber este aplicabil la un numår de probleme reale. În 
primul rând, el poate descrie neliniaritå¡ile datoritå plasmei în metale ¿i 
semiconductoare. Generarea armonicii secunde din suprafe¡ele metalice este u¿or 
observabilå(4). Atunci, cu unele modificåri care pot avea loc în distribu¡ia sarcinii 
nete, neanularea lui p∇  ¿.a. pot conduce la neliniaritå¡i optice care pot fi descrise cu 
modelul electronului liber. Au fost observate diferite efecte optice neliniare în 
plasme gaz. Modelul electronului liber poate fi folosit ¿i pentru a descrie observarea 
efectelor neliniare într-un cristal în regiunea X(5). Energia de legåturå a electronului 
este mult mai micå decât energia fotonului razelor X ca ¿i prin urmare, electronii în 
cristal vor råspunde la radia¡iile X ca ¿i cum ar fi liberi. 
 
 

                                                 
(4) N. Bloembergen, R. K. Chang, s. S. Yha, and C. H. Lee, Phys. Rev. 174, 813, (1968) 
(5) P. E. Eisenberger and S. L. McCall, Phys. Rev. Lett. 26, 684 (1971) 


