CURS 7

ELECTRICITATE SI ELECTROMAGNETISM

“Particulele elementare” privite ca cele mai mici entitati din care este alcatuita materia,

“campul “ ca forma alternativa de existenta a materiei §i “miscarea’” infinitd in timp, continua si

perpetua sunt elemente fundamentale implicate in orice forma de interactiune. Aceste trei

elemente sunt intr-o permanenta interdependentd si se presupun reciproc. Nu existd campuri

(gravitational, electromagnetic, etc.) in afara prezentei particulelor care le genereaza iar existenta

campurilor este marcatd de interactiunile intre acestea si particule. De asemenea, nu exista

particule caracterizate de un repaus absolut. Chiar daca particula privitd ca ansamblu pare a fi
in repaus, elementele sale constituente sunt animate de miscari continui si perpetue.Deosebim in
acest sens miscari interatomice, internucleare, etc.Universul este un edificiu cu o structura infinita
ce contine corpuri, cdmpuri $i miscare, in interactiune. Orice particula considerata ca

“elementara” are structurd internd materiald sau sub formda de camp si cercetdrile actuale

confirma aceasta ipoteza aratand ca nici macar protonii si neutronii nu pot fi considerate*“elemen-

tare”, acestea la randul lor manifestand o structura interna.

Fenomenele electromagnetice presupun existenta sarcinii electrice. Masa si spinul sunt
de asemenea alte doud elemente definitorii pentru aceste interactiuni. In natura, existd corpuri
incarcate electric si corpuri neutre din punct de vedere electric. Acestea din urma pot deveni
incarcate electric intervenind — intr-un anume fel — din exterior.

Corpurile incarcate electric interactioneaza prin forte de atractie sau de respingere. Se

considera ca exista doua clase de corpuri incarcate electric, cu alte cuvinte doua feluri de sarcini

numite- prin conventie - sarcind pozitiva (+) respectiv, sarcind negativi (-);

- sarcina electrica are un caracter aditiv si se poate transfera de la un corp la altul.

Prin transfer de sarcina corpurile incarcate electric
pot schimba clasa sau pot deveni neutre.

- in cazul unui sistem izolat de orice actiune electri -
ca exterioard, sarcina totala a sistemului ramane
constanta in timp (legea conservarii sarcini elec -
trice);

- intr-un mediu omogen si izotrop doua corpuri con-
siderate punctiforme gi in repaus incarcate cu sar-
cinile q; = const . si q,=const ., interactioneaza
printr-o forta exprimata prin legea lui Coulomb

F, = constql—6312~170 (7.1) Figura 7.1
i
in care constanta depinde de natura mediului si

C e an . 1 s - )
are valoarea exprimata in Sistemul International, const = 4— .In aceasta relatie, € este o
e

constantd de material care caracterizeaza mediul din punct de vedere electric si se numeste
permitivitate electricd a mediului.
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in cazul vidului permitivitatea electrica se noteaza cu & si are valoarea 8,854 -1 0"Farad / metru.
Se defineste si permitivitatea relativi &, prin raportul

g =— (7.2)

si este o marime adimensionala;

- sarcina electrica este cuantificata, cuanta de sarcind fiind sarcina numita elementard si care-
ia i se atribuie valoarea e = 1,6 10" coulombi;

- la viteze relativiste sarcina electrica a corpurilor este relativist — invarianta;

- actiunea unui ansamblu de sarcini electrice g; asupra unei singure sarcini gy se produce in con
formitate cu principiul independentei actiunii fortelor : “fiecare sarcind q; actioneaza asu-
pra sarcinii qo cu forta cu care ar actiona daca toate celelalte sarcini ar lipsi”.

In acest sens forta rezultanti ce va actiona asupra sarcinii ¢, va fi -in conformitate cu princi -
piul suprapunerii sau superpozitiei- data de relatia:

n n
Fy=Y F=-1%1z, (73)
4re 2
i=1 0 =11
) _ - o T
in care €, reprezintd versorul directiei ¥, care uneste sarcinile g; §i qo. €, = ﬁ .
i

Pentru ca legea lui Coulomb sa functioneze este necesar ca sarcinile sa nu varieze in timp caz in
care ne-am confrunta cu un proces de propagare;

- definim intensitatea cimpului electrostatic E , ca fiind “forta care actioneaza asupra unitatii

de sarcina”. Prin urmare marimea E este o marime vectoriala fiind de fapt o forta specifica.

E=LF (7.4)

q
- campul electrostatic se reprezinta prin /inii de cdmp ce - conventional - pornesc de pe sarcini -

le pozitive §i se opresc pe sarcinile negative. Liniile de cdmp sunt curbe tangente in fiecare

punct vectorului E asociat intensitatii campului electrostatic in punctul respectiv;
- se admite continuitatea sarcinii electrice §i a materiei in sensul cd acestea se pot diviza con -

tinuu astfel ca — fara a afecta rezultatele ce descriu realitatea — se opereaza cu marimea FE

consideratia fi E = lim iﬁ
qg—>0q

7.1 REGIMUL STATIC

Legea lui Coulomb este valabila numai pentru sarcinile punctiforme in repaus si a caror “incar -
care” este constanta in timp. De asemenea aplicabilitatea ei nu a putut fi confirmatd pentru
distante mai mari de /0% m in schimb s-a observat ci peste /0” m legea isi inceteaza valabilitatea.
Regimul static presupune sarcini fixate in anumite puncte din spatiu. “Fixarea” sarcinilor se
realizeaza prin “echilibrarea” reciproca a fortelor care le solicitd. Aceste forte pot fi atat de natura
electrica cat si de naturd mecanica si pot fi generate de distributii de particule incarcate situate in
vecinatatea particulei fixate.
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7.1.1 DISTRIBUTIILE DE SARCINA ELECTRICA

Referindu-ne la figura 7.2 vom scrie expresia intensi- 4z
tatii campului electrostatic £ (F ) produs in vid de sar-
cina g intr-un punct marcat de vectorul de pozitie 7 . q
=~ 1 F—7 L
E(F)= q- L (7.5) ron
4rg | 7o ;1| = =
. . o A E(F)
Aceasta expresie , contine in mod implicit versorul 7
- 7_: - FI O yV
€5 == =
7 -7

Distributiile de sarcina pot fi discrete (sarcini puncti-
forme separate) sau continui (sarcini punctiforme 4
atat de apropiate 1incat dispunerea lor poate fi
asimilata unui “conglomerat”cu comportare continud din punctul de vedere al proprietatilor sale
electrice).

in cazul unei distributii discrete de sarcini punciforme aflate in vid (s = ¢,),

Figura 7.2

n ?—I_’;
L F—
|7 -7

i

4re, S

Distributia continud in volum este caracterizatd de marimea p definita prin relatia:
Aq _ dq
= lim ——=—"F 7.7
P=moar=ar U7
si denumitd densitate volumicid de sarcind iar
distributia continua pe suprafata prin densitatea
superficiala de sarcind, o :
A d
o= lim 2L (78)
R AS—0 AS  dS
In acest fel,sarcina electrica totala continu-
ta pe suprafata S si volumul ¥, se va scrie
q =jpdV'+jad " (1.9)
4 s
Corespunzator, campul electrostatic gene -
rat In vid de o distributie continua de sarcini Intr-un punct P(F ) va rezulta din

Figura 7.3

- ] _ - _ nd ] R - _ -=n
E(r):—fp(r')r—ZdV'+ [o() =L ds” (7.10)

4 g ; |;_,7'| 4rey S |;_,—;"|
S-au folosit notatiile din figura 7.3. Considerand scrierea pe componente a vectorului de pozitie
F=xf+yj+zl€ (7.11)

( ;]l; fiind versorii axelor de coordonate Ox, Oy, si respectiv Oz.) si a operatorului gradient V,
velii 95,95 (7.12)
ox oy~ Oz
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expresia (7.5) devine:

E(F)=--1 v[#lﬁ] (7.13)

4re, |r - r1|

In aceasta expresie este continutd funcfia scalara

go(?)z—# 9 const (7.14)
4re, |r—r1|

care permite scrierea relatiei (7.13) sub forma:

E(F)=-Vo(F) (7.15)
Prin conventie se considera ¢ (e0) = (. Recunoastem astfel in relatia de definitie (7.14) marimea
electrica scalara ¢(r) numita potential electrostatic definita pand la o constanta arbitrara ce
reprezintd nivelul de referinta al potentialului electrostatic.
Pentru o distributie discreta de N sarcini punctiforme potentialul astfel introdus se va scrie:

Z + const (7.16)
o7 |

4 mey

iar pentru distributii continue,
o) =

Sa consideram un camp electrostatlc oarecare §i o sarcinda “de proba” q, care se deplaseaza in
acest camp. Pentru ca sarcina ¢y s rdmana in repaus
in varful vectorului 7 la orice moment de timp,

) ds" (7.17)

)
dV 47'[80 J.|7'—_‘"

4re -[ |r -

asupra ei trebuie sa actioneze o fortd mecanica F, (F )

care si echilibreze forta electrica F, (F)= —qOE(F) e
asa cum se schiteaza in figura 7.4.
Calculam lucrul mecanic efectuat de forta

exterioara ﬁm(F) pentru a deplasa sarcina g, din P,

punctul initial P; pand in punctul final P, al m :_CIOE

campului.Lucrul mecanic elementar efectuat de

forta F, (17 ) pentru a deplasa sarcina g, pe elementul Figura 7.4

de lungime d/ al traiectoriei punctate, se scrie:

dd = F,,(F)-dl =—q,E(7)dl (7.18)
Prin integrarea acestei relatii se obtine lucrul mecanic efectuat de forta ﬁm pentru a deplasa
sarcina din E(F) in P, (Fz)

4=L:2d4 “F, (7l = —qof )-dl = qof Vod = qof dp=qo(py —@)) (7.19)

Am folosit relatiile: V¢ = +i’—¢vers 7= Cé—wér sie, -dl =dlcosO=dr.
r r

Relatia (7.19) arata ca pe un contur inchis integrala se anuleaza. Pentru a interpreta rezultatul
este necesar sa subliniem cad sarcina o numitd de proba, materializeaza existenta campului
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electric 1n spatiu si se deplaseaza pe o traiectorie ce are proprietatea ca pentru o sarcina de proba
de marime unitate, tangenta la traiectorie in fiecare punct in care se gaseste sarcina, coincide cu
directia vectorului intensitate a campului electric iar forta ce actioneaza asupra acestei sarcini
unitate este chiar intensitatea campului electrostatic in acel punct. Asadar,daca trasam curbele
care au ca tangente in fiecare punct al lor vectorul intensitate a campului electric corespunzator
punctului respectiv, obtinem asa numitele [linii de camp electric. Campul ale carui linii sunt
paralele §i echidistante se numeste cdmp omogen.

Revenind la relatia (7.19) vom numi circulatie a vectorului a pe curba inchisa T,
integralaffi .dl si vom constata ci i cazul campului electrostatic circulatia vectorului

J
intensitate a campului este nula.

7.1.2 FLUXUL ELECTRIC PRINTR-O SUPRAFATA INCHISA

Sa consideram o sarcind punctiformd ¢ in interiorul unei suprafete inchise S. Prin definitie,
Sluxul campului electric produs de sarcina g prin suprafa-
ta S este:

@=§E.d§=§ﬁ~ﬁd5 (7.20)

s s
in care s-a notat cu dS un element de arie de pe suprafata
S sicu n versorul normalei exterioare al elementului de
arie, ca in figura 7.5. Alegem originea sistemului de
coordonate in punctul in care se afl sarcina ¢. In aceasta
configuratie, intensitatea campului electric £ (F ) in vid se
scrie:

. g 7
El\r)= — 7.21
(r) drg, 1 (7.21)

Figura 7.5

Fluxul total al vectorului £ (17 ) prin suprafata S se va obfi-

ne integrand peste toate elementele de suprafatd dS continute pe intreaga suprafata S:
q _fr-n e 4 dS cos 0

47'[80 5 7'3 47-[80 S 7'2

@ = (7.22)

sau tinand seama de expresia elementului de unghi solid d€2 sub care se vede din origine elemen-

dS cos 0 : :
tulde suprafata dS,d Q2= % expresia (6.22) devine @ = y 9 §d.(2. Rezulta ca pentru o sar-
r &y
cina plasata in interiorul suprafetei ( § dQ=4m),® = 4 ar pentru o sarcind exterioara, fluxurile
€

prin elementele de suprafata opuse se anuleaza reciproc rezultdnd un flux total, nul. Aceste cons-
tatdri exprima teorema lui Gauss.

in cazul distributiei volumice, S = S -7 si aplicim teorema Gauss — Ostrogradski:

§E~d§=i=i pdV=jvE~dV (7.23)
s € %oy 4
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expresie din care se obtine prin identificare,

&VE =p (7.24)
daca distributia volumica de sarcina se afla in interiorul suprafetei, sau
gyVE =0 (7.25)

cand distributia de sarcina este plasata in exterior.
Relatiile (7.24) si (7.25) contin operatorul divergenta care pentru un vector a =axf+ayf+azl€
se scrie:
o oa
a, %y . oa.
ox oy 0z

si se citeste “divergenta din da ~. Aceste relatii exprima forma diferentiala a teoremei lui Gauss.
Prin folosirea teoremei lui Stokes se obtine inca

Va =

§EdI =[(VxE)dS = [(vxE)ids =0 (7.26)
din care rezulta i ’ ’
VxE=0 (7.27)

Ultimele doua relatii folosesc operatorul “rotor”care pentru un vector oarecarea=ai +a j+ak, se

scrie in coordonate carteziene:

i j ok
oa, \. . (Oa ~
ngj:i 9 0|_ da, 7. da, da, it y_Oan
ox Oy oz oy Oz oz  Ox ox Oy
a, a, a,

si se citeste rotor din a. Daca in relatia (7.24) se considera relatia (7.15) se obtine ecuatia
Poisson

V~(V¢)=v2¢=—gﬁ (7.28)
0

2 2 2
0 gf+a gf+a gf - P si defineste in
ox~ oy° oz &
membrul stang al ultimei egalitati, “laplaceianul” sau operatorul lui Laplace notat cu “A” sau
cu “V?”. In punctele din spatiu in care nu exista sarcina electricd, p(x, y, z) =0 , ecuatia (7.28) se
scrie

care se scrie in coordonate carteziene: V’p =A@ =

Vip=Ap=0 (7.29)
si se numeste ecuatia lui Laplace.

7.1.3 CONSTANTE ELECTRICE “DE MATERIAL”

Teoria fenomenologica arata ca intensitatea de polarizare depinde de intensitatea campului
electric: P = 13(173 ).Aceasté dependenta se stabileste experimental. S-a constatat ca o clasa impor -

tanta de dielectrici manifesta proportionalitate intre P si E cu conservarea directiei §i sensului
vectorilor:
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P=¢yx E (7.30)
Marimea y. se numeste susceptivitate electrica si in mediile izotrope se comporta ca o marime
scalara. Se observa ca:

5=gOE+I3:30(1+Ze)E (7.31)
sau
D=¢E (7.32)
1n care
e=¢,(1+y.) (7.33)

reprezintd permitivitatea mediului dielectric. Se obtine pentru permitivitatea relativa ¢, expre -

sia g, S Z.-care compara permitivitatea mediului dielectric & cu aceea a vidului & In cazul
&

mediilor liniare Insd anizotrope, atat susceptivitatea y, cat si permitivitatea ¢ sunt marimi tenso -

riale, componentele intensitatii de polarizare P fiind functii liniare de componentele caAmpului

electric E .

Px SO(Z)(C)XEX +Z2yEy +ZA(’)ZEZ)

P =g, ()(SXEX + )(gyEy + )(SZEZ) (7.34)
I)z = gO(ZSxEX + ZSyEy + ZSZEZ)

Aceste relatii definesc matricea tensorului de susceptivitate electrica:

o X Ao
=1 X X (7.35)
Ao Ao Ao

7.1.4 DIPOLUL ELECTRIC

Numim dipol electric un sistem de doud sarcini punctiforme egale ca marime si de semne
contrarii situate la o distantd / una fata de cealalta.(figura 7.6). Dipolului electric i se asociaza

Figura 7.6

momentul electric dipolar p definit prin relatia p = ¢/ .
Potentialul creat de campul dipolului in punctul P(F ),se obtine conform principiului superpozitiei
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() =9 |

o(F)=

Vom scrie tinand seama ca / << r:

q} sau g(i)=—21 ! ! (7.36)

4re, |r —r2| |r —r1|

47, "7_’71 _f‘ _|F—F,|

(7= -1])" =[(f—fz—?)2}_é [F-7Y —2 7). T+ 2] -

1

-7

astfel ca expresia (7.36) devine:

+(F_F’)'Z+...~ ! —Z’V( ! ] (7.37)

Fonlf | PR

|77

olr)=--Lv| |- Py L (7.38)
4rey |r—r1| 4re |r—r1|
incare V=7 9 +j—+k 9 se refera la coordonatele vectorului de pozitie 7 . Relatiile

Ox, oy, 0z,

(7.38) 51 (7.15) permit calculul intensitatii cAmpului electric produs de dipol.

7.1.5 POLARIZATIA ELECTRICA.

Toate marimile fizice exprimate pand acum au fost estimate pentru vid (e =g, ). Alte medii pot

influenta semnificativ rezultatele. Exista substante — numite dielectrici — care introduse intr-un

Figura 7.7

camp electric se polarizeazd, adica atdt in volumul
cdt §i pe suprafata lor apar sarcini electrice

numite sarcini de polarizare. Un camp electric
omogen actioneaza asupra dielectricului polarizat
printr-un cuplu si o forta. Se admite cd orice
dielectric initial neutru din punct de vedere electric
contine dipoli microscopici si uniform distribuiti in
volumul dielectricului. Campul electric exterior
orienteazd sarcinile pozitive in sensul lui iar pe cele
negative in sens invers. Fenomenul este prezent in tot
corpul, orice element de volum comportindu-se ca
un mic dipol. Starea electrica a unui corp polarizat

electric este caracterizata printr-o marime vectoriald p, numitd moment electric al corpului

respectiv univoc definit deforta }7“=V~([7~E) side cuplul C= pXx E corpul fiind in repaus.
Numim intensitate de polarizare electrica sau polarizatie electricid, momentul electric al unitatii

de volum:

4p _ dp

P= lim L= (7.39)

AV—=0 AV dV

Rezulta pentru momentul electric dipolar al elementului de volum

dp = PdV (7.40)

Potentialul campului creat in vid de acest element de volum, considerat dipol elementar se

138



scrie conform relatiei (7.38):

do=—L| B(r,)- v —L_ ||y D (7.41)
4rg |r - r,|
1ar potentialul creat de intregul corp, se obtine prin integrare
olF)= Lji)(f,).v(’) L ]dV(I) (7.42)
47'[80 - |I’ - ]|
1 Sl = . : : . . :
Notand a = | — | si d = Psi folosind relatia vectoriala V(aa)= aVa +aVa se obtine
r — I"I

] EvA) L, 1 P\ 0
go(r) 4ﬂ50-[|r—r,|dV +4ﬂ50-[v(|F—FI|]dV

Iﬁ_) a0 [P0
47150 |r—r,| 4rey |r—r,|

Ultima egalitate provine d1n aplicarea teoremei Gauss — Ostrogradski. Prin analogie cu (7.17),

(7.43)

expresia (—Vf’) poate fi interpretatd ca fiind densitatea de volum a sarcinilor de polarizare iar

P-jica fiind densitatea de suprafati a sarcinilor de polarizare.

p,=-VP sic, =P-ii. (7.44)
Asadar, in urma polarizarii substantei, aceasta va produce un camp electric datorat sarcinilor de
polarizare in volum p, si pe suprafata op. Intr-un mediu omogen §i izotrop, intensitatea de

polarizare P este aceeasi in orice punct al mediului astfel ca - in acest caz- pp = 0 §i drept con-
secintd vor apare sarcini de polarizare numai pe suprafata de separare a mediului.

7.1.6 INDUCTIA ELECTRICA. TEOREMA LUI GAUSS PENTRU
MEDIILE DIELECTRICE

Consideram un mediu dielectric in interiorul caruia se afla o distributie discretd de sarcini
electrice ¢;, g2, ..., ¢, asa cum se poate urmari in
figura 7.8. Aceasta distributie de sarcina va polariza
dielectricul si conform (7.9) si (7.44) va apare o
sarcind de polarizare g, data de relatia:

= [Pids'+[(-vP)av (745
S’ 14
in care S’ reprezintd aria totala a suprafetelor de
discontinuitate:

S’ = S;+Sy+...+S, (7.46) |
Folosind in (7.45) teorema Gauss —Ostrogradski Figura 7.8
obtinem:
—IVﬁ~dV:—§ﬁ~ﬁdS—Jﬁ~ﬁ’dS’ (7.47)
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Rezulta
g, = —jEPﬁdS (7.48)
S

si campul electric din dielectric va rezulta din insumarea campului electric produs de distributia
discretd g=q,;+q>+...+q, si a campului produs de sarcina de polarizare ¢,. Fluxul campului
electric rezultant prin suprafata S se va scrie conform teoremei lui Gauss:

§E-7 iS=1(g+q,) (7.49)
s €

sau
fleE+P)ii-ds=g (7.50)

S
Aceasta relatie permite considerarea unui nou vector de cimp D numit inductie electricd (sau
deplasare electrica)
D=¢,E+P (7.51)
astfel ca (7.50) devine:
§15 -iidS = q (7.52)
S

Rezulta ca fluxul inductiei electrice prin suprafata S este determinat numai de sarcinile q,,q>,..
.qn.In cazul distributiei volumice continui de sarcini libere,

ijdV =jpdV (7.53)
14 14

din care rezulta forma diferentiali a teoremei lui Gauss
VD =p (7.54)

Vom observa ca:

- marimea E caracterizeazd campul elecrostatic din punctul de vedere al intensitatii efectelor
pe care acesta le poate produce asupra distribufiilor de sarcini cu care interactioneaza;

- vectorul D este definit de sarcina electrica ce genereazda campul;

- fluxul vectorului D nu depinde de sarcinile induse prin polarizare. De aceea neomogenitatile
mediului nu vor conta iar relatia (6.54) se va pastra si pentru medii neomogene. Aceastd re-
latie este insa o relatie locala.

140



TEME DE CASA (4 -1C)
(APLICATII LA CURS)

Tc.4-1C.1: PROBLEME DE ELECTROSTATICA

1.Se considera o distributie liniara de sarcind pe lungimea L. Sa se calculeze forta de interactiune
intre aceastd distributie de sarcind si o sarcina ¢ situatd la o distanta a de distributia de sarcina si
pe directia acesteia.

L

o
it Ll
1

! dx

— - —

i
[ H -
.

=i

2. Stabiliti expresia cimpului electric in centrul unui arc semicircular, uniform incarcat.

3. Calculati potentialul ¢ si campul electric £ intr-un punct situat pe axa unui inel circular de ra-

za a, Incarcat uniform cu densitatea liniard de sarcind A .

4. Se considera un disc izolator de raza a si grosime foarte micd, incarcat cu o sarcind pozitiva Q

de densitate superficiala o . Calculati :

a) potentialul electric in punctul P situat la distanta y fata de centrul discului (pe axa de sime-
trie) pentru cazurile y >0,y <0,y =0,y >>a;

b) campul electric prin componentele £, si £, pentru care se cere sa se stabileasca relaia.

5.Se considera o sferd de raza R incdrcatd uniform cu sarcina Q si densitate de sarcina
volumica, p .Calculati energia electrostatica a sferei.

dE
. Az
6. Un conductor inelar cu raza R=1mm este incarcat uniform
cu sarcina Q=10C. Fie M un punct pe perpendiculara dusa din Mio,0.2)
centrul conductorului inelar.

a) scrieti expresia vectorului electric £ in punctul M T
si calculati valoarea acestuia. o 2 >
b) precizati pozitia lui M astfel ca in acest punct, valoarea a ¥
lui E sa fie maxima si precizati de asemenea acesta valoare. - & 3y,
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7. Se considera o placa dreptunghiulara de lungime 2a si latime 2b, uniform incarcate electric, cu
densitatea superficiala de sarcind, o. Stabiliti expresia potentialului electric in centrul de masa al
placii.

8. Utilizand ecuatia lui Poisson, stabiliti expresiile potentialului si campului electric produs de o
sarcind electrica cu densitatea volumica p = constant si care ocupa volumul cuprins intre doua
plane paralele infinite departate unul de celalalt la distanta a.

9. Deduceti expresiile potentialului si intensitatii campului electric generat de un dipol electric
avand momentul dipolar electric, p .

10. O sarcina punctiforma Q se afla in originea O a unui

5
referential. Un dipol electric de moment dipolar p este
plasat intr-un punct M. Calculati forta si momentul
fortei exercitate de sarcina Q” asupra dipolului.

11. Stabiliti expresia energiei electrostatice a unei sfere de raza R incarcatd uniform in volum cu
sarcina electrica Q.

12. Stabiliti expresia capacitatii unui condensator cilindric.

13. Stabiliti expresia capacitatii unui condensator sferic.

14. Sa se calculeze potentialul si intensitatea cadmpului electric in cazul unei placi infinite de
grosime a, incarcatd uniform cu sarcina electrica de densitate volumica p = const.

15. Precizati expresiile potentialului si intensitatii cAmpului electric generate de un cilindru cu
raza a incarcat uniform cu sarcina electrica de densitate volumica p=const.

16. Intre armaturile unui condensator plan paralel, situate la distanta d=2,2mm, legate la bornele
unei surse cu tensiune continuda U = [ 000V, se introduce o placa de sticla avand ¢. = 6, care
umple complet spatiul dintre armaturi. In cazurile:

1) condensatorul aflat in permanenta sub tensiunea constantd a sursei de alimentare;

2) inainte de introducerea placii de sticla, condensatorul se deconecteaza de la sursa sa se
calculeze: a) densitatea superficialad a sarcinilor de polarizare de pe suprafata dielectricului b) cu
cat se modifica densitatea superficiald initiald a sarcinii de pe suprafata armaturilor condensato -
rului.
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17. In centrul unei sfere dielectrice omogene, de razi R si de permitivitate relativi &, se giseste o
sarcind punctiformd ¢. Calculati densitatea o ,a sarcinilor de polarizare pe suprafata sferei,

presupunand ca sfera se afld in vid.

18. Se considerid o sferd de raza R uniform polarizata P; fie potentialul dp datorat momentului

dp = PdV corespunzitor elementului de volum d¥. Si se calculeze potentialul electromagnetic
in interiorul si exteriorul sferei. Sa se calculeze campul electric £ corespunzator.

Tc4-1C.2: INDICATII SI SOLUTII PENTRU REZOLVAREA
PROBLEMELOR DE ELECTROSTATICA

1. Fie A densitatea liniara de sarcina. Sarcina elementard dQ continutd in elementul liniar dx,
rezultd a fi : dQ= Adx.Forta de interactie intre sarcina g si aceasta sarcind elementara dQ, este:

dF =4 @: gAdx .Prin integrare obtinem : F' = 9
drey x°  4meyx 47y

L+a

jﬁ_ﬁ !

° X’ 4, .a(L+a).

Notam cu A densitatea liniara de sarcina distribuita pe arcul de cerc.Sarcina elementara distribui-

ta pe elementul de arcdS;,va fi egald cu A-dS;.Campul electric creat de acest element in punctul

A dS; : : : A .

y —sa fiind raza semicercului. Acest cAmp se descompune intr-o componen-
&y a

PestedE; =

ta orizontala dFE,, si o componenta verticala dE;,. Componentele dE.,. generate de portiunea din
ix p iy p ix 8 p

arc din partea dreapta a figurii vor fi anihilate de aceleasi componente generate de portiunea din
arc din partea stanga, astfel ca numai componentele dE;, vor contribui la cdmpul total in P:

Ey = chos 0ds .
4dnega

Observand ca elementul de arc ds poate fi exprimat in functie de d@, ds = rd@, r fiind raza semi-
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A
4rgya

A
2ngya

cos@f=

—oly

cercului a carei valoare este egald cu a, rezulta: £, =

ol

%

3. Notdm cu b distanta de la centrul O al inelului la punctul P.
Potentialul ¢ in punctul P se calcu

Z—l in care Ag; sunt sarcinile elementare

i T

leaza cu relatiap=
47'[30

continute in elementele de arc As;ale inelului si au valorile,

! > §ds si cum §ds=27ra

471'80\/612 +b

Aa
———— Punctul P are coordonatele (0,0,z), astfel
280 V 612 + b2

incat potentialul ¢ in lungul axei Oz, va fi

Aq; = A4s; Rezulta, ¢ =

obtinem ¢ =

Aa op Aaz

p=——F—=s1 L ==
280\/a2+22

0z 280(612 +22)3/2 .
*

4.a) Potentialul ¢, in punctul P(0,y,0) poate fi calculat cu relatia

= J‘ﬂ .Consideram pe disc un inel de grosime db care se ga-
r

seste la distanta b de origine. Sarcina continuta in acest inel, este:
dgq=ocds=0c-2rn-b-db=2nc-b-db.

Dar r =y +b? Rezulta,

1 t dq (o3 ( 2 2 )
Q, = = ya +y- —\|y||-
p 47'[80 -g /yZ +b2 230 | |

Deosebim:gop(O,y,O):i(ﬂy2 +a’ —yjpentru y>0, qop(O,—y,O)=i[\/y2+a2 +y)

280 280

Pp

pentru y<(),gop(0,0,0)=% pentru y=0.

2 2 2 4
[ / . 1 I 1
Pentru  y>>a , y2+a2 _y:y{ ]+a—2—]J§1 cum 1+a—221+—a—2+5~—~a—4+...,
y

o ]aZ_ oa’ 0

2¢g 2y2 _471'80)}2 _47180y2 .

obtinem ¢, =
b). Pentru calculul campului, tinem seama ca

Ey+:_a_¢’:_ii[ yzwz_y} P
Oy dy 2¢g, 2g 2, .2
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: o y : o
Analog se obtine E,_ =- +1| st B, —FE, =-—.

289 | \y? +d’ &0

%

5.Consideram un strat sferic de raza r si grosime dr. Lucrul mecanic necesar pentru a incarca

acest strat sferic cu sarcina dg este dL = y d dg .Sarcina g continuta in sfera de raza » <R este
Ty
3
datdadeq = p-ﬁﬁ din care se obtine dg = 4zpr’dr si dL = mpr ~47rpr2dr = 4—ﬂp2r4dr.
2 47'[807’ 380

2
Insa p= Q = 50 . Rezulta, dL = Lﬂdr si pentru energia electrostatica W a sferei :
3 6
V. 4aR 4R’ ¢,

R 2 2
W:L=I 3Q6 r4dr:L.
4R’ g, 207 - Reg

%

0

M
6. Se considera un element de lungime d/ = ab al conductorului inelar incarcat cu sarcina dQ si

d FA - - = o
~—2Q~—1n carer =—xi —yj +zk.
drey ro r

care genereaza in M vectorul camp electric elementar dE =

Vom lucra in coordonate cilindrice: x = Rcos @,y = Rsin@,z = z iar dl = Rdp .Avem, de aseme-
nea dQ = Adl ceea ce presupune Q = 27RA. Rezulta, prin integrare

2r
E= /R ! =73 I(—Rcosgof—Rsingo]+zl€)dgo
47'[80 (R2 +ZZ) 0
2n 2r ~ o -
sicum jcosgodgo=0, J'singodgo=Oseob‘;ine,E= . ' ~zk=E(z).
0 0 47-[80 (R2+ZZ)
Prin anularea derivatei
dl;—iz)=0 rezultd z,,,, =% Si. E(zmax):%-%-R—]Z:Z\/E-IOMV/m
o
E,, -E, =—g.
*
Yy A

7. Elementul de suprafata dS al placii, contine sarcina dg =
o dxdy considerata punctiforma care va crea in centrul de
masa O al placii, potentialul elementar,

ds
do = 4 &
dregyr 7

Potentialul total, ¢ se va obtine prin integrare asupra tuturor
contributiilor elementare dS:

v
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3 dxdy o
0)=[do; = 47150” e Im

Integrala [, = I se calculeaza cu substitutia Euler:

dx
Jx? +y?
Vo +px+y = —xvJa +¢ unde- in cazul nostru- a = 1, B=0y=)".

Cumf\/xzd%—ln(x+ﬂx +y j+ C, avemjm a+ Naj+y2 .

b
+4a’ +
Rezulta 7, = Ilnudy care se efectueaza prin parti notand u = y si

y
[[2 2
Zn(a+ a +y) a+ /az+y2b b dy

V= Seobtine: [, =ylh———| +a| ——.
In final, rezulta contributia unui sfert din placa la valoarea potentialului :

o l)+\/c12+192 a+\/az+b2
aln +bln 5
a

4re

€01(0) =

astfel incat pentru intreaga placa, (p(O) =4¢, (0)

%

8
Planele fiind infinite, potentialul @ va depinde doar de coordonata x, iar ecuatia lui Poisson se
scrie : d’ -_r Pentru x € [—E,E}, p este constant si A
dx? g9 2'2
diferit de zero. Se observa ca @(0)=0; d{x)=dt—x) si se poate T
scrie
D d(dd) p o >°
dx? dx( dx j _g . l

J.dd—d)=—£jdx:>d—d)=—£x+C, :jd@=d)(x)=—ix2 +Cix+C,
dx 0 dx

80 280
Campul electric E(x)= _4P_ Loy C,
dx ¢
a a d’® do
-pentru X ¢&|——,— 0, =0 —=C;=>Px)=C;x+C
p [ >’ Z}P 102 dx 3 () 3 4

Constantele C; si C> se determina din conditiile CD(O) =0 si cD(x) = CD(— x). Rezulta
C;=C,=0.Constantele C; si Cy se stabilesc prin conditiile de continuitate a potentialului
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@(x) si a derivatei sale de ordinul I, cfl_CD la frontierele x = i%.
x
2
ObtinemC; = - siCy = PL astfel ca
280 &o

2
- pentru |x| < % : CD(x) = —’;L; E(x) -~
o o

2
a . a pax pa . pa
- pentru x>— I x<—,Plx)=——+—— i Elx)=—
P 2 7 2 ) 2g) 8¢ ? ) 2¢g

%

9. Amintim ca dipolul electric este ansamblul a doua sarcini electrice de valoare egala, dar de
semne contrarii. Proprietatile electrice ale acestui sistem sunt stabilite in prima aproximatie de

momentul electric dipolar p = ¢/ .In vid, potentialul campului electric in M este

g [1_1 q 1n-n
¢:4 _—— :4——_
wEL\ T, g, Ky
Incazul r>>1, 1’ = 1> +7-1, 1) =r* —Flsi ' —r; =27l .
27l
r1+l’2

Rezulta, r; —r, = L, = 2r s, =12
1= 17T SLYT

Cu aceste relatii, expresia potentialului devine

qi_ 1 pr_ 1 pcost

3

B 4re, ¥ Ame, ° Ame, 1’
iar pentru intensitatea campului electric al dipolului,
= 1 pr 1 Y A |
E=-Vp=- VaeFr=- —Vipr )+ prV| —
¢ 47'[80 7’3 47'[80 |:r3 (p ) p (7’3 ji| +q
] 3
Avem, pe de alta parteV—3=V(x2 +y2 +22) 7 = —3—2
r r
$i,
V(p7)=(FV)p+(pV)F +FxVx p+ pxVx7 = (pV)F
S-a tinut seama de faptul ca p = const iar A¥ = 0.

o - - 8 8 8 - = T s = - —
Pe de altaparte,(pV)r =(pxa+py5+pz E)(}Cl +yj +Zk)= Pxl +PyJ +p.k=p.

Se obtine astfel expresia finala a intensitatii campului electric creat de un dipol electric:
P (3(;3?)?_ pj

47'[80

3 3

Se observa ca potentialul electric si intensitatea campului electric E scad mai puternic cu
distanta  pentru dipolul electric decat pentru sarcinile electrice punctiforme.
1 1 1 1
Paipol ~ 5+ Pq ~ 5 Edipot ~—57 Eqg ~—-
r r r r
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Caracterizate de momente electrice de dipol, vor interactiona intre ele numai daca sunt suficient
de apropiate.
*

10.Se observa din figura asociatd enuntului,ca p = p(cosgo i +sing fe).

g 21
Tinand seama de expresia gradientului in coordonate polare plane  si 6,V=1i, 9 +ig-— ~§9
’

- i - - \- - -
avem:pV=p[cogo§+w~%}.Deci: F=(pV)E si C = px E Rezulta:
rooor

- - - > i -
F= Op —2cos @i, +sin@iy C(M)=—M iz

4drgyr 47rgor2

%

11. Fie p densitatea volumica de sarcind cu care se distribuie uniform in volum sarcina Q a sferei.

- . . 473 i I
In sfera curenta de raza r este continuta sarcina: ¢’ = p- = Q. RSP Qr—.
3 4R’ 3 R’
3
A : < . g 1 qg° 1 . :
Campul electric generat de aceasta sarcina, va fi: £ (r) == iar potentialul sfe-

4re r R’ 4na’

q dr O 1’ . . A

r)dr =——| — =-——— .Sarcina electrica confinutd in stratul
4rer r° 4dme R

30

I

00
rei de razd r, se scrie: @ = I E(
r

sferic de grosime dr.este dq = p-4mr’dr = ’dr , iar energia potentiald a acestui strat sferic,
. 30° +* . . - o §
se scrie: dW, = pdg = 4——6dr .Obtinem energia electrostatica a sferei,integrand aceasta ex-
e R

2 2
R
presie pentru » cuprins intre 0 si R ,W = i.’.o rdr = AN

- = =— > () astfel ca din punct de ve-
47eR 20me R

dere mecanic, sistemul este instabil si poate ceda aceasta energie.
*

12. Notam cu 7 sarcina electricd a unitatii de lungime.

a
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1
~£,r>R

Utilizdm teorema luiGauss £ (r) 2mrh = L Rezultd, E(r)={ 27y r
0
0, r<R

Daca avem doi cilindri coaxiali intensitatea cdmpului electric In portiunea dintre cilindri pentru
R, <r < R, rezultd din aceasta relatie, in timp ce pentru » > Ry sir < R;, E = 0.
Consideram deci un condensator format din doi cilindri coaxiali de lungime /, fiecare armatura

fiind incarcatd cu sarcina ¢, 7 = % .Daca intre arméaturi avem un dielectric cu permitivitatea rela-

tiva g, campul intre armaturi, este: E(r) = A jar diferenta de potential intre armaturi este
2y, Ir
R, R,
d R, . . .
Q=@ = IE(I’)dI’ S - I—r -9 2 si capacitatea condensatorului, va fi
2rgge,d 5 v 2mepel R,
R, R,
co_ 9 _ 2rgyE,l .
O —¢; In &

/
R R,—R
Notand cu d = R,— R;, in cazul d<<R,, In —2 = ln[] + #J - ln[] + i} <4
R; R, 1) R
2rege IR, &.8.S
d

turii. Se obtine astfel capacitatea unui condensator plan.
*

Intrucat daca a <<I, Zn(] + a) ~a,C= , S = 27R, fiind aria suprafetei arma -

13. Campul electric E£(r) in interiorul dielectricului asa cum rezulta prin aplicarea teoremei lui
Gauss, se exprima prin:

! i, R[ <r< RZ
E(r) = 4nepe, r q
0, pentrur <R; sir >R,
Diferenta de potential dintre armaturi
R, g R, ar
01=92= [E()dr=———[ ==
R, TtEYE, R, 7

_q 1 1) 1 R, — R,
(R_I_R_ZJ B Ireye, . RiR;
In definitiv rezulta expresia capacitatii condensatorului sferic:
c=—9 _ 4re,e, R )
O =0, R, - R
Si din aceasta expresie se poate deduce expresia capacitdtii condensatorului plan notand
d =R, R, incazul d<<R;,R;=R;=Rsi4nR’=S.

%
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14. Scriem ecuatiile pentru zonele 1,2 si 3 din figura.

Prin integrarea acestor ecuatii,obtinem:

1
¢1:AIZ+BI’ qDZ :_EBZZ+A22+B2, Pid
&

@3 = A3z + B; o
Punem €02(0)=0:>Bz =0 .’
si do;

dz
conditia ca in centrul placii, potentialul si cAmpul electric sa fie nule.Impunem conditiile de con-
tinuitate pentru camp si potential la limitele de separatie Intre medii

L), [-2) _ 49 SN AN _do;
wl( ZJ_%( 2} dz |z=-2 4z |z=-2" & 2 e 2) dr 2= dr |z=2
2 2 2 2

Rezultap, = Az+ B,; ¢, = —%B z*; ¢, = Az + B, Rezolvand sistemul de ecuatii obtinut prin im-
&

=(0 = A, =0 apoi punem ‘7y‘ —

zZ =

punerea conditiilor de continuitate, rezulta valorile constantelor:

2
4, ZB.E;A3:_p.a;Blzﬂ;Bzzpa

2

g 2 e 2 8¢ 8¢
Se obtin in definitiv expresiile potentialelor si cAmpurilor in cele trei zone:

a a 1 a a

¢)1:£._ z 4+ — q)Z:__,BZZ ¢3:£._ —z+—

e 2 4 2 ¢ g 2 4

U CIS OIS

- :_ﬂ:_B.g Ezzz—ﬂ:—gz EZ :_£:+£.£
! dz g 2 dz € 3 dz g 2

Solutiile (1)- (3) corespund zonelor respective definite de z < -a/2, -a/2 <z < a/2 si z >a/2.
*

15. Potentialul generat de aceasta distributie de sarcini rezulta Z A
prin integrarea ecuatiilor Laplace si Poisson. In coordonate —
cilindrice (r,a,z) laplaceianul se scrie: ~ [ @

oo 1op 109 09
Ap=—7+—"+— +—.
¢ o’ ror roa’ oz

Potentialul ¢ va depinde numai de 7 si r| .
2
rp=49 100 _1df dp) a
dr- ror rdr\ dr [
’i/v
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astfel ca tinand seama de ecuatia Poisson se poate scrie:

1d r@ = —B, pentru) <r<a
rdr\ dr g
14, do

=0, pentrur >a
rdr dr

Prin integrarea acestor relatii, se obtin solutiile p; = —éB r2+ A Inr+Bp, = Ay Inr+ B,
&

Cum insa ¢ trebuie sa fie finit in orice punct si cum pentru r— 0, In r—o0, rezultd in mod
necesar 4; =0. Vom norma potentialul pe axul cilindrului considerdnd ¢;(0) = 0 ceea ce
presupune B;=0. Impunem inca conditiile de continuitate ale potentialului si campului pe supra-
fata cilindrului.

do,

9(a)=0p,(a)si e

Se obtine sistemul de ecuatii:

_ de,

r=a dr

1
in expresiile @ =_LP,2 siQp, =A)Inr+B,.
r=a 4¢

1
A,Ina+B, :_§£a2 A, SNV
£

2 ¢
4, Ip - pa’  pa’lna
a 2¢ e 2¢

Rezulta

1
¢1(r): —ZBrZ pentrul <r<a
g

1 1 1 1 1
goz(r) =Pl mr+2a? Pina-2La? =2 L2l - LP 2 pentrur >a
2¢ 2 ¢ 4 ¢ 2¢ r 4¢
astfel ca pentru intensitatea campului electric E(7) se obtin expresiile:
—%=l£r pentru0<r<a
dr 2¢
E(r)= :
dp, 1pa
——==———pentrur >a
dr  2¢r

*
16 .Notdm cu o, densitatea de sarcind de pe armdturi in absenta dielectricului, o densitatea de
sarcind de pe armaturi In prezenta dielectricului si cu o, densitatea sarcinilor de polarizare de pe
suprafata dielectricului, urmare a polarizarii acestuia.Campul in dielectric va rezulta din diferenta

A A . . . o, U . A . g .
o —o,.Campul electric in absenta dielectricului este: E, =—“=E iar campul in dielectric,

&
c-o0 '
E=-Z = p=£,deunderezult§1: ap=50E(5,—])=50(5,—])£.
E0E, &) d
in cazul ), U =U
U 12 10° 5 C
a) o, =¢g)le,. —1)—=885-107(6-1) ————=2-10" —
) p 0( )d ( ) 2,2.]0_3 mg
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: U U 5 C
b) o-0,=¢)6E—¢yE, sicum E=FE, =E,G—Ga =g,(e, —])E=2~]0 —
Asadar, datoritd sursei de tensiune U constantd densitatea de sarcind pe armaturi a crescut cu

c,=0-0,

2) In acest caz, Q = const.

& . . . . . o, U
¢ Inainte de introducerea dielectricului, £, = —* = 7 < o,d=¢gU.

€0
.. . . . o ' , .., U
¢ Dupid introducerea dielectricului, £ = ——=— & o,d = g)6,U" Rezultd:U' =—
&e, d g,
U’ U -
a) o, =¢gle, ~ 1) =egle, —1)——=33-107° 5
d &y m?

b) o=0,adica densitatea de sarcind pe armaturile condensatorului nu se modificd (Q =const)
*

- o> d
17. Simetria sferica presupune orientarea vectorilor £, Dsi P in directia radiald.Vectorul pola-
. - . . 4) 4) 4) . . . .
rizaie P verifica ecuatia de trecere: n-| P,— P; |=—0,, in care indicele 1 se referd la interiorul

sferei iar indicele 2 la exteriorul ei.

- - -
Avem: P, =0, P =¢py, E |

r—->R"’
Pentrur > R, E = L % .Combinénd ultimele doua ecuatii, se obfineo ,, = f0Xe 4
4 1 4me  R?
-1
Din relatiile: e = &, (1 + y,) sie, =£= I+ %,,deducem o, =g’—~i2.
& 4re, R

%

1_PLav - _F
bl r'

> " Cum P este uniforma in volumul sferei,

18. dp=
¢ irey r

| PLAV . 1 Ldv
q):-[y#reo “2 =Pjy4m90 nr2

r
Integrala evoca un camp electrostatic. Pentru a evidentia
aceasta se multiplica si se Imparte cu p scalar uniform

(densitate volumica de sarcina).

2

p [,dV P - .,
gD:BJ"U L P =£E unde £ este campul creat
py 4ney P

de o densitate uniforma de sarcind in volumul V. Pentru o

sfera uniform incarcatd, calculul lui E* este legat de

teorema lui Gauss.
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r<R E =L 5.
3g
3
r>R, E = R 1,
3gyr
de unde si potentialele corespunzatoare
r<R, @, = ﬁ,
3g

r>R, @, = 32; (]3?)

P

Se regasesc rezultatele problemei precedente Ei =V, = B
o

In exterior campul si potentialul sunt cele create de un dipol de moment p = 4?”R3 P
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