CURS 6

STATISTICILE GIBBS

Obiectul fizicii statistice presupune solutionarea unor probleme specifice, doua dintre acestea
avand o importantd fundamentala: stabilirea functiilor de repartitie care exprima distributia
starilor microscopice in spatiul fazelor si interpretarea statistica a celor mai importante ma -

rimi macroscopice de stare precum si a relatiei acestora cu marimile microscopice. Expunem

in continuare statisticile Gibbs care descriu:
n
(distributia) microcanonica;
n

de particule pentru care se obtine distributia canonica,
n

sistemele inchise izolate adiabatic de exterior pentru care se obtine functia de repartitie
sistemele inchise in interactiune cu un termostat ce permite transfer de energie dar nu §i

sisteme deschise in contact cu un termostat §i un rezervor de particule, fiind posibile

schimburi cu exteriorul atat prin transfer de energie cat si de particule. Pentru aceste sisteme

se deduce asa numita distributie macrocanonicid
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Figura 6.1

6.1 DISTRIBUTIA MICROCANONICA

Sa consideram un sistem izolat adiabatic adica un ansamblu statistic izolat de exterior. Un
astfel de sistem nu schimba cu exteriorul, nici energie si nici substanta. Aceasta inseamna ca
indiferent de schimbarile ce se produc in sistem energia sa interna ramane constantd.

#(p.a.V)=E,
Pentru a simplifica scrierea, vom accepta in cele ce urmeaza,
®. @) =1, P2 - Pf 1 G2

(6.1)
notatia:

4r) (6.2)

in care f reprezintd — ca si pana acum — numarul gradelor de libertate ale sistemului.

In cazul real, energia oscileaza in intervalul de valori cuprins

intre £y s1 Ey + AE ceea ce pre -

supune o densitate de probabilitate 2 (p,q) constantd numai in stratul cuprins intre hipersupra-
fetele de energii £y si Ey + AE sinula in afara acestuia. Se poate scrie:

0 pentru #<E,,; si
P(p.q)= ’

#>E)+AE
C(constanta) pentru E, <% <Ey+ AE

(6.3)

In expresia (6.1) s-a introdus notatia % pentru hamiltoniana ‘% (p, g) a sistemului, cu
semnificatia de energie totald a acestuia. Conditia de normare a probabilitatii impune ca la
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un anumit moment, punctul figurativ ce reprezinta faza reala in spatiul fazelor sa fie — cu
certitudine — localizat undeva in volumul hasurat delimitat de hipersuprafetele de energii
constante Ey si Ey + AE:

[P(p.g1)da=1 (6.4)
pre;
Notand cu 2 (E) volumul inchis de hipersuprafata de energie constanta £, se obtine:
0
ANE) = E, +AE)—.Q(E0):aTAE (6.5)
0
Din relatiile (6.3) - (6.5) rezulta:
1 1
Pg)=C= = (6.6)
AQE) 02 .
O0E,

- o0 . .. . .
Marimea W(E 0) = ——se numeste densitate de stari ale sistemului.
0

Se observa ca pentru AE 2 0, P (p, g) = c.comportare ce evidentiaza caracterul singular al
densitatii de probabilitate. Pentru a depasi impasul, se stabileste mai intdi functia de
repartitie pentru intervalul (Ey, Ey + AE ) urmand ca apoi sa se considere comportarea la
limitd cand AE = 0. Ne vom folosi in acest scop de functia “delta” generalizatd - notata é(x)
-cu urmatoarele proprietati:

b
0, x,<a,x,=2b 6.7)
05) j&(x—xo)dx:
a I, a<x, <b
0, x,<a,x,=2b
b 0 0
B) j f(x) 5(x—x0 )dx = (6.8)
a f(xo ) a<x,<b
Folosind si relatiile (6.7) obtinem
2 (p.q) = const.5( E-Ey) (6.9)
precum si relatiile
By+AE 1, Ey<E<E)+ AE
[8(E-E,)dE= (6.10a)
E, 0, E<Ey)y, E>E)+
Ey+AE f(EO): Egy<E <Ep+ AE
[ F(E)6(E~E ME = (6-105)
fo 0, E<E), E>Ey+AE

Constanta C se va obtine acum, impunand conditia de normare a probabilitdtilor (6.4) si
tinand seama de (6.9)

dQ dQ
1:cja(E—EO)dQ:cja(E—Eo)d—EdE=c(d—E]Eo (6.11)

-1

. Q . . . . . . .

Se obtine C = (dT] rezultand cu (6.10) expresia functiei de repartitie microcanonica:
0
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1
P(p.q)= (;%Q] S(E~Ep) (6.12)

0
Asa cum ardtam anterior, cunoasterea functiei de repartitie permite calculul mediei
statistice a unei observabile fizice M cu formula mediei statistice:

M= [M(p.q)Pp.q)d2=C [M(p,q)dO (6.13)
AQ(E) AQ(E)
in care
[ Mpgac = [ Mpgde - [ Mpg)de _a? IM(M (6.14)
AQDE) H <E)+AE H<E, 0| H<E
Se obtine,
2 j MdQ
M= %oz, (6.15)
o2 |
OE,
sau:
— 1 0
M=——— [M(pq)dQ (6.16)
w 8E0 H £E()

expresie care reprezintd forma exacta a valorii medii statistice a unei marimi fizice M ce ca -
racterizeaza un sistem izolat adiabatic, adicd un ansamblu statistic de stari descris de o
functie de repartitie microcanonica. Astfel, se obtine pentru enmergia medie calculata in
Ipoteza repartifiel microcanonice,

E = [E(p.q)P(p.g)dQ = (%]_ [ ES(E- B )@ =

-1
_[ 42 j ES(E- EO)@dE a2 ( dQ] = E,
dEy ) 7. dE dE, dE ) p_,

(6.17)

6.2 TEMPERATURA STATISTICA; ENTROPIA

Sa presupunem un sistem care schimba cu exteriorul o cantitate infintezimala de caldura dQ,
intr-o transformare reversibila fara a schimba si lucru mecanic. Conform primului principiu,
dEy = dQ,., Consideram functia:

-1 -1
Q Q
(D(EO):(ZE—O] Q(,:(d;’; 0] (6.18)
0 0

in care () este volumul inchis de hipersuprafata de energie constantd, E,.
Aceste relatii permit scrierea unei relatii noi:

dE
0 _ erev (619)
) DO(E))  DE,)
In aceasta relatie, se observa ca in membrul intai figureaza o diferentiala totala exacta egala
aLQrev
?(E))

ca functia @(Ey) ar trebui identificata pdana la o constanta multiplicativa, cu temperatura ter-

cu raportul si, tinAnd seama de expresia matematica a principiului al doilea, deducem
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modinamica:, ceeace ar presupune A(Ey) = kT. Astfel functia @(Ey) 1si dobandeste denumirea
de temperatura statisticd si conduce la definirea statistica a entropiei:

ding, :%:id&
kT k
care prin integrare conduce la:
S = k-In€2y+ const. (6.20)
din care rezulta:
lg
Q, = const. ek (6.21)

Constanta k continuta in aceste relatii se numeste constanta lui Boltzmann.

Sa consideram un sistem izolat, compus din doua parti identice izolate intre ele si
izolate de mediul exterior, asa cum se observa in figura
6.2 . Presupunem ca peretele despartitor este permeabil
pentru caldura. Atata timp cat starile 1 s12 se pastreaza

nemodificate, sistemul este in echilibru termic. Daca S; si : 2

S> sunt entropiile celor doud subsisteme, entropia totala a

sistemului, va fi § =S} + S, care la echilibru conduce la

dS = dS) + dS, = 0. Energia sistemului global este egala

cu suma energiilor celor doua subsisteme: Figura 6.2
E=E+E=2E (622)

Am scris 2 si nu = Intrucat calitativ, chiar si in starea de echilibru ar mai exista §i o energie
de interactiune intre subsisteme, interactiune care — cantitativ - este neglijabila.

Trebuie remarcat ca energiile E; si E, pot sa varieze, suma lor ramdndnd constanta, astfel ca
si la echilibru poate exista un transfer de energie intre subsisteme prin peretele despartitor.
La scara macroscopica, aceste fluctuatii nu sunt sesizabile, insa sunt importante din punct de
vedere teoretic.

Probabilitatea ca punctul reprezentativ al subsistemului 1 sa se afle intr-un anumit ele -
ment de volum d€2; si punctul reprezentativ al subsistemului 2 sa se afle intr-un element de
volum d€2, este aceeasi cu probabilitatea ca faza sistemului global sa se afle in elementul de
volum d€2 = d€;- d€2, din spatiul fazelor ansamblului format din subsistemele 1 si 2. Cum
pentru fiecare subsistem se realizeaza o distributie microcanonica, cu functiile de repartitie 2;

si 2, rezulta ca functia de repartitie a sistemului luat ca un intreg trebuie sa indeplineasca
conditia:

P=2, P, (6.23)
astfel incat
S(?)=S(?1-?2)=S(?1)+S(?2) (624)
de unde rezulta ( )
ds\P, 2, ds(?)
= 6.25
d(Pl 2, )pz 2, (6.25)
w@@ﬁp_w@ﬁ
dp?,) " 47,

Cum 2 si 2 sunt independente, obtinem:

as@) _ as(@,)

2 =P =—k 6.26
D 2", (6.26)
Integrarea acestui sistem de ecuatii diferentiale conduce la ecuatiile:
SP))=8S=-kin P +const.=-k In(C;P;) (6.27)
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si
SP)=8=-kin(C:-P>) (6.28)
in care C; si C, sunt constantele de integrare.
Intrucat entropia are o valoare finiti si este definitd pana la o constanta arbitrard, constantele
Cy 51 C; se pot alege astfel:
C,;=C,-AE si C,=C, -AE (6.29)
Mai mult, se poate considera c¢i in modul, constantele dimensionale C; si C, sunt egale cu
unitatea, astfel ca in virtutea functiei de repartitie microcanonica ( 6.6 ), relatia( 6.44) se scrie
S=-kin (C-?)Z—klnaéi (6.30)
—— AFE
oE,

A aparut astfel densitatea de stari w a sistemului ceea ce permite scrierea expresiei finale a
relatiei Boltzmann:
S = kinw (6.31)

6.3 DISTRIBUTIA CANONICA

Distributia microcanonicd desi — in principiu — poate rezolva unele probleme fundamentale
ale fizicii statistice, raimane totusi incomoda implicand calculul volumului si al densitatii de
stari in spatiul fazelor Insa o vom folosi in cele ce urmeaza la deducerea functiei de repartitie
ce caracterizeaza ansamblul statistic inchis adica * sistemul care — mentinandu-si temperatu-
ra constanta — poate schimba energie dar nu si substanta cu exteriorul sau”, numita distribu-
tie canonicd In acest sens sd considerdm un sistem izolat compus dintr- un termostat t, in
interiorul caruia delimitam un subsistem s ca in figura 6.3.Termostatul fiind izolat adiabatic,
va avea in fiecare moment o energie perfect determinata
si va fi caracterizat de o distributie microcanonicad. intre
subsistemul s (considerat ca o portiune foarte mica din t
termostat) si sistemul # are loc un transfer de energie, ceea s
ce face ca energia subsistemului sa nu fie perfect
determinata.

Vom aplica in continuare rezultatele obtinute in
paragraful precedent considerind ca E; este energia
subsistemului s s1 E, energia termostatului. Deoarece ansamblul format din termostat si
subsistem are energia constantd Ey, E; + E, = E), probabilitatea ca faza sistemului global
sd se afle in elementul de volum d€ = d€J; d€2, din spatiul fazelor ansamblului este data
de distributia microcanonica

Figura 6.3

-1
dQ
—0 | .S(E,+E,—-E;)dQ,dQ,
dE,

Cum atat termostatului cat si ansamblului termostat — subsistem le corespund distributii
microcanonice, probabilitatea ca un punct reprezentativ al subsistemului s sa se afle intr-un
element de volum din spatiul I'; al fazelor subsistemului este proportionala cu volumul inte -
gral Q; (Ey— E;) accesibil punctului reprezentativ al termostatului

2", ¢")~ Qi (Eo—E) (6.32)
Probabilitatea ca faza subsistemului s sa se gaseasca in elementul de volum d€2; centrat in

Jurul punctului de coordonate (p™, ¢'V) — faza termostatului géisindu-se undeva - indiferent
unde - in spatiul fazelor I'; al termostatului, se obtine in conformitate cu legea de adunare a
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probabilitatilor integrand asupra variabilelor corespunzatoare termostatului :

-1
dQ
p(p(l )’q(]))dQ] - (dTZ] dQ,j5(E1 +E,-Ey)dQ, =

-] -1
0 0 0 0
- (d_Oj dQl_[5(El +E, —Eo)d—szZ - (d_Oj (d_Zj de, (6.33)
dE, dE; dE, dE, E,=E,-E,

De asemenea, tinand seama de ( 6.21 ) rezulta ca:

1
=S
“y :const.aS—Zek ’ (6.34)
dE, oF,
sicum
95, _1 (6.35)
oE, T
se obtine:

6.(20 _]1 l52(1'50—1'51)
T

P (p(]),q(])):const{ E —et (6.36)
0

Si intrucat E, >> E;, implicit Ey>>E;.
Dezvoltand in serie S>(Ey — E;) si refinand primii doi termeni, se obfine

oS
S,(E,~E)=S,(E,)-E, =2 +... (6.37)
oE,
astfel, ca ( 6.36 ) se scrie:
_E
P (p(]),q(])): const.e kT (6.38)
Constanta multiplicativa se obtine impunand condifia de normare:
_E
1= const.[e FTde (6.39)
1 - .
Rezulta: const. = — - In concluzie, densitatea de probabilitate ca faza unui sistem
e_EdQ]
aflat in echilibru termic cu un termostat de temperatura T sa aiba coordonatele (p, q) este:
#
| -~
Plp.g)=—e i1 (6.40)
in care # (p, q) este hamiltoniana sistemului cu semnificatie de energie totald, iar expresia
#
z=[e ¥1dQ (6.41)
r

se numeste integrala statisticia sau functie de partitie. Cu [ s-a notat - ca §i pand acum -

intreg spatiul fazelor sistemului.Expresia (6.40) exprimd functia de distributie canonica.

6.4 DISTRIBUTIA MACROCANONICA

Distributia microcanonica — desi cu caracter limitativ — valabila numai in cazul sistemelor

izolate, a stat la baza obtinerii distributiei canonice. /n ambele cazuri volumul si numarul de

componenti au fost socotite variabile independente, deci constante parametrice. Ambele se
refera la sisteme inchise, diferenta principiala intre cele doua aspecte fiind insd esentiala:
pentru sistemele izolate, variabila parametrica este energia, iar cea dependenta este
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temperatura. Pentru sistemele inchise in termostat, variabila parametrica este temperatura,
iar energia este functie de temperaturd.

Sistemele “deschise” presupun atat transfer de energie cdt si schimb de substanta.
Din punct de vedere fizic aceste sisteme sunt eterogene fiind constituite din doua sau mai
multe faze ale aceluiasi component, aflate in echilibru. Este exemplul apei care la 0°C
prezinta trei faze in echilibru termodinamic: gheatd, apa si vapori de apa.
Transferul de cdldura in proces izoterm guverneaza competitia numarului de componenti
continuti 1n cele trei faze. Pentru a stabili functia de repartitie care sa descrie sistemele
deschise, vom considera un sistem izolat compus dintr-
un termostat t in interiorul caruia se afla subsistemul s
ca in figura 6.4. E., N,

Subsistemul este delimitat de un volum constant
care permite transferul de energie si schimbul de ®
substantd cu termostatul. Prin urmare, funcfia de
repartitie ce urmeaza a fi stabilita va depinde de
energie §i de numarul de componenti. Daca notam E, si
E; energiile termostatului si subsistemului, respectiv N; si Ny numarul de componenti ai
fiecaruia, se poate scrie:

__________

Figura 6.4

E+E=E=const. (6.42)
N+N;=N=const. (6.43)
Considerand ca subsistemul ocupd o mica parte din sistem ceea ce ar echivala cu inegalitatile
E<<E si Ny<<N, probabilitatea ca punctul reprezentativ al subsistemului sa se afle intr-un
element de volum din spatiul fazelor I';, se exprima printr-o relagie analoga cu (6.32)
dP (p.q) ~ € (E-E,, N-N,) (6.44)

Q
Folosind relaia (6.31) si definitia densitatii de stari w(E)= Z—E se obtine S = klng—? si

k In QE-E,, N-N;) = S; (E-E, N-Ny) (6.45)
Dezvoltand in serie functia S; in vecinatatea valorilor £ si N si refinand termenii de ordin ntai,

S,(E—ES,N—NS)ZS,(E,N)—ES(aS’] _Ns(as,] (6.46)
V,N V.,E

oF ON

Gibbs a considerat in ecuatia fundamentald a termodinamicii termenul z u,dv, care sa

1
exprime schimbul de substanta intre doud faze ale unui sistem intre care au loc procese
ireversibile:

dU =TdS — pdV + > p;dv; (6.47)
i
In aceasta ecuatie, marimea w; definitd prin
u = (a_u] (6.48)
avi SV.v,

reprezinta potentialul chimic al componentei i, 1ar v; numdrul de moli continuti in compo -
nenta i a sistemului. Se observa ca potentialul chimic reprezinta variatia energiei sistemului
(componentei) in urma schimbului de particule cu exteriorul sau.

Cum 1n cazul nostru E reprezinta chiar energia interna a sistemului, se pot folosi relatiile:

98y 1 (95| __Hm (6.49)
OE )y T ~\oN),p, T

in care u este potentialul chimic al subsistemului, egal cu cel al termostatului atunci cand
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temperaturile coincid. Folosind relatiile deduse pana acum, rezulta:
S(E-E,,N-N,)

P(E;,Ny)= exp p (6.50)
sau avand in vedere cd S;( E,N ) este o constanta,
N, —E
PS(ES,NS):const.exp’uSk—Ts (6.51)
Constanta din (6.51) rezulta din conditia de normare:
> [P (E, N)de (N, )=1 (6.52)
N T
sau inca
] UN _ﬂ
const.-—e T [e FdQ(N,)=1 (6.53)
N! .

. 1 e e .
Aparitia constantezﬁeste motivata in baza principiului indiscernabilitatii microparticulelor

in virtutea caruia daca se permuta intre ele cele N particule ale sistemului, se obtin N! stari
echivalente. Introducem suma de stare Z pentru distributia macrocanonicd

UN _ﬂ
Z=%ek [e FdQ(N,) (6.54)
N r
cu ajutorul careia putem scrie acum functia de partitie pentru distributia macrocanonica:
1 UN E
PA\E,,N,)=—=exp| — |exp| —— 6.55
BN, ) == exp| = lexp| ——— (6.55)

6.5 FLUCTUATII

Intelegem prin fluctuatie a unei marimi fizice, devierea instantanee a valorii asociate
acesteia de la valoarea sa medie. Fluctuatiile microscopice pot sd induca sau nu fluctuatii in
valorile marimii macroscopice, fenomen explicabil daca tinem seama cd o stare macroscopica
este compatibilad cu o infinitate de stari (configuratii) microscopice ale caror puncte figurative
in spatiul fazelor evolueaza pe suprafata de energie constanta. Este posibil insa ca fluctuatiile
induse in valorile marimii macroscopice sa nu poata fi sesizate de aparatul de masura fiind
sub limita minima impusa de erorile de masura. Apare asadar necesitatea introducerii unei
mdrimi noi care sd exprime cantitativ devierea valorii instantanee a marimii fizice considerate
(densitate, energie, etc) de la valoarea sa medie. Aceastd marime se defineste prin relatia:
Af = f-1F (6.56)

si se numeste abatere.

Intrucat abaterea A f a valorii f fatd de valoarea sa medie poate fi negativi sau pozitiva

valoarea sa medie Af va fi nuld ceea ce face ca aceasta noua marime sa nu fie reprezentativa

pentru ansamblul statistic $i sd se faca apel la media Af a patratului abaterii calculata in
ipotezele particulare impuse de functia de repartitie specifica fenomenului:

a1? =[(r-7Vmie=[r*pie-[2f jpda+|(ff Pda=
2 -2 (=22 2 (=
=7 =27V + (7Y = 2 -(7) (6.57)
in care am tinut seama de definitia valorii medii statistice a unei marimi care pentru o functie
fp.q) oarecare, se scrie f(p,q) = J. f(p.q)P(p.q)dpdq, P (p,q) fiind functia de repartitie
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statistica a valorilor lui f(p,q) sau densitatea de probabilitate, care se supune conditiei de
normare:

f P, @)dpdq =1 (6.58)

Masura fluctuatiilor insa, este exprimata prin abaterea (fluctuatia) relativa

—ar?
5, =12 6.59
7 (6.59)

Dacéd consideram ca marime fluctuanta energia £ fluctuatia relativa &, va fi exprimatd in

acord cu (6.57)
|2 72
0, = H (6.60)
E E

Vom plasa calculul in cadrul definit de distribufia canonicd amintindu-ne ca aceasta
distributie a presupus ca ipoteza de lucru fluctuatia energiei si vom folosi pentru p (p,q)

expresia functiei de repartitie canonica in calculul energiei medii

- 1 E
E=—|FEexp| —— [dQ2 6.61
7l p( kT] (6.61)
In aceasta expresie, Z este integrala statistici definita prin
E
Z= j e T do (6.62)

Derivam ultimele doua relatii in raport cu 7. Avem:
E 1 0Z E 1 1 E
ok =—— Eexp(——] dQ+—-—jE2 exp(—k—T]d.Q

oT 72 0T kT Z kT?
oz _ I E exp _E o2 (6.63)
oT  kT? kT kT’
1 E - E —
si intrucét—jEZ exp| —— [dQ = E? rezultd o _ 12 (E2 —Ez).
Z kT oT T
Se obtine
AE? =E? —E? =kT? Zi kTZ‘Z—(szkTZCV (6.64)
- R2T2
Pentru un kmol de gaz ideal monoatomic, C, :%R , AE? = kT’ -%R :% si

3 1 1
5. = RT \f _ 2L (6.65)
e 2JNg 3 Ng Ny

Aceasta relatie aratd ca sistemele constituite dintr-un numar foarte mare de componenti, pot
prezenta fluctuatii neinsemnate ce nu pot fi sesizate, incadrandu-se in limitele erorilor de
masura. Acestor sisteme le sunt destinate metodele termodinamicii fenomenologice si se
numesc — din acest motiv — sisteme macroscopice, spre deosebire de sistemele microscopice
care datoritd numarului redus de componenti prezinta fluctuatii mari si presupun folosirea
metodelor fizicii statistice.

Relatia (6.64) mai arata ca fluctuatiile sunt proportionale cu capacitatea calorica (ce
reprezintd o mirime macroscopici) si se intensificd cu cresterea capacitdtii calorice. In cazul
extrem, la temperaturi foarte scazute cand aceasta conform principiului al treilea tinde catre
zero, fluctuatiile se anuleaza si energia sistemului in aceste conditii devine bine precizata.
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EXTINDERI TEORETICE COMPLEMENTARE (3)

— FIZICA STATISTICA —

Fizica statistica opereaza la nivel microscopic cu ansambluri statistice formate dintr-un numar
foarte mare de constituenti identici si indiscernabili. Starile microscopice nu tin seama de
localizarea unuia din constituenti in interiorul ansamblului ci de localizarea punctului
reprezentativ definit de mulfimea coordonatelor generalizate §i a impulsurilor generalizate
asociate componentilor ansamblului statistic in spatiul fazelor, ceea ce a permis sa definim
totalitatea starilor microscopice compatibile cu o stare macroscopica data ca formand un
colectiv statistic sau un colectiv virtual.

Pe de alta parte o stare macroscopicd precizata este realizatd numai de unul dintre
ansamblurile statistice ce formeaza colectivul virtual in conformitate cu principiul minimei
actiuni. Aceste ansambluri “reale” ce apartin colectivelor virtuale nu sunt nici ele precizate ci
“se produc” cu o anumita probabilitate, astfel ca in definitiv fizica statisticd postuleaza ca
“parametrii macroscopici sunt valori medii ale parametrilor microscopici”.

Statisticile Gibbs stabilesc expresiile probabilitatilor de producere a ansamblurior
reale pentru sistemele fizice (inchise sau deschise) cu evolutie specifica (energie constanta,
transfer de energie, transfer de energie si schimb de substanta). Prezentam in continuare
cateva rezultate ale fizicii statistice obtinute prin folosirea functiilor de repartitie stabilite de
aceste statistici:

EC 3.1: ANALOGII TERMODINAMICE ALE
DISTRIBUTIEI CANONICE

Valoarea medie a energiei in ipoteza distributiei microcanonice se calculeaza cu formula
_ #(paV)
= = 1 T
E = 'Z‘(p,q,V):EI #(p.qV)e T dQ (3.1.1)
r

incare # (p, q) =# (p1, P2, ---Pk; 41 42, ---qy) lar dQ =dp; ... dp...dpx -dq; - dq;...dqy astfel
ca integrarea se va extinde peste toate valorile posibile ale coordonatelor si impulsurilor
generalizate.

Distributia canonica permite obfinerea unor relatii intre entropie §i unele marimi
microscopice. Considerand un sistem limitat macroscopic, mai exact un sistem finit cu
volumul V constant si care nu schimba componenti cu exteriorul, hamiltoniana # (p, g) va fi
o functie si de volumul V:

# = #(pqV) (3.1.2)
Integrala statistica se scrie in acest caz astfel
_ #(paV)
z=2(rv)=[e * d0 (3.1.3)
r
Calculam dinZ:
_#paV) __#pa¥)
dinZ =lj HpqV)e * do. 9L _ ja #paV) w0 (3.1.4)
A4S kr* ZkT T oV
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In aceasta expresie, primul termen
#(p.aV) .
i dQ = FpqaV)P(p.q)dQ=#(pqV)=U
r

1
—[ #p.av)e
VA
r
reprezinta energia internd a sistemului, iar termenul al doilea

_ #(paV)
1e#rel) #paV) dgzaggf;‘]ﬂ:w (3.1.5)

Zx ov oV

reprezinta dependenta de volum a energiei interne, care in cazul unui sistem izolat adiabatic

verifica relatia [Z_(Ii] =—p si (Ec.3.1.4) se scrie:
T

dinz=-Y_ar+ L ay (3.1.6)
kT? kT
Cum 1nsa Ud—]; =-Ud 1 =—d v +d—U avem
T T T) dT
d(kinZ)= —d(Q] LUV —d(g)+d5 (3.1.7)
T T T
de unde prin integrare, se obtine:
S:kan+% (3.1.8)
echivalenta cu:
F=-kTInZ (3.1.9)

S-a obtinut astfel echivalenta intre o marime pur termodinamica — energia libera F'— si 0 ma -

. . Ja
rime esential statistica, Z. Folosind egalitatea S = _[a_T] rezulta:
14

S:—(a—F] =kznZ+T(al"Zj (3.1.10)
or )y or ),

p:—[a—F] :kT(aan] (3.1.11)
ov ), ov ),

U:F+TS:kT[aan] (3.1.12)
olnT )y,

G=F+pV =kT (amz] —InZ (3.1.13)
olnV );

H=G+TS =kT (amz] +(amz) (3.1.14)

olnV ); olnT ),

Ec 3.2: ANALOGII TERMODINAMICE ALE
DISTRIBUTIEI MACROCANONICE

Sa consideram functia de repartitie macrocanonica definita de relatia (6.55) scrisa sub forma:

1 _1+M
P(W,N):?e KT kT (3.2.1)

in care # este hamiltonianul sistemului delimitat in termostat (i care reprezinta energia E; a
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acestuia), u, potentialul chimic al unei particule $i expresia sumei de stare corespunzitoare

distributiei macrocanonice
#

_ a0 N -
7=y exp(uo—] [e #Taa(N) (3.2.2)
N=0 kT o
Datorita fluctuatiilor numarul N al particulelor sistemului poate suferi variatii in jurul valorii

medii N . Observand ca ,Z=7 (T , V:—;] se obtine:

dinZ =22 qp 02 4y OMZ fH0) U pi P gy e N-d P 23
T oV A #0) \KT ) k1? kT kT
kT
in care
| = MV _#
U=—= ek [#-e idQ(N) (3.2.4)
Z N=0 r
HoN _F
1 O 8’,’4‘ kT
p==.e [—e "dON) (3.2.5)
72" o
e mN o #
N== Y N-e¥ [#e "dQ(N) (3.2.6)
Z N=0 r
Scriind
T
Ud2 :—d(£]+d—U (3.2.7)
kT kT ) kT
si
N Ho | = g BN oy (3.2.8)
kT kT | kT
rezulta
dinz+ LNt | _dU+pdV —p,dN (3.2.9)
T kT

din care deducem

- N — _
dU = Td(k InZ +%—%} — pdV + 1yd N =TdS — pdV + pydN ~ (3.2.10)

Tindnd seama ca Ny, = G, rezultd prin identificarea termenilor din ambii membri pentru

entropie, expresia:

s—kmz+Z_-G (3.2.11)
T T
sau echivalent,
kTinZ =TS+G-U = pV (3.2.12)
De asemenea, din (Ec.3.2.11) rezulta prin identificare:
VA
U =kr? 2 (3.2.13)
oT
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si
olnZ

=kT 3.2.14
p e ( )
in sfarsit , numdrul mediu N de particule ale sistemului poate fi exprimat prin relatia
— Z
N = (3.2.15)

Ec 3.3: CORELAREA DIMENSIONALA A FUNCTIILOR DE
DISTRIBUTIE CU MARIMILE MACROSCOPICE

Multe dintre relatiile stabilite sunt grevate de o neomogenitate dimensionald. In primul rand,
in baza relatiei Boltzmann , S = k - [n w.Vom lua in considerare expresia densitdtii de stari w a
sistemului
OQAN
W) = 22N)
OFE

(3.3.1)

oQ(N)
OF

adimensionald. Cum in baza relatiei (5.9) dQ(N)= [14p! -da! . p: si q; fiind impulsurile
i.j
respectiv coordonatele generalizate, i = 1 ~ N ; j = I +~ f, dimensiunile lui dQ(N ) care
contine N produse de forma dpidg; vor fi aceleasi cu ale puterii fN a dimensiunilor unui
singur produs, care asa cum se arata in mecanica analitica ar avea dimensiunile unei actiuni
si nu ale unei energii (coordonatele generalizate putand fi de exemplu si unghiuri) chiar daca
uneori aceste dimensiuni coincid. Nu trebuie sd uitam insa, ca entropia este definitd pana la o
constanta aditiva de forma - kin/(actiune) N/E,]. Notand cu h o constantd cu dimensiunile

unei actiuni, entropia se scrie:
OQN) E
Sk i 22AN) Ey (3.3.2)
OE n/N
Analogiile termodinamice prezentate exprimd marimile macroscopice in functie de /nZ (in

Pentru ca aceasta relatie sa functioneze matematic corect, fractia va trebui sa fie

cazul distributiei canonice) sau In Z (in cazul distributiei macrocanonice).intrucat atét Z cat si
Z au dimensiunea 4’V , rezultatele macroscopice nu se modifica daca se aduna la dinZ (sau
la dinZ) diferentiala logaritmului unei constante care si aiba dimensiunea (acfiune) N,
Consideratiile asupra lui Z si Z fiind absolut analoage, ne vom fixa atenfia asupra expresiei

_#(pav)
Z(rv)=[e * dQ, (3.3.3)
r
pe care o vom accepta intr-o scriere simplificata sub forma
# F
Z=[e KdQ=e ¥ (3.3.4)
r
In virtutea observatiei ca
dinZ =d(InZ +nh"") (335)
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relatia (Ec.3.3.4) va trebui scrisa corect, sub forma:

# _F
Z:— e MdQ =c¢ KT (3.3.6)
N
_#
In mod analog integrala j e T dQ (N ) din expresia sumei de stare Z va trebui inlocuita cu:
r

L7

e kT
o ie dQ(N) (3.3.7)

In plus, tindnd seama ca in cazul unui sistem compus din particule identice, N! stari clasic
distincte ale sistemului genereaza din punct de vedere cuantic o aceeasi microstare, va trebui

sa introducem pentru fiecare integrald pe spatiul Iy, factorul —

Aceste modificari se dovedesc a fi necesare pentru a asigura convergentele sumelor de
stare. Rezultd in consecintd expresii corectate ale distributiilor Gibbs:

Q pentru distributia macrocanonicd, suma de stare Z se scrie

G
Z et _:;dQ(N) 3.3.8
th - N/ IJ ( )
si functia de distributia macrocanonica, fy:
1 # +,UON
Sy =———=e T T (3.3.9)
hNNLZ
Q pentru distributia canonica functiile omoloage capata formele
#
! kT
Z = je dQ (3.3.10)
N!RN
.7
_ kT
f= K2 e (3.3.11)
I e T 4Q
l—‘N
Q pentru distributia microcanonicd Vom tine seama de faptul ca, in acest caz energia este
perfect determinata # = E = U, si f J. f ?‘)5 )a‘ﬂf Impunand sumei de stare a

distributiei canonice conditia ca hamiltoniana sa fie constanta ne vom plasa in condifiile
distributiei microcanonice:

# U
z-_1 [e KT S(U - ‘Zf\deZf I T 4@ (3.3.12)
NI RN " % NN S dE
Tinand seama de relatia F = —kT In Z se obtine
F=U-kTIn I dQ (3.3.13)
N!WN dE
Rezulta:
s U=F _pp 142 (3.3.14)
T N!WN dE
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Ec 3.4: PROBABILITATEA TERMODINAMICA.
INTERPRETAREA SI CONSECINTELE
RELATIEI LUI BOLTZMANN

Probabilitatea termodinamica are o semnificaie substantial diferita de probabilitatea
matematica. Acest concept se introduce in fizica statistica si reprezintd numarul de microstari
distincte compatibile cu o stare macroscopica data semnificand probabilitatea de realizare a
unei macrostari. In virtutea acestei definitii calitative, valoarea probabilititii termodinamice
nu este restrictiva ca in cazul probabilitdtii matematice a carei valoare este cuprinsd intre 0 si
1. Mai mult chiar, probabilitatea termodinamica are o valoare foarte mare.

In cazul sistemului compus din N molecule identice, starea macroscopica nu depinde
de pozitia acestor molecule si va fi compatibila cu toate cele N/ stari microscopice obfinute
prin permutarile moleculelor, astfel ca probabilitatea termodinamica 2 va fi egala cu N/.

Un alt caz ar fi acela in care spatiul ocupat de molecule este impartit in celule de
volum AQ = AxAyAzAv, Av Av_astfel incdt in celula 1 se vor afla N; molecule, in celula 2,

N; molecule, ...... ,in celula j, N; molecule. Cum prin permutarea moleculelor in interiorul
fiecarei celule nu se vor obtine stari macroscopice distincte, probabilitatea termodinamica va
fi

= : (3.4.1)

Aceasta expresie aratd ca in cazurile mai restrictive se obtin probabilitati termodinamice mai
mici.Vom stabili ecuatia lui Boltzmann pornind de la postulatul fizicii statistice conform
caruia entropia este o functie monotona de probabilitatea termodinamica:

S=f£(@) (3.4.2)

f fiind o functie monotona in variabila 2, In acest sens vom considera un sistem alcatuit din
doua subsisteme > ,, >, cu entropiile corespunzatoare S,, respectiv S, . Entropia fiind o
functie aditiva

S=f(@)=5,+8S, (3.4.3)
Cum probabilitatile 2, si 2, ale celor doud subsisteme descriu evenimente independente,
P=2,+2,5if(P,P,)=f(@,)+ f(P,) . Prin derivare logaritmica, se obtine:

@A) _@E)_B)

- = = t. 3.4.4
®2) @) e, " (44

din care, rezulta:
f(P)=const.-inP =S (3.4.5)

Aceasta relatie arata ca entropia sistemului este proportionala cu logaritmul probabilitatilor
energetice distincte. Schimbarea ordonarii intre diferitele stari energetice angajeaza un schimb
energetic (ciocniri, interactiuni la distanta, etc.). Cu cat disiparea de energie in interactiuni
este mai semnificativd, cu atdt va ramane mai pufind energie disponibila interactiunilor
sistemului cu exteriorul. Energia angajata in interactiunile sistemului este egala cu 7§, iar
energia disponibila pentru schimb cu exteriorul va fi energia libera F = U — TS. Relatia
(Ec.3.4.5) se preteaza unei interpretari statistice imediate: tranczitiile sistemului din stari mai
putin probabile in stari mai probabile presupun - in virtutea acestei relafii — o crestere a
entropiei. Probabilitatea ca sd existe evenimente asociate cu o scadere a entropiei nu este
exclusa de fizica statistica, insa este foarte mica.

e Din punct de vedere termodinamic, odata atinsa starea de echilibru aceasta dureaza un
timp nelimitat.
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e Din punct de vedere statistic, se produc fluctuatii de duratd foarte scurta si mai evidente
in cazul sistemelor cu un numar de particule mai mic. Aceste fluctuatii sunt corelate cu o
scadere a entropiei. Ponderea lor este substantiala in starile de neechilibru si furnizeaza
informatii privind apropierea sistemului de starea de echilibru.Principiul cresterii entropiei se
aplica unui sistem izolat care nu se afla intr-o stare de echilibru.

AS AS

Smax.

~N 58

v
v

Figura Ec 3.1

Intr-o diagrama timp — entropie (fig.Ec 3.1) o fluctuatie se reprezinti printr-o curbi cu
doud aripi caracterizati de monotonii diferite. In figura Ec 3.1 a , la t < 0 s-a produs o
fluctuatie insotitd de o scadere a entropiei iar la momentul ¢ = 0 se reia evolutia sistemului
spre starea de echilibru care dureazd un timp 7 numit timp de relaxare a sistemului.
Fluctuatiile devin evidente cand durata de observare este mult mai mare decat durata 7 intre
doua fluctuatii, asa cum se constatd din figura Ec 3.1 b.

Pornind de la expresia (6.55) a distributiei macrocanonice probabilitatea ca cele N
particule ale sistemului sa se afle n spatiul fazelor I, este:

1 N
Py = i dPy = 1[ PNdQ(N):7exp{yko—T}Z (3.4.6)

in care Z si Z reprezintda sumele de stare ale distributiillor canonica si respectiv
macrocanonica definite de relatiile(6.41) si (6.54)

TEME DE CASA (Tc3)

Te 3.1: GAZUL IDEAL MONOATOMIC CA SISTEM STATISTIC

Vom deduce in cele ce urmeaza in baza distributiei canonice, ecuatia de stare a gazului ideal
monoatomic. Vom presupune ca gazul este alcatuit din N molecule identice intre care nu se
exercitd interactiuni. Singurele interactiuni se presupun a fi intre moleculele gazului si peretii
vasului de volum V. Fiecarei molecule — consideratd punct material — 1 se asociaza
coordonatele generalizate ¢q;, ¢, g3, s1 impulsurile generalizate p;, p,, p3, corespunzatoare
celor trei grade de libertate asociate punctului material liber. Hamiltoniana sistemului se
reduce in acest caz la energia cineticd 7 (p;) a gazului ideal:

3N p2
#=Tp,)=) —*— 3.1.1
;) Z;, o (.11
Utilizand relatia (Ec.3.3.6 ) se obtine cu (Tc.3.1.1):
_F _#P.aV)
Z=e ¥ =[e T dQ (3.1.2)
r
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adica:

_F _zLiZ 3N 3N _zLiZ 3N 3N
e ¥ = [e T2k [ dg, [ Tdp; = [e =2 [ dp,[]da; (3.1.3)
r i=1 i=1 r i=1 i=1
Moleculele fiind identice si directiile in spatiu echiprobabile, se poate scrie:
“_[dql Idfhdqu% [ dasy_2dasn_idasy (3.1.4)
ri=I r
si
3N
fe it Hdp, fe kapo (3.1.5)
r i=1 r
Rezulta in virtutea relatiei (Tc.3.1.4):
3N
[TTda. =v"; (3.1.6)

r i=l
Integrala asupra impulsului este de forma,
F 3N

foe‘“xzdx=\/E (3.1.7)
K .

sideci:e T =(2amkT) 2 - ¥ din care prin logaritmare, se obtine:

3 3
—NKT| n(27mkT) +1nV | = —NkT In| V(27mkT)’ (3.1.8)
ﬂ
2
astfel cad functia de partitie pentru gazul ideal monoatomic se scrie: Z = (271'ka ) v,
Cum p=- o :kLse obtine:
ov ),
R
pV =kNT =—NT =vRT .
NA
Avem de asemenea,
3
- 3
S= _(a_j = Nkin| V(2mmkT)” | +3 Nk (3.1.9)
or )y 2
_ _3 _3 _3
U—F+TS—§NkT—§vNAkT—EvRT (3.1.10)

si Cy, = au =3R pentru cdldura molard la volum constant.
v oler )y 2

Tc 3.2: TEOREMELE “ ECHIPARTITIEI
ENERGIED” S1 “ VIRIALULUI”

Sa consideram un ansamblu statistic caracterizat de coordonatele generalizate q; §i de

impulsurile generalizate p; cu i =1— f (f fiind numarul gradelor de libertate) si sa calculam

. . OF | e . i A
valoarea medie a produsului x, a—zn care x; reprezinta una din variabilele p; sau q; in ipote-
X,

1

113



za repartitiei canonice:

x[a—Ezijx[a—Ee_ﬁdg (3.2.1)
ox; Z Ox;
r 1
Integrand prin parti, se obtine:
w g -2 _Fle o _F
Ix[—e iy, = KT -|x,e | + Ie KT clx (3.2.2)
—0 axl' -0 —gn

Cum hamiltoniana # (p,q) confine energia cinetica a sistemului, cand p, — too aceasta devine

infinitd si exponentiala se anuleaza. Pe de altd parte sistemul fiind inchis, hamiltoniana va
tinde la infinit in exteriorul sistemului pentru g; — *oo ceea ce va conduce iarasi la anularea
#

exponentialei. Rezulta ca pentru x, — oo , termenul x;e 47 — 0 si se obtine:

_ “
M gg = gy (3.2.3)
ox; Z -

Se contureaza astfel doua teoreme:

- teorema echipartitiei energiei pe gradele de libertate ce se refera la p; (;ﬁ =kT si

1
- teorema virialului, (cuvantul virial provine din latind de la vis insemnand energie in

- . . OF
sensul de sursa de forta ) care considerd q; — = kT .
i
In cazul punctului material liber, hamiltoniana coincide cu energia sa cinetica
2 2 2
px + py + pz

E = (3.2.4)
2m
Avem deci, in conformitate cu echipartitia energiei,
o# OF 2
0 = p Fe P gy (3.2.5)
P opx m
Cum x este o coordonata arbitrara, vom obtine:
2 2 2
T
Py _ Py _p; _KT (3.2.6)

2m 2m 2m 2
. < = o . .. . . kT
ceea ce Tnseamna ca fiecarui grad de libertate ii corespunde o energie egala cu BN Asadar,

unei molecule monoatomice (ce are trei grade de libertate de translatie) 1i va corespunde o
energie egala cu %kT . Relatia (Tc.3.2.6) justifica denumirea de echipartitie a energiei.

Te 3.3: DISTRIBUTIA MAXWELL A VITEZELOR MOLECULARE

Moleculele unui gaz ideal se deplaseaza in interiorul incintei in care acesta este continut, cu
viteze diferite apropiate ca valoare de viteza medie.

Sa consideram un vas de volum ¥ ce contine un gaz ideal monoatomic constituit din
Ny molecule. Ne propunem sa estimam numarul relativ de molecule dN; /N care au viteza
intre v §iv+dv la temperatura T. Fiecare moleculd poate fi consideratd un mic sistem in

contact termic cu termostatul, format din restul moleculelor. Dacd notam cu E(p,q) energia
cineticd a moleculei, cu p impulsul si tinand seama ca gazul este ideal si intre molecule nu se
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exercita interactiuni, energia particulelor nu depinde de pozitia 7 a moleculelor din vas si se
exprima prin,

E(p.q)=4my Zzp—m; (33.1)

Probabilitatea ca o molecula sa fie localizata printr-un vector de pozitie cuprins intre ¥ §i
F+dr sisaaiba un impuls cu valoarea cuprinsd intre p si p+dp este:

dP =P(F, p)drdp = const. e P /kaTdrdp (3.3.2)

Cum v =p/m putem exprima probabilitatea ca molecula sa aiba pozitia in intervalul
7, ¥ +dr siviteza in plaja de valori v,v +dv :

2
my

dP =P(F,v)drdv = Ce 2¥T drdy (3.3.3)
in care C este o constanta de normare.
Fie F (\7) functia de distributie care depinde de vectorul viteza v al unei molecule.

Numarul mediu de molecule (de un anumit tip) din unitatea de volum a caror viteza este
cuprinsd intre v si v +dv va fi dat de relatia

dN; = F(¥)dv (3.3.4)
S-au folosit notatiile
dr = dxdydz; c?p =dp.dp,dp.; dv = dv.dv,dv, (3.35)
Tinand seama de formula de calcul a mediei statistice, se poate obgine dN; din expresia:
- - 2
- N,P(Fv)drd -
dN; = F(v)dv = @ = Ce 2K dy (33.6)
r

Integrand aceasta ecuatie dupa valorile posibile ale vitezelor moleculare, vom obtine numarul

mediu N de molecule de un anumit tip din unitatea de volum:

2
my

cje 24T Gy = N (3.3.7)
Sau tinind seama cd v’ =V’ =v]+v;+v} componentele v, v. si v. fiind independente,

ecuatia (Tc. 3.3.7 ) se scrie:

[e0] [e0] 2 [e0]
C J'e_av’fdvx : je_avydvy : J'e_m’zzdvz =N (3.3.8)

—00 —00 —00

A m . . . N < .
in care s-a notat o = T Cum integralele Poisson continute in aceasta relatie au valoarea

[“e gy \/; (3.3.9)
. ”

3 3
2 2
si nu depind de argumentul de integrare, rezultd:C=N- ol on | si (Tc.3.3.6)
T 2mkT
devine
3
2’
dN =F(#)dv=N-| 2| e 2k gy (3.3.10)
2mkT

Aceasta relatie exprima distributia maxwelliand a vitezelor dupa componente. Si cum dN;
reprezintd numarul de molecule din unitatea de volum cu componentele vitezei cuprinse intre
Ve s1vetdvy, vy, $1 v, +dv,, v; §1 v.+dv. iar N numdrul mediu de molecule din unitatea de volum,
raportul dN/N reprezinta raportul intre numarul “cazurilor” favorabile si numarul de “cazuri”
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posibile adica probabilitatea ca aceste componente de vitezad sa apartind intervalelor

A 3

\Z > 2

dN P
. . m - —_
specificate: —- = e 2k dy
N 2nkT
Conditia impusda componentelor de vitezd este

echivalentd cu o condifie ce trebuie impusa

modulelor vitezelor v<|17|<v+dv. Aceasta
------------ > . < A . .
@ vy noud condifie plaseaza in spatiul vitezelor
extremitagile vectorului viteza intr-un strat sferic
~ a carul raza interioara este v si avand raza
Vy exterioara egala cu v+dv, ca in figura Tc 3.1.

Volumuldy al acestui strat sferic este egal cu

4mv’dv si se va obtine
3

2 va
F(9)=§d5"=4ﬂ( - ) e 2KT7 (3.3.11)
y

Figura Tc3.1

2nkT

formula ce exprimad functia de distributie a vitezelor dupd valoarea lor absoluta.

F() 4 . F@) 4
li : , T,
ay
7 | no
vl ’
13
2 . .
v vV v+dv v v
Figura Tc3.2 Figura Tc3.3

Reprezentarea grafica a acestei functii pune in evidenta in figura Tc3.2 existenta unui maxim
pentru o valoare v, a modulului vitezei plasata in pozifia marcata de linia punctatd notata cu 1,
valoare care se numeste viteza cea mai probabila si care se obtine prin anularea derivatei
functiei (v ) in ra port cu viteza v:

2 2
my my

dE0) | o a2 4 BT (20)= (33.12)
dv kT

. 9 [2kT . < < . . .
din care rezultav, =,/—— . Linia punctatd notatd cu 2 corespunde vitezei medii v,, definita
m

o0
ca media aritmeticd a vitezelor tuturor moleculelor: N-v,, = j vdN,. Zona hasurata din
0
figura Tc3.2 reprezinta fractiunea din moleculele gazului avind modulele vitezelor in
intervalul v, v+dv. Se observa ca la incalzirea gazului fractiunea de molecule cu viteze mici
scade, in timp ce fractiunea de molecule cu viteze mari creste. In sfarsit, linia punctati notata

- . - . o . 2 e . .
cu 3 marcheaza viteza patratica medie v, , definitd prin relatia

N vf,.m = ijdN,.Avem: Vpm zvp\/gzvmwfg—ﬂ.
) 2 8

In figura Tc3.3 se observa cum odatd cu cresterea temperaturii gazului (T;<T><T3), maximul
curbelor de distributie a vitezelor se deplaseaza spre viteze mari.
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Tec 3.4: DISTRIBUTIA BOLTZMANN

Distributia Maxwell a presupus un gaz perfect, inchis intr-un volum finit, in echilibru termic
si in absenta interactiunilor intre molecule.

Sa presupunem insa ca incinta ce contine gazul se afla intr-un camp de forte exterior
caracterizat prin energia potentiala U(x, y, z) astfel ca energia totala a fiecarei molecule va
rezulta din energia cinetica de translatie si din energia potentiala impusa de campul de forte.
In acest caz se poate scrie:

2
‘Z‘(r,p):Ec+U(x,y,z):§—m+U(r) (3.4.1)

Pentru a estima probabilitatea ca una din moleculele sistemului sa aiba pozitia cuprinsa in
intervalul (v, 7 +dr ) indiferent de pozitiile celorlalte molecule si fara a tine seama de viteza

moleculei, utilizam distributia canonicad,

_# _E+U
P(p,q)=const.e kT =const.e kT (34.2)
care in ipotezele de lucru propuse devine:
_ U

P(F) = const. e 7 (3.4.3)

in timp ce probabilitatea ca molecula sa aiba pozitia cuprinsa in intervalul (r, r+dr) este

_U

dP =const.e " dxdydz (3.44)

valoarea constantei determinandu-se din conditia de normare.
Relatia (Tc.3.4.3 ) exprima distributia Boltzman utila in aplicatiile practice In care energia
potentiala are forme particulare. Astfel, pentru o moleculda aflatd in camp gravitational,
U(x,y,z)=mgz si probabilitatea ca molecula sd se afle la indl{imea z fatd de suprafata
Pamantului (considerata prin conventie ca nivel de energie potentiala zero) este:
_mgz

dP =const-e * dz (3.4.5)

Conditia de normare I dP =1 permite determinarea constantei si ( Tc.3.4.5) devine

mgz

e Tz

mgz
=l
jexp( ] iz

dP = (3.4.6)

APLICATIE - FORMULA BAROMETRICA

Vom deduce formula barometrica cu referire la figura Tc3.4. Se considerd o coloand de aer
de forma unui cilindru drept cu sectiunea S si inaltimea A.
I S Probabilitatea ca o moleculd sa fie localizatd intre cotele z si

_ mgz
e kT

________ ) z+dz este d?; = el
" ) Je 7

V4
Aceasta probabilitate este egald cu raportul dintre
N numarul de molecule cuprinse in portiunea de cilindru de
indltime dz si numarul total N de molecule din coloana de

inaltime 4, deci d?; = dWN si notand cu n(z) numarul de molecule

Figura Tc3.4
din unitatea de volum la cota z, se poate scrie: dN =n(z)-S-dz
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care conduce prin integrare la o descrestere exponentiala a densitatii n(z) cu altitudinea.
mgz

n(z)=n(0)e I (3.4.7)

n(0) fiind densitatea moleculelor la cota zero. Cum din expresia cinetica a presiunii rezulta

p =nkT (3.4.8)

sitindnd seama de ( Tc.3.4.1 ) se obtine formula barometrica:

p(z)= p(O)exp(— %) (3.4.9)

Ec 3.5: INSUFICIENTELE FIZICII STATISTICE.
PARADOXUL LUI GIBBS

Desi energia liberda F si entropia S exprimate statistic prin relatiile (Tc.3.1.8) si (Tc.3.1.9)
coincid cu expresiile corespunzatoare deduse din considerente termodinamice, se constata ca
aceste expresii nu satisfac conditia de aditivitate cand se compun doua sisteme identice.
Intr-adevar,dacd se creste de o ori atdt numidrul de particule N cat si volumul ¥, in
concordanta cu relatiile statistice (Tc.3.1.8) si (Tc.3.1.9) energia libera si entropia se scriu:

F'=oF — aNkT Ina (3.5.1)
S'=aS - aNkT Ina (3.5.2)

Apare deci termenul -aNKT In(a) care violeaza conditia de aditivitate. Aceastd constatare
exprima paradoxul lui Gibbs.

Paradoxul lui Gibbs poate fi rezolvat daca in expresia energiei libere se introduce un
factor egal cu NkT(In N-1). Acest factor introduce in expresia energiei libere termenul
F+aNkT Ina care confera aditivitate energiei libere.

Existenta unui astfel de factor ar implica introducerea in integrala de stare Z a
factorului exp(-Nin(N)+N).

Formula lui Stirling /nN! = NInN+N conduce - pentru o valoare a lui N suficient de
mare- la

o-NIN-N) _ ~inN! _ L (3.53)
N!

3N

S-ar obtine o functie Z de forma: Z = (N /)_]VN (27mkT) * care ar conduce la 0 expresie
pentru densitatea de probabilitate diferita de cea exprimata prin expresia ( 6.40 ). si anume
1 F-E
2(p.q) . exp( - ] (3.5.4)

mai micd de N/ ori fatd de cea exprimata prin distribufia canonica ( 6.40 ). Explicatia ne este
oferitd de principiul indiscernabilitatii microparticulelor conform caruia daca se permuta
intre ele cele N particule ale sistemului, se obtin N! stari echivalente din punct de vedere
energetic. Rezulta ca paradoxul lui Gibbs reclama una din insuficientele mecanicii statistice
clasice care nu discerne microstarile identice de cele distincte.

In concluzie, din punct de vedere fizic in cazul particulelor identice se impune

. A G - . e
folosirea factorului I in expresia integralei statistice, Z.
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Te 3.6: DISTRIBUTIA MAXWELL — BOLTZMANN

Consideram un gaz ideal alcatuit din N molecule identice de masd m fiecare si care nu
interactioneaza intre ele (£,= 0). Presupunem ca acest sistem cu 3N grade de libertate se afla
intr-un camp de forte ce derivd din energia potentialda U si cd una din molecule are

coordonatele canonice q;=x ,q>=y ,q3=z $§i p/=mvy, p2=mv, , p3=mv.. Probabilitatea d?,;_p
ca o moleculd sa se afle in elementul de volumdQ= dxdydzdv,dv,dv, din spatiul fazelor

asociat sistemului — indiferent de valorile coordonatelor si vitezelor celorlalte N-/ molecule -
rezultd prin integrarea repartifiei canonice dupd valorile coordonatelor si vitezelor celor N-1

molecule:
#

APy 5 = [dP=Cyy_pe M dudzdydv dv,dv, (3.6.1)
N1
unde # = %(vi + vi +v? )+ U(x,y,z) reprezinti energia totald a moleculei.

Constanta C,.p rezulta din conditia de normare:
#

[Cur_pe ¥ dxdzdydv v dv, = I (3.6.2)
-

Tec 3.7: DISTRIBUTIA POISSON

In cazul unui gaz perfect format din N particule

1 @
Z=——|[exp| - = Q2 3.7.1
h3NN/1[exp( kT] G710

unde
N
dQ=]1dp.dq, = |dq.] [dp, =V"] | dp (3.7.2)
i i=1

astfel ca se obtine

» 5 3N 5w N
Z= 3]5 yN J.exp P\, =%V”(2ka) 2L 13 (3.7.3)
NN | T 2mir Y NI A

unde s-a notat

L
2
h
A= — (3.7.4)
(Zﬂka )2 |
Se obtine pentru functia de stare Z in ipoteza distributiei macrocanonice, expresia:
N _
5 X Hy V Hy
Z = exp| — | | Z =exp| —exp| — 3.7.5
Z( p[kTD v p[kTﬂ 7
pe care o vom folosi pentru a calcula N in baza relatiei (Ec 3.2.15):
— Z
N =0l =1exp(ﬂ] (3.7.6)
o Ho 23 KT
kT
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In virtutea relatiilor deduse, rezulta
1 —1 (=W
Py = mexp[— N]-(v) (3.7.7)

asa numita distributie Poisson.

Tec 3.8: DISTRIBUTIA GAUSS

Distributia Poisson a fost stabilitd in ipotezaAN = N — N ~ N. Pentru fluctuatii mici se poate

aproxima N ~N<<N, N fiind mare, relatia Poisson se va reduce la relatia Gauss ce
corespunde probabilitatilor fluctuatiilor numarului de particule intr-un volum de gaz, V.
Pentru a stabili relatia lui Gauss, vom studia comportarea functiei 2y din (Tc.3.7.7)

in jurul valorii N = N pornind de la formula lui Stirling:

N!=2zN -N" exp[- N] (3.8.1)
Se obtine
nP, = Nlnﬁ—NlnN+N—ﬁ—%ln (27N) (3.8.2)
dl N 1
sau, prin derivare, nPy = nﬁ—— echivalenti,cu
d N 2N
d*1 11
_"ffv L L (3.8.3)
dN N 2N
Pentru N mare in jurul valorii N = N ne vom confrunta cu un maxim, adica
dl —
nPy =0 pentru N=N (3.8.4)
dN
Rezulta in aceste conditii:
1 1 —\2
nPy =——mm2aN)-—(N-N| +....... 3.8.5
v =y 2N}~ — (N - N) (38.5)
sau
1 1 —\2
Zn = ex [— —\N-N } 3.8.6
¢~ 2N( ) (3:80)

Aceasta functie de distributie notata cu 2 in (Tc.3.8.6) reprezinta distributia Gauss .

Tc 3.9: PROBLEME DE FIZICA STATISTICA

1. Precizati traiectoria punctului figurativ in spatiul fazelor pentru un corp de masa m care este
aruncat de jos 1n sus cu viteza inifiald vy in cdmp gravitational de la inaltimea 4.

2. Intr-un cuptor se afla un gaz perfect la temperatura 7. Moleculele gazului pot parasi
cuptorul printr-un mic orificiu ajungand intr-o incinta vidata.

a).Estimati numarul total de molecule ce parasesc cuptorul in unitatea de timp, pe unitatea
de arie;

b).Estimati energia cineticd medie a moleculelor emise prin orificiu si comparati valoarea
acesteia cu valoarea energiei cinetice medii datorate translatiei moleculelor din interiorul
cuptorului;

c).Stabiliti expresia vitezei celei mai probabile a moleculelor intr-un astfel de fascicul
molecular
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3. Scrieti functia care descrie distributia canonica a starilor unei molecule de gaz ideal,
nesupusa nici unui camp de forte exterior.

4. Estimati in baza distribufiei canonice, probabilitatea ca o particuld a unui gaz ideal plasat

intr-un camp exterior U (r) sd aibad coordonata cuprinsa in intervalul (r,r +d r).

5. Se considerd un sistem izolat, alcatuit din 2 subsisteme la temperaturile 7; i 7> de valori
apropiate despartite de un perete adiabatic si care contin cite un mol de gaz ideal. Sa se
determine de cate ori este mai mare probabilitatea termodinamicd Py pentru ca temperatura
subsistemelor sa devind aceeasi decat probabilitatea termodinamica P; pentru ca sistemele sa
ramand la temperaturile avute iniial, in urma indepartarii peretelui izolant. Volumele celor
doua compartimente sunt egale.

6. Exprimati energia interna U cu ajutorul functiei de partitie a distribugiei canonice (6.40).

7. Se considerda un gaz molecular care satisface repartitia Maxwell. Calculati pentru o
molecula:

a. Energia cinetica medie, E..

b. Energia cineticd patraticd medie, £ CZ .

S . . —2
c. Abaterea pitratici medie a energiei, EZ —E,.~ .

8.Deduceti distributia maxwelliana a vitezelor moleculelor unui gaz perfect din distributia
canonica.

9. Calculati procentul g de molecule din atmosfera cu energie potentiald gravitationala mai
mare decat energia lor cinetica medie de translatie. Se va neglija variatia cu altitudinea a
temperaturii §i acceleratiei gravitationale.

10. Stabiliti expresia vitezei patratice mediiv” in cadrul distributiei Maxwell — Boltzmann a
moleculelor dupa valoarea absoluta a vitezelor.

11.Calculati probabilitatea ca in cazul distributiei Maxwell directia vitezei sa fie cuprinsa intr-
un unghi solid dat.

12. Calculati:
a) fractiunea din numarul total al moleculelor unui gaz cu modulul vitezelor mai mic decat

viteza v.
b) fractiunea din numarul moleculelor cu viteza mai mare decat viteza cea mai probabila, v,,.
c) ce fractiune din numarul total al moleculelor gazului au energia cineticd a miscarii de

. . . C . 3kT
translatie mai mare decat energia cinetica medie 5

13.Se considerd oxigen intr-o incintd avand volumul de/ mm’, la temperatura 300 K si

presiunea 2 af. Calculati numdrul moleculelor al caror componente de viteza au valori

cuprinse in intervalele: v, intre 200 si 202 ms™; v, Intre 450 s1 455 ms™; v, intre —300 si —299
-1

ms”.

. . . 27 < :
14. Folosind functia erorilor erf(x)= T I e”" dtsd se calculeze numarul moleculelor dintr-
o
un kmol de H, cu temperatura 7 = 500 K:

121



a) care au proiectia x a vitezei vy < 500 m/s.
b) care au marimea vitezei v < vy = 10 S m/s.

c) careauviteza v>v, =2- 10° mis.

15. Folosind distributia Maxwell sa se determine numarul de particule care au energia mai
mica, respectiv mai mare decat kT.

16. Aratati ca centrul de greutate al unei coloane cilindrice verticale de aer, se afla la cota la
care densitatea aerului scade de e ori. Se vor considera temperatura si acceleratia gravitationa-
13, constante.

17. Se considera un gaz in campul gravitational terestru considerat omogen. Precizafi pentru
acest sistem:

a) greutatea unei coloane cilindrice de gaz avand aria bazei S si indlfimea #;

b) energia potentialda medie a unei molecule din gaz;

c) caldura molard suplimentara pe care o are in camp gravitational.

18. Precizati dependenta de altitudine a raportului concentratiilor a doua gaze cu masele
moleculare u; si u, st calculati indltimea la care continutul de hidrogen se dubleazad fatd de
continutul de bioxid de carbon. Se cunosc:7=270K, uy =2 [kg/kmol], pco, =44 [kg/kmol].

Tec 3.10: INDICATII SI SOLUTII PENTRU REZOLVAREA
PROBLEMELOR DE FIZICA STATISTICA

1. Alegem drept coordonata generalizata g, inaltimea fata de Pamdnt.
Consideram energia mecanica totala:

q
) ) A
w
W:p—+mgq:c0nsz. de undeg=—- p2 .
2m mg 2mg Qv
Constanta W rezulta din conditiile inifiale,
1
w =§mv§ +mgh, .
Maximul curbei, se obtine pentru p=0 ;
w V2 0 >
Gy =——=-1+h. —\2mW 2mW P
mg 28

2

a) Restrictiile impuse in problemd vizand numarul moleculelor din unitatea de volum, in
unitatea de timp, pe unitatea de arie $1 cu viteza cuprinsa intre valorile v §i v+dv, presupun
folosirea distributiei Maxwell dupa valoarea absolutd a vitezelor. Rezultd cd numarul
moleculelor din unitatea de volum care parasesc cuptorul in unitatea de timp pe unitatea de

arie §i pentru care viteza are valoarea cuprinsa intre v §i v+dv este:
2

¥ T
dn=| " nre *TV3dy.
2r kT

kT ]% nv

Prin integrarea acestei relatii se obine numarul total de molecule N, = n(z
mrn
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2
_ " ] - _my
b) E :imvz :imj VZ@ZiWHT m j vve *Tdy si folosind integrala
<2 2 %0 n 2 2 kT 0

0 5 42 1 . = &L . . :
= J.O Ve dv =—, rezulta E, = 2kT .In interiorul cuptorului energia cinetici medie a
4

moleculelor, este:E_é = ikT <E..
2

Pz
¢) Se anuleaza derivata lui n in raport cu v si se gasestev,, = (—] , In timp ce 1n
m

1

e . . . . . (uTY?

interiorul cuptorului, viteza cea mai probabild este data de relatia v, =| —| .
m

*

3. Molecula de gaz ideal poate fi consideratd ca un sistem cvasiizolat pentru care energia
E(p,q) a sistemului este chiar energia unei molecule. Pentru N=1/ molecula are trei grade de
libertate de translatie si deci spatiul fazelor are sase dimensiuni, elementul de volum din
spatiul fazelor fiind:dI" = dp.dp,dp.dxdydz .Vom considera dxdydz=dV si vom exprima

impulsurile in coordonate sferice. Elementul de volum din spatiul fazelor devine:
dl = p? -dp-sin0-d0-dV -dg.

2
In absenta vreunui camp de forte exterior energia moleculei este pur cinetici E(p,q) = 5; si
m

nu depinde de directia de miscare (unghiuriled si @) sau de pozitia sa in recipient.

Astfel, energiei cuprinse in intervalul £, E+dE 1i corespunde un numar de stéri egal cu:
dQ = p?dpdV sin0-d0-do = 47Vp dp .

Din p=~2mE , rezultd: dQ = 47V (2m)*> EV*dE .

Distributia canonica a starilor unei singure molecule va fi descrisa de functia:

3/2
P Zwexp[—i}E]/sz.
Z kT

C
Functia de partitie Z. pentru o singura molecula este:

" E 3/20( E | 1,2
Z. =\|exp| —— |dQ=4n(2m Viexp| —— |E" “dE
cgp[kT} (2m) {p[w}

Cu schimbarea de variabild E=x ,

32, ¢ x| 3/2 (kT)*'? 3/2
Z,=4n(2m) Vjexp —k—Txdx:47T(2m) V\/;T:(Zﬂka) V
0

Cu aceasta expresie a sumei de stare, se poate scrie distributia ceruta:

477,' E 1/2
P =—— —— |E " “dE
exp[ kT}

*
4. Hamiltoniana gazului ideal, se scrie: H = Z[ l):l iar distributia canonicd este
5 # N p2 -
exprimata prin relagia ?( , ) const.-e T = const.-ex U (r) :
primata prin relatia 2 (p.q p| - ,21: it i =0
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Integram dupa toate variabilele canonice cu exceptia acelora care caracterizeaza particula i a
sistemului. Se realizeaza astfel trecerea de la spatiul fazelor I" la spatiul unei singure

—2 N
. . — — D, U!r. )
articule, pentru care se scrie :2 ( . ~): A exp| —————L|  A. =const.
p p Pi-4; i €Xp omkT kT i

Rezulta distributia simultana a tuturor particulelor dupa coordonate i impulsuri

— - pz U‘;’
2 (p,r):Aexp - - cu A =const.

2mkT kT

Pentru a obtine distributia doar dupa coordonate, aplicam legea de adunare a probabilitatilor
integrand aceasta relatie in raport cu impulsurile. Se obtine:

2 (F)=J.J._|.P (p,7)dp din care rezulta 2 (¥) dF const.-exp(—%;:)] dr.

*

So=5
5.Se considera relatiile: Sy =kln®?, , S, =kin?, = % =e K SsiS; fiind entropiile

1
sistemului in starile de echilibru , respectiv de dezechilibru.

T : T Tl : Tz
! |
i |
S;) : S;‘) S; : S;
' ! T, +T
Sy =Sy +Sy=2C,InT+2RInV +28, , T:%

S;=8,+8;, =C,InT; +RInV +S,+C,InTy +RInV +S, =
:CvlnT]TZ +2Ran+2Sr
Sy—-S8,=2C,InT-C,InT,T, =C,(2InT —~InT,T,) =

72
:Cv(lnTZ —lnT,TZ)zCV In
)T,
Se obtine:
T, +T,)
&:exp &ln—( 1L 2) 2 %NA 2 %NA
A k 4nT, :&:expln ([ +7y) _ (1 +75)
CV :—R :—kNA
2 2
Cum N, =6,023-10°° Kmol ™ , rezulta B, >> P,.
*
#

dz 1 kT
6. Folosim (6.41) si calculam: —< = —J"Z‘ e *T 40 de unde rezulti:
dT  krT*

#
7 T
[#:e KT goy = g2 e Uzﬁzwe—dg:Lch _d(nz,) 1
dT % Z, dT T Z,
je kT 40
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. dinZ . o g . dinZ
Obtinem: U = NkT 28M % cau pentru un sistem alcatuit din N particule U = kT 28M%c
*
7. a). Folosim (Tc.3.3.11)
% _my
F(V)Z 47 m 2kT 2
2nkT
2 2 2 m 2
L ,_ 3200 _mv2
b). ECZ Mo -47{ e ] vie KT gy, expresie care are in vedere relatia de
4 4 2nkT )
< . . n—1 m 1 |&
recurentd pentru integralele Poisson: 7, = l,, , nz22cua=—— ; I,=—,—.
2a 2kT 2V a
mv2
Se obgine 7, = [v'e *Tadv="1, =1, = 1| Reqma 7 = Lper,
) 2a 20 2a da” 2a 4
o. B2 —(E.] =Lwer? - Zaerr = 2per
4 4 2

*

8. In cazul gazului ideal, energia de interactiune intre molecule este nuld si energia totali a
3N 2

gazului este de naturd pur cinetica: # = 25—’ Probabilitatea ca molecula notatd — sa zicem
i=1 <M

— cu 1 s aiba componentele p;,p,,p; ale impulsului cuprinse intre (p;,p;+dp;), (p2.p2+dp2) si

(p3,p3+dp;) indiferent de situatia celorlalte N-1 molecule, este:

. _Lf’%“’i w  _PItPItPY
2mk T .
Pdp,dp,dp; =—e " dp,dp,dp5 in care Z :J' “'e 2T dp dp »dp
Integrala tripla se descompune 1n trei integrale simple de forma: ” e “du = z, o= ; .
grala trip p g p |
—o0 a 2mkT

Se obtine Z = (27zmkT )% astfel ca probabilitatea, devine:

plz +p§ +p32

.
Pdpydp,dp; = 2zmkT) 2e ™ dp,dp,dp,
sau exprimata in functie de viteze:

3 sz

Pdvidv,dv, = m e_Zdev dv,dv
1a4v,avs (2ﬂka] 14V, avs

unde v’ =v’ +v +v;. S-a obtinut astfel probabilitatea ca viteza v a moleculei 1 s aiba

componentele cu valori cuprinse in intervalele (v;, v;+dv; ), ( vz, vot+dvy) si (vz, vst+dvs).
Pentru a obtine probabilitatea f(v)dv ca marimea vitezei v sa fie cuprinsa intre v §i

v+dv indiferent de orientare, se obtine exprimand volumul elementar dv;dv,dv; din spatiul

vitezelor in coordonate sferice si efectuand apoi integrarea dupa toate unghiurile 0 si ¢:
2

3 my

_ m 2 T92%kT 2 T 2n
f(v)dv-(—zﬂkT] e Ty dvjo smedejo do
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din care rezulta functia de distributie maxwelliana a vitezelor:
3 2

= mvy
] e T2kT Zdv

m
f(v)dv = 4ﬂ(2ﬂkT

*

9. Calculam mai intai Indl{imea minima 4, la care energia potentiala gravitationala mgh, este

egald cu energia cineticd medie de translatie E,. = ikT .Se obtine &, = j’l:;_ .
_mgh
Numarul dn de molecule situate intre cotele /4 si h+tdh, este dn=nCe *T"dh Deci
_mgh _mgh !
= % =C I oze KT dn . Conditia de normare conduce la constanta C = j(:oe KT an
_mgh
e Tan
Rezultd, g=— o =€ 2 =223%
[e “Tan

10.Avem 7 = Iv f(v)dv= 47{ ] Iv e Zdev Apare o integrala de tip Poisson
0 0

R —ax? 2B-1)! T . m

de forma [, jx e dx vl I , care pentru f=2s1 a AT conduce
la:

0 — _ERy S T RT

Iv"e 2kT gy = = L.Seobtine,vzzw{ m ] —ﬂ'é(ij R LN T

0 S\ao’ 2nkT ) 8 2kT m 7

32 _mv2
11. Tn coordonate sferice, dQ = sin” 0d0do si dP = 477(2 HZCT] e 2kT 2 dydQ
T

Integrand dupa modulul vitezei se obtine distributia dupd unghiul solid:

% w _my
dP(Q):47{L] [e 27v2av jdo
2mT) |d

o ] \/—

1
Integrala este de forma: I x?"e ™ dx = ——(Zn 1)/!——. Considerand a = s si n=1,
0 22" ”Z 2kT

a
2
e (2T &
4

se obtine I e 2KTy2 gy = ] astfel ca: dP =
0

dQ = LaVQ.
4w

]/ f(ziT]/

m (ZkT

126



12.a). Folosim in aceasta situatie functia de distributie moleculelor dupa valoarea absoluta a

A 2
2
2 my . ..
v© exp| ——— | dv .Se obtine prin integrare,
271ij P { 2ij e p 8

> 1
2 mv? . - ( 8kT A
Iv exp| — dv, incare v=|——| .
2kT m

Cu schimbarea de variabila yZ = };kLT si tinand seama de definitia functiei erorilor,

vitezelor. dN(v) = 42N ( ~

. _
erf 2 j e - dt , se gaseste pentru fractfiunea ceruta N,(v<v):ﬂjv<—v).
Jr
0
1,13
1,13 2" 1,13
-\ 4 o - 4 e” 1 _
N, v<v)]=— |yedy=—F| -y = ydy =-035+0,89=0,54=54%
( ) \/;J(; Jr 2 ) ZJ(;
1
A o 2kT Y .
b). Procedand la un calcul similar N, (v >V p); 0,57 =357% unde v, =| — | , v, fiind
m

viteza cea mai probabila.

¢). Reluand acelasi procedeu de calcul si {indnd seama ca &= SkTT se obtine:
N, (e>%)=039 =39%
*

13. Numadrul particulelor gazului cu componentele vitezelor in intervalele dv,, dv, si dv. rezul-

]% m(v)%+v)2,+v§)

td din distribugia Maxwell: dN = N ( e WD gy dvdv,

27kT
i 32Kg-Kmol™
N, 6.023-10°° Kmol™

pZNA = 4.74-10"° molecule pe mm’,

Masa unei molecule de oxigen estem = =5316-1 0% Kg

Numirul de molecule dintr-un mm’, este: N =v-N , =

m m (2 2 .2 -
Rezulta: Zk—T(v2+v2+v ) 2,13 astfel ca, QXP(_ZIC_T(V +v) +v; )]:exp(—Z,IS)—O,IU.

2

nbgeded)
(sa7)

Se obtine:dN = N -e 2kT ST dv=163-10° particule .
b

*
14.a).Se integreaza distributia Maxwell pe componentele x ale vitezelor mai mici de 500 m/s.
" " 1500 ( , 2)
Nlv, <500— |=N| —— exp\—a“v: |dv

( * sj (ZEkT ] £ P e

P

) . . m \/?
N fiind numarul total de molecule, m masa unei molecule 1ar a = (Zk_T] .

500
Cu substitutia y = av_ rezultd N(vx < 500ﬂ] _ N j - dy = —erf (500a).
S
0

N
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u 2,02

T 7 =33-107""Kg-mol . Cum a =4,93-107,
4 6,02-107

in cazul hidrogenului, m =

500a = 0,247. Se obtine:

N(vx < 500@ = 0,82 - 10°° molecule/Kmol.
S

b).Folosim distributia Maxwell dupa valorile absolute ale vitezelor:

7

2

dN =4aN| |72 exp(— azvz)dv
2mkT

Integrand prin parti cu substitutia y = av,

Loy _d
Nv<vy)=4n ZNJ.yZexp(—yZ)dy:WT ZN{—%eyZ
0

0 0
!
=N-erf(yy)-27 2Ny, exp(— yOZ) unde y,=av,=0493 .Rezulta:
1
N <vy)= N erf(0,493)- 27 2 -0,493-¢70#93)" | = 0,48 10°0 molecule. Kmol.”

unde s-a tinut seamaci N =N, -10° =6,02-10°° Kg -mol ™" .
1
¢).N(v>vy)=N-N(v<vy)=N|I-erf(yy )+ 27 Zyoexp(—yg) :

*

15. Numarul de particule cu marimea vitezei cuprinsa intre v §i v + dv este:
2

dN =C-exp S L2y , C =const.
2kT

1

.. . ) 2kT )
Observam ca energiei kT 11 corespunde viteza (—]2, astfel ca numarul de particule cu
m
energia & < kT (respectiv kT ) rezulta a fi:
(24T
m (

N(g<kT)=C I exp
0

2 1
mv- | > 2
dv=C_" Yd
kT]V v J(;ye ly

T my
N(e>kT)=C -
(e>kT) I exp( Py

2 o 5
]vzdv:C'IyZe_y dy
T
|26T !
m

1

Z—y2

Iye dy

N(e<kT) . T, 2 An
= N(e<kT)+ N(e>kT)=C Ydy=~-C".

N(8>kT) ” } sl (g< )+ (8> ) jye y y

J'yZe—y dy 0

Se obtine:
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N(g<kT) _

rezulta,
N(e>KT)

*

16. Masa dm de aer continuta in stratul cilindric de indlfime dy situat la cota y,va fidm = pSdy.

[ydm [} ySpdy

Cota yy a centrului de greutate rezulta din relafia: y, = sau tinand seama de

dm "

fan ™ ['spo
HEY

. . IyeRTdy RT .

variafia densitafii cu altitudinea, y, = gy . La aceasta cotd, in virtutea

RT g ug
0 e Y
_HE)Y ,0( )

relatiei p(y)=p(0)e RT se obtine p(y,)=

*

h
17.2).G = mgde = mgpojexp[—n;—iz}dzjdxdy: mngSE(I — exp[— %D = SkT(pO —ph)
mg
0

S = [dxdy fiind aria bazei cilindrului,
b).Energia potentlala medle a unei molecule aflatd in camp gravitafional este — prin

definiie — egala cu: ¢, = mgz =mg J. zdPy , in care dPp este probabilitatea ca molecula sa se

p
gaseasca la o indlfime cuprinsa in intervalul z,z+dz.
£
__r mgz
ex, _ e
P{ kT} _ J‘zexp[ T }dz
dPy = decie, = mg

» :
_ép exp| — "% | 4
j exp{ T dz I P T
Distingem doua cazuri:

b;); daca inaltimea coloanei de gaz este suficient de mare limitele de integrare pot fi
considerate de la z=0 la z—o0. Cu schimbarea de variabili z=/ integrala de la numaritor,

I;= J-zex{——}dz j2f ;{mgt }dt 22(;‘;] (i—gz;

I, = jexp[— mgz} dz = KT .Rezulta in acest caz: g = mg kT =kT
kT mg kT

b;); pentru & mult mai mic decat k7/mg se dezvolta in serie exponen‘;lala de sub integrala.
Se obtine:
h 2
jz{z—[”g}..}dz {h—”;é:;]
| 1—[mgzj+... dz p— ek
) kT 2kT

expresie ce nu depinde de temperatura.
c).Energia potentiala medie a unui mol de gaz intr-o coloana foarte inalta, este:

S 0F
E,=¢,N =N,kT =RT si Clﬁ’m = a—; = R comparabild cu contributia energiei cinetice

a moleculelor la caldura molard a gazului.
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In cazul unei coloane de inaltime finita,

- OF
E =¢ NA :mg;VAh Sl CVpOt :a—;

P P
Aceasta arata cd in cazurile de importanta practica a unor coloane de gaz nu prea inalte, contri

butia energiei potentiale In caAmp gravitational la caldura molara a gazului se poate neglija.
*

_ugh
18.Concentratia moleculelor n se modificd functie de altitudine dupa legea:n=nye * :
w gh u.gh h
I 2 &
e - Tny=y)
o =m(0)e KT :iny=ny(0)e K Seobgine ML= () jkr® 2717
ny  ny(0)

Daca u, > uy, rezultd n; > n; ceea ce arata ca la o crestere a altitudinii creste continutul de gaz
h
. ; . _ ny, | G(44-2) . .
mai usor fatd de concentratia gazului mai greu: —= = e kT = 2, din care prin
nco
2

RTINZ__ 2 020 [m].
42

logaritmare se obtine sh=
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