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CURS  6 

 
STATISTICILE   GIBBS 

 
 
Obiectul fizicii statistice presupune soluţionarea unor probleme specifice, două dintre acestea 
având o importanţă fundamentală: stabilirea funcţiilor de repartiţie care exprimă distribuţia 
stărilor  microscopice în spaţiul fazelor şi interpretarea statistică a celor mai importante mă - 
rimi macroscopice de stare precum şi a relaţiei acestora cu mărimile microscopice. Expunem 
în continuare statisticile Gibbs care descriu: 
 sistemele închise izolate adiabatic de exterior pentru care se obţine funcţia de repartiţie 
(distribuţia) microcanonică; 
 sistemele închise în interacţiune cu un termostat ce permite transfer de energie dar nu şi 
de particule pentru care se obţine distribuţia canonică; 
 sisteme deschise în contact cu un termostat şi un rezervor de particule, fiind posibile 
schimburi cu exteriorul atât prin transfer de energie cât şi de particule. Pentru aceste sisteme 
se deduce aşa numita distribuţie macrocanonică 
 

                                        
 

 6.1  DISTRIBUŢIA  MICROCANONICĂ 
 
Să considerăm un sistem izolat adiabatic adică un ansamblu statistic izolat de exterior. Un 
astfel de sistem nu schimbă cu exteriorul, nici energie şi nici substanţă. Aceasta înseamnă că 
indiferent de schimbările ce se produc în sistem energia sa internă rămâne constantă. 
                                                                  0EVq,p, H                                                 (6.1)                
Pentru a simplifica scrierea, vom accepta în cele ce urmează, notaţia: 

                                         (p, q)  (p1, p2, ……,pf , q1, q2, ……,qf )                          (6.2) 
în care f reprezintă – ca şi până acum – numărul gradelor de libertate ale sistemului. 
În cazul real, energia oscilează în intervalul de valori cuprins între E0 şi E0 + E ceea ce pre - 
supune o densitate de probabilitate P (p,q) constantă numai în stratul cuprins între hipersupra- 
feţele de energii E0 şi E0 + E şi nulă în afara acestuia. Se poate scrie: 
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În expresia  (6.1) s-a introdus notaţia H  pentru hamiltoniana H (p, q) a sistemului, cu 
semnificaţia de energie totală a acestuia. Condiţia de normare a probabilităţii  impune ca la 
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un anumit moment, punctul figurativ ce reprezintă faza reală în spaţiul fazelor să fie – cu 
certitudine – localizat undeva în volumul haşurat delimitat de hipersuprafeţele de energii 
constante E0 şi E0 + E:  
                                                                1

ΔΩ

 dtq,p,P                                                (6.4) 

Notând cu  (E) volumul închis de hipersuprafaţa de energie constantă E, se obţine: 
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Din relaţiile   (6.3) -  (6.5) rezultă: 

                                            P (p,q) = C =  E
1


=

E
E

1

0






                                              (6.6) 

Mărimea  
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 se numeşte densitate de stări ale sistemului.  

Se observă că pentru E  0 , P (p, q)  .comportare ce evidenţiază caracterul singular al 
densităţii de probabilitate. Pentru a depăşi impasul, se stabileşte mai întâi funcţia de 
repartiţie pentru intervalul  ( E0 , E0 + E )   urmând ca apoi să se considere comportarea la 
limită când E  0. Ne vom folosi în acest scop de funcţia “delta” generalizată - notată (x) 
-cu următoarele proprietăţi: 
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Folosind şi relaţiile  (6.7) obţinem  
       P (p,q) = const.δ( E-E0 ) 

precum şi relaţiile  
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Constanta C se va obţine acum, impunând condiţia de normare a probabilităţilor (6.4)  şi 
ţinând seama de  (6.9) 
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 rezultând cu  (6.10) expresia  funcţiei de repartiţie  microcanonică: 

1,        E0  E  E0 + E 

0,        E  E0 , E > E0 + 

f(E0),       E0  E  E0 + E 

0,       E <E0  ,  E > E0 +E 

     (6.9) 

 (6.11) 

     (6.7) 

 (6.10 a) 

  (6.10b) 
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 Aşa cum arătam  anterior, cunoaşterea funcţiei de repartiţie permite calculul mediei 
statistice a unei observabile fizice M cu formula mediei statistice: 
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Se obţine, 
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sau: 
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Ew

1M
0E0







H
                                   (6.16) 

expresie care reprezintă forma exactă a valorii medii statistice a unei mărimi fizice M ce ca - 
racterizează un sistem izolat adiabatic, adică un ansamblu statistic de stări descris de o 
funcţie de repartiţie microcanonică. Astfel, se obţine pentru energia medie calculată în 
ipoteza repartiţiei microcanonice, 
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                              6.2  TEMPERATURA  STATISTICĂ;  ENTROPIA  
 
Să presupunem un sistem care schimbă cu exteriorul o cantitate infintezimală de căldură đQ, 
într-o transformare reversibilă fără a schimba şi lucru mecanic. Conform primului principiu, 
dE0 = đQrev Considerăm funcţia: 
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în care 0  este volumul închis de hipersuprafaţa de energie constantă, E0. 
Aceste relaţii permit scrierea unei relaţii noi: 
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                                            (6.19) 

În această relaţie, se observă că în membrul întâi figurează o diferenţială totală exactă egală 

cu raportul  0

rev
E

Qd 


şi, ţinând seama de expresia matematică a principiului al doilea, deducem 

că funcţia (E0) ar trebui identificată  până la o constantă multiplicativă, cu temperatura ter- 

  (6.12) 
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modinamică:, ceeace ar presupune (E0) = kT. Astfel funcţia (E0) îşi dobândeşte denumirea 
de temperatură statistică şi conduce la definirea statistică a entropiei:  

                                                            dS
k
1

kT
Qdlnd rev

0  . 

care prin integrare conduce la: 
                                                                S = kln0 + const.                                            (6.20) 
din care rezultă: 

                                                         
Ske.const



1

0                                    (6.21) 
Constanta k conţinută în aceste relaţii se numeşte constanta lui Boltzmann. 
 
 Să considerăm un sistem izolat, compus din două părţi identice izolate între ele şi 
izolate de mediul exterior, aşa cum se observă în figura 
6.2 . Presupunem că  peretele despărţitor este  permeabil  
pentru căldură. Atâta timp cât  stările 1 şi 2  se păstrează 
nemodificate, sistemul este în echilibru termic. Dacă S1 şi 
S2 sunt entropiile celor două subsisteme, entropia totală a 
sistemului, va fi S =S1 + S2  care la echilibru conduce la 
dS = dS1 + dS2 = 0. Energia sistemului global este egală 
cu suma energiilor celor două subsisteme: 
 

                                                          E = E1 + E2  E0                                                                (6.22) 
Am scris  şi nu = întrucât calitativ, chiar şi în starea de echilibru ar mai exista şi o energie 
de interacţiune între subsisteme, interacţiune care – cantitativ - este neglijabilă. 
Trebuie remarcat că energiile E1 şi E2 pot să varieze, suma lor rămânând constantă, astfel că  
şi la echilibru poate exista un transfer de energie între subsisteme prin peretele despărţitor. 
La scară macroscopică, aceste fluctuaţii nu sunt sesizabile, însă sunt importante din punct de 
vedere teoretic. 

Probabilitatea ca punctul reprezentativ al subsistemului 1 să se afle într-un anumit ele - 
ment de volum d1 şi  punctul  reprezentativ al subsistemului 2 să  se afle  într-un element de 
volum d2 este aceeaşi cu probabilitatea ca faza sistemului global să se afle în elementul de 
volum d = d1 d2 din spaţiul fazelor ansamblului format din subsistemele 1 şi 2. Cum 
pentru fiecare subsistem se realizează o distribuţie microcanonică, cu funcţiile de repartiţie P1 

şi P 2 rezultă că funcţia de repartiţie a sistemului luat ca un întreg trebuie să îndeplinească 
condiţia: 

                                                       P = P 1  P 2                                                                                 (6.23) 
astfel încât 

                                     S(P ) = S (P 1  P 2) = S (P 1) + S(P 2)                              (6.24) 
de unde rezultă 
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Cum P1 şi P 2 sunt independente, obţinem:
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Integrarea acestui sistem de ecuaţii diferenţiale conduce la ecuaţiile: 

                               S(P 1) = S1= - k ln P 1+const.= -k ln(C1P 1 )                           (6.27) 

1 2 

    Figura 6.2 
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şi  
                                                    S (P 2) = S2 = - k ln (C2  P 2)                                       (6.28) 
în care C1 şi C2 sunt constantele de integrare. 
Întrucât entropia are o valoare finită şi este definită până la o constantă arbitrară, constantele 
C1 şi C2 se pot alege astfel: 

                                    C1 = C1
E          şi          C2 = C2

 E                               (6.29) 
Mai mult, se poate considera că în modul, constantele dimensionale C1

 şi C2
 sunt egale cu 

unitatea, astfel că în virtutea funcţiei de repartiţie microcanonică ( 6.6 ), relaţia( 6.44) se scrie 

                                          S = -k ln (C  P ) =
E

E

Elnk

0







                                 (6.30) 

A apărut astfel densitatea de stări w a sistemului ceea ce permite scrierea expresiei finale a 
relaţiei Boltzmann: 

                                                         S = klnw                                                        (6.31) 
 
 
                                              6.3   DISTRIBUŢIA  CANONICĂ 
 
Distribuţia microcanonică deşi – în principiu – poate rezolva unele probleme fundamentale 
ale fizicii statistice, rămâne totuşi incomodă implicând calculul volumului şi al densităţii de 
stări în spaţiul fazelor însă o vom folosi în cele ce urmează la deducerea funcţiei de repartiţie 
ce caracterizează ansamblul statistic închis adică “ sistemul care – menţinându-şi temperatu- 
ra constantă – poate schimba energie dar nu şi substanţă cu exteriorul său”, numită distribu- 
ţie canonică .În acest sens să considerăm un sistem izolat compus dintr- un termostat t, în 
interiorul căruia delimităm un subsistem s ca în figura 6.3.Termostatul fiind izolat adiabatic, 
va avea în fiecare moment o energie perfect determinată 
şi va fi caracterizat de o distribuţie microcanonică. Între 
subsistemul s (considerat ca o porţiune foarte mică din 
termostat) şi sistemul t are loc un transfer de energie, ceea 
ce face ca energia subsistemului să nu fie perfect 
determinată. 

Vom aplica în continuare rezultatele obţinute în 
paragraful precedent considerând că E1 este energia 
subsistemului s şi E2 energia termostatului. Deoarece ansamblul format din termostat şi 
subsistem are energia constantă E0, E1 + E2 = E0 ,  probabilitatea  ca  faza  sistemului global 
să se afle în elementul de volum  d = d1 d2  din  spaţiul  fazelor  ansamblului este dată 
de distribuţia microcanonică 
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Cum atât termostatului cât şi ansamblului termostat – subsistem le corespund distribuţii 
microcanonice, probabilitatea ca un punct reprezentativ al subsistemului s să se afle într-un 
element de volum din spaţiul 1 al fazelor subsistemului  este proporţională cu volumul inte - 
gral 1 (E0 – E1) accesibil punctului reprezentativ al termostatului  
 

                                            P (p(1), q(1)) ~ 1 (E0 – E1)                                      (6.32) 
 

Probabilitatea ca faza subsistemului s să se găsească în elementul de volum d1 centrat în 
jurul punctului de coordonate (p(1), q(1)) – faza termostatului găsindu-se undeva -  indiferent 
unde -  în spaţiul fazelor 2 al termostatului, se obţine  în conformitate cu legea de adunare a  
 

  s 

 t 

     Figura 6.3 
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probabilităţilor integrând asupra variabilelor corespunzătoare termostatului : 
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De asemenea, ţinând seama de ( 6.21 ) rezultă că: 
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şi cum 
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se obţine: 
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şi întrucât E2 >> E1, implicit E0 >>E1.     
Dezvoltând în serie S2(E0 – E1) şi reţinând primii doi termeni, se obţine 
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astfel, că ( 6.36 ) se scrie: 
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Constanta multiplicativă se obţine impunând condiţia de normare: 

                                                   1 = const. 1
kT
E
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Rezultă:  const. = 

1
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de kT
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 .  În concluzie, densitatea de probabilitate ca faza unui sistem 

aflat în echilibru termic cu un termostat de temperatură T să aibă coordonatele (p, q) este: 

                                                         qp,P = Te
Z
1 k

H
                                       (6.40) 

în care H (p, q) este hamiltoniana sistemului cu semnificaţie de energie totală, iar expresia 

                                                                     



deZ Tk

H
                                        (6.41) 

se numeşte integrală statistică sau funcţie de partiţie. Cu  s-a notat - ca şi până acum - 
întreg spaţiul fazelor sistemului.Expresia (6.40) exprimă  funcţia de distribuţie canonică. 
 

 
6.4   DISTRIBUŢIA   MACROCANONICĂ 

 
Distribuţia microcanonică – deşi cu caracter limitativ – valabilă numai în cazul sistemelor 
izolate, a stat la baza obţinerii distribuţiei canonice. În ambele cazuri volumul şi numărul de 
componenţi au fost socotite variabile independente, deci constante parametrice. Ambele se 
referă la sisteme închise, diferenţa principială între cele două aspecte fiind însă esenţială: 
pentru sistemele izolate, variabila parametrică este energia, iar cea dependentă este 
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temperatura. Pentru sistemele închise în termostat, variabila parametrică este temperatura, 
iar energia este funcţie de temperatură. 
  Sistemele “deschise” presupun atât transfer de energie cât şi schimb de substanţă. 
Din punct de vedere fizic aceste sisteme sunt eterogene fiind constituite din două sau mai 
multe faze ale aceluiaşi component, aflate în echilibru. Este exemplul apei care la 0C 
prezintă trei faze în echilibru termodinamic: gheaţă, apă şi vapori de apă.  
Transferul de căldură în proces izoterm guvernează competiţia numărului de componenţi 
conţinuţi în cele trei faze. Pentru a stabili funcţia de repartiţie care să descrie sistemele 
deschise, vom considera un sistem izolat compus dintr-
un termostat t în interiorul căruia se află subsistemul s 
ca în figura 6.4. 
  Subsistemul este delimitat de un volum constant 
care permite transferul de energie şi schimbul de 
substanţă cu termostatul. Prin urmare, funcţia de 
repartiţie ce urmează a fi stabilită va depinde de 
energie şi de numărul de componenţi. Dacă notăm Et şi 
Es energiile termostatului şi subsistemului, respectiv Nt şi Ns numărul de componenţi ai 
fiecăruia, se poate scrie:  
                                                             Et+Es=E=const.                                     (6.42) 
                                                             Nt+Ns=N=const.                                (6.43) 
Considerând că subsistemul ocupă o mică parte din sistem ceea ce ar echivala cu inegalităţile 
Es<<E şi Ns<<N, probabilitatea ca punctul reprezentativ al subsistemului să se afle într-un 
element de volum din spaţiul fazelor s, se exprimă printr-o relaţie analogă cu (6.32) 
                                                           dP  (p,q) ~ t ( E-Es, N-Ns )                                           (6.44) 

Folosind relaţia (6.31) şi definiţia densităţii de stări  
E

Ew




  se obţine

E
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  şi 

                                                 k ln t(E-Es, N-Ns) = St (E-Es, N-Ns)                          (6.45) 
Dezvoltând în serie funcţia St în vecinătatea valorilor E şi N şi reţinând termenii de ordin întâi,  
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Gibbs a considerat în ecuaţia fundamentală a termodinamicii termenul 
i

iid  care să 

exprime schimbul de substanţă între două faze ale unui sistem între care au loc procese 
ireversibile:  
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iidpdVTdSdU                                 (6.47) 

În această ecuaţie, mărimea i definită prin 
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reprezintă potenţialul chimic al componentei i, iar i  numărul de moli conţinuţi în compo - 
nenta i a sistemului. Se observă că potenţialul chimic reprezintă variaţia energiei sistemului 
(componentei) în urma schimbului de particule cu exteriorul său.  
Cum în cazul nostru E  reprezintă chiar energia internă a sistemului, se pot folosi relaţiile: 
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în care  este potenţialul chimic al subsistemului, egal cu cel al termostatului atunci când  
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Figura  6.4 
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temperaturile coincid. Folosind relaţiile deduse până acum, rezultă: 
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sau având în vedere că St ( E,N ) este o constantă,  
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Constanta din (6.51) rezultă din condiţia de normare: 
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sau încă 
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Apariţia constantei
!N

1 este motivată în baza principiului indiscernabilităţii microparticulelor 

în virtutea căruia dacă se permută între ele cele N particule ale sistemului, se obţin N! stări 
echivalente. Introducem suma de stare Z~ pentru distribuţia macrocanonică  
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cu ajutorul căreia putem scrie acum funcţia de partiţie pentru distribuţia  macrocanonică:    
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6.5  FLUCTUAŢII 
 

Înţelegem prin fluctuaţie a unei mărimi fizice, devierea instantanee a valorii asociate 
acesteia de la valoarea sa medie. Fluctuaţiile microscopice pot să inducă sau nu fluctuaţii în 
valorile mărimii macroscopice, fenomen explicabil dacă ţinem seama că o stare macroscopică 
este compatibilă cu o infinitate de stări (configuraţii) microscopice ale căror puncte figurative 
în spaţiul fazelor evoluează pe suprafaţa de energie constantă. Este posibil însă ca fluctuaţiile 
induse în valorile mărimii macroscopice să nu poată fi sesizate de aparatul de măsură fiind 
sub limita minimă impusă de erorile de măsură. Apare aşadar necesitatea introducerii unei 
mărimi noi care să exprime cantitativ devierea valorii instantanee a mărimii fizice considerate 
(densitate, energie, etc) de la valoarea sa medie. Această mărime se defineşte prin relaţia: 

                                                               fff                                          (6.56) 
şi se numeşte abatere. 
Întrucât abaterea Δ f a valorii f faţă de valoarea sa medie poate fi negativă sau pozitivă 
valoarea sa medie f va fi nulă ceea  ce face ca această nouă mărime să nu fie reprezentativă 

pentru ansamblul statistic şi să se facă apel la media 2f a pătratului abaterii calculată în 
ipotezele particulare impuse de funcţia de repartiţie specifică fenomenului: 
                                    dΩfdΩf2fdΩfdΩfffΔ 2222 PPPP  

                                                 ffff2f 2222                                        (6.57) 
 
în care am ţinut seama de definiţia valorii medii statistice a unei mărimi care pentru o funcţie 
f(p,q) oarecare, se scrie       dpdqqp,qp,fqp,f P , P (p,q) fiind  funcţia de repartiţie   
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statistică a valorilor lui f(p,q) sau densitatea de probabilitate, care se supune condiţiei de 
normare: 
                                                              



 1q)dpdq(p,P                                           (6.58) 

Măsura fluctuaţiilor însă, este exprimată prin abaterea (fluctuaţia) relativă  
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                        (6.59) 

Dacă considerăm ca mărime fluctuantă energia E fluctuaţia relativă 
Er va fi exprimată în 

acord cu (6.57) 
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Vom plasa calculul în cadrul definit de distribuţia canonică amintindu-ne că această 
distribuţie a presupus ca ipoteză de lucru fluctuaţia energiei şi vom folosi pentru P (p,q) 
expresia funcţiei de repartiţie canonică în calculul energiei medii 
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În această expresie, Z este integrala statistică definită prin 
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Derivăm ultimele două relaţii în raport cu T. Avem: 
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şi întrucât  
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Pentru un kmol de gaz ideal monoatomic, R2
3CV   , 
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                    (6.65) 

Această relaţie arată că sistemele constituite dintr-un număr foarte mare de componenţi, pot 
prezenta fluctuaţii neînsemnate ce nu pot fi sesizate, încadrându-se în limitele erorilor de 
măsură. Acestor sisteme le sunt destinate metodele termodinamicii fenomenologice şi se 
numesc – din acest motiv – sisteme macroscopice, spre deosebire de sistemele microscopice 
care datorită numărului redus de componenţi prezintă fluctuaţii mari şi presupun folosirea 
metodelor fizicii statistice. 

 Relaţia  (6.64) mai arată că fluctuaţiile sunt proporţionale cu capacitatea calorică (ce 
reprezintă o mărime macroscopică) şi se intensifică cu creşterea capacităţii calorice. În cazul 
extrem, la temperaturi foarte scăzute când aceasta conform principiului al treilea tinde către 
zero, fluctuaţiile se anulează şi energia sistemului în aceste condiţii devine bine precizată. 
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EXTINDERI  TEORETICE COMPLEMENTARE (3) 
 

–  FIZICĂ STATISTICĂ  – 
 

 
Fizica statistică operează la nivel microscopic cu ansambluri statistice formate dintr-un număr 
foarte mare de constituenţi identici şi indiscernabili. Stările microscopice nu ţin seama de 
localizarea unuia din constituenţi în interiorul ansamblului ci de localizarea punctului 
reprezentativ definit de mulţimea coordonatelor generalizate şi a impulsurilor generalizate 
asociate componenţilor ansamblului statistic în spaţiul fazelor, ceea ce a permis să definim 
totalitatea stărilor microscopice compatibile cu o stare macroscopică dată ca formând un 
colectiv statistic sau un colectiv virtual.  

Pe de altă parte o stare macroscopică precizată este realizată numai de unul dintre 
ansamblurile statistice ce formează colectivul virtual în conformitate cu principiul minimei 
acţiuni. Aceste ansambluri “reale” ce aparţin colectivelor virtuale nu sunt nici ele precizate ci 
 “se produc” cu o anumită probabilitate, astfel că în definitiv fizica statistică  postulează că 
“parametrii macroscopici sunt valori medii ale parametrilor microscopici”. 
 Statisticile Gibbs stabilesc expresiile probabilităţilor de producere a ansamblurior 
reale pentru sistemele fizice (închise sau deschise) cu evoluţie specifică (energie constantă, 
transfer de energie, transfer de energie şi schimb de substanţă). Prezentăm în continuare 
câteva rezultate ale fizicii statistice obţinute prin folosirea funcţiilor de repartiţie stabilite de 
aceste statistici: 
 
 
EC 3.1: ANALOGII  TERMODINAMICE ALE 
              DISTRIBUŢIEI  CANONICE 
 

Valoarea medie a energiei în ipoteza distribuţiei microcanonice se calculează  cu formula 

                                        
   

 





 deVq,p,

Z
Vq,p,E kT

Vq,p,H

HH 1

                      
(3.1.1)

 
în care H  (p, q)  H ( p1, p2,…,pk ; q1, q2,…qf ) iar d  dp1 … dp2…dpk   dq1  dq2…dqf astfel 
că integrarea se va extinde peste toate valorile posibile ale coordonatelor şi impulsurilor 
generalizate. 

Distribuţia canonică permite obţinerea unor relaţii între entropie şi unele mărimi 
microscopice. Considerând un sistem limitat macroscopic, mai exact un sistem finit cu 
volumul V constant şi care nu schimbă componenţi cu exteriorul, hamiltoniana H (p, q)  va fi 
o funcţie şi de volumul V:  
                                                                           H  =  Vq,p,H                                                 (3.1.2) 
Integrala statistică se scrie în acest caz astfel 
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Calculăm dlnZ: 
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În această expresie, primul termen 
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reprezintă energia internă a sistemului, iar termenul al doilea  
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reprezintă dependenţa de volum a energiei interne, care în cazul unui sistem izolat adiabatic 

verifică relaţia p
V
U

T









  şi  (Ec.3.1.4) se scrie: 
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ln                       (3.1.7) 

de unde prin integrare, se obţine: 

           
T
UZlnkS                                          (3.1.8) 

echivalentă cu: 
                                                                   F = - kT lnZ                             (3.1.9) 
S-a obţinut astfel echivalenţa între o mărime pur termodinamică – energia liberă F – şi o mă - 

rime  esenţial statistică, Z. Folosind egalitatea 
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  rezultă:  
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Ec 3.2: ANALOGII  TERMODINAMICE  ALE 
             DISTRIBUŢIEI  MACROCANONICE 

 
Să considerăm funcţia de repartiţie macrocanonică definită de relaţia (6.55) scrisă sub forma: 

                                                               kT
N

kTe
Z~

N,
01





H

HP                                    (3.2.1) 

 
în care H  este hamiltonianul sistemului delimitat în termostat (şi care reprezintă energia Es a  
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acestuia), 0  potenţialul chimic al unei particule şi expresia sumei de stare corespunzătoare 
distribuţiei macrocanonice 
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                            (3.2.2)  

Datorită fluctuaţiilor numărul N al particulelor sistemului poate suferi variaţii în jurul valorii 

medii N . Observând că , 
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în care 
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Scriind  
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rezultă                                         
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din care deducem 
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      (3.2.10) 

 
Ţinând seama că GN 0  , rezultă prin identificarea termenilor din ambii membri pentru 
entropie, expresia: 

                                                               
T
G

T
UZ~lnkS                                        (3.2.11) 

sau echivalent, 
                                                          pVUGTSZ~lnkT                                (3.2.12) 
De asemenea, din (Ec.3.2.11) rezultă prin identificare: 
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şi 

                                                                  
V

Z~lnkTp



                                              (3.2.14) 

 În sfârşit , numărul mediu N  de particule ale sistemului poate fi exprimat prin relaţia     
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Z~lnN
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                                                       (3.2.15) 

 
 
 
Ec 3.3: CORELAREA  DIMENSIONALĂ A  FUNCŢIILOR  DE 
             DISTRIBUŢIE  CU  MĂRIMILE  MACROSCOPICE 
 
Multe dintre relaţiile stabilite sunt grevate de o neomogenitate dimensională. În primul rând, 
în baza relaţiei Boltzmann , wlnkS  .Vom lua în considerare expresia densităţii de stări w a  
sistemului 

                                                                         
E
NEw





                                     (3.3.1) 

Pentru ca această relaţie să funcţioneze matematic corect, fracţia  
E
N


  va trebui să fie 

adimensională. Cum în baza relaţiei (5.9)    
j,i

j
i

j
i dqdpNd , pi şi qi  fiind impulsurile 

respectiv coordonatele generalizate, i = 1 ÷ N ; j = 1 ÷ f , dimensiunile lui  Nd  care 
conţine f N produse de forma dpidqi vor fi aceleaşi cu ale puterii fN a dimensiunilor unui 
singur produs, care aşa cum se arată în mecanica analitică ar avea dimensiunile unei acţiuni 
şi nu ale unei energii (coordonatele generalizate putând fi de exemplu şi unghiuri) chiar dacă 
uneori aceste dimensiuni coincid. Nu trebuie să uităm însă, că entropia este definită până la o 
constantă aditivă de forma - kln[(acţiune) fN/E0]. Notând cu h o constantă cu dimensiunile 
unei acţiuni, entropia se scrie: 

                                                          






 




 fN
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h
E

E
NlnkS                                  (3.3.2) 

Analogiile termodinamice prezentate exprimă mărimile macroscopice în funcţie de lnZ (în 
cazul distribuţiei canonice) sau Z~ln  (în cazul distribuţiei macrocanonice).Întrucât atât Z cât şi 
Z~  au dimensiunea fNh , rezultatele macroscopice nu se modifică dacă se adună la dlnZ (sau 
la Z~lnd ) diferenţiala logaritmului unei constante care să aibă dimensiunea (acţiune) fN. 
Consideraţiile asupra lui Z şi Z~  fiind absolut analoage, ne vom fixa atenţia asupra expresiei  
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                                 (3.3.3) 

pe care o vom accepta într-o scriere simplificată sub forma 
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În virtutea observaţiei că 
                                                      fNhlnZlndZlnd                                    ( 3.3.5 )  
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relaţia (Ec.3.3.4) va trebui scrisă corect, sub forma: 
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În mod analog integrala  Nde kT 



H

din expresia  sumei de stare Z~  va trebui înlocuită cu: 
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În plus, ţinând seama  că  în cazul unui sistem compus din particule identice, N!  stări clasic 
distincte ale sistemului generează din punct de vedere cuantic o aceeaşi microstare, va trebui 

să introducem pentru fiecare integrală pe spaţiul N , factorul 
!N

1 .  

 Aceste modificări se dovedesc a fi necesare pentru a asigura convergenţele sumelor de 
stare. Rezultă în consecinţă expresii corectate ale distribuţiilor Gibbs: 
 pentru distribuţia macrocanonică, suma de stare Z~ se scrie 
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şi  funcţia de distribuţia macrocanonică, fN: 
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 pentru distribuţia canonică funcţiile omoloage capătă formele 
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 pentru distribuţia microcanonică vom ţine seama de faptul că, în acest caz energia este 
perfect determinată H   = E = U, şi        HHH dUfUf   Impunând sumei de stare a 
distribuţiei canonice condiţia ca hamiltoniana să fie constantă ne vom plasa în condiţiile 
distribuţiei microcanonice: 
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Ţinând seama de relaţia ZlnkTF  se obţine 
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Rezultă: 
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Ec 3.4: PROBABILITATEA  TERMODINAMICĂ.  
             INTERPRETAREA  ŞI  CONSECINŢELE   
             RELAŢIEI  LUI  BOLTZMANN 
 
Probabilitatea termodinamică are o semnificaţie substanţial diferită de probabilitatea 
matematică. Acest concept se introduce în fizica statistică şi reprezintă numărul de microstări 
distincte compatibile cu o stare macroscopică dată semnificând probabilitatea de realizare a 
unei macrostări. În virtutea acestei definiţii calitative, valoarea probabilităţii termodinamice 
nu este restrictivă ca în cazul probabilităţii matematice a cărei valoare este cuprinsă între 0 şi 
1. Mai mult chiar, probabilitatea termodinamică are o valoare  foarte mare.  

În cazul sistemului  compus din N molecule identice, starea macroscopică nu depinde 
de poziţia acestor molecule şi va fi compatibilă cu toate cele N! stări microscopice obţinute 
prin permutările moleculelor, astfel că probabilitatea termodinamică P  va fi egală cu N!. 
          Un alt caz ar fi acela în care spaţiul ocupat de molecule este împărţit în celule de 
volum  zyx vvvzyx   astfel încât în celula 1 se vor afla N1 molecule, în celula 2,  
N2 molecule, ……,în celula j, Nj molecule. Cum prin permutarea moleculelor în interiorul 
fiecărei celule nu se vor obţine stări macroscopice distincte, probabilitatea termodinamică va 
fi 

                                                               
!N!......N!N

!N

j21
P                                      (3.4.1 )  

Această expresie arată că în cazurile mai restrictive se obţin probabilităţi termodinamice mai 
mici.Vom stabili ecuaţia lui Boltzmann pornind de la postulatul fizicii statistice conform 
căruia entropia este o funcţie monotonă de probabilitatea termodinamică: 
                                                                         PfS                                                (3.4.2 )                          
f fiind o funcţie monotonă în variabila P. In acest sens vom considera  un sistem alcătuit din 
două subsisteme ba  ;   cu entropiile corespunzătoare aS , respectiv Sb . Entropia fiind o 
funcţie aditivă  
                                                                  ba SSfS  P                                       (3.4.3 )          
Cum probabilităţile P a şi P b ale celor două subsisteme descriu evenimente independente,  

ba PPP   şi      baba fff PPPP   . Prin derivare logaritmică, se obţine: 
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                           (3.4.4 )           

din care, rezultă: 
                                                               Sln.constf  PP                                    (3.4.5 )  
Această relaţie arată că entropia sistemului este proporţională cu logaritmul probabilităţilor 
termodinamice care exprimă numărul de posibilităţi de ordonare a moleculelor în stările 
energetice distincte. Schimbarea ordonării între diferitele stări energetice angajează un schimb 
energetic (ciocniri, interacţiuni la distanţă, etc.). Cu cât disiparea de energie în interacţiuni 
este mai semnificativă, cu atât va rămâne mai puţină energie disponibilă interacţiunilor 
sistemului cu exteriorul. Energia angajată în interacţiunile sistemului este egală cu TS, iar 
energia disponibilă pentru schimb cu exteriorul va fi energia liberă   F = U – TS.   Relaţia 
(Ec.3.4.5 ) se pretează unei interpretări statistice imediate: tranziţiile sistemului din stări mai 
puţin probabile în stări mai probabile presupun - în virtutea acestei relaţii – o creştere a 
entropiei. Probabilitatea ca să existe evenimente asociate cu o scădere a entropiei nu este 
exclusă de fizica statistică, însă este foarte mică.  

 Din punct de vedere termodinamic, odată atinsă starea de echilibru aceasta durează un  
timp nelimitat.  
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 Din punct de vedere statistic, se produc fluctuaţii de durată foarte scurtă şi mai evidente 
în cazul sistemelor cu un număr de particule mai mic. Aceste fluctuaţii sunt corelate cu o 
scădere a entropiei. Ponderea lor este substanţială în stările de neechilibru şi furnizează 
informaţii privind apropierea sistemului de starea de echilibru.Principiul creşterii entropiei se 
aplică unui sistem izolat care nu se află într-o stare de echilibru.  

 Într-o diagramă timp – entropie (fig.Ec 3.1) o fluctuaţie se reprezintă printr-o curbă cu 
două aripi caracterizată de monotonii diferite. În figura Ec 3.1 a , la t < 0 s-a produs o 
fluctuaţie însoţită de o scădere a entropiei iar la momentul t = 0 se reia evoluţia sistemului 
spre starea de echilibru care durează un timp τ  numit timp de relaxare a sistemului. 
Fluctuaţiile devin evidente când durata de observare este mult mai mare decât durata τ/ între 
două fluctuaţii, aşa cum se constată din figura Ec 3.1 b. 
 Pornind de la expresia  (6.55) a distribuţiei macrocanonice probabilitatea  ca cele N 
particule ale sistemului să se afle  în spaţiul fazelor  , este: 

                                              Z
kT

Nexp
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Ndd NNN 



  

 

01 PPP                (3.4.6 )  

în care Z şi Z~  reprezintă  sumele de stare ale distribuţiilor  canonică şi respectiv 
macrocanonică definite de relaţiile(6.41) şi (6.54) 
 
 

TEME   DE  CASĂ  (Tc 3) 
 
 
Tc 3.1: GAZUL IDEAL MONOATOMIC CA SISTEM  STATISTIC 
 
Vom deduce în cele ce urmează în baza distribuţiei canonice, ecuaţia de stare a gazului ideal 
monoatomic. Vom presupune că gazul este alcătuit din N molecule identice între care nu se 
exercită interacţiuni. Singurele interacţiuni se presupun a fi între moleculele gazului şi pereţii 
vasului de volum V. Fiecărei molecule – considerată punct material – i se asociază 
coordonatele generalizate q1, q2, q3, şi impulsurile generalizate p1, p2, p3, corespunzătoare 
celor trei grade de libertate asociate punctului material liber. Hamiltoniana sistemului se 
reduce în acest caz la energia cinetică T (pi) a gazului ideal: 
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Utilizând relaţia (Ec.3.3.6 ) se obţine cu  (Tc.3.1.1): 
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Figura Ec 3.1 
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adică: 
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Moleculele fiind identice şi direcţiile în spaţiu echiprobabile, se poate scrie:  
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Rezultă în virtutea relaţiei (Tc.3.1.4):   
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Integrala asupra impulsului este de forma, 
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  din care prin logaritmare, se obţine:  
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astfel că  funcţia de partiţie pentru gazul ideal monoatomic se scrie:   NVmkT2Z
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Avem de asemenea,  
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  pentru căldura molară la volum constant. 

 
 
Tc 3.2: TEOREMELE “ ECHIPARTIŢIEI  
             ENERGIEI” ŞI “ VIRIALULUI” 
 
Să considerăm un ansamblu statistic caracterizat de coordonatele generalizate qi şi de 
impulsurile generalizate pi cu f1i  (f fiind numărul gradelor de libertate) şi să calculăm 

valoarea medie a produsului 
i

i x
Ex

 în care xi reprezintă una din variabilele pi sau qi în  ipote- 
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za repartiţiei canonice: 

        dΩe
x
Ex

Z
1

x
Ex

Γ

kT

i
i

i
i 










H

      (3.2.1) 

Integrând prin părţi, se obţine: 

    































dxeexKTdxe
x
Ex ii

i
i

kTkTkT
HHH

                (3.2.2) 

Cum hamiltoniana H (p,q) conţine energia cinetică a sistemului, când ip  aceasta devine 
infinită şi exponenţiala se anulează. Pe de altă parte sistemul fiind închis, hamiltoniana va 
tinde la infinit în exteriorul sistemului pentru  iq  ceea ce va conduce iarăşi la anularea 

exponenţialei. Rezultă că pentru ix , termenul 0


kT
H

exi şi se obţine:  

         kTde
Z
kT

x
x

i
i 







kT
H

H       (3.2.3) 

Se conturează astfel două teoreme: 

- teorema echipartiţiei energiei pe gradele de libertate ce se referă la kT
p

p
i

i 

H  şi 

- teorema virialului, (cuvântul virial provine din latină de la vis însemnând energie în 

sensul de sursă de forţă ) care consideră kT
q

q
i

i 

H .  

În cazul punctului material liber, hamiltoniana coincide cu energia sa cinetică  

  
m

ppp
E zyx

c 2

222 
                   (3.2.4) 

Avem deci, în conformitate cu echipartiţia energiei,  

kT
m
p

p
E

p
p

p x

x

c
x

x
x 






 2H      (3.2.5) 

Cum x este o coordonată arbitrară, vom obţine:  

2222

222 kT
m

p
m

p
m

p zyx                               (3.2.6) 

ceea ce înseamnă că fiecărui grad de libertate îi corespunde o energie egală cu 
2

kT . Aşadar, 

unei molecule monoatomice (ce are trei grade de libertate de translaţie) îi va corespunde o 
energie egală cu kT2

3 . Relaţia (Tc.3.2.6) justifică denumirea de echipartiţie a energiei. 
 
  
Tc 3.3: DISTRIBUŢIA  MAXWELL  A VITEZELOR MOLECULARE 
 
Moleculele unui gaz ideal se deplasează în interiorul incintei în care acesta este conţinut, cu 
viteze diferite apropiate ca valoare de viteza medie. 

Să considerăm un vas de volum V ce conţine un gaz ideal monoatomic constituit din 
N0 molecule. Ne propunem să estimăm numărul relativ de molecule dNi /N care au viteza 
între vdvşiv 

  la temperatura T. Fiecare moleculă poate fi considerată un mic sistem în 
contact termic cu termostatul, format din restul moleculelor. Dacă notăm cu E(p,q) energia 
cinetică a moleculei, cu p impulsul şi ţinând seama că gazul este ideal şi între molecule nu se 
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exercită interacţiuni, energia particulelor nu depinde de poziţia r a moleculelor din vas şi se 
exprimă prin, 

                                                            
m2

pvmq,pE
2

2
2
1




 ;        ( 3.3.1 ) 

Probabilitatea ca o moleculă să fie localizată printr-un vector de poziţie cuprins între r şi 
rdr 

  şi să aibă un impuls cu valoarea cuprinsă între p  şi pdp 
  este: 

                                         dP    pdrdeconst.pdrdp,r 2mkTp2   P        ( 3.3.2 ) 
Cum mpv 

  putem exprima probabilitatea ca molecula să aibă poziţia în intervalul 
rdrr 

, şi viteza în plaja de valori vdvv 
, : 

                                                dP   vdrdCevdrdv,r 2kT
mv2

 
 P                    ( 3.3.3 ) 

în care C este o constantă de normare.  
Fie  vF   funcţia de distribuţie care depinde de vectorul viteză v al unei molecule. 

Numărul mediu de molecule (de un anumit tip) din unitatea de volum a căror viteză este 
cuprinsă între vdvşiv 

  va fi dat de relaţia                                         
                                                                vdvFdN i


                                ( 3.3.4 ) 

S-au folosit notaţiile  
 zyxzyx dvdvdvvddpdpdppddxdydzrd 


;;                   ( 3.3.5 ) 

Ţinând seama de formula de calcul a mediei statistice, se poate obţine dNi din expresia: 

  vdCe
rd

vdrd)v,r(N
vdvFdN 2kT

mv
0

i

2




 


P
        (3.3.6 ) 

Integrând această ecuaţie după valorile posibile ale vitezelor moleculare, vom obţine numărul 
mediu N de molecule de un anumit tip din unitatea de volum: 

            NvdeC kT2
mv2


 

                     ( 3.3.7) 

Sau ţinând seama că 22222
zyx vvvvv 

  componentele vx, vz şi vz fiind independente, 
ecuaţia (Tc. 3.3.7 ) se scrie: 

NdvedvedveC z
v

y
v

x
v 2

z
2
y

2
x  















                     (3.3.8 ) 

în care s-a notat 
kT2
m

 . Cum integralele Poisson conţinute în această relaţie au valoarea  

                                                              

 






x
v dve

2
x                                 (3.3.9 ) 

şi nu depind de argumentul de integrare, rezultă:
2
3

2
3

kT2
mNNC 
















 şi  (Tc.3.3.6) 

devine 

                                                   vde
kT2

mNvdvFdN kT2
mv22

3

 









                ( 3.3.10 ) 

Această relaţie exprimă distribuţia maxwelliană a vitezelor după componente. Şi cum dNi 
reprezintă numărul de molecule din unitatea de volum cu componentele vitezei cuprinse între 
vx şi vx+dvx , vy şi vy+dvy , vz şi vz+dvz iar N numărul mediu de molecule din unitatea de volum, 
raportul dNi/N reprezintă raportul între numărul “cazurilor” favorabile şi numărul de “cazuri” 
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posibile adică probabilitatea ca aceste componente de viteză să aparţină intervalelor 

specificate: vde
kT2

m
N

dN kT2
mv

i

22
3











. 

Condiţia impusă componentelor de viteză este 
echivalentă cu o condiţie ce trebuie impusă 
modulelor vitezelor dvvvv 

 . Această 
nouă condiţie plasează în spaţiul vitezelor 
extremităţile vectorului viteză într-un strat sferic 
a cărui rază interioară este v şi având raza 
exterioară egală cu v+dv, ca în figura Tc 3.1. 
Volumul vd


 al acestui strat sferic este egal cu 

4v2dv şi se va obţine 

                                                         2kT2
mv

i ve
kT2

m4
dv

dN
N
1vF

22
3













             (3.3.11) 

 
formulă ce exprimă  funcţia de distribuţie a vitezelor după valoarea lor absolută.  

Reprezentarea grafică a acestei funcţii pune în evidenţă în figura Tc3.2 existenţa unui maxim 
pentru o valoare vp a modulului vitezei plasată în poziţia marcată de linia punctată notată cu 1, 
valoare care se numeşte viteza cea mai probabilă şi care se obţine prin anularea derivatei 
funcţiei F(v ) în ra port cu viteza v: 

                                           0v2evve
kT
m0

dv
vdF kT2

mv
2kT2

mv 22




















                  (3.3.12 ) 

din care rezultă
m
kTv p

2
 . Linia punctată notată cu 2 corespunde vitezei medii vm  ,definită 

ca media aritmetică a vitezelor tuturor moleculelor: 



0

1m dNvvN . Zona  haşurată  din  

figura Tc3.2 reprezintă fracţiunea din moleculele gazului având modulele vitezelor în 
intervalul v, v+dv. Se observă că la încălzirea gazului fracţiunea de molecule cu viteze mici 
scade, în timp ce fracţiunea de molecule cu viteze mari creşte.  În sfârşit, linia punctată notată 

cu 3 marchează viteza pătratică medie 2
m.pv definită prin relaţia 

1
0

22
m.p NdvvN 



 .Avem:
8

3v
2
3vv mpm.p


 . 

În figura Tc3.3 se observă cum odată cu creşterea temperaturii gazului (T1<T2<T3 ), maximul 
curbelor de distribuţie a vitezelor se deplasează spre viteze mari. 

Figura Tc3.1 

vy 

     vz 

vx 

v 

 vF   
T1 

T2 T3 

Figura Tc3.3 

 vF   

v  pv  

Figura Tc3.2 

v  

   1 

   2 

   3 

vdv


  v  



 117 

 
Tc 3.4: DISTRIBUŢIA  BOLTZMANN 
  
Distribuţia Maxwell a presupus un gaz perfect, închis într-un volum finit, în echilibru termic 
şi în absenţa interacţiunilor între molecule. 

Să presupunem însă că incinta ce conţine gazul se află într-un câmp de forţe exterior 
caracterizat prin energia potenţială U(x, y, z) astfel că energia totală a fiecărei molecule va 
rezulta din energia cinetică de translaţie şi din energia potenţială impusă de câmpul de forţe. 
În acest caz se poate scrie: 

     rU
2m
pzy,x,UEpr,

2

c H                   ( 3.4.1 ) 

Pentru a estima probabilitatea ca una din moleculele sistemului să aibă poziţia cuprinsă în 
intervalul ( rdrr 

, ) indiferent de poziţiile celorlalte molecule şi fără a ţine seama de viteza 
moleculei, utilizăm distribuţia canonică, 

  kT
UE

kT
c

econst.econst.qp,





H

P        ( 3.4.2 )  
care în ipotezele de lucru propuse devine: 

  kT
U

econst.r 
P         ( 3.4.3 ) 

în timp ce  probabilitatea ca molecula să aibă poziţia cuprinsă în intervalul (r, r+dr) este 

                                                        dP  dxdydze.const kT
U

                              ( 3.4.4 ) 
valoarea constantei determinându-se din condiţia de normare. 
Relaţia (Tc.3.4.3 ) exprimă distribuţia Boltzman utilă în aplicaţiile practice în care energia 
potenţială are forme particulare. Astfel, pentru o moleculă aflată în câmp gravitaţional, 
U(x,y,z)=mgz şi probabilitatea ca molecula să se afle la înălţimea z faţă de suprafaţa 
Pământului (considerată prin convenţie ca nivel de energie potenţială zero) este: 

dP  dze.const kT
mgz

                  ( 3.4.5 ) 
Condiţia de normare   1Pd permite determinarea constantei şi  ( Tc.3.4.5 ) devine  

                                                           dP 

 










dz
kT

mgzexp

dze kT
mgz

                ( 3.4.6 ) 

 
 
APLICATIE  - FORMULA   BAROMETRICĂ 
 
Vom deduce formula barometrică cu referire la figura Tc3.4. Se consideră o coloană de aer 

de forma unui cilindru drept cu secţiunea S şi înălţimea h. 
Probabilitatea ca o moleculă să fie localizată între cotele z şi 

z+dz este  dPz

dze

e

kT
mgz

kT
mgz






 . 

Această probabilitate este egală cu raportul dintre 
numărul de molecule cuprinse în porţiunea de cilindru de 
înălţime dz şi numărul total N de molecule din coloana de 

înălţime h, deci dPz N
dN

 şi notând cu n(z) numărul de molecule 

din unitatea de volum la cota z, se poate scrie:   dzSzndN   

S 

N 

dN 
h 

z 
z+dz 

Figura Tc3.4 
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care conduce prin integrare la o descreştere exponenţială a densităţii n(z) cu altitudinea. 

                                                                   kT
mgz

0 enzn


                     ( 3.4.7 ) 
n(0) fiind densitatea moleculelor la cotă zero. Cum din expresia cinetică a presiunii rezultă 
 
                                                                      p = nkT                                                 ( 3.4.8 ) 
 
şi ţinând seama de ( Tc.3.4.1 ) se obţine formula barometrică:  
 
                                                                kT

mgzexppzp 0                                         ( 3.4.9 ) 
 
 
Ec 3.5: INSUFICIENŢELE FIZICII STATISTICE. 
            PARADOXUL LUI  GIBBS 

 
Deşi energia liberă F şi entropia S exprimate statistic prin relaţiile (Tc.3.1.8) şi (Tc.3.1.9) 
coincid cu expresiile corespunzătoare deduse din considerente termodinamice, se constată că 
aceste expresii nu satisfac condiţia de aditivitate când se compun două sisteme identice. 
Într-adevăr,dacă se creşte de  ori atât numărul de particule N cât şi volumul V, în 
concordanţă cu relaţiile statistice (Tc.3.1.8) şi (Tc.3.1.9) energia liberă şi entropia se scriu: 
 

 lnNkTFF                                            (3.5.1) 
 lnNkTSS                                 (3.5.2) 

 
Apare deci termenul -NkT ln() care violează condiţia de aditivitate. Această constatare 
exprimă paradoxul lui Gibbs. 

Paradoxul lui Gibbs poate fi rezolvat dacă în expresia energiei libere se introduce un 
factor egal cu NkT(ln N-1). Acest factor introduce în expresia energiei libere termenul 
F+NkT ln care conferă aditivitate energiei libere.  

Existenţa unui astfel de factor ar implica introducerea în integrala de stare Z a 
factorului exp(-Nln(N)+N). 

   Formula lui Stirling  lnN! = NlnN+N conduce - pentru o valoare a lui N suficient de 
mare- la  

                                                      
!N

1ee !NlnNNlnN           (3.5.3)  

S-ar obţine o funcţie Z de forma:     2
N3

mkT2V!NZ N1   care ar conduce la o expresie 
pentru densitatea de probabilitate diferită de cea exprimată prin expresia ( 6.40 ). şi anume 

                                                    





 


kT
EFexp

!N
q,p 1P                     (3.5.4) 

mai mică de N! ori faţă de cea exprimată prin distribuţia canonică ( 6.40 ). Explicaţia ne este 
oferită de principiul indiscernabilităţii microparticulelor conform căruia dacă se permută 
între ele cele N particule ale sistemului, se obţin N! stări echivalente din punct de vedere 
energetic. Rezultă că paradoxul lui Gibbs reclamă una din insuficienţele mecanicii statistice 
clasice care nu discerne microstările identice de cele distincte. 

În concluzie, din punct de vedere fizic în cazul particulelor identice se impune 

folosirea factorului 
!

1
N

 în expresia integralei statistice, Z. 
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Tc 3.6: DISTRIBUTIA  MAXWELL – BOLTZMANN 
 
Considerăm un gaz ideal  alcătuit din N molecule identice de masă m fiecare si care nu 
interacţionează între ele (Ep= 0). Presupunem că acest sistem cu 3N grade de libertate se află 
într-un câmp de forţe ce derivă din energia potenţială U şi că una din molecule are 
coordonatele canonice q1=x ,q2=y ,q3=z  şi p1=mvx, p2=mvy , p3=mvz. Probabilitatea BMd P  
ca o moleculă să se afle în elementul de volum zyx dvdvdxdydzdvd  din spaţiul fazelor 
asociat sistemului – indiferent de valorile coordonatelor şi vitezelor celorlalte N-1 molecule - 
rezultă prin integrarea repartiţiei canonice după valorile coordonatelor şi vitezelor celor N-1 
molecule: 

                              BMd P  = zyx
kT

BM dvdvdxdzdydveCd
H

P



1NΓ

      ( 3.6.1 ) 

unde    z,y,xUvvvm
zyx  222

2
H  reprezintă energia totală a moleculei. 

Constanta CM-B  rezultă din condiţia de normare: 

                                               1dvdvdxdzdydveC zyx
kT

BM 




Γ

H

                              ( 3.6.2 ) 

 
 
Tc 3.7: DISTRIBUŢIA   POISSON 

 
În cazul unui gaz perfect format din N particule 

                                                     





 



d
kT

exp
!Nh

Z N
H

3
1                                         (3.7.1) 

unde                                          

                                         


i
N

i

N

1i
i

i
ii dpVdpdqdqdpd                           (3.7.2) 

astfel că se obţine 
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        (3.7.3)                          

unde s-a notat 

                                                                

 

2
1

2
1

mkT2

h























                                            (3.7.4) 

Se obţine pentru funcţia de stare Z~  în ipoteza distribuţiei macrocanonice, expresia: 

                                              






























 kT
expVexpZ

kT
expZ~ 0

3
0N

N
0 




                      (3.7.5) 

pe care o vom folosi pentru a calcula N  în baza relaţiei (Ec 3.2.15): 

                                                           



















KT
expV

kT

Z~lnN 0
3

0




                                 (3.7.6) 
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În virtutea relaţiilor deduse, rezultă 

                                                                  NN NNexp
!N


1

P                                    (3.7.7) 

aşa numita distribuţie Poisson. 
 
 
Tc 3.8: DISTRIBUŢIA  GAUSS 
 
Distribuţia Poisson a fost stabilită în ipoteza NNNN  . Pentru fluctuaţii mici se poate 
aproxima  NNN  , N fiind mare, relaţia Poisson se va reduce la relaţia Gauss ce 
corespunde probabilităţilor fluctuaţiilor numărului de particule într-un volum de gaz, V.  
              Pentru a stabili relaţia lui Gauss, vom studia comportarea funcţiei PN din   (Tc.3.7.7) 
în jurul valorii NN   pornind de la formula lui Stirling: 
                                                           NexpNN2!N N                                      (3.8.1)  
Se obţine 

                                              NlnNNNlnNNlnNln n 2
2
1

P                    (3.8.2) 

sau, prin derivare,
NN

Nln
dN
lnd N

2
1


P

 echivalentă,cu 

                                                              22

2

2
11
NNdN

lnd N 
P

                                    (3.8.3) 

Pentru N mare în jurul valorii NN   ne vom confrunta cu un maxim, adică 

                                                            NNpentru    
dN
lnd N  0

P
                                (3.8.4) 

Rezultă în aceste condiţii: 

                                                     .......NN
N

Nlnln N 
2

2
12

2
1 P                     (3.8.5) 

sau 

                                                 



 

2

2
1

2
1 NN

N
exp

NG


P                                    (3.8.6) 

Această funcţie de distribuţie notată cu PG  în (Tc.3.8.6) reprezintă distribuţia Gauss . 
 
 
Tc 3.9: PROBLEME  DE  FIZICĂ STATISTICĂ   
 
1. Precizaţi traiectoria punctului figurativ în spaţiul fazelor pentru un corp de masă m care este 
aruncat de jos în sus cu viteza iniţială v0 în câmp gravitaţional de la înălţimea h0. 
 
2. Într-un cuptor se află un gaz perfect la temperatura T. Moleculele gazului pot părăsi 
cuptorul printr-un mic orificiu ajungând într-o incintă vidată.  
   a).Estimaţi numărul total de molecule ce părăsesc cuptorul în unitatea de timp, pe unitatea 
de arie;  
   b).Estimaţi energia cinetică medie a moleculelor emise prin orificiu şi comparaţi valoarea 
acesteia cu valoarea energiei cinetice medii datorate translaţiei moleculelor din interiorul 
cuptorului; 
  c).Stabiliţi expresia vitezei celei mai probabile a moleculelor într-un astfel de fascicul 
molecular 
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3. Scrieţi funcţia care descrie distribuţia canonică a stărilor unei molecule de gaz ideal, 
nesupusă nici unui câmp de forţe exterior. 
 
4. Estimaţi în baza distribuţiei canonice, probabilitatea ca o particulă a unui gaz ideal plasat 
într-un câmp exterior  rU  să aibă coordonata cuprinsă în intervalul  rdr,r  . 
 
5. Se consideră un sistem izolat, alcătuit din 2 subsisteme la temperaturile T1 şi T2 de valori 
apropiate despărţite de un perete adiabatic şi care conţin câte un mol de gaz ideal. Să se 
determine de câte ori este mai mare probabilitatea termodinamică P0 pentru ca temperatura 
subsistemelor să devină aceeaşi decât probabilitatea termodinamică P1 pentru ca sistemele să  
rămână la temperaturile avute iniţial, în urma îndepărtării peretelui izolant. Volumele celor 
două compartimente sunt egale. 
 
6. Exprimaţi energia internă U cu ajutorul funcţiei de partiţie a distribuţiei canonice (6.40). 
 
7. Se consideră un gaz molecular care satisface repartiţia Maxwell. Calculaţi pentru o 
moleculă: 

a. Energia cinetică medie, cE . 

b. Energia cinetică pătratică medie, 2
cE . 

c. Abaterea pătratică medie a energiei, 
2

c
2
c EE  . 

 
8.Deduceţi distribuţia maxwelliană a vitezelor moleculelor unui gaz perfect din distribuţia 
canonică.  
 
9. Calculaţi procentul q de molecule din atmosferă cu energie potenţială gravitaţională mai 
mare decât energia lor cinetică medie de translaţie. Se va neglija variaţia cu altitudinea a 
temperaturii şi acceleraţiei gravitaţionale. 

10. Stabiliţi expresia vitezei pătratice medii 2v în cadrul distribuţiei Maxwell – Boltzmann a 
moleculelor după valoarea absolută a vitezelor. 
 
11.Calculaţi probabilitatea ca în cazul distribuţiei Maxwell direcţia vitezei să fie cuprinsă într-
un unghi solid dat. 
 
12. Calculaţi:  
a) fracţiunea din numărul total al moleculelor unui gaz cu modulul vitezelor mai mic decât 
viteza v . 
b) fracţiunea din numărul moleculelor cu viteza mai mare decât viteza cea mai probabilă, vp. 
c) ce fracţiune din numărul total al moleculelor gazului au energia cinetică a mişcării de 

translaţie mai mare decât energia cinetică medie 
2
kT3 . 

 
13.Se consideră oxigen într-o incintă având volumul de1 mm3, la temperatura 300 K şi 
presiunea 2 at. Calculaţi numărul moleculelor al căror componente de viteză au valori 
cuprinse în intervalele: vx între 200 şi 202 ms-1;  vy între 450 şi 455  ms-1;  vz între –300 şi –299 
ms-1. 

14. Folosind funcţia erorilor    
x

t dt exerf
0

22


să se calculeze numărul moleculelor dintr-

un kmol de H2 cu temperatura T = 500 K:  
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a) care au proiecţia x a vitezei vx < 500 m/s. 
b) care au mărimea vitezei v < v0 = 10 3 m/s. 
c) care au viteza 3

0 102vv   m/s. 
 
15. Folosind distribuţia Maxwell să se determine numărul de particule care au energia mai 
mică, respectiv mai mare decât kT. 
 
16. Arătaţi că centrul de greutate al unei coloane cilindrice verticale de aer, se află la cota la 
care densitatea aerului scade de e ori. Se vor considera temperatura şi acceleraţia gravitaţiona- 
lă, constante. 
 
17. Se consideră un gaz în câmpul gravitaţional terestru considerat omogen. Precizaţi pentru 
acest sistem: 
a) greutatea unei coloane cilindrice de gaz  având aria bazei S şi înălţimea h; 
b) energia potenţială medie a unei molecule din gaz; 
c) căldura molară suplimentară pe care o are în câmp gravitaţional. 
 
18. Precizaţi dependenţa de altitudine a raportului concentraţiilor a două gaze cu masele 
moleculare 1 şi 2 şi calculaţi înălţimea la care conţinutul de hidrogen se dublează faţă de 
conţinutul de bioxid de carbon. Se cunosc:T=270K, 

2H =2 [kg/kmol], 
2CO =44 [kg/kmol]. 

 
 
Tc 3.10: INDICAŢII ŞI  SOLUŢII PENTRU REZOLVAREA   
              PROBLEMELOR  DE  FIZICĂ STATISTICĂ 
 
1. Alegem drept coordonată generalizată q, înălţimea faţă de Pământ.  
Considerăm energia mecanică totală: 

 constmgq
m

pW 
2

2

. de unde
gm

p
mg
Wq 2

2

2
 . 

Constanta W rezultă din condiţiile iniţiale, 

0
2
02

1 mghmvW  . 

Maximul curbei, se obţine pentru p=0 ; 

0

2
0

2
h

g
v

mg
WqM  . 

* 
2  
 a) Restricţiile impuse în problemă vizând numărul moleculelor din unitatea de volum, în 
unitatea de timp, pe unitatea de arie şi cu viteza cuprinsă între valorile v şi v+dv, presupun 
folosirea distribuţiei Maxwell după valoarea absolută a vitezelor. Rezultă că numărul 
moleculelor din unitatea de volum care părăsesc cuptorul în unitatea de timp pe unitatea de 
arie şi pentru care viteza are valoarea cuprinsă între v şi v+dv este:  

dvven
kT2

mdn 3Tk2

2vm2
3










 


. 

Prin integrarea acestei relaţii se obţine numărul total de molecule
4
vn

m2
kTnN

2
1

0 








. 

p 

qM 

q 

0 
mW2  mW2  
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    b) dvev
kT2

mm
2
1

n
dnvm

2
1vm

2
1E

0
5

0
22

c
Tk2

2vm2
3


 












  şi  folosind integrala 

kT2Erezultă,
A
1dvevI c30

Av5 2
 

  .În interiorul cuptorului energia cinetică medie a 

moleculelor, este: cc EkT
2
3E  . 

    c) Se anulează derivata lui n în raport cu v şi se găseşte
2

1

m
kT3v p 






 ,  în timp ce în  

interiorul cuptorului, viteza cea mai probabilă este dată de relaţia 
2

1

m
kT2v p 






 . 

* 
3. Molecula de gaz ideal poate fi considerată ca un sistem cvasiizolat pentru care energia 
E(p,q) a sistemului este chiar energia unei molecule. Pentru N=1 molecula are trei grade de 
libertate de translaţie şi deci spaţiul fazelor are şase dimensiuni, elementul de volum din 
spaţiul fazelor fiind: dxdydzdpdpdpd zyx .Vom considera dxdydz=dV şi vom exprima 
impulsurile în coordonate sferice. Elementul de volum din spaţiul fazelor devine: 

 ddVdsindppd 2  . 

În absenţa vreunui câmp de forţe exterior energia moleculei este pur cinetică
m

pqpE
2

),(
2

 şi 

nu depinde de direcţia de mişcare (unghiurile şi ) sau de poziţia sa în recipient.  
Astfel, energiei cuprinse în intervalul E, E+dE îi corespunde un număr de stări egal cu: 

dpVp4ddsindpdVpd 22   . 
Din mEp 2 , rezultă: dEEmVd 2/12/3)2(4 . 
Distribuţia canonică a stărilor unei singure molecule va fi descrisă de funcţia: 
 

dP dEE
kT
Eexp

Z
)m2(V4 2/1

c

2/3







 . 

Funcţia de partiţie Zc pentru o singură moleculă este: 

dEE
kT
EexpV)m2(4d 

kT
EexpZ 2/1

0

2/3

0
c 











   

Cu schimbarea de variabilă E=x2,  

V)mkT 2(
4
)kT(V)m2(4dxx

kT
xexpV)m2(4Z 2/3

2/3
2/3

0

2
2

2/3
c  












 



 

Cu această expresie a sumei de stare, se poate scrie distribuţia cerută: 

                                                dEE
kT
Eexp

)KT(
d /

/
21

23
4








P  

* 

4. Hamiltoniana gazului ideal, se scrie:  
 













N

i
i

i rU
m

p
H

1

2

2
iar distribuţia canonică este 

exprimată prin relaţia  P    











  

 

 N

i

N

i
i

ikT rU
kTmkT

pexp.conste.constq,p
1 1

2 1
2

H

. 
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Integrăm după toate variabilele canonice cu excepţia acelora care caracterizează particula i a 
sistemului. Se realizează astfel trecerea de la spaţiul fazelor   la spaţiul unei singure 

particule, pentru care se scrie :P    
constA   ,

kT
rU

mkT2
p

expAq,p i
i

2
i

iii 













 . 

Rezultă distribuţia simultană a tuturor particulelor după coordonate şi impulsuri 

P     constAcu    
kT

rU
mkT2
pexpAr,p

2











 . 

Pentru a obţine distribuţia doar după coordonate, aplicăm legea de adunare a probabilităţilor 
integrând această relaţie în raport cu impulsurile. Se obţine: 

P  r = P   pdr,p    din care rezultă    P  r rd
  rd 

KT
rUexp.const 









 . 

* 

5.Se consideră relaţiile: k
SS

1

0 e   lnkS      ,lnkS
10

1100




P
PPP , S0 şi S1 fiind entropiile 

sistemului în stările de echilibru , respectiv de dezechilibru. 
                               

 

r21v

r2vr1v
"
1

'
11

21
rv

"
0

'
00

S2VlnR2TTlnC
SVlnRTlnCSVlnRTlnCSSS

2
TTT      ,S2VlnR2TlnC2SSS







   21v21vv10 TTlnTln2CTTlnCTlnC2SS  

                             
21

2

v21
2

v TT
TlnCTTlnTlnC   

Se obţine: 

 
    AA NN

Av

v

TT
TT

TT
TTlnexp

kNRC

TT
TTln

k
Cexp 2

3

21

2
21

2
3

21

2
21

1

021

2
21

1

0

44

2
3

2
3

4










 












 
























 


P
PP

P

 

Cum 126100236  Kmol,N A , rezultă  10 PP  . 
* 

6. Folosim  (6.41) şi calculăm:  


de
kTdT

dZ Tkc
H

H2
1  de unde rezultă:  

dT
dZkTde cTk 2


H

H şi 
 

c

cc

c
Tk

Tk

ZdT
Zlnd

dT
dZ

Z
de

de
U 11















H

H

H
H  

  T   T 

"
0S  '

0S  

 T2  T1 

"
1S  '

1S  



 125 

Obţinem: 
dT

ZlndNkTU  c2  sau pentru un sistem alcătuit din N particule 
dT

ZlndkTU c2 . 

* 
7. a). Folosim (Tc.3.3.11) 

 

 kT
2
3

m
kT3

2
mv

2
m

2
mvE

ve
kT2

m4vF

2
2

c

2Tk2

2mv2
3
















 

b). 
 









0

Tk2
mv

62
32

4
2

2
c dvev

kT2
m4

4
mv

4
mE

2


 , expresie care are în vedere relaţia de  

recurenţă pentru integralele Poisson: 2n         ,InI nn 


 22
1


cu 




2
1I   ;     

kT2
m

0  .  

Se obţine 0224
0

Tk2

2mv
6

6 I
2
1

4
15I

2
3

2
5I

2
5dvevI


 

 

.Rezultă 222
c Tk

4
15E  . 

c).   2222222
c

2
c Tk

2
3Tk

4
9Tk

4
15EE   

* 
8. În cazul gazului ideal, energia de interacţiune între molecule este nulă şi energia totală a 

gazului este de natură pur cinetică: 



N

i

i
m

p3

1

2

2
H . Probabilitatea ca molecula notată  – să zicem 

–  cu 1 să aibă componentele p1,p2,p3 ale impulsului cuprinse între (p1 ,p1+dp1), (p2 ,p2+dp2) şi 
(p3 ,p3+dp3) indiferent de situaţia celorlalte N-1 molecule, este: 

321
2

2
3

2
2

2
1

321
1 dpdpdpe
Z

dpdpdp Tmk
ppp 


P  în care   








 321
Tmk2

ppp

dpdpdpeZ

2
3

2
2

2
1

 

Integrala triplă se descompune în trei integrale simple de forma:
mkT2
1,due u 




 


 . 

Se obţine  2
3

mkT2Z   astfel că probabilitatea, devine: 

  321
2

2
3

2
2

2
1

321 2
3

2 dpdpdpeTkmdpdpdp Tmk
ppp 


 P  

sau exprimată în funcţie de viteze:  

321
2

2

321

2
3

2
dvdvdve

kTm
mdvdvdv Tk

vm













P  

unde 2
3

2
2

2
1

2 vvvv  . S-a obţinut astfel probabilitatea ca viteza v a moleculei 1 să aibă 
componentele cu valori cuprinse în intervalele ( v1 , v1+dv1 ), ( v2 , v2+dv2 ) şi ( v3 , v3+dv3 ). 
 Pentru a obţine probabilitatea f(v)dv ca mărimea vitezei v să fie cuprinsă între v şi 
v+dv indiferent de orientare, se obţine exprimând volumul elementar dv1dv2dv3 din spaţiul 
vitezelor în coordonate sferice şi efectuând apoi integrarea după toate unghiurile  şi : 

 












 


 0

2

0
22

2
2
3

2
ddsindvve

Tk
mdv)v(f Tk

vm
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din care rezultă funcţia de distribuţie maxwelliană a vitezelor: 

dvve
kT

mdv)v(f kT
vm

22
2

2
3

2
4











 . 

* 
9. Calculăm mai întâi înălţimea minimă h0 la care energia potenţială gravitaţională mgh0 este 

egală cu energia cinetică medie de translaţie kT
2
3Ec  .Se obţine 

mg2
kT3h0  .  

Numărul dn de molecule situate între cotele h şi h+dh, este dhnCedn Tk
hgm


 .Deci 


 


0h

Tk
hgm

dheC
n

dnq . Condiţia de normare conduce la constanta  

1

0


 














  dheC Tk

hgm

. 

Rezultă,  22,3%e

dhe

dhe
q

Tk
hgm

h
Tk
hgm




 

 




2
3

0

0 . 

* 

10.Avem  dvev
kT2

m4dv)v(fvv
0 0

kT2
mv

42
3

22
2

 
  










 . Apare o integrală de tip Poisson 

de forma  
121

0

x2
2 2

!!12dxexI
2




 

  




  , care pentru 2 şi 

kT2
m

 , conduce 

la: 

5
0

kT2
mv

4
8
3dvev

2





 

. Se obţine,






RT3

m
kT3

kT2
m

8
3

kT2
m4v 2

5

2
12

3
2 


















. 

* 

11. În coordonate sferice,  ddsind 2  şi 








dvdve

kT
md kT

mv
22

2
2

3

2
4


P  

 
Integrând după modulul vitezei se obţine distribuţia după unghiul solid: 

  





















 

 
ddvve

kT
md kT

mv
2

0

2

2
2

3

2
4


P  

Integrala este de forma:  
2

12
0

2 112
22

1



  nn

axn

a

!!ndxex  . Considerând  
kT2
ma  şi  n=1,  

se obţine
2

3

0

2kT2
mv

m
kT2

4
dvve

2









   astfel că: 













 dd

m
kT

kT
md




4
12

42
2

3
2

3

P . 

* 
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12.a). Folosim în această situaţie funcţia de distribuţie moleculelor după valoarea absolută a 

vitezelor.   dv 
kT

mvexpv
kT

mNvdN 


















22
4

2
22

3


 .Se obţine prin integrare, 

    2
1v

0

2
22

3v

0 m
kT8v  care în    ,dv 

kT2
mvexpv

kT2
mN4vdNvvN 
























  

 . 

Cu schimbarea de variabilă 
kT2

mvy
2

2   şi ţinând seama de definiţia  funcţiei erorilor, 

   
x

t dt exerf
0

22


 , se găseşte pentru fracţiunea cerută    
N

vvNvvN r


 . 

  















  




13,1

0

y
13,1

0

y13,1

0

y2
r dye

2
1

2
ey4dyey4vvN

2
2


%5454,089,035,0   

     b). Procedând la un calcul similar   2
1

ppr m
kT2v  unde  %5757,0vvN 






 , vp fiind 

viteza cea mai probabilă. 

     c). Reluând acelaşi procedeu de calcul şi ţinând seama că 
2
kT3

  se obţine: 

  %3939,0N r    
* 

13. Numărul particulelor gazului cu componentele vitezelor în intervalele dvx, dvy şi dvz rezul- 

tă din distribuţia Maxwell: 
 

zyx
kT

zvyvxvm

dvdvdve
kT

mNdN 2

222
2

3

2













  

Masa unei molecule de oxigen este Kg10316,5
Kmol10023,6

KmolKg32
N

m 26
126

1

A












  

Numărul de molecule dintr-un mm3, este: 16
AA 1074,4N

RT
pVNN    molecule pe mm3. 

Rezultă:   13,2vvv
kT2
m 2

z
2
y

2
x  astfel că ,    13,2expvvv

kT2
mexp 2

z
2
y

2
x 






  =0,117. 

Se obţine:
 

particule 1063,1vd
kT2

meNdN 82
3

kT2
vvvm 2

z
2
y

2
x













. 

* 
14.a).Se integrează distribuţia Maxwell pe componentele x ale vitezelor mai mici de 500 m/s. 

  












 

500

0
x

2
x

22
1

x dv vaexp
kT2

mN
s
m500vN


 

N fiind numărul total de molecule, m masa unei molecule iar 
2

1

kT2
ma 






 . 

Cu substituţia xavy   rezultă  a500erf
2
NdyeN

s
m500vN

500

0

y
x

2







   


.  
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În cazul hidrogenului,
AN

m 
 molKg103,3

1002,6
02,2 27

26 


 


. Cum 41093,4a  ,  

500a = 0,247. Se obţine: 
26

x 1082,0
s
m500vN 





  molecule/Kmol. 

    b).Folosim distribuţia Maxwell după valorile absolute ale vitezelor: 

 dv vaexpv
kT2

mN4dN 2222
3










  

Integrând prin părţi cu substituţia y = av, 

      











   0020 y

0

2
y

0

y2
1y

0

222
1

0 dy yexp
2
1e

2
yN4dy yexpyN4vvN   

    493,0avy     unde     yexpNy2yerfN 00
2
00

2
1

0 


  . Rezultă: 

      26493,02
1

0 1048,0e493,02493,0erfNvvN
2















 

 molecule.Kmol.-1 

unde s-a ţinut seama că 1263 1002610  molKg,NN A . 

     c).        















 2
00

2
1

000 yexpy2yerf1NvvNNvvN  . 

* 
15. Numărul de particule cu mărimea vitezei cuprinsă între v şi v + dv este: 

const.C         ,dvv
kT2

mvexpCdN 2
2











  

Observăm că energiei kT  îi corespunde viteza 2
1

m
kT2







 , astfel că numărul de particule cu 

energia kT  ( respectiv kT ) rezultă a fi: 

   











1

0

y2
m
kT2

0

2
2

dyey'Cdvv
kT2

mvexpCkTN
2

  

  

















1
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m
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2
2
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mvexpCkTN
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Se obţine:  
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1
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 şi     'C

4
dyey'CkTNkTN

0

y2 2   


 . 

Cum  
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2 2

erfedyey y


 şi   1

1

0

y2 e
2
11erf

4
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 rezultă,  
  4,0

KTN
kTN






 . 

* 
16. Masa dm de aer conţinută în stratul cilindric de înălţime dy situat la cota y,va fi Sdydm  . 

 Cota y0 a centrului de greutate rezultă din relaţia:












0

0
0

dyS

dyyS

dm

ydm
y




sau ţinând seama de 

variaţia densităţii cu altitudinea, 
g

RT

dye

dyye
y

RT

RT

yg

yg










 

 

0

0
0 . La această cotă, în virtutea 

relaţiei RT
yg

e)()y(





 0 se obţine
e

)0()y( 0


  . 

* 

17. a). 



  

h

0
0 dxdydz

kT
mgzexpmgdNmgG   h00 SkT

kT
mgzexp1

mg
kTSmg  












  

S =  dxdy  fiind aria bazei cilindrului. 
     b).Energia potenţială medie a unei molecule aflată în câmp gravitaţional este – prin 
definiţie – egală cu: Bp zdmgzmg P , în care dPB este probabilitatea ca molecula să se 
găsească la o înălţime cuprinsă în intervalul z,z+dz. 

dz 
kT

exp

kT
exp

d
p

p

B

 
























P deci
dz 

kT
mgzexp

dz 
kT

mgzexpz
mgp

















 . 

Distingem două cazuri: 
         b1); dacă înălţimea coloanei de gaz este suficient de mare limitele de integrare pot fi 
considerate de la z=0 la z . Cu schimbarea de variabilă z=t2 integrala de la numărător, 

 
mg
kT

mg
kT

2
12dt 

kT
mgtexpt2dz 

kT
mgzexpzI

22

0

2
3

1 

































 



; 

mg
kTdz 

kT
mgzexpI 2 



  .Rezultă în acest caz: kT

kT
mg

mg
kTmg

2

p 















  

        b2); pentru h mult mai mic decât kT/mg se dezvoltă în serie exponenţiala de sub integrală. 
Se obţine: 

2
hmg

kT2
mghh

kT3
mghh

2
hmg

dz ...
kT

mgz1

dz ...
kT

mgz1z

mg
2

2

h

0

h

0
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expresie ce  nu depinde de temperatură. 
   c).Energia potenţială medie a unui mol de gaz într-o coloană foarte înaltă, este: 

RTkTNNE AApp    şi R
T
E

C ppot
V 




 comparabilă cu contribuţia energiei cinetice 

a moleculelor la căldura molară a gazului. 
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În cazul unei coloane de înălţime finită, 

2
hmgNNE A

App    şi 0
T
E

C ppot
V 




  

Aceasta arată că în cazurile de importanţă practică a unor coloane de gaz nu prea înalte, contri 
buţia energiei potenţiale în câmp gravitaţional la căldura molară a gazului se poate neglija. 

* 

18.Concentraţia moleculelor n se modifică funcţie de altitudine după legea: kT
gh

enn
μ

0


 : 

kT
ghμ

1

e)0(nn


 11 ; kT
ghμ

2

e)0(nn


 22 . Se obţine 
)1μ2(μ

kT
gh

e
)0(n
)0(n

n
n 


2

1

2

1 . 

Dacă 2 > 1, rezultă n1 > n2 ceea ce arată că la o creştere a altitudinii creşte conţinutul de gaz 

mai uşor faţă de  concentraţia gazului mai greu: 2e
n
n )244(

kT
gh

CO

H

2

2 


, din care prin 

logaritmare se obţine 
g42
2lnRTh = ].m[ 920.3  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


