CURS 5

PROBLEMATICA, MODELELE SI NOTIUNILE
SPECIFICE FIZICII STATISTICE

Spre deosebire de termodinamica, disciplind bazatd pe aspectul fenomenologic sau macrosco-
pic si construitd in baza unor principii si postulate, fizica statistica — organizatd de asemenea
in baza unor postulate - studiaza structura microscopica a sistemelor termodinamice in baza
rezultatelor calculului probabilitatilor si ale statisticii matematice. Aceste doud discipline
sunt discipline complementare intr-o interdependentd necesara: termodinamica ofera informa-
tia ceruta de modelele statistice si contureaza cadrul de valabilitate al acestora, in timp ce
fizica statistica permite obtinerea §i interpretarea unitara a unor rezultate utile termodinami-
cii (de exemplu ecuatiile termice si calorice de stare). Ca si termodinamica si fizica statistica
studiaza sistemele termodinamice aflate in stare de echilibru sau intr-o stare apropiata de
aceasta. Echilibrul termodinamic este un echilibru static (parametrii macroscopici raman
constanti), in timp ce echilibrul statistic este dinamic in sensul ca pozitiile §i vitezele
particulelor aflate in migcare continua variaza in spatiu i timp.

Obiectul fizicii statistice fiind oferit de sistemele formate dintr-un numar enorm de
particule (atomi, ioni, molecule, electroni, etc.) sa ne indreptam atentia catre sistemele de
puncte materiale in migcare. In general numarul marimilor ale ciror valori trebuie cunoscute
pentru a stabili pozitiile particulelor sistemului si modificarea in timp a pozifiilor acestora —
deci pentru a studia sistemul in miscare — este egal cu numdrul gradelor de libertate ale
sistemului, adica cu numdarul conditiilor ce trebuie impuse sistemului pentru a ramine imobil.
Aceste conditii exprima proprietati ale sistemului ca de exemplu conditia ca “distanta intre
anumite puncte sa ramand constantd” si legdturi cum ar fi conditia ca “punctele apartinand
sistemului sa se deplaseze pe o suprafata”. Marimile folosite in acest scop se numesc coordo-
nate generalizate $i pot fi lungimi, unghiuri, etc.

Pentru un sistem alcatuit din n puncte materiale independente intre ele si nesupuse la
legaturi, numarul coordonatelor generalizate este egal cu acela al coordonatelor carteziene
adicd 3n. Coordonatele generalizate pot fi alese astfel incat legaturile sa echivaleze cu
pastrarea constanta a unui numar de coordonate generalizate.Astfel, daca un punct material
este obligat sd se deplaseze pe o suprafatd sferica, coordonatele generalizate cele mai
convenabile sunt coordonatele sferice r, 01 @, cu pastrarea constanta a razei, .

Daca sistemul este in migcare, coordonatele generalizate depind de timp. Ecuatiile de
miscare in coordonate carteziene pot fi trecute in coordonate generalizate dacd se cunosc
relatiile de corespondenta

%, = f(91.q0a ) (5.1)

intre cele 3n coordonate carteziene x; 1 coordonatele generalizate independente q;, q», ..., qr
unde f=3n-I, n fiind numarul punctelor sistemului i / numarul conditiilor de legdtura.
Coordonatele generalizate fiind — in general functii de timp — se introduc vitezele generalizate
definite de relatia:

. dg. .
=—L j=]+ 5.2
9= S (5.2)

Se introduce notiunea de spatiu al configuratiilor ca fiind acel spatiu geometric cu un numar
de dimensiuni egal cu numarul gradelor de libertate ale sistemului. Miscarea de ansamblu a
sistemului de puncte materiale este descrisda in acest spatiu de un punct caruia 1 se asociaza
cele 3n-/ coordonate generalizate, numit punct reprezentativ si care descrie in spatiul configu-
ratiilor o traiectorie definita de un principiu fundamental al mecanicii analitice cunoscut ca
“principiul minimei actiuni”, a carui formulare presupune o pregatire prealabila. Evolufia
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sistemului de puncte materiale intre starile A si B se poate produce pe o traiectorie reald in
urma unui proces real definit de legile mecanicii clasice sau virfuald in urma unui proces
virtual, fictiv. Se observa ca din infinitatea numarului de procese virtuale ce pot avea loc intre
starile A si B, numai una ar trebui sa fie cea reald. Daca se noteazd energia cinetica a
sistemului cu 7 si energia potentiala cu U, functia L=T-U se numeste functie a lui Lagrange.

Pentru sistemele conservative functia L nu depinde explicit de timp: L = L(qi ,q'l.] .

Prezentam in figura 5.1 doua dintre traiectoriile posibile ale punctului reprezentativ in

evolutia sa intre starile A si B ale sistemului de puncte materiale. S-au notat cu &¢; (i=1+ f)

variatiile izocrone ale coordonatelor generalizate ¢; care

4 B reprezinta  variatille elementare ale coordonatelor

generalizate la un moment dat intre doua traiectorii posibile

vecine din spatiul de configurafie si cu dg; variatiile

’ 5 elementare ale pozifiei punctului reprezentativ pe aceeasi
A

A

' traiectorie in intervalul de timp dt. Este usor de constatat ca

dCIi: .
E ! pentru o functie
E E o L:L(qjaq.jat] ) (lzl_f) (53)
t Tt
Figura 5.1. variatile 6L opereazd asupra functiei L ca si operatorul
diferential dL:
| oL L L
SL=7 L g, + g, |+ Lo (5.4)
= | 0q, 0 ot

Integrala 5 = j B L(ql. ,qi,t]dt defineste o functionala liniara si se numeste actiune.
f

Suntem in masurd acum sd enuntdm principiul lui Hamilton (principiul actiunii
minime):”evolutia punctului reprezentativ in spatiul configuratiilor se desfasoara pe acea
traiectorie pe care actiunea s are valoarea minima’.

Definirea vitezelor generalizate permite definirea impulsurilor generalizate prin
relatia

p=. i=1+f (5.5)
94,

care Tmpreuna cu vitezele generalizate ¢, alcatuiesc un set de 2f variabile canonice.
Variabilele canonice permit definirea unui spatiu geometric cu 2f dimensiuni avand drept
coordonate [ impulsuri generalizate conjugate cu cele f coordonate generalizate numit spatiu
al fazelor. Drept urmare, configuratia sistemului(cu f grade de libertate) la un moment dat
este definita in spatiul fazelor de un “punct” numit — dupa Gibbs — faza si ale carui
coordonate — 1n acest spatiu — sunt variabilele canonice.

Daca sistemul de n puncte materiale luat in discugie descrie configuratia microscopica
a unui sistem termodinamic, faza va defini o stare microscopica iar spatiul fazelor va fi
spatiul generat de totalitatea starilor microscopice in care schimbarea starii microscopice a
sistemului echivaleaza cu o deplasare a punctului reprezentativ pe o curba ce defineste
traiectoria fazei. Pastrand notatiile 7 pentru energia cinetica a tuturor punctelor materiale ce
apartin sistemului termodinamic, U pentru energia potentiala a interactiunilor acestora si
convenind sa notém(p,q)z (p,,pz,p3,----,pf,'q,,qz,q3,----,qf) se defineste o noud functie

# =% (p.q)prinrelatia # (p,q )= T+U. Functia# = % (p,q) se numeste hamiltoniana si
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pentru un sistem conservativ, repregintd energia totald a sistemului termodinamic. Se
observa ca

/
# (p.q :zpiq.i -L (5.6)

i=1
In sfarsit, numim legdturd olonomd, acea legdturd intre coordonatele generalizate ce nu
depinde de timp.

Suntem Tn masura acum sa reformuldm principiul lui Hamilton, astfel: "dintre toate
evolutiile posibile, compatibile cu legaturile, ale unui sistem olonom §i conservativ, evolutii
izocrone ce pornesc — in spatiul de configuratie — din acelasi punct A la acelas moment t; §i
ajung in acelasi punct B la acelas moment t,, evolutia reala se produce numai pe traiectoria
pe care actiunea S prezinta un extrem”, adica verifica ecuatia

5s =4[ " L(g,,t)dt =0 (5.7)

In formularea canonicd hamiltoniand se poate ardta cd dacd fortele — si deci si energia
potentiala — nu depind explicit de timp, energia este o constantda a miscarii.

# (PLD2,--Prq1,92 - qr) = constant = E; (5.8)
In spatiul 2f — dimensional reprezentat sugestiv in “p A
figura 5.2, locul geometric al punctelor care satisfac
aceastd ecuatie este un subspatiu cu 2f-1 dimensiuni,
adica o hipersuprafati pe care o vom numi suprafata E=E,
de energie constantd. In cazul unui sistem inchis, E<Ey
aceastd suprafatd nu poate avea panze care sa se
departeze in spatiul fazelor la infinit pentru o valoare
Ey finita. Variabilele impuls nu pot fi infinite intrucat
energia depinzind de pitratul acestora ar trebui in V o
mod necesar sa fie infinita, iar sistemele finite si
inchise nu contin variabile de pozitie infinite. Rezulta, Figura 5.2.
asadar, cad o suprafata de energie constanta Ey este o
suprafata inchisa ce separa intreg spatiul fazelor in doua regiuni distincte: interiorul
suprafetei cu E < Ej si exteriorul acesteia,cu E > E,. Pentru diferite valori atribuite
constantei £y se obtine o familie de suprafete care nu au nici un punct comun s$i care se
infasoara unele pe altele.

Intre parametrii macroscopici ai termodinamicii fenomenologice si cei microscopici
exista relatii astfel ca identificarea unei stari microscopice implica cunoasterea starii macros-
copice, reciproca nefiind adevarata, in sensul ca exista un mare numar de stari microscopice
compatibile cu o stare macroscopica data. Ansamblul tuturor microstarilor aceluiasi sistem
compatibile cu o stare macroscopica de echilibru data constitue un ansamblu statistic
temporal de stari. Studiul sistemelor alcatuite dintr-un numar mare de particule aratd ca
acestea sunt guvernate de legi statistice,diferite de legile ce descriu comportarile individuale
ale particulelor.

In cadrul descrierii statistice globale comportarea individuali a particulei nu prezinti
importantd. Marimile macroscopice asociate sistemelor rezultd din medierea efectelor
produse de marimi microscopice corespunzatoare. Marimile microscopice se abat insa de la
va loarea lor medie. Aceste abateri se numesc fluctuatii. Asadar, migcarea ansamblului
statistic temporal de stari - numit uneori ansamblul virtual de stiri - este determinatd de
comportarea fiecarei stari microscopice si aceasta la randul ei este determinata de evolutia
fiecarei particule in parte care se presupune ca se desfasoard conform legilor clasice
cunoscute. Se mai presupune ca se cunosc toate fortele ce actioneazd asupra particulelor
individuale (atat cele interne cat si cele externe) si ca aceste forte sunt conservative, ceea ce
implica faptul ca energia totala a sistemului este o constanta a miscarii (se conserva in
decursul evolutiei starii sistemului).

E>E,
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Problema determinarii unei stiari macroscopice revine la localizarea starii microsco -
pice reale in spatiul fazelor. Localizarea cu precizie a starii microscopice nu este posibilad si
nici necesard deoarece si alte faze corespund aceleeasi stari macroscopice. Este suficienta
cunoasterea distributiei punctelor care reprezinta starile microscopice ale ansamblului virtual.
Aceasta distributie de puncte poate sda fie neuniforma. Astfel in unele regiuni din spatiul
fazelor pot exista aglomerari de puncte in timp ce in alte regiuni aceste puncte pot fi rare sau
inexistente. Este deci necesar sd apelam la consideratii statistice implicand probabilitatea de
localizare a fazei reale intr-o anumitd regiune din spatiul fazelor. Este clar ca aceasta
probabilitate de localizare la un moment dat ¢ intr-un anumit element de “volum” d€2 din
spatiul fazelor trebuie sa fie proportionala cu insusi elementul de volum d{2 unde

dQ = dp]dpg...dpf * dqldQ2...de‘ = de * qu (59)
dQ, =dpdp;...dp, ; dQ, =dq,dq;...dq, (5.10)
adica sa fie de forma
dP =2 (p.q,t) dQ2 (5.11)

S-a notat cu 2 (p,q.t) densitatea de probabilitate de localizare marime ce depinde de pozitia
elementului de volum si nu de insdsi marimea acestui element de volum. Se observa ca /a
limita, densitatea de probabilitate de localizare este o functie de punct, numita functie de
distributie.

Intr-adevar mirimea 2(p,q,t) este in acelasi timp si densitatea de probabilitate pentru ca
faza reala (adica starea microscopica ce se realizeaza la un moment dat), sa se gaseasca in
elementul de volum d{2 centrat in jurul punctului de cooordonate (pi,ps,.....ps; 41,92 -....qr) $1
defineste si raportul intre numarul de puncte reprezentand faze din ansamblul virtual, aflate
in dQ si numarul total de astfel de puncte. Cu alte cuvinte, defineste distributia statistica a
punctelor reprezentand starile microscopice din ansamblul virtual.

In figura 5-3 prezentam - ca si in figura 5-2 - spatiul fazelor

ca un spatiu “bidimensional” in diagrama (g,p). Patratul in care P
s-a marcat d{(2 reprezintd un “cub” in spatiul fazelor 2f
dimensional, in fiecare dintre varfuri intdlnindu-se 2f laturi.

Probabilitatea ca punctul reprezentativ sa se afle la un

moment dat t intr-un domeniu finit D din spatiul fazelor, va fi

in conformitate cu legea de adunare a probabilitatilor,

Ip( p.q,t)dQ
D
si dat fiind cd punctul reprezentativ se va afla cu certitudine

undeva in spatiul I' al fazelor,vom impune conditia de normare:
[P(p.gt)da=1 (5.12)
r

A

dQ

v

Figura 5.3

S-a notat cu I intregul spatiu al fazelor.

Pana in aceastd etapa a rafionamentelor, punctele reprezentative ale starilor
microscopice au fost considerate /a un anumit moment. Evolutia in timp a acestor puncte insa,
este guvernatd de teorema lui Liouville:” volumul ocupat in spatiul fazelor I de punctele
reprezentative ale starilor microscopice, la un moment dat, ramane constant in decursul
evolutiei lor in timp”, adica

Q= | do= [d2'=0
D,c I’ D,c I’

Vom accepta teorema ca ipoteza de lucru- fara a o demonstra- subliniind doar ca in
demonstrarea teoremei intervine esential ipoteza ca particulele din sistem se misca dupa
legile mecanicii clasice, exprimate prin ecuatiile lui Hamilton .Aceasta teorema spune de fapt

ca toate punctele reprezentative care ocupau la momentul t elementul de volum d€J, se vor
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gasi la momentul t+dt in d(2’. Exprimarea matematica a acestei constatari ia forma:
2 (p.qt) dQ=2 (p’q  t+dt) d’
sicum d{(2 = d(2’, rezulta ca

P(p.qt)=2P(p’q t+dr) (5.13)

relatie echivalenta cu

S Plpqn=0 (5.14)

S-a stabilit in acest mod ca “in decursul evolutiei sistemului de particule, distributia 2 (p,q,t)
ramane neschimbata”.
Ecuatiile

. d
# (PLP2 P41, - qr) = constan t = Ey si ap(p,q,t) =0

definesc energia totald a sistemului izolat , respectiv distributia statistica drept constante ale
miscarii. Aceste doud marimi insd, nu sunt singurele marimi care se conserva in decursul
evolutiei sistemului.

Sa consideram un sistem inchis si izolat de exterior §i sa presupunem cunoscutd
Starea microscopica a sistemului la un moment dat. Coordonatele punctului reprezentativ al
acestei stari plaseaza faza pe o traiectorie integral continuta pe suprafata de energie constanta.
Cum unei stari macroscopice ii corespund o infinitate de stari microscopice compatibile cu
aceasta, faza poate sa treaca in decursul vremii prin orice punct al suprafetfei de energie
constanta. Aceasta afirmatie este o ipoteza de lucru si se numeste ipoteza ergodica.
Ipoteza ergodica are doud consecinge deosebit de importante:

- densitatea de probabilitate 2 (p,q,f) are aceeasi valoare pe intreaga suprafatd de
energie constantd §i anume

?mq,t)={

Conform ipotezei ergodice, orice punct al suprafetei # =E, reprezintd o faza din ansamblul
virtual.

- fazele din ansamblul virtual la un moment dat sunt tocmai fazele pe care sistemul
real le parcurge in decursul intregii sale istorii (de lat — -o0 la ¢ — +o0).

Semnificatia acestei constatari va putea fi extrasa din urmatoarele consideratii:

Consideram o marime fizica M(p,q) care depinde de starea microscopica a sistemului
la un moment dat. Cum starea microscopica ce o genereazd la nivel macroscopic nu este
decelabila, marimea M(p,q) nu este masurabila. Masurabila este insd cantitatea

—_ T,
leimlj{;M(p,q)dt (5.16)
2

T—>0 T

const. pentru E=E 0

0, pentru E;tEO (.15)

ce reprezinta media temporald a marimii M(p,q) efectuata pe toate valorile luate de aceasta
marime in decursul intregii evolutii in timp a sistemului de particule. Aceeasi valoare medie a
mdrimii M(p,q) se poate obtine prin folosirea valorilor p si ¢ ce corespund la un moment dat
tuturor fazelor din ansamblul virtual, astfel ca media valorilor luate la un moment dat de mari
mea M(p,q) in toate punctele suprafetei de energie constanta numita medie spatiald , va fi:

M = [M(p,q)-P(p.q.0)dQ (5.17)
r
Cele doua formule exprima aceeasi marime insa din punctul de vedere al calculului
difera principial. Prima formula necesitd cunoasterea dependentei explicite de timp a variabi-
lelor p, si g ale particulelor individuale ceea ce reclamd rezolvarea ecuatiilor de miscare ale
particulelor din sistem cu precizarea conditiilor initiale, lucru pe cat de nerealizabil pe atat de
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lipsit de sens in cazul unui sistem cu un numar mare de particule. Cea de a doua formula desi
foloseste o integrala multipla cu multiplicitatea 2f, aceastd integrald se poate, in general,
calcula.

Suntem in masura in aceasta etapa a expunerii sa formulam postulatele fundamentale
ale mecanicii statistice:
» Postulatul evolufiei sistemului fizic afirma ca miscarea unui sistem fizic alcatuit dintr-un
numar N de particule, cu f grade de libertate, satisface ecuatiile canonice ale lui Hamilton:

L __H#F
bi 5%‘
OH#
q9; =—: (i=1=f) (5.18)
op;

» Postulatul mediei marimilor de stare microscopicd: Valorile parametrilor macroscopici
de stare se obtin prin medierea parametrilor microscopici (marimilor de stare microscopica).
Medierea acestor marimi de stare microscopica poate fi temporald in conformitate cu relagia
(5.16) sau statistica asa cum recomanda relagia (5.17).

Dupa Gibbs, conform ipotezei ergodice aceste doua procedee de mediere sunt echivalente.

» Postulatul probabilitatilor apriori egale: diferitele zone accesibile cu acelasi volum in
spatiul fazelor apartinand aceluiasi sistem izolat aflat in echilibru statistic, au probabilitati
apriori egale. Cu alte cuvinte probabilitatile ca microstarea sistemului sa se regdseasca in

zonele respective sunt aceleayi.

» Postulatul probabilitatilor maxime: starea de echilibru statistic a unui sistem termodina-
mic este starea cea mai probabild. In aceastd stare repartitia statisticd a microstarilor
sistemului in spatiul fazelor, este maxima.

» Postulatul dependentei liniare de probabilitate: probabilitatea de a localiza sistemul in
elementul de volum dQ2 din spatiul fazelor este proportionala cu df2.

» Postulatul independentei statistice : probabilitdtile de realizare ale microstarilor unor
subsisteme ce apartin aceluiasi sistem termodinamic §i care interactioneaza slab intre ele
sunt independente statistic si se supun regulii de inmultire a probabilitatilor.

Astfel in cazul unui sistem format din N particule care nu interactioneaza intre ele se
pot considera doud subsisteme: unul ce confine N; particule, iar celdlalt N, = N — N, particule.
Spatiul fazelor I'y al sistemului global este rezultatul reuniunii spatiilor fazelor asociate celor
doud subsisteme, astfel ca : dQ2=dQy -dQy,

Pentru ca sistemul global sd fie reprezentat printr-un punct in d{2 y, este necesar ca simultan
subsistemul cu N; particule sd fie reprezentat printr-un punct in d€2y iar subsistemul cu

N —N; particule sa fie reprezentat printr —un punct in d2y , adica

dPy=dP,-d P, (5.19)
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