CURSUL 9

OSCILATORUL LINIAR ARMONIC CUANTIC

Vom aborda in continuare o noud forma de miscare unidimensionald, miscarea
oscilatorie armonica adica migcarea unui punct material m atras de un punct fix 0

ales ca origine a axelor, cu o forta proportionald cu distantarea instantanee a celor

doud puncte x numita elongatie , F (x) =—mo’x. Energia potentiald a sistemului

X
1 : :
este in acest caz, U (x) = —I F (x)dx = 3 mao? x? astfel ci se poate scrie expresia

a

hamiltonianului in virtutea prinicipiului de corespondenta,
- a2
=—+—mw'x’. (9.1)

- Sub aspect clasic oscilatorul liniar armonic poate lua orice valori cuprinse
intre min U(x) si infinit, adica 0 < E <.
- Sub aspect cuantic va trebui sa rezolva ecuatia cu valori proprii a hamiltonia -

nului scrisa explicit sub forma

————+—x“u=FEu ; k=ma? (9.2)

1.Metoda polinomiala
Aceasta expresie se simplificad considerabil daca se face schimbarea de variabila
&= ax in baza careia, gasim:

d’u (2mE km _,
o T ta? T nigt o )"

=0 (9.3)



Alegem «a = 4| k—’? s1 notam
h

2mE 2E
- ;" == (9.4)
h“a” ho
astfel cd ecuatia se va scrie acum sub o forma simpla:
dzu 2
—+A-&Ju=0 9.5
R 9.5)

Studiem comportarea asimptoticid a acestei ecuatii. Pentru & — too, ‘é" —> 0 si

ecuatia capatd o noud forma, forma asimptotica

2
d—;’—gzu:o (9.6)
dg

care admite solutiile particulare

ulf)=e 2 (9.7)

Cu aceste expresii se verificd (9.6) ceea ce ne permite sa consideram ca solutia
generald a ecuatiei asimptotice va rezulta ca o combinatie liniara a functiilor (9.7).
1 1
2 =
ulf)=C,e?” +C_e (9.8)
in care C, si C_ sunt doua functii lent variabile in timp, aproape constante.

Distingem doua variante:
1,2
a)C, # 0 ,cand u(£) se comporta pentru ‘c_f‘ — o ca e?



1,2
- ¢
b)C, =0 ,and u(f) se comportd asimptotic ca e 2

Prima varianti nu convine intrucat w(&) nu ar avea o comportare asimptotici
corectd in sensul ca pentru ‘5‘ — o0, u(&) ar tinde la infinit.

Acceptam varianta b) si vom considera ca

_152

u(g)= H(¢)e * 9.9)
Introducem aceastd expresie in (9.5) si obtinem o ecuatie diferentiald liniara de
ordinul al doilea cu coeficientii variabili
H'"-2EH'+(A-1)H =0 (9.10)
careia 1i aplicam teorema de existentd a solutiilor . Aceasta afirma ca orice solutie
a acestei ecuatii poate fi scrisa sub forma unei serii de puteri convergenta in tot
planul (cu raza de convergenta infinita). Scriem deci
H(§)=§s(a0 +a,E+a,ll + ...)=§s iakcfk cus20 si ay#0
k=0
Introducem aceasta dezvoltare pentru H (§ ) in ecuatia (9.10) si obtinem
Sy (k4 o) + 5 - 1)E 2 =S a [2(k + )+ 1- 4]
k=0 k=0
Egalitatea presupune egalarea coeficientilor seriilor din ambii membri pentru fie -
care putere in parte. Rezulta
i) ays(s—1)=0
1) a,(a + s)s =0
iiiya,, ,(V+s+2)v+s+1)=a,[2(v+5)+1-A] (9.11)
Ultima relatie reprezinta o relatie de recurenta intre coeficienti

@y.z _ 2(v+s)+1—l
a, (v+s+2)(v+s+1)

(9.12)

din care putem exprima coeficientii cu indice par cunoscand a, s§i pe aceia cu

indice impar daca se cunoaste a;.



In consecinta, seria de puteri H (§ ) se regrupeaza in doud serii: una H, (§ )

in care v va fi par,
H,(§)=§S(a0 +a2§2 +a4§4 +...)=§sZaV§V cu v — par
v=0

si o serie notatd cu H (&) in care v va fi impar:

H2(§)=§s(a1 +a&’ +...)=§sz.o:a‘,§v cu v — impar
v=0

Rezulta ca analiza comportarii asimptotice a seriei H presupune analiza comporta -

rilor asimptotice ale seriilor H; si H,.

Comportarea asimptotica a unei serii de puteri e definita de termenii din serie cu

puteri superioare §i nu se modifica daca se adauga sau se elimina un polinom.
Vom adopta simbolul ~ pentru a desemna comportarea asimptotica si il

vom citi “ se comporti asimptotic ca . In virtutea celor afirmate si a conventiei

asupra simbolului ~ , scriem:

~ayé’ Z[ . V+2}~a0§ Z[ . 2} (9.13)

v=N| v=N

Observand ca

© §2 ©
—_ — 14
= oy =Y a,é (9.14)
n=0 v=0
(V).,
rezultd v=2n si a, _L Obtinem Gz \2) T _ 2 g
n! a, (VJFZ} v v+2
! —+1
2 2
s 52
H,(£)~ayée

2
Analog, se constatd ca H,(&)~a, &5 e®



¢
in concluzie H(&) ~ (a, + alf)fse‘fz .Am stabilit asadar ci u(&)~e 2 tin -

zdnd la © pentru ‘f‘ — . Pentru a asigura marginirea functiilor u(f ) va trebui sa

2
intrerupem seria H (§ ) la un polinom pentru ca H (5) +e*® scriere ce se citeste

2
“H (f) nu se comportd asimptotic ca et .
Considerim mai intai seria H;(&). Prin ipotezi a, # 0, rezultand toti

coeficientii cu indicii pari diferiti de zero. Vom impune conditia ca ultimul coefici -

ent cu indice par diferit de zero sa fie a,,, restul in numar infinit sa se anuleze:
Ayi2 =Qyig == 0

Acesta insemna sa impunem conditia de intrerupere a seriei :2(v + s) +1-1=0

: 2E
Notdm v+s=n sirezulta A=2n+1= Py Constatam ca energia oscilatorului
@

manifesta o cuantificare dupd n:
E, =h7w(2n+1)=(n+§)ha) (9.15)

= In baza relatiei (9.11) rezulti s=0 sau s=I deci n poate lua valorile v si v+ 1 in
orice caz valori intregi nenegative. Valoarea s=I ne permite sa observam din

(9.12) ca putem lua a; =0rezultind astfel toti coeficientii cu indice impar,
nuli. Aceasta inseamnd cd va trebui si luim intreaga serie H (&) nuld,

obtinand in definitiv forma finala a polinoamelor H (§ )

H(§)=§S(a,, +a,&? +ayet +...+aV§V) (9.16)
Aceste polinoame au o serie de proprietdti care se rasfrang asupra functiilor proprii

u(Z). Astfel,

= gradul acestor polinoame este n=v + s;
* sunt dotate cu paritate si au paritatea lui n;

Cum H (§) este para in & si paranteza de asemenea, rezulta pentru s=0 o valoare

para pentru n, 1ar pentru s=1, o valoare impara ceea ce ne permite sa observam, ca
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H,(-¢)=(-1)"H, () (9.17)
n fiind gradul polinomului.

* 1n baza relatiilor (9.15) si tindnd seama ca A = 2n + I observam ca

= polinoamele H (&) satisfac ecuatia
H''-2H'+2nH =0 (9.18)
Recunoastem in aceasta ecuatie, ecuatia Hermite ale carei solutii sunt polinoamele

Hermite de ordinul n care se prezinta sub forma

2 4" _ 52
H,(&)=(-1)"e° (e );n =0,1,2,.. (9.19)
dé"
stabilita de functia generatoare
2 o H n
e S 25 _ 3 ﬂ (9.20)

= M
* unui n dat ii corespunde un singur polinom liniar independent.
Vom scrie acum expresia finala a functiilor proprii ale operatorului hamiltonian
pentru oscilatorul liniar armonic cuantic
_152
up(&)=NuH,(E)e 2 (9:21)
in care N, este o constanta de normare 1ar H ,, polinoamele Hermite de ordinul n.

= polinoamele H (&) tind citre £” pentru [&] — oo.

Aceste proprietdti ale polinoamelor Hermite induc proprietiti functiilor proprii
u, (f) definite prin (9.21),

o functiile u,,(£) sunt dotate cu paritate si au paritatea lui n:
(= 8)=(=1)" u, () 9.22)

—¢
e se comportd asimptotic corect : u,, (&) T &"e 2 —> 0.



e unui n dat 1i corespunde o singura valoare proprie liniar independenta si o
singura valoare proprie E,,.

Constatam asadar ca valorile proprii ale energiei oscilatorului liniar

armonic cuantic sunt nedegenerate.

e sistemul de functii proprii ale energiei este normat si complet.

I (& (EME =6

e constanta de normare NV, se determind impunand functiilor proprii (9.20)
conditia de normare cu schimbarea de variabila & =ax pentru a folosi

proprietatile de ortogonalitate ale polinoamelor Hermite. Obtinem relatia

echivalenta conditiei de normare:

[|H ) e€ ag=1 9.23)

Folosim functiile generatoare ale polinoamelor Hermite (9.20) si obtinem:

_g2 _2 _ 00 t] g2
e & e s“+2&s . t +2§t z Z S, § & Hk(f)HJ(g)
k=0 j=0 k! J!

sau integrand in ambii membrii,

—? fe & +2‘§(t+s)d§ Z

T ,j-e_'f HiHdé  (9.24)
k=0 j=0

Observam ca §2 —28(t+s)=[e—(¢+ s)]2 —t? —s? 4 215 si introducem o noud

2
schimbare de variabild § = & — (t + s),apoi notim I = _[e_f HyH ;dS.

o KeJ
Obtinem df =d¢& si (3.84) devine: ets\/_ Z z 1
k=0 j—o *!J!

Ty



din care, deducem

k_ k k k. j
x 2%t s 1 & o st/
= LA S

D Pl

k=0 k=0 j=0

Cum I;; =0 pentru k # j in baza conditiei de normare a polinoamelor Hermite,

1
rezultéﬁ=i kk )
V7 (k!)?

2
Gésim 1,,, = _[H,fe_‘f d& = 2" !\ siin baza relatiei (9.20) se obtine

F2s)
N,=|—— (9.25)
Z"n!\/;

Rezulta expresia finala pentru functia proprie u,, (5) a hamiltonianei oscilatorului

liniar armonic cuantic reunind relatiile (9.19), (9.20) si (9.25).

u, (€)= (-1)" [L”]%eézz 4" (e‘fzj (9.26)

2.Metoda operatorilor ridicdtor si coborator

Ecuatiile canonice de migcare x = P si p = —me” x permit scrierea sub o forma mai
m

simpld a hamiltonienei (9.4) daca se introduce variabila

C=x+i 2 (9.27)
mao
si conjugata complexa a acesteia C* = x — i P
mao

Se obtin noi expresii in variabilele C si C * ce vor contine ecuatiile (9.4) in mod
implicit:

C=-ioC ; C*=ioC * (9.28)



Diferenta este ca — spre deosebire de ecuatiile (9.26) care contin in aceeasi ecuatie
ambele variabile p si x — ecuatiile (9.28) se scriu in aceeasi variabila C, respectiv

C * iar hamiltoniana (9.4) capata forma simplificata

2 2
H‘=”’;’ ccx="% cx¢ (9.29)
Introducem — prin analogie — in baza acestor observatii, operatorii
C=x+i L, C(t=z-i Ll (9.30)
mao mao

si observam ca acesti operatori nu sunt hermitici insa sunt reciproc adjuncti.

Se obtin relatiile

2
H = ”'Z’ (CC+ + C+C) (9.31)
et o= (9.32)
mao
pe care le vom scrie cu ajutorul altor doi operatori
— operatorul cobordtor a = /n;—;)é si
— operatorul ridicdtor a* = me e+
2h
Obtinem astfel relatiile:
dit —ata=la,at|=i 9.33)
A_ho(..4 4
H =7(a +a a) (9.34)

Relatia (9.33) ne permite sa observdm cd dacd notdm cu A si w, valoarea
proprie, respectiv functia proprie a operatorului produs a*a
ﬁ+¢il//,1 =AYy, (9.35)

rezultd cd y ;4 va fi functie proprie a operatorului aa”* cu valoarea proprie A+ 1,



in plus

Hy , = %“’(2/1 +1Wy, = ha)(ﬂ + %jt// 1 (9.36)

Avem de asemenea,

Ha!mHZ =<d|dyy >=<y;,dTayy >=A<y, |y, >0

si cum Y, nu se poate anula identic, rezultd Ha v H >0 Pe de altd parte
<y, lwy >= Hl// 1 HZ >0 . Se desprinde astfel concluzia ca valorile proprii A ale

. I\+ el .
operatorului a” a nu pot fi negative.

Aplicam acestui operator operatorul a
(@6* )iy, =(a*a+ I)iy, = 2dw, (9.37)
Ultima egalitate se scrie

i*a(ay,)=A-1)ay,) (9.38)

+

si arata ca functia ay j este fie functie proprie a operatorului @™ a cu valoarea

proprie A —1 fie este nula. Acest ultim caz este 1nsa trivial si il vom abandona
admitand primul caz. Aplicand inca odata operatorul @ functiei ay 7, vom obtine
fie ca functia ézl// 4 este functie proprie a acestui operator, corespunzdand valorii
proprii A — 2, fie ca este o functie nula. Procedeul continud astfel cd dupa n
operatii, valoarea propric A —n a operatorului 4" ar precede a n+1 — a operatie
in urma cdreia s-ar obtine pentru prima oarad o valoare proprie A — (n + 1), negati-

va.Si cum aceasta posibilitate este exclusa rezultd ca s-a ajuns dupa n pasi la o

+

functie proprie a"y 4, @ operatorului a"a care nu poate fi decdt nula.

~+ Al n—1I ~+
a a(a" W, )= a (ammo )= AW, =(A—nlyy,
sicum yy #0, rezultd A, =A—n=0 ceea ce arata ca valoarea proprie A este

egala cu numarul n intreg si pozitiv sau nul. Prin compararea ecuatiei cu valori

proprii a energieiHy, = E,w, cu ecuatia (9.36) si tinand seama cd A, =n

10



(n=0,1,2,...) se obtin valorile proprii E, ale energiei oscilatorului in starile sale

proprii:
1
E, = ha)(n + 5), n=0,1,2,.. (9.39)

Observam ca aceste valori proprii definesc un spectru discret.

Functiile proprii y,, corespunzind valorilor proprii E,, ale energiei sunt normate
si in virtutea rationamentului expus, se constatd ca

Ay, =au¥ -1 (9.40)
a, fiind o constanta a carei valoare o vom obtine din conditia de normare.

Aceasta ecuatie este echivalenta cu

At A At ot
a ay, =ny, =a,a Yy_|=a (an'/’n—l)

din care se obtine
AW, =—W, (9.41)
a

Relatiile de recurenta (9.40) si (9.41) motiveaza denumirile de cobordtor pentru

operatorul @ si respectiv ridicdtor pentru a* si folosesc la calculul valorilor
constantei de normare. Intr-adevir, avand in vedere aceste relatii, in baza egalitatii
<W,_1law, >=<a‘w,_; v, >se obtine:

n

O <VWn—1 |Vn-1>—"F<Vnl¥n>
Xy

. y 2 . . ' .
echivalenta cu ‘an‘ = ncare admite solutia «a, = Jne'?. Factorul de fazi e'?

este arbitrar astfel ca se poate considera ¢ = 0. Rezultd «,, = Jn si introducand o

noud variabila & = mwa obtinem expresiile operatorilor dsia”™ ca functii de & :
P | d + 1 d
a=—|&+—| a' =—|&-—— (9.42)
J2 (5 ng V2 (5 drfj

11



. : d :
Relatia (9.40) scrisa pentru n=0 , ayy = 0conduce la ecuatia Eyy — Yo _ 0 si

dg
52

, . 5 1 : : -
admite solutia normata:y =—€ 2 | Functia y, se va obtine aplicand
V4

succesiv de n ori relatia de recurenta (9.41).

Se obtine

n &
§—i] e 2 (9.43)

v 1 (& N y v 1 [
= — 0 =
" '\/m w/\/; . 2” -n! dg
¢ ¢
si folosind identitatea(é’ - difJe 2 . F(f)=—e? %if) in care F(£) este o functie

arbitrara de &, putem scrie expresia functiei proprii y, a hamiltonianei
oscilatorului liniar armonic cuantic:
2
& 2
1 w 5 d"e™¢

\/\/;-2"-n! d&"

Se observa ca expresiile (9.26) si (9.44) stabilite prin doud metode diferite sunt

identice. Particularizam (9.44) pentru numere cuantice n mici: n=0,1 i 2. Se obtin

functiile proprii y,, si valorile proprii E,, corespunzand acestor stari:

2
—& 1
= Ny exp| —— H Ey=—hw
Yo 0 P[ 2 0 2
2
vi= Nz[exp[%}] -28 ;o Eq =§hw

g2
) =N2|:exp£%ﬂ-(4§2 —2) ; E, =gha)

12



Figura 3.8

Semnalam cateva observatii:

In figura 3.8 prezentim prin linie punctati
dependenta de elongatie a densitatilor de
probabilitate de localizare a oscilatorului clasic
iar prin curba continud densitatile de
probabilitate  cuantice pentru starile ce

corespund energiilorEy, Ejs1E,. Parabola

. . kx?
prezinta  graficul  functiei U (x) =5

¢ Expresia (9.35) evidentiaza din punct de vedere cuantic o energie a oscilatorului

in starea fundamentala n=0, diferita de zero spre deosebire de oscilatorul clasic

pentru care energia minimd este nula. Din punct de vedere clasic, viteza

oscilatorului este maxima in pozitia de echilibru, iar densitatea de probabilitate

de localizare fiind invers proportionald cu viteza, va admite in aceastd pozitie

un minim, In timp ce teoria cuanticd evidentiaza pentru oscilatorul liniar

armonic cuantic o densitate de probabilitate de localizare ‘50

2 . 4 ~
‘ maxima 1n

aceastd pozitie. In sfarsit, in timp ce oscilatorul clasic se poate misca intre

limitele —A4 si A4, oscilatorul cuantic se poate afla oriunde pe directia suport a

migcarii sale.

Valorile medii ale pozitiei x si ale impulsului p,. sunt nule in orice stare

;=jy/*xwdx=0
o0

ox

px=—ihjy/*a—‘”dx=0
[0 0)

deoarece functia de unda y,, este para.

¢ Abaterile patratice medii nu sunt nule nici in starea fundamentala.
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Intr-adevir, in baza relatiilor (9.30) obtinem

f= |- T (é+é+) (9.45)
2mw

p:-i\/@ ( —ﬁ+) (9.46)

Folosind relatiile (9.40) rezulta ecuatiile

iy, =n(n-1y,_, (9.47)
2
ity =+ )n+ 2y, (9.48)

Tinind seama de acestea se calculeaza abaterile pdtratice medii. Gasim ast -
. 2 | & /] :
fel expresiile: Ax =/ x? — (x)z = Z—x/Zn +1;4p= %\/ 2n+1 siin
mao

s nn At 2 - 2 2
baza egalitatilor (aa+ + a+a)//n =—Hy,=—E,y, = (Zn + 1)!//,,

hw hw  ho
: h h
obtinem, Ax - Ap=—(2n + 1)> ~.
2 2
— mao? 2 ho 1
¢ [Energia potentiala medie vafi U, = 3 x“ = p n+3

1ar energia cinetica medie va rezulta la aceeasi valoare

— = 1
Se observa ca Un=Ecn=3E )

N
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