CURSUL 8

FORMULAREA CUANTICA A UNOR PROBLEME FUNDAMENTALE
ALE FIZICII CLASICE

1. ASPECTUL CUANTIC iIN
DESCRIERE SCHRODINGER

Asa cum semnalam cu altd ocazie, descrierea Schrédinger - echivalenta de altfel cu
celelalte descrieri cuantice - permite o abordare matematica mult simplificata si ofera
posibilitatea unor interpretari mai directe a rezultatelor,ceea ce o recomanda pentru
expunerile teoretice cu caracter didactic. Acesta e motivul pentru care in cele ce
urmeaza vom folosi formalismul Schrodinger cu precadere fara insa a abandona alte

formalisme care — ocazional — se dovedesc a fi mai potrivite.

1.1 DESCRIEREA SCHRODINGER PENTRU PARTICULA
CUANTICA IN CAMP DE FORTE EXTERN

Vom considera in cele ce urmeaza o particula cuantica ce evolueaza intr-un camp de
forte ce deriva din energia potentiala U =U (F) independenta de timp. Evolutia
acestei microparticule va fi descrisd de o functie de unda ‘I’(F ,t) solutie a ecuatiei

Schrédinger dependente de timp

2
Oyt U(F)¥’=iha—yj (8.1)
2m ot



Cautam pentru aceastd ecuatie o solutie particulara de forma:
(7, )= ulF)- £(2) (8.2)

Introducem 1n ecuatie si obtinem

2
l[—h—Au+U(17)u]=ih-7— (8.3)

u| 2m

Se observa ca membrul stang al acestei ecuatii depinde numai de ¥ in timp ce
membrul drept depinde numai de timp. O astfel de egalitate va fi posibilda numai daca
ambii membrii sunt egali cu o constantd, in general complexa, pe care o vom nota cu

C astfel ca va rezulta sistemul format din ecuatiile

n Y _
ih o cf (8.4)
h2
——Au+U(F)u=Cu (8.5)
2m

Ecuatia (8.4) admite prin integrare, solutia:

_LCt

f(©)=foe 7 (8.6)
in care fy este o constanta de integrare. Rezolvarea ecuatiel (8.5) presupune sd se
cunoasca U (F ) Cazul cel mai simplu pentru noi este acela al particulei libere (pe
care deja l-am studiat) in care U (17 )= Uy = const .

Am vazut ca in acest caz obtinem solutii de forma

u(F)= ael (8.7)
Inlocuind aceasta solutie in (3.5) si presupunand u # 0 rezulti

-2

P Lu,=c (8.8)

2m

Aceasta relatie reprezinta o conditie impusa vectorului p pentru ca solutia particu -
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lara presupusa (8.7) sa satisfaca ecuatia (8.5) pentru particula libera.

Vectorul p poate fi real sau complex. Functiile u(F ) vor trebui sa fie marginite in

intreg spatiul pentru a asigura astfel marginirea functiilor ¥ care trebuie sa fie

integrabile in modul patrat. Marginirea functiilor u(? ) impune ca vectorul p sa fie

real.
i_._ i i i i
—pr o 20 T B A 4 ggm-l

Intr-adevir,e”” =e? = .e el in care A desemneaza coordo-

i

P ; -
natele x, y si z.Presupunem ci % —q+ifastfelci el =e'% . o7P

iAa

Se observi ci pentru orice valoare a lui A4, e'*? este mirginitd in modul, in schimb

e P 5w sl anume

— pentru >0 cand 4 - —o©

— pentru <0 cand A > ©
Singura posibilitate este =0 ceea ce presupune ca p, si fie real rezultand astfel p
real. Desprindem astfel in virtutea relatiei (8.8) semnificatia fizica a constantei C ca

fiind energia totala a particulei libere pe care o vom nota in continuare cu E si

observimca Uy < E <o0.

Vom admite ca nu numai in cazul particulei libere ci in general ecuatia care
stabileste valorile posibile ale energiei unei particule aflate intr-un camp de forte ce
deriva din energia potentiala U (17 ) este

hZ
——— Au+UF)u=Eu (8.9)
2m
Si in acest caz functiile u(l7 ) vor trebui sa satisfacd anumite condifii numite de
regularitate pentru a asigura functiei ¥ proprietatile de marginire si de integrabilita-
te in modul patrat.

Ecuatia (8.9) este chiar ecuatia Schrodinger indepenpendenta de timp.
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Vom intelege prin colectiv statistic ansamblul format din sistemul cuantic
supus investigatiei, conditiile fizice in care acesta evolueaza (liber sau in prezenta
interactiilor) si din totalitatea conditiilor experimentale bine determinate in care
aceasta evolutie se produce. Vom admite cd functiile de unda &”(F,t) solutii ale

ecuatiei Schrodinger temporale (8.1) de forma

iy

P(F,t)=ug(Fle (8.10)
descriu colective statistice in camp de forte, caracterizate prin energie E bine
determinatd. Aceasta inseamnd cd in urma fiecarei masurari a energiei sistemului
cuantic va rezulta valoarea E.

Ecuatia lui Schrodinger independenta de timp admite solutii oricare ar fi t ,insa nu
orice solutie a acestei ecuatii prezinta interes fizic ci numai acelea ce satisfac
anumite condifii:

1) sa fie continue si cu derivate partiale continue in toate punctele spatiului in
care U nu este singulara;

1) sa fie uniforme, adicd sd asocieze fiecarui punct din spatiu o valoare

determinata;
111 ) sd fie marginite in intreg spatiul.
Se observa ca functiile u(? ) nu trebuiesc sa fie integrabile in modul patrat conditie
impusa doar solutiilor Y’(F ,t) ale ecuatiei temporale. Exista si situatii in care aceasta
conditie este indeplinitd dar nu este o conditie impusa. Daca am impune aceasta
conditie nu am mai obtine un sistem complet de solutii pentru ecuatia Schrodinger
independenta de timp. Functiile u(?) care satisfac (8.9) in conditiile i) — iii) se
numesc functii proprii ale energiei, iar valorile E bine determinate corespunzdand

acestor functii proprii se numesc valori proprii, totalitatea valorilor proprii alcatuind



un spectru al valorilor proprii care dupa cum am semnalat cu altd ocazie poate fi
discret, continuu sau mixt.

Spectrul discret este alcatuit dintr-un §ir de valori proprii discrete {E i} ale energiei.

Un astfel de spectru il vom intdlni cand vom rezolva ecuatia cu valori proprii a
operatorului hamiltonian 1n cazul oscilatorului armonic.
Spectrul valorilor proprii se numeste degenerat cand confine valori proprii E
degenerate. Spunem ca o valoare proprie E este multipla sau degenerati daca ii
corespund mai multe functii proprii liniar independente.

Fie E, o valoare proprie p — degeneratd. Asta inseamna cd acestei valori
proprii ii corespund p funcfii proprii u,;,u,, .., u,, liniar independente. in general,
functiile proprii corespunzand aceleiasi valori proprii nu sunt ortogonale dar li se pot
asocia functii proprii ortogonale.

Spunem despre un sistem de functii proprii ortonormat cd este complet daca
orice functie ce satisface conditiile de regularitate printre care §i aceea de
descrestere rapida la infinit poate fi dezvoltata in serie dupa functiile proprii ale

sistemului.

f#)=>c,u,(7) (8.11)

Convergenta seriei din dreapta catre f nu se impune decdt in medie patratica. Vom
considera insa in cazurile de interes fizic, ca aceasta convergenta este asiguratd punct

cu punct, astfel ca

¢y = | u, (F)f (F)dF (8.12)

Proprietatea de completitudine este exprimata de relatia de completitudine sau de

inchidere J“f‘zdf = Z‘cn‘z .



Intr-adevar,

Imzdf:jf*fdf:j(z:c;u:)(zf:juj]df=zzc;cjju;ujdf=

4 (8.13)
* 2
= chcj5nj =2l
Jjsn n
Daca mai considerdm inca o functie g(? ) =>d u; (F ) se obtine, cd
J
[frgdaF=Ycd, (8.14)

Spectrul continuu este acela ce contine valori proprii ale energiei ce acopera un

interval. Exemplul il ofera particula libera cu energia E € [U 0 ,oo).

Spectrul mixt este format din zone acoperite de spectrul discret §i zone acoperite de
spectrul continuu. Un astfel de exemplu il ofera campul de forte columbian prin
energiile starilor stationare in care se gasesc electronii pe orbite si ale caror valori
formeazda o zond de spectru discret. lonizind atomul, electronul obfinut in urma
ionizdrii devine particuld libera si manifestd un spectru continuu al valorilor proprii
ale energiei. Solufia generald a ecuatiei (8.1) se cautd sub forma unei suprapuneri de
solutii particulare de forma (8.10).

Vom considera deci o dezvoltare a functiei de unda y dupa functiile proprii u,

ale energiei:

(7, 0)=3 4, (6)u,(7) (8.15)

k

Introducem aceastd expresie in ecuatia (8.1), o inmultim cu u] (F) apoi integram

ambii membrii ai acestei ecuatii pe tot spatiul si tinem seama ortogonalitatea

functiilor {u;} .Se obtine

d4;(t)
dt

it =E;A;(1) (8.16)



care admite pentru coeficientii A, () solutiile

7Ek

A (t)=AVe n (8.17)

astfel ca solutia generald a ecuatiei Schrodinger temporare pentru particula cuantica

care evolueaza in camp de forte ce deriva din energia potentiald U(F) constantd

In timp se scrie:
_ig
Wi, t)=Y AV " u (¥) (8.18)
k

Coeficientii A,Eo)se determina din conditiile initiale si presupun cunoasterea functiei

P(7,0):

#(7,0) =Y 4", (7) (8.19)
k
Rezulta in baza proprietatilor de ortonormare a functiilor proprii ale energiei,
= [ u (F)P(F,0)d (8.20)

si
(|7, dr_Z\A t)’ _Z\A I =1 (8.21)

Am stabilit ca functia S”(F ,t) exprimata prin relatia (8.10) descria starea sistemului in
care energia totala avea valoarea E. S@ estimdm acum energia sistemului in starea

descrisd de functia Y’(F,t)=ZAk(t)uk(F).Pentru a realiza acest demers vom
k

considera din nou ecuatia lui Schrodinger pe care o vom Tnmulti cu ¥ apoi vom
integra ambii membrii ai egalitatii obfinute pe intreg spatiul coordonatelor. Se obtine:

n’ _ _ L 0¥
———[ ¥ AP dF + [UF)P* PdF =in| ¥+ =dF (8.22)
m ", 7 r a



Tinand seama de relatiile

dA, (t ) o
V) — == B (¢)
-2 o
s1 observand ca 5— + U(F) = E rezulta relatia
m

E= zk:Ek‘Ak(t)‘z

care arata ca E este constanta in timp. In plus, avem

zk:‘Ak(t)‘z =1 si
w(F,t)= ZAk (e (F)

A=x,ysauz

(8.23)

(8.24)

(8.25)

Comparand aceste rezultate cu situatia din statistica referitoare la variabila aleatorie z

care 1a valorile z; cu probabilitatile P,



2= z,P; (8.26)

ZPi =1 (8.27)
si oprindu-ne atentia asupra variabilei aleatorii E care manifesta valorile posibile E

constatdm cd in baza acestor relatii statistice — s1 mecanica cuanticd fiind o disciplina

esential statistica — se ajunge la concluzia ca probabilitatea ca energia sistemului sa
: 2 . 9 .
ia valoarea E este Py = ‘Ak (t)‘ . Distingem doua cazuri:

1) daca E, este nedegenerata

Py, =|Af? (8.28)

‘2
1) dacd E, este degenerata
P, =314, ()] (8.29)

A, fiind coeficientul asociat valorii proprii E, . Se observa ca aceste probabilitati
sunt independente de timp. In concluzie, energia sistemului descris de Y’(F,t) solutie

a ecuatiei Schrodinger pentru particula cuanticd care evolueaza in camp de forte ce
deriva din energia potentiald U constanta in timp, nu este bine determinatd ci numai
Statistic determinata.

Un caz particular al problemei il constituie cazul starilor stationare. O stare

stationara este descrisa de functia
Y Yy
P(r,t)=u,(Fle " " = ZAE,o)un(F)e " in care A,(,o) =0 m
n

Probabilitatea de realizare a valorii proprii E, este:

1 pentru E, =E,,

P =‘A(0)‘2 =5 =
" " Y/ pentru E, # E,,

Rezultd asadar ca in starea descrisa de functia proprie u,, se va obtine prin masura -
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rea energiei particulei cu certitudine valoarea E,,, o alta valoare E,#E,, fiind

exclusa. Ajungem din nou la concluzia semnalata de altfel si cu alte ocazii ca intr-o

Stare stationara particula cuantica manifesta o valoare a energiei bine determinata.

1.2 SOLUTI ALE ECUATIILOR SCHRODINGER
IN CAZURI PARTICULARE DE INTERES

Dependenta de ¥ a energiei potentiale ce caracterizeaza campul de forte in care
evolueaza o particuld cuantica stabileste comportarea acesteia descrisd de functia de

undd ¥(7,) solutie a ecuatiei Schrodinger temporale. In aceasta sectiune insa, vom

analiza cateva cazuri de interes fizic in care ne vom ocupa de rezolvarea ecuatiei cu
valori proprii ale energiei (8.9) care defineste spectrul energetic si cuantificarea unor
marimi fizice cum ar fi: pulsatia, impulsul sau momentul cinetic. Vom aborda treapta
de potential si bariera de potential ( cu explicarea efectului tunel ) ce se pot interpune
in calea unei particule libere care se deplaseaza rectiliniu §i uniform in directia axei
Ox, groapa cu peretii infiniti si aceea cu peretii finiti, oscilatorul armonic cuantic si
problema campului central coulumbian.

Toate aceste cazuri sunt modele idealizate ale unor situatii fizice concrete.
Astfel efectul tunel explica emisia la rece a electronilor dintr-un metal, dezintegrarea
a sau functionarea diodelor tunel, groapa de potential a fost folosita de Sommerfeld
in explicarea proprietatilor metalelor, oscilatorul armonic explicd radiatia termicd sau

difuzia luminii, cdmpul central coulumbian 1l intdlnim la atomul de hidrogen ,etc.

1.2.1 TREAPTA (SALTUL) DE POTENTIAL.
Analizdm evolutia unei particule de masda m care se deplaseaza rectiliniu dupa o

directie pe care o vom considera drept axa Ox intr-un camp de forte ce deriva dintr-o
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. . 0 pentru x <0
energie potentiala U (x) de forma: U (x) =
U, pentru xz=0

Se constata ca in x=0, functia potential U (x) prezintd un salt ce defineste o treaptd de

indlfime U, si care separd semiplanul superior in

U(x) 4
doud regiuni: regiunea I din care vine particula ca
particuld libera cu o anumita energie cinetica E, si
Uo

regiunea II in care particula—in afara energiei 1
cinetice E .— va suporta efectul unei energii potentiale 5 >
constante U, .

. . 9 . . Figura 8.1
- Sub aspect clasic, energia totala a particulei,va fi:

_my f

E=E, = P , in regiunea | ;

2
E=E.+U,= m;” + U,, in regiunea II.

20,

Conservarea energiei stabileste ci v,, = ,|v; — . Distingem doud cazuri :

2
my;

1) >U,
In acest caz, particula patrunde in regiunea II si se va propaga in continuare in directia
x cu viteza diminuata, v, <v,.
2
my
L <y,
2

Aceasta situatie nu este compatibild cu o propagare in continuare si particula se va

i)

reflecta pe limita x=0 a treptei de potential intorcandu-se in regiunea I.

- Sub aspect cuantic, vom nota cu u,(x) si respectiv u,(x) functiile proprii ale

energiei ce descriu evolutia particulei in regiunile I si II care verificd ecuatiile cu

valori proprii (8.9) ale energiei scrise pentru fiecare dintre cele doua regiuni:
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hz dzul

~om o2 = Fu,, pentru x <0 (8.30)
m dx
2 2
d
—j— "22 +Uyu, = Eu,, pentru x> 0. (8.31)
m dx
Vom folosi notatiile
K2 = 2;’_1"2E (8.32)
2 2m
k; = h—Z(E ~U,) (8.33)

J?
astfel ca ecuatia (8.30) se scrie —u21 + kiu; =0 si admite solutii de forma:

u,(x)=A;e™1* + Be 1 (8.34)
A;s1t B, fiind constante ce vor rezulta impunand functiei u, conditiile de regularitate

aceasta Tnsemnand marginire, continuitate $i sa admita derivate continue.

1X

- Primul termen din (8.34) contine factorul de fazd ™ ce evidentiazi o propa -
gare in sensul pozitiv al axei Ox si il vom atribui undei asociate microparticulei
incidenta pe treapta in pozitia x=0 ce marcheaza limita distributiei potentialului (unda

progresiva), coeficientul 4; reprezentand amplitudinea acestei unde asociate.

- Termenul al doilea evidentiaza propagarea in sensul negativ al axei Ox a undei

reflectate pe limita x=0 a treptei de potential (unda regresiva), B; fiind amplitudinea

acestei unde. Cum B; este In general diferit de 4; in mod necesar se evidentiaza un

B .. :
coeficient de reflexie r =—L . Rezolvarea ecuatiei (8.31) presupune considerarea a
1

doua situatii:

1. E>U,
In acest caz k 22 > (. Ecuatia caracteristica va admite solutiile t ik ,, astfel ca
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uz(x) = A,e™* + B,e™* (8.35)
Si in acest caz primul termen descrie unda progresiva in regiunea I1.
Al doilea termen reprezentand unda regresiva in aceasta regiune este lipsit
de semnificatie fizicd intrucat, regiunea II fiind infinitd nu ne putem confrunta cu o

reflexie, motiv pentru care in mod necesar B, = 0. Unda descrisa de u,(x) fiind o

unda transmisa cu amplitudinea A, vom introduce §i un coeficient de transmisie

t = =2 Pentru exprimarea coeficientilor 4,, 4,, B, scriem conditiile la limita x=0
1

u;(0)=u,(0) (8.36)
‘% - % y (8.37)
din care rezulta relatiile:
A, +B; =4, (8.38)
kI(AI —Bz)=k2A2 (8.39)

Sistemul format din aceste doud ecuatii, contine trei necunoscute astfel incat vom
exprima amplitudinile undelor reflectata si transmisa in functie de amplitudinea
undei incidente. Obtinem

2k, k; -k,

=M 4. =1772 40 3.40
kK +k, U0k vk, ! (3-40)

A,

Rezultd pentru r §1 ¢ expresiile
k; -k 2k
p=—1_"2. 4= 1
k; +k, k;+k,

(8.41)

care permit exprimarea reflectantei R = #° §i a transmitantei T = £. Se verifica si
cuantic conservarea energiei
R+T=1 (8.42)
2.E<U,
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In acest caz E —U, < 0 si vom nota

E-U=-k* (8.43)
Ecuatia (8.31) devine:
FE:
Y2 ku,=0 (8.44)
2
si admite solutii de forma
u,(x)=Ce™ + pe™ (8.45)

Marginirea la infinit a functiei u, (x) presupune in mod necesar C=0. Ne confruntam

insd cu o densitate de probabilitate de localizare a microparticulei in regiunea 11

diferita de zero dar care va descreste exponential cu cresterea lui x.

P, =‘u2 (xxz =‘D‘2e_2kx (8.46)
Descresterea va f1 cu atat mai pronuntatd cu cat diferenta U, — E va fi mai mare.
Acest aspect evidentiazda o comportare cuanticd a microparticulei diferitd de cea
clasica in care regiunea Il este total inaccesibila microparticulei. Observam asadar ca
din punctul de vedere cuantic exista o sansa de localiza microparticula in regiunea 11
in apropierea lui x=0. Aceastd sansa este cu atdt mai semnificativd cu cat energia

cineticd a microparticulei este mai mare §i cu cat evaluarea ei se considera intr-un

punct mai apropiat de x=0.
1.2.2 BARIERA DE POTENTIAL. EFECTUL TUNEL

Consideram o microparticuld de masd m care se deplaseaza in directia axei Ox si

intdlneste in x=0 o barierd de potential dreptunghiulara definita de functia

U( ) 0 pentru x<0 si x>a
X)=
Uy pentru0<x<a

14



reprezentatd in figura 8.2. Presupunem ca particula se misca in sensul pozitiv al axei

Ox si atinge limita x=0 a barierei cu energia cinetica

U(x) 4
Eo = E .
. . . A . Up
-Sub aspect clasic, particula poate ajunge in regiunea
11l numai daca E >U,. I 1
PentruE < U, (ca si in cazul treptei de inal{ime U,) 5 - >
ea se reflecta in x=0.
Figura 8.2

-Sub aspect cuantic unda incidentd se poate reflecta
sau poate strapunge bariera prin efect tunel
pitrunzand in regiunea III. In acest caz bariera va fi devenit transparentd.
Strapungerea barierei este conditionata de extinderea acesteia s§i de energia
microparticulei. Pentru o barierd suficient de extinsd sau o microparticula cu energie
cineticd suficient de mica, efectul barierei va fi acelasi cu al saltului de potential. Nu

vom mai relua discutarea cazului E > U, intrucit aceastd discufie nu va aduce ceva
nou fatd de problema saltului de poten -
tial. Asa cum am semnalat, cazul E < U, devine insa interesant de aceea vom rezolva

ecuatia lui Schrodinger independentd de timp in acest caz pentru fiecare dintre cele

trei regiuni:

d’ 2
p uzl +h_’;1E"1=0 pentru x<0
X
d? 2
d u22 _h_’:i(Uo_E)u2=0 pentru 0 <x<a
X
d’u; 2m
d x? +h_2E”3=0 pentru x> a
X
Vom nota 2mE =k?; Z_m(U _E)=a’
hz hz 0

15



obtinand astfel solutiile:

u;(x)=A,e™ + Be™™ ; x<0
u,(x)=A,e™ + B,e™ ; 0<x<a
u;(x)= A;e™ + Bye ™ ; x>a

Primul termen din u,(x) corespunde undei progresive ce se propagad spre

bariera iar termenul al doilea, undei regresive reflectate. Cum in regiunea Il nu

exista unda regresiva rezulta in mod necesar B; = 0. Impunem conditiile la limitele 0

sia:
du, du,
ul‘x=0 =u2‘x=0 g dx - dx
x=0 x=0
‘ ‘ duZ du3
2x=a = M3ly=a 7 -
dx | ._, dx| _,

Vom obtine ecuatiile:
i) ik(4; - B;)=a(4, - B,)
i) A,e™ + Bye™™ = A;e™
iv) a(AZea“ —Bye™ )= ikA;e™
impér;ind prin A; aceste ecuatii i introducand notatiile

bIEﬁ,‘“z:ﬁ,'b2=ﬁ"“3=ﬁ;”=g
A, A, A, A, k
ecuatiile devin:
1. 1+b;=a, +b,
1. i—ib; =na, —nb,
aa

iii). a,e®™ +b,e™ ™ =ae"™"

. — . ik
ivy. n(azea“ —b,e a“)= ia;e™
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Introducem transparenta D a barierei ca fiind raportul intre intensitatea undei in

regiunea Il care a reugit sa treaca prin bariera si intensitatea undei incidente

(8.47)

Pentru a stabili expresia transparentei ca functie de marimile presupuse cunoscute m
U,, E, a inmultim ecuatia 1; cu unitatea imaginard i = J-1 si 0 adunam la ecuatia
11; obtinand relatia
2i=(n+i)a,—(n-i)b, (8.48)
Inmultim apoi iii, cu i si scizand rezultatul din iv, rezulti:
(n—1)e*a, —(n+i)e b, =0 (8.49)
Rezolvam sistemul format din ultimele douad ecuatii si gasim

2i(n+i)e "

a. = (8.50)
? (n+i) e —(n-i) e
2iln—i)e*
b, = - _(aa ) o (8.51)
(n+t) e —(n—z) e
Introducem aceste expresii in 111, §1 obtinem expresia pentru a;:
a, = dni ¢k (8.52)

(n+i) e —(n—i)e™

J2m(U, - E)
h

Valorile aa = a sunt de reguld mult mai mari decat unu astfel ca vom

[2

neglija termenul de la numitor care contine factorul e”*“. Aproximam astfel a; prin

expresia
ika

a; ~ —ML{““ (8.53)

(n— i)
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astfel ca (8.47) se va scrie

16”2 -2
D= e 8.54
‘nz + 1 jz (8.34)
U,-E U 16n’
in care n’?=—2 =—%_1. Se constatid ci factorul D, = 26n > este de
E E n°+1
ordinul unitatii, rezultand in definitiv,
—2aa 2a
Dxe ™ =exp —7\/2m(U0 - E) (8.55)

Aceastd expresie evidentiaza o scadere semnificativa a transparentei cu cresterea
masei m a particulei. Efectul tunel este absurd din punctul de vedere clasic neavand
corespondent in fizica clasica. Explicarea cuantica a efectului tunel se bazeaza pe
principiul de incertitudine in virtutea caruia - din punctul de vedere cuantic - energia
totala a particulei nu poate fi considerata ca suma intre energia cinetica §i cea
potentiala intrucat aceasta ar insemna ca la un acelasi moment energia cinetica — si

implicit impulsul p al microparticulei — si energia potentiala — deci implicit pozitia x a

»

acesteia — ar avea (simultan deci) valori yx)

precizate, situatie exclusa de principiul de i
2
incertitudine care stabileste ca impulsul §i %/
o o 2 Z U
porzitia variabilei conjugate canonic in fizica ? / / max
clasica sunt observabile incompatibile in %// % N

teoria cuantica. In acest sens, daca energia -

cinetica a microparticulei este precizata la Figura 8.3

un anumit moment, in acel moment nu se

poate afirma nimic despre valoarea energiei potentiale.

Bariera de potential dreptunghiulard este insd numai un model simplificat de bariera,

care permite sd se considere o barierd de potential de o forma oarecare cum ar fi aceea

18



prezentatd in figura 8.3 ca o succesiune de bariere dreptunghiulare de latimi Ax; si
avdnd indlfimile U(x; ). Particula incidenta cu energia E < U(x) va intimpina bariere
numai in regiunea delimitatd de x; six,.

Considerand in expresia (8.55) si factorul D, obtinem pentru transparenta D; a

—i/ZmiUix,- -E 5-Ax,~
h

barierei definite de zona Ax;expresia D; = D,,e

Un rationament simplu efectuat in baza observatiei ca amplitudinea undei incidente pe
bariera i este egald cu aceea rezultatd din bariera i-I prin efect tunel, aratd ca

transparenta totald a celor n bariere confinute in zona (x I,xz) rezultd ca fiind

produsul transparentelor celor n bariere:

—;iJZmlU(xi »E |-Axi
D=D01 ‘D02 "'Done i=1 (8.56)

Prin divizarea din ce in ce mai find a intervalului (x;, x, ) si notand

D, =£’)’:o(D01 Dy, "'Don)

se obtine in definitiv printr-un proces de trecere la limitd in (8.56), expresia

transparentei D a barierei de formd oarecare definita de functia U(x).
—EJ.Z 2m|U(x)-E|dx
hx
D=Dje (8.57)

1.2.3 GROAPA DE POTENTIAL CU PERETII INFINITI

Vom considera acum o groapd de potential definita de o distributie unidimensiona-

12 a potentialului de forma:

U( ) 00 pentru x<0 si x>a
X )=
0 pentru 0<x<a
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O particula cuantica de masa m si energie
E se misca liber in cadrul limitelor x=0 si 7
x=a.

Sub aspect clasic, energia particulei 11

ce evolueazd in acest camp de forte poate

N

avea orice valoare. Cuantic, expresiile

[e)
Qo
>

energiilor posibile vor rezulta prin Figura 8.4
rezolvarea ecuatiei Schrodinger ca valori
proprii ale operatorului hamiltonian observand ca in regiunile I si II functiile de unda

sunt nule, in timp ce in regiunea II functia de unda u, (x) va trebui sd satisfaca

ecuatia Schrodinger independenta de timp

n? d’u,
-— =Eu,. 8.58
2m dxg 2 ( )
2
Notim k? = ZmZE si obtinem ecuatia u22 +kZu , =0 cu solutia oscilantd,
h dx
u, (x)=Asin kx + B cos kx (8.59)

in care constantele A si B sunt arbitrare ce vor rezulta impunand conditiile de

continuitate ”1‘x=0 = ”2‘x=0 =0 s1 u2‘x=a = u3‘x=a =0.

Obtinem B =0 si Asinka = 0 .Anulareca ambelor constante nu are semnificatie fizica
de interes, astfel ca va rezulta sin ka = 0 care presupune
ka=nr cu nel”Z

In acest fel, valorile k vor defini un spectru discret de valori k, generand in acest

mod un spectru discret al energiilor:

B2 g2
E,=—=_n? (8.60)
2m a2
Concluzia care se desprinde este ca din punct de vedere cuantic, energia
particulei ce evolueaza in interiorul unei gropi de potential cu perefi infinifi nu poate
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avea orice valoare ci numai valori cuantificate. Starea fundamentala corespunde

2 2
. - < : . h - S
valorii n;. In aceasta stare particula are energia E; = 2——251 impulsul particulei
m q

< T
va avea corespunzdtor valoarea p; =.2mE ; =h—.
a

o0 a
.o . .. % %
Constanta 4 se determina din conditia de normare Iun u,dx=1= j u,u,dx , sau
0

—o0

echivalent

. 2 W7 : S 2 .., .. :
sin’ == xdx =1 din care rezultd A= \/: st in definitiv, expresia ce defineste
a a

AZ

S ey

functiile de unda:
2 . nx
un(x)=\/:sm—x (8.61)
a a
Aceasta expresie stabileste ca undele asociate microparticulei in interiorul gropii sunt

unde stationare cu lungimile de unda aviand

= U=0 U=w
valori cuantificate egale cu 2n_a si - depinzand Z 1 %;
de nivelul energetic cuantificat de n’- . Z o I é -
probabilitatea de a gasi particula in interiorul % éEZ
gropii de potential este maxima in regiunea in é u Z
care ‘u‘z are un maxim asa cum se poate urmari é %El R
in figura 8.5. Figura 8.5 i

1.2.4 GROAPA DE POTENTIAL CU PERETII DE INALTIME FINITA

Vom stabili acum functiile proprii si valorile proprii ale energiei unei particule de

masa m aflata in interiorul unei gropi de potential cu peretii de indltime finita U, .
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Cazul de interes ce se desprinde din tabloul fizic propus este cel in care energia E a
particulei este mai mica decat indl{imea U, a peretilor.
Distributia de camp potential se exprima prin

U( ) U, pentru x<0 si x>a
X)=
0 pentru 0<x<a

si este reprezentata in figura 8.6.

: . 2 : 2
Folosind notatiile & =—’;1(U0 - E) si k? E—TE
AUK) h h
ecuatiile Schrodinger scrise pentru zonele LII s1 IIT ,
Uo I vor admite solutiile
I 11 11 uy;(x)=A4;;e* + By ;e
uz(x)= A, sinkx + B, cos kx
0 a X Conditiile de marginire impuse functiilor u; la — o
si u, la +o presupun in mod necesar anularea
Figura 8.6

constantelor B; si A;. Impunind conditiile la limita

in punctele de discontinuitate ale potentialului adica in x=0 si x=a se obtin relatiile:
A; =B,
aAd; = kA,
A, sinka + B, coska = B;e™™

kA, cos ka — kB, sinka = —aB;e™ ™

Conditia de compatibilitate a acestui sistem liniar cere anularea determinantului

. . 2k 5 . . :
principal din care rezultd #g ka =2—az. Inlocuind expresiile pentru k si a, se

k- —«a
1/EiU,,—Ei

2E-U,

2
obtine ecuatia transcendenta #g % N2mE =
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Pentru a rezolva aceastd ecuatie, notam x= JE, p= %x/Zm  f (x)s tgfix,

g(x) 2x\U, - x°

si ecuatia se scrie f (x) = g(x).Reprezenténd grafic functiile f{x)

s1 g(x), intersectiile celor doud curbe vor defini un spectru discret al valorilor x, si
implicit E, cu n intreg.
Functia g(x) se anuleaza in x=0 s1 x=,/U, asa cum se observa in figura 8.7 si

admite o asimptotda verticald in

»

f(x), g(x)1 v,
X=.—.
2

|
|
|
|
|
|
NI
LN

v

Anularea determinantului princi-

S
0w
b

pal in virtutea teoremei lui Rou -

N
3N
>

’
—_———— -

ché permite exprimarea a trei

Figura 8.7 dintre coeficienti 4;, A,, B,,
B; in functie de al patrulea care se va determina din condifia de normare impusa

functiilor u(x):

0 a )
* * *
J‘ululd.x+J‘u2ude+Iu3u3dx=1
—o0 0 a

Se observa ca si in acest caz densitatile de probabilitate de localizare a microparti-

culei in regiunile I §i Il vor fi nenule scazdand insa rapid cu departarea de peretii

gropii.

P, = u;ul = Alze_za‘x‘

% 2 2ax
P; =u;u; = Bje
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