CURSUL 7

FORMALISMUL SCHRODINGER

Intre anii 1923 si 1927 au fost puse bazele teoriei cuantice in doud formuliri
echivalente: mecanica cuantici matriceald, datoratd lui Heisenberg, Born si
Jordan, s1 mecanica cuanticd ondulatorie, intemeiatd cam in acelasi timp de
Erwin Schrodinger (1887 —1961).

Mecanica matriceald asociaza observabilelor fizice matrici, operand astfel
cu o algebrd necomutativa in care ecuatiile de migcare ale variabilelor dinamice
ale unui sistem cuantic sunt ecuatii intre matrici, admitandu-se in baza principiului
de corespondentd cd aceste ecuatii sunt formal identice cu ecuatiile asociate
sistemului de fizica clasica.

Mecanica ondulatorie porneste de la teoria de Broglie asupra undelor de
materie. Schrodinger aprofundeaza si generalizeaza aceastd notiune, construind
ecuatia de propagare a functiei de unda care descrie un sistem cuantic. El a aratat
ca — desi, aparent ireconciliabile — cele doua formalisme sunt echivalente fiind
doua formulari particulare ale aceleiasi teorii. Dirac a definitivat formalismul
general al teoriei cuantice, obtindnd o teorie cuantica nerelativista a particulelor
materiale $i a completat-o cu o teorie cuantica a campului electromagnetic, pentru
a reusi sa trateze coerent problema interactiei campului electromagnetic cu
sistemul de particule materiale in aproximatia nerelativista. Tot Dirac a elaborat si
teoria cuantica relativista a electronului in baza lucrarilor lui Born, Heisenberg si
Bohr.

Formalismul Schrodinger permite o abordare mai comodda a bazelor
mecanicii cuantice, operand cu un limbaj mai familiar si anume cu acela folosit in
teoria undelor s1 cu o matematica mai simpla aceea a ecuatiilor cu derivate
partiale. Acestea sunt motivele pentru care expunem formalismul general al teoriei
cuantice “In varianta mecanicii ondulatorii”.

7.1 ECUATIA SCHRODINGER

Ecuatia fundamentald a mecanicii cuantice nerelativiste este ecuatia lui
Schrodinger :
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In aceasti ecuatie, m reprezinti masa particulei, U energia sa potentiali, h
. oA e h .
constanta lui Planck exprimata in unitati 2z ,(h =5 ), simbolul A operatorul
V4

lui Laplace, ¥ functia de undda asociatid microparticulei, t timpul, iar i =~—1 .
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Se consideraca ¥ =¥(r,t), astfel ca AP =V2y = 5’2 + 52 + 52
2 A

iar expresia explicita a functiei ¥ depinde de U, adica de natura fortelor ce se
exercita asupra particulei cuantice.Ecuatia lui Schrodinger nu poate fi dedusa din
alte ecuatii, fiind de sine statatoare in teoria cuantica.

Mecanica ondulatorie se dezvoltd in baza acestei ecuatii, considerata ca
unul dintre principiile fundamentale ale teoriei cuantice. Schrodinger a construit
aceastd ecuatie in baza unei analogii intre principiul lui Fermat din optica ce
stabileste fraiectoria razei de lumind, $1 principiul minimei actiuni din mecanica
analitica ce defineste traiectoria particulei.

Intr-un camp de forte stationar, functia U nu depinde explicit de timp. In
acest caz, functia ¥ (r,t) admite o descompunere sub forma unui produs intre un

factor spatial si unul dependent numai de timp:

E
F(x,y,z,t)= l//(xyyyz)exp(_i%t) (7.2)

in care E reprezintd energia particulei, care in cazul stationar ramane constanta in

timp. Introducand (2.252) in (2.251) se obtine dupa simplificari
2

—h—At//+Uy/=Et// (7.3)
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Aceastd forma a ecuatiei lui Schrodinger se numeste ecuatie Schrodinger pentru
stari stationare sau independentd de timp, spre deosebire de ecuatia (2.251) pe
care 0 vom recunoaste ca ecuatie Schrodinger temporald.

7.1.1. ECUATIA SCHRODINGER PENTRU PARTICULA

Justificdim ecuatia Schrodinger (2.251) pornind de la expresia undei de Broglie
asociate microparticulei:

¥ =aexp|-i(wt —kx)| (7.4)
A .. E . 2r 2np :
Tinand seama de relatiilew =—s1 K =——=——, se obtine
h A h
i
Y= aexp[%(px - Et)} (7.5)

Aceasta ultimd forma conduce prin derivare la expresiile:
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particular unidimensional al ecuatiei (7.1)
Mentionam ca aceasta schema de rationament are un caracter pur formal §i nu
constituie o deducere a ecuatiei lui Schrodinger. Pentru a evidentia o interpretare
a functiei de unda ¥ continute in ecuatia lui Schrodinger, sa observam ca trecerea

de la unda pland clasica (7.4) la unda pland cuantica (7.5) a presupus o relatie

3 si cum In mecanica nerelativista

v
+UY¥=ih aa_t care reprezinta cazul

cuantica intre vectorul de undd k& si impulsul p al microparticulei, concretizata prin

aparitia constantei % a lui Planck, ce are caracter pur cuantic.

In timp ce functia ¥ din (7.4) are o interpretare fizica clara, fiind elongatia
undei monocromatice plane la momentul t in punctul de abscisa x, cu implicatii in
definirea intensitatii undei, functia ¥ din (7.5) exprima o unda plana cuantica, o
unda generalizata a carei semnificatie fizica nu mai tine de prescriptiile fizicii
clasice ale unei atribuiri individuale, ci are un caracter statistic. Semnificatia
functiet ¥ care intervine in ecuatia (7.5) va rezulta clar Tn urma analizei
rezultatelor obtinute in experientele de difractie a particulelor pe retele de difractie
sau pe lame policristaline, cunoscute ca experiente de tipul Debye —Scherrer.

Intr-o astfel de experientd se trimite un fascicul de electroni pe retea, in spatele
reteler fiind plasata o placa fotografica, pe care se vor forma inele de difractie
succesive. Maximele de diferite ordine ce se vor forma pe placa se datoreaza
ciocnirilor intre electroni si grauntii de bromura de argint ai placii fotografice. Mai
exact, fiecare electron va activa un graunte de bromura de argint. Un singur
electron nu poate produce o figura de difractie, deoarece — fiind indivizibil —
electronul nu poate activa mai multe graunte de material fotosensibil. Rezulta deci
ca electronii vor coopera in formarea maximelor de interferenta, fara insa a putea
preciza care electron a participat la formarea maximului de un anumit ordin.
Repetind experienta de mai multe ori cu acelasi numar N de electroni, vom

Ny
constata ca aceeasi fractiune —— N de electroni au definit maximul de ordinul intai,

< : N, : < <

o altd fractiune N totdeauna aceeasi — este raspunzatoare de formarea
maximului de ordinul al doilea si asa mai departe. O atare situatie reclama
considerarea calculului probabilitatilor. Un astfel de calcul se impune ori de cate
ori o anumitd experientd efectuatd in conditii prestabilite poate conduce la rezultate
diferite, fara insa a putea preciza la inceputul experimentului care dintre rezultate
se va obtine. Repetand experienta de un numar mare de ori in conditii identice se
constatd ca fractiunea din numarul total de experiente care conduc la acelasi
rezultat este un numar bine determinat, numit probabilitatea de realizare a
rezultatului respectiv.



In cazul difractiei electronilor, intensitatea unui maxim este proportionald cu
numarul de elctroni care lovesc placa fotografica in zona respectiva pe de o parte,

iar pe de alta parte este proportionala cu ‘5” ‘2 .
Constatam astfel cd expresia
2
P(x,, x5, x5, ) dxdx,dx, (7.6)

este proportionala cu probabilitatea de a localiza particula la momentul t in ele-
mentul de volum dx jdx »dx 3 ,centrat pe punctul de coordonate x;,x,,x;.

Conditia care se impune Insa pentru ca expresia sa reprezinte o probabilitate
este ca suma probabilitatilor de realizare a tuturor rezultatelor posibile sa fie
egala cu unu. Cu sigurantd, particula se va afla undeva in spatiu si, ca urmare,

integrala pe intreg spatiul din expresia de mai sus trebuie sd aibe valoarea unu,
ceea ce inseamni ci functia ¥ trebuie sd fie normatd. In aceste conditii marimea
‘Y/‘Zar reprezenta densitatea de probabilitate de localizare a microparticulei in
elementul de volum dx jdx >dx ;. Se observa insa cd unda de Broglie
Upry>
Y’(xl,xz,x3,t) =Ce’ (7.7)

nu este normabild, intrucat tinde la infinit pentru r — oo. Fasciculul de electroni
insd ocupa un domeniu finit din spatiu, astfel ca unda va fi descrisd de (7.7)
numai in acest domeniu, fiind nuld in afara acestuia. In acest mod, unda (7.7)
este normabild dar nu este normata. Prin alegerea corespunzatoare a constantei C,
ea poate deveni normata.

Aceastd interpretare statisticd a solutillor ¥ continute In ecuatia lui
Schrodinger se poate generaliza pentru un sistem de NN particule identice Astfel
expresia

‘T(xl,xz,...,x3N,tX2dx1dx2...dx3N (7.8)
este proportionala cu probabilitatea ca la momentul t, punctul reprezentativ al
configuratiei sistemului sa se gaseasca in elementul de volum dx jdx 5 ...dx 3 ,
centrat pe punctul de coordonate xj,x3,...,x3) . Daca functia ¥este si

normata, expresia (7.8) reprezintd chiar probabilitatea de localizare a punctului
repezentativ in elementul de volum specificat.

7.1.2 ECUATIA SCHRODINGER PENTRU UN SISTEM DE PARTICULE

Consideram un sistem de particule independente si admitem ca la scara cuantica,
exista o functie ¥(X1,X 3 sy X, ,t ) de forma
i
%(Zpkxk ~Et)
Y(X1,X) Xy t)=Ce (7.9)
pe care o vom numi functie de unda de Broglie pentru sistemul de particule

independente.Aceasta “unda” se “propaga” in spatiul cu m dimensiuni al
variabilelor x, adicd in spatiul configuratiilor s1 are caracter specific cuantic.



Semnificatia ei este cu totul diferita de semnificatia undelor clasice ce se propaga
in spatiul tridimensional §i a fost specificata in sectiunea anterioard. In expresia
undei (7.9) , E reprezintd energia totald a sistemului de particule

2 ri +U (7.10)
mk

iarpr (k=1,2,..,n)reprezintd componentele impulsurilor diferitelor parti -

cule. Ecuatia Schr('jdinger asociaté sistemului de particule se scrie
2 52w
— Z W oF +U¥%=0 (7.11)
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si admitem valabilitatea ei §i in cazul cand U depinde de variabilele de pozitie si —
eventual — de timp. Daca energia potentiala U nu depinde de timp, ecuatia (7.11)
— pe care 0 vom recunoaste ca ecuatie Schrodinger temporala — admite solutii de

forma (7.2)

i

t
PUX 53X 53000 X, 58 ) = W(X[3X 5 0000y X, JET (7.12)
in care functia ¥(xj;,x),...,Xx, ) verifica ecuatia:
n 2 2
-~ zh—a—yj+Uﬁ”=EY’ (7.13)

k=12mk oxj
numita ecuatie a lui Schrodinger atemporala (independenti de timp).
Pentru simplificarea scrierii, notdmx = (x1 1 X2y Xp ) si dx =dx jdx 5 ...dx,
astfel cd Y’(xl 2 X250 Xp ,t) Y’(x t)
= In baza interpretirii statistice a functiei de undi ¥ observam ci solutiile cele
mai importante ale ecuatiei Schrodinger sunt acelea pentru care integrala multipla

j...IY’*(x,t) P(x,t)dx = (P|¥) (7.14)

extinsa la intreg spatiul configuratiilor sistemului de particule, are o valoare finita.
Aceasta presupune ca ¥ sd aibd o comportare asimptotica corecta, intelegand prin
aceasta ca atunci cand x — © in spatiul configuratiilor, functia ¥ sa se anuleze
convenabil. Functiile ¥ pentru care integrala (7.14) este finita se numesc
normabile. Radacina patrata din <Y’ ‘Y’> in determinarea sa pozitiva se numeste

normd a functiei ¥, iar functiile ¥ a caror norma este egala cu unitatea se
numesc normate.

* Functiille de undd normabile se pot norma prin alegerea unui factor numeric
convenabil.

* Presupunand cd ¥; si ¥, sunt doud solutii normabile ale ecuatiei Schrodinger,

evident QTI ‘ — ‘5”2 ‘)2 > 0 din care rezulta ‘Y’I Hﬁ”z ‘ < é‘?’l ‘2 + %‘5”2 ‘2
sau, inca

J-‘Y’IHS”Z‘deEﬂﬁyl‘zdx+3ﬂ5”2‘2dx (7.15)
D D
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D fiind un domeniu finit din spatiul configuratiilor si cum

IY’I*(x,t)Y’Z (x,t);x < HY’I (x,t}‘&”z (x,txgx (7.16)
D D

iar integralele din membrul drept al relatiei (7.15) raman finite cand domeniul D
se extinde la intregul spatiu al configuratiilor €2, din (7.16) rezulta ca si integrala
din membrul intdai ale acestei relatii va ramdne finita, ceea ce demonstreazd ca
produsul scalar al functiilor ¥; si ¥, normabile, exista:

(e |#;)= jyfl x,t W, (x,t M x (7.17)

» Ecuatia Schrédinger fiind lmzara §i omogend, orice combinatie liniara cu
coeficienti ¢; §i ¢, constanti- in general complecsi- a functiilor normabile ¥; si

¥,  ¥=c,¥ +c,¥va fi normabili. In plus, produsul scalar <Y’1 ‘Y’Z > va
manifesta urmatoarele proprietati:
SAARIAL S
ii. <‘PI‘02‘F2 +‘33T3>= ‘32<TI‘TZ>+C3<TI‘T3>

iii. (c,¥)+c;¥|¥)=c)(%|¥)+ (%)
Normarea unei solutiit ¥ normate a ecuatiei Schrodinger nu se modifica prin
inmultirea functiei ¥ cu e'®, in care & este un numdr real, oarecare.
= Expresia
dP = ¥*(x,t)¥(x,t)dx (7.18)
reprezinta probabilitatea ca la momentul t, coordonatele carteziene ale particu-
lelor sistemului sa aibe valori cuprinse in intervalul (x, ,x, +dx, ) k=1,2,...,n

» Valoarea medie la momentul t a unei functii de variabilele de pozitie x, se scrie:
F(t)= [F(x;,%,00x, )dP = [F(x)®(x,1) dx=(¥F(x)|¥) (7.19)

-daca functia F(x) este reala, f( t) = <F Y"&” > ;

-daca F(x) este complexa, F(t)= <F * Y" Y’> .

7.1.3 ECUATIA DE CONTINUITATE

Sa considerdm ecuatia (7.11) iInmultitd cu ¥* si ecuatia complex-conjugata
ov* & n? o’y
inmultitad cu ¥ . Obtinem, adunand membru cu membru, ecuatia suma

0wy & i (pr07¥ 02",
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in +U¥P* =0
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sau observand ca

Yt A A L A

0x ,% ox ,f Ox ox, ox .
rezulta

% n *
oV Y’+ 0 .h o oV _y,asv _0 (7.20)

ot Py oxy 2imy ox ox

ecuatie care pentru un sistem de particule identice, 1a forma:

* -

aY;tYI+VJ =0 (7.21)

Se observa ci am introdus un nou vector J de componente j 15J2,J3 in spatiul

tridimensional “al particulei de masa m”. De asemenea, in baza relatiei de
definitie (7.18), vom nota

P =¥V (7.22)

astfel ca ecuatia (7.21) capatd forma unei ecuatii de continuitate
a -

—P +V.-J=0 (7.23)

ot

ce exprimd- ca orice ecuatie de continuitate — o lege de conservare, pe care va
trebui sa o interpretam statistic, in baza principiului de corespondenta. Astfel vom
recunoaste marimea P ca o densitate de probabilitate de localizare in spatiu a
microparticulei, iar pe J ca o densitate a curentului de probabilitate.
“Componentele” j ale densitatii curentului in spatiul configuratiilor in cazul
sistemului de particule oarecare, apar in mod evident in ecuatia generalda (7.20)

*
h g 0¥ _ 0¥

=— (7.24)
2imy, oxy, oxy,
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Revenind la cazul tridimensional al particulelor identice, ecuatia de continuitate
integrata pe un domeniu tridimensional finit D, capata forma

%J‘” P (x5, x2,x35¢) dx;dx;d x; + IUV}dx,dxzdx3 =
3 D

:%J‘J‘J‘ P (xl, X, X3 t) dxl dX2dx3 + jj jndo-
D

D

in care Z D reprezintd suprafata ce include domeniul D, iar j, , componenta

normald a vectorului J 1n sensul normalei exterioare la suprafata Z D



Este foarte important sa observam ca, in baza relatiei (7.24), componentele j

sunt reale. Intr-adevir, paranteza se exprimi printr-o cantitate complexa care va
pierde factorul imaginar 1 prin simplificare cu numitorul factorului numeric.

Prin extinderea domeniului D in toate directiile si considerand acele solutii ¥ ale
ecuatiei Schrodinger care sunt normabile, functiile ¥ se vor anula pe suprafata de

la infinit, rezultand ca j,

3 =0 si

%m P (xt)dx =jjj§ P (x,t)dx=0 (7.25)

In baza acestei relatii constatim ca, degi functiile ¥ depind de timp, integrala
marimii P pe tot spatiul nu depinde de timp, fiind deci constantd in timp, astfel ca
relatia (7.25) evidentiaza conservarea densitatii de probabilitate P de localizare
a microparticulei.

Evident, integrala “ﬂ&” ‘2 dx este un numadr real si porzitiv. Functiile ¥

normabile conduc la functii de unda normate, prin inmultirea cu o constanta — in
general, complexad — ce urmeaza a fi determinata impundnd conditia de normare a
functiei de unda. Rezulta in acest mod numai modulul constantei de normare,
factorul de faza fiind arbitrar si nesemnificativ pentru localizarea particulelor.
Intr-adevar, sia presupunem ci am gisit o functie ¥ solutie a ecuatiei
Schrodinger temporale, care sa fie integrabila in modul patrat (sau “de patrat
integrabil”), adica,
_”Y"Z dx =constant =C (7.26)
Yoo
Consideram functia ¥'= N, stiind ca atunci cind N este o constanta complexa

§i aceasta functie verifica ecuatia Schrodinger.
Impunem conditia de normare pentru #":

[pfax=1=N2[j¢dx=N?C

: 1 .
din care rezulta ‘N ‘ = c si cum N este — in general — un numar complex, forma
N =|N|e’? (7.27)

cu faza @ arbitrard si factorul de fazi e'? , este compatibila cu functia de undi
normatd, ¥'. Asadar, conditia de normare determina NV pdnd la un factor de faza

ce poate fi ales arbitrar, intrucdt alegerea Ilui nu are repercursiuni asupra
previziunilor fizice ale teoriei.



7.2 PARTICULA LIBERA

Vom intelege prin particula libera o particuld asupra cdreia nu actioneaza forte
sau cele care actioneaza isi fac echilibru, astfel cd aceasta se misca rectiliniu si
uniform pe o directie pe care o putem considera ca axa Ox.

Cum forta rezultanta care actioneaza asupra particulei libere deriva din energia
potentiala U si este nula, rezulta ca energia potentiala U este constantd $1 o0 putem
lua ca un “zerou de referinta”. Intr-adevir, aceasti alegere este permisd de
urmatorul rationament: considerdm ecuatia Schrodinger temporala

2 '
—h—AT' US”’=ihayj (7.28)
2m ot
si facem o schimbare de functie:
P = Wexp (— %Ut) (7.29)
cu U cunoscut. Obtinem:
o¥ 5_y/e Xp L 7 B ¢
ot ot h h
Introducem aceasta expresie 1n (2.278) si obtinem
2
—h—AY’—tha—yj (7.30)
2m ot

Aceasta forma a ecuatiei Schrodinger coincide cu forma ce se obtine din (7.28)
pentru U=0. Functiile ¥ si ¥Y' difera printr-un factor de faza constant §i
previziunile fizice ce se obtin vor fi identice in cazul ambelor functii de unda.
Teorema transformarii Fourier afirma ca, fiind data o functie normabila
Y(x,t), aceasta se poate reprezenta ca o suprapunere de “unde plane” in

spatiul configuratiilor §i se poate descompune in integrald Fourier.

W(x,t)= / @(p,j *’”dp (7.31)
(27h ) ?

S-anotat dp elementul de volum in spatiul impulsurilor : dp = dp .dp dp,

In cazul aceleiasi teoreme constatam cd si functia 45( f),t) este complet determinata
de functia Y(r,t), prin inversarea transformarii (7.31)

- 1 N LARREEEN
@(p,t) =—— Y(r,tj e" dr (7.32)
(Zﬂ'h)%j

in care s-a notat cu dr elementul de volum din spatiul pozitiilor : dr = dxdydz
Considerim o functie ¥ normati, solutie a ecuatiei Schrodinger. In baza relatiei
(7.31), gasim relatiile:

1 — r
ihaT th—ead) hp dp

o (2an)
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%‘F 1 - lpx(pehp dp
X (27h)?
4 1 . pr >
5 - = B 4p De’ dp
X (27h)’?
_)2 P>

1 Spr >

AY = —f-Lr@er" dp

(Mhﬁ

astfel ca, tinand seama de (7.30), obtinem:

2 -2 i>>

1 —pr
0=in?T " g /I{'ha(p—p d>}ehp dp
Deducem ca paranteza dreapta este transformata Fourier a lui zero, deci

=2
inl2_P g (7.33)
ot 2m
care se integreaza si rezulta
. -2
_ip,
&(p,t)=p(p)e "2m (7.34)

care introdusa in (7.31) confera o noud forma acestei ecuatii

e b o s

Functia (0(13) este o functie arbitrara de p, astfel aleasa incat integrala sa fie
convergentd. Functia de unda ‘P(F,t), exprimata prin relatia (7.35), reprezinta
solutia generala a ecuatiei Schrodinger pentru particula libera si se numeste
pachet de unde de Broglie.

Vom arata in continuare cd forma oricarei solutii a ecuatiei Schréodinger
pentru particula libera la un moment >0 este unic determinata de forma solutiei
¥ (¥) la t=0.Intr-adevir, punand #=0 in (7.35), obtinem:

l—)—)

¥ (7,0)= o / ——[olp)e"” dp (7.36)

relatie ce reprezinta dezvoltarea in mtegrala Fourier a functiei Y’,,(F) in care

i>>

o(p)= ¥, \r eh dr
(27 )/j

Introducand aceasta expresie in (7.35), obtinem:

10



. i[>=> p’
_ 1 1 >\ —pr > [P"m’J >
Y/(r’t)z 3 j‘ 3 J'yjo(r:)e 7P dr' eh 2 dp
(2zn)23| (22)2 3
Presupunem ca sunt indeplinite conditiile n care se poate schimba ordinea de inte -
grare:

- 1 - ;{;[7—;3—5;’} -] -
Y’(r,t):—3_[%(r’) Ie dpldr' (7.37)
(Zﬂ'h)é - >
r P
Introducem functia

e
— r—-—t
G (F,1)= (Zizlh)3 [e' IR (7.38)
P
numita functia Green si obtinem:
¥(r,1)= | (") G(F - 7',1) dF’ (7.39)

Observand ca

=2 2 2 2

= V4 px py pz
Pt = p x—"2¢|+ — SVt +| pr— Tt
LA (Px 2m J [pyy 2m ] (pz 2m J

integrala continuta in (7.38) se desface in produsul a trei integrale de acelasi tip

2
i q
“lagi-
1 @ h[q 2m }
glAt)=—— [e dq (7.40)
Zﬂh_oo

in care A desemneaza variabilele x, y si z iar variabila ¢ ,componentele p, , p, , p.
ale impulsului.
Expresia (7.40) se reduce la o integrala Fresnel, observand ca,

. 2 . 242 242
L(q/l—q—t)= it [qz_qul_l_m/l _m /'L}=

h 2m ) 2mh t £2 12
it ( ml)z imA?
2mh p 2nt

rezulta

im? o it ( ma)’
g(ﬂ)t)zzihemje th(q t]

—0

dq (7.41)

Pentru calculul integralei introducem o noua variabila

= t (_ml)
“Vomn\d

si folosind relatiile
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. 2
e =c0su2—isinu2

o0 Q0 p
cosuzdu = Isinuzdu =\/;

—0o0 —o0
O? . 2 T _lz
e ™ du =\/;(1—i)=\/;e 4

—Q0

obtinem
. mi?

g(ht)=e * | "¢ 2 (7.42)

si, in definitiv

GFi)=e ¢ (— ¢ 21 (7.43)

care se introduce 1n (7.39) si rezulta,
P(F,1)= j % (F)G(7F - 7',t) dF’ (7.44)

oricare ar fi ¢ >0.
Cunoasterea functiei de unda Y’(F ,t), permite in cazul particulei libere
- sa se calculeze P(F ,t) = ‘Y’(i" ,t)‘z

- sa se calculeze valoarea medie f a unei functii f (F ) cu formula:

f=[ fFE)PF. )7

- s se observe cd J-‘Y’(F,t)‘zdf = Hd?(f),t)‘zd[).
Intr-adevar, tinind seama de (7.44) si de relatia de completitudine, (6.18)
scrisa sub forma

&(p.t)’ =|e(p) (7.45)
obtinem:
[1(F ) ar = [|@(p,e) dp = [|o(p) dp (7.46)

Aceastd relatie ne permite sa observam ca daca functia S”(i",t) este normata in
spatiul pozitiilor, atunci §i functia ¢(f),t) va fi normata in spatiul impulsurilor.
Am mentionat cu altd ocazie ca in mecanica clasica starea unei particule este

determinatd nu numai de pozitie, ci si de impuls. Vom nota in continuare cu A
oricare dintre coordonatele microparticulei x, y sau z si vom considera relatia de

. . : Lo . At +At) - At
definitie clasica a componentei v 4 a vitezei:v y(t) = lim ( )= M1) :
At —>0 At

12



Cum 1n mecanica cuantica, coordonatele A ale microparticulei sunt determinate
statistic §i componentele de viteza v 5 vor fi statistic determinate, astfel ca va

trebui sd consideram intr-o situatie statistic determinatd, valoarea medie a a
componenteiv, a a vitezet:
A(t+ A4t )—-A(t At+At)— At d—
b= i MOEAIZA) M A1) _d
At—>0 At A0 At
Pe de alta parte, in baza definitiei (7.19) , Alt)= jl‘&”(i" ,t)‘zdr unde am notat for-
F

mal cu dr' = dxdydz si cu I integrala pe tot spatiul coordonatelor. Obtinem deci

F

E = % = I/litd r' si vom exprima derivata din ecuatia de continuitate :
0/1% Za.],l’ ﬂ,/l’sx,y,z
o OA'
Rezulta v /1( t)= I/lz ¥ 1ncare se foloseste identitatea ﬂz aﬁ{' =
A Ajy) A Ajy)
1 se obtine v, (t)= dr — —2dr
; PYY —Jas ,1( )= _[1,1 i; Y

r
In aceasta expresie integrala a doua se anuleaza pe suprafata de la infinit, in baza
teoremei “flux — divergentd”, datorita anularii functiei ¥ care presupune si anula

rea densitatii curentului de probabilitate. Rémﬁne,a( t )=j jl(F,t)dF in care
r

tinem seama de (7.24) pentru mediaﬂ( t ) a componentei A a impulsului, expre -

ih oY oV .
sia: p,(t)= mvl(t)——j (Y/’ 2 = 4 é’ljdr

r

permite s observam ca 0 = ——j J‘(Y’* — Y’%j dr astfel ca,
prin adunarea ultimelor doua relatii, rezultd p,(¢)= J' Y’* f OW —dr = —IE%TI
i
sau 1n scriere echivalentd sub forma produselor scalare
oV 17 4
p,(t)= ih—- —ih— |V 7.47
pai(t) <5"‘ A > < P > ( )

13



Concluzia ce se desprinde din acest rezultat este ca daca se cunoaste functia
normata Y’(F ,t) se pot calcula valorile medii ale componentelor impulsurilor.

Vom nota cu T'E—ihaﬁ—f si vom deriva ambii membri ai relatiei (7.31)

in raport cu variabila A4, care figureaza la exponent in produsul pr = Z P, A.
P

aT .[ l—)—)

A (2,,,7)/

produsul p ﬂ@(p, ) reprezintd transformata Fourier a functiei ¥'(F,t) si, in baza

_)
Obtinem: ¥" = —ih pidi(ﬁ,t)d p din care se observd ca

invariantei produsului scalar la transformarea Fourier, se poate scrie:

n={ o0 %)= (1) - (00)-

= <¢‘Pﬂ,¢> = _[ Pz‘dj(f”t)‘zd;

Aceasta relatie, impreuna cu relatia (complementara ei) (7.46) ne permit sa

(7.48)

o o . — 2 e 7.
observdm cd expresia ‘(D(p,t)‘ dp reprezintd probabilitatea ca la momentul t,
componentele impulsurilor sa aiba valori cuprinse in intervalele (p,,p, +dp; ) ,
A=x,ysau z. In baza acestui rezultat, vom putea calcula valoarea medie la

momentul ¢ a unei observabile fizice G(p), exprimate ca functie numai de variabila
impuls

G(t)=[G(p)o(p.1) dp (7.49)
P

sau scrisa ca produs scalar,
G(t) =<¢\G(p)¢>=<G*(p)a>\¢> (7.50)

= Relatia (7.49) permite estimarea mediilor puterilor observabilelor coordonata
si impuls, cu ajutorul transformarilor Fourier, pornind de la expresiile functiilor
de unda:

i
“pr

#(F,1)= h/jqbp, t)e’ dp (7.51)

®(p,1)= ; h/j&”(rt “’”dr (7.52)
T

Obtinem succesiv relatiile:

oY 1 . (i j oo
= D\p,t) — hd 7.53

14



ﬂ?: ! I‘P(i;,t)(—%)e_hprdr (7.54)

g1 [ (p)e ™" dp (7.55)
»

N - 1 —1;1)7
astfel ca A" = [ A"|#(F,0) d r = [ 7" ¥(F 1) @*(p,t)e " dp
'£ | | J; (Zﬂ'h)% }[,
Presupunand ca se indeplinesc conditiile pentru a schimba ordinea de integrare,
rezulta

o . 1 . or
= @7t — A, HF. 1 " dF |dp (7.56)
. (27) "2
Se observa ca
7 =iy gp*(;,tj 7, (7.57)
7 Pb;
A
Notam cu 4, = ihi operatorii coordonatelor in reprezentarea-p.
A

Ecuatia (7.57) se scrie astfel sub forma:

A =(in)'| & A @dp (7.58)
P
In baza acestei relatii se obtin expresiile particulare:
Ta . ¥ @
n=I: A=in| &' “—dp (7.59)
A
— - 3 -
n=2. X =-i’ jcp*az—?dp:—hz j g ( ' 5@]—@ i d p
P) ;4& D) Dy D,
. ® . m) 5 @* @ N
De exemplu, x' =’ dp dp {47 —} tht | ———4dp.
LL L 9 P P,
Se admite ca @ descreste suficient de repede pentru p,, p,, P, —>0 si rezulta
) oD D ..
7 =h2J'——dp (7.60)
D, P
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In mod asemanator, calculam mediile puterilor componentelor impulsurilor:

vi=[riolpa =] riolp) /jsv* S
p p

Presupunand ca sunt indeplinite conditiile care permit schimbarea ordinei de

integrare,
i

;ﬁ=f ¥ (7 1) ——- [ dp.1) Jpien” "dplir (7.61)

; (2f;h)/z

Py =(=in)" j W*—dr (7.62)

Introducem operatorul P, E—ih%, pe care-l vom recunoaste ca operator al
impulsului in reprezentarea-x. Se obtine, in definitiv

- A N
R EALL (7.63)

=  Formulele stabilite pentru mediile observabilelor dinamice coordonata si impuls
si a puterilor acestora, sunt generale si, pentru particula libera, capata forme parti -
culare in cadrul unor marimi fizice mterpretablle cum ar fi abaterea patratica

medie, care foloseste A 51/12 (Aﬂ) —ﬂz —Z Vom considera asadar functia
@(p,t) sub forma (2.284) care descrie evolutia starii particulei libere. Gasim,

. =2 . =2 . =2
oo _dp -1Ti ip, 1P [dp ip, ] -iE
__op e ham _ " Fi )e h2m » _1 AW’(P) e h2m

op, OIp, h m t¢(P - op, hm !
—7 * i 2m _tra h 2m —
A lh._[¢ (p)e [ﬁpﬂ e tq)}e dp
p
. . a - t R -
=inf g %dm ;Im\w(p)\zd P (7.64)
- A
p

Primul termen al acestei expresii reprezinti A la =0 si-1 vom nota cu ( )y -
Rezulta,
- - t — — - t — — - t —
X=(X)g+pyiV =(¥)o+Pyiz=(2)g+ —p; (7.65)
Aceste relatii aratd ca centrul de greutate al oricdrei particule libere — definit ca
punctul de coordonate x,y §i 7 — se misca rectiliniu §i uniform, avand ca impuls

media impulsurilor pe pachetul de unde ¥ .
Sintetizam relatiile (7.65)in scrierea

A=(Ag+1p, (7.66)
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Ridicam la patrat aceasta relatie:

PR — 2
12 2[(1)0]2 it 2(2«,:’01’,1 +t2 (pﬂ,z) (767)

si calculam /1_2 :

— ] . LI ZIPEEN
ﬂz=h2_[ [Ob +— p,1 tp' e“’”[ab i&l‘(p}e “’”th=

Oﬁ'pﬂ hm apﬂ, hm
P
as & int Sp a9 |~ F M
e[ G iier T o0 0 }d,ﬁ_zj,,;\q,fdp: (7.68)
47/1 P, m->, D, D; e
P p
— ih . Ol

¥,
0" op,
Se obtine observand ca (ﬂf ) )

<[4 >2]
(#)-lan, F +- mf[ T

@i @i’ (7.69)
__ 2
—2(/1)0p/1+;—2|(41m)2]

Am stabilit dependenta de timp a abaterilor patratice medii ~ (Ax)?,(4y)?

si (4z)?, reprezentate prin cite un
trinom de gradul II cu coeficienti reali.

Fiind media unor pitrate, (44)? >0 . Se

observi ci (4dp;)? >0, astfel ca

parabola asociata trinomului (7.69) va
avea un minim care se deplaseaza in
timp ca in figura 7.1.

Fie ¢ timpul dupd care minimul
parabolei a ajuns in cadranul .
Figura 7.1 Constatam ca, pe masurd ce ¢t — oo,

= 4

( Aﬂ)z — o, S§I cunoasterea noastra

asupra pozitiei microparticulei tinde spre zero. In intervalul [0,7], (44)’
descreste si cunoasterea asupra pozitiondrii centrului de greutate al pachetului de
Broglie se imbunatateste, pentru ca pe masura ce t se indeparteaza de T
cunoagsterea sa scada in timp, evidentiind astfel o imprastiere a pachetului de
Broglie asociat microparticulei libere. Acest fenomen de imprastiere este
influentat de masa m a particulei. Cu cdat masa m este mai mare, cu atat
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imprastierea se produce mai lent. Pentru o particulda macroscopica imprastierea
pachetului de unde este practic neglijabila, in timp de interes fizic.

7.3 TEOREMELE EHRENFEST SILIMITA CLASICA
A MECANICII CUANTICE

Am stabilit in sectiunea 5.1.2 a lucrarii teoremele Ehrenfest referitoare la
miscarea operatorilor. In cele ce urmeaza vom stabili teoremele Ehrenfest
referitoare la variabilele aleatorii coordonata si impuls in cazul formalismului
Schrédinger. In acest scop ne fixdm atentia asupra unei microparticule cuantice
aflate sub actiunea unui cdmp de forte ce deriva din energia potentiala U (17 , t) si

ne folosim de ecuatia lui Schrodinger dependenta de timp:
n? oy .
— Ay +Uy=ih— ; U=U(F) (7.70)
2m ot

¢ Prima teorema a lui Ehrenfest considera mediile pe domenii spatiale
ale variabilelor aleatorii asociate observabilelor dinamice coordonatd si impuls
notate respectiv cu A variabila ce desemneaza coordonatele x, y sau z si respectiv

p 4 notatie ce desemneazd componenta impulsului pe directia 4.

Mediile spatiale ale acestor variabile aleatorii rezulta din relatiile (7.70) si (7.67)
scrise sub forma:

Ae)=[vw" F )y (7, o) (7.71)
r
py =—in| W*(f,t)%df (7.72)
r
Pentru simplificarea scrierii vom nota simplu 1/1(17 ,t)E w si1n general pentru orice

alta functie vom specifica dependenta de variabile doar in ipotezele de lucru. In
cadrul acestei conventii avem:

dA Op* .
= Awd, 7.73
il R L (7.73)
— . oy .
=—ih * T dr 7.74
py==infy =" (7.74)

Derivatele partiale le vom exprima din ecuatia Schrodinger (7.70) si din conjugata

complexa a acestora si le vom introduce apoi in (7.73).

Se obtine astfel
M=LI[(AV/*)W—V/*MW]W (7.75)
dt 2im
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In continuare vom apela la forma integrali a teoremei lui Green care se scrie
pentru doud functii oarecare @ si y ce indeplinesc conditia de convergentd a
intregului.
[(oax - xAp)ir = [(@Vy - 2V )dZ (7.76)
i z.
Vom alege ¢ = Ay si y =y *. Rezulta,
[yay *—y = Ay )F = [[AyVy * -y * V(ay)kE
F z.

Pe suprafata de la infinit notatd mai sus cu 2, functiile de unda y descresc
suficient de repede astfel, ca

[(way * —y * A(Ay )7 =0

r
echivalenta cu,

[Apay * di = [y * A(Ay )dF
: q

r
Pe de alta parte, In baza identitatii A(gol) =@Ay +2V@ -Vy + yApalegaind p =14
si W=y sitinand seama ca V¢ are componentele (1,0,0) pentru A= x; (0,1,0)
pentru A =y si (0,0,1) pentru 4 = z, obtinem:

AAy)= A4y + 22—1’1’ +wAd
in baza observatiilor semnalate, 44 =0, astfel ca

[(ay Vyar = [y * [/uy/ + Za—w}df
2 or

r

Rezulta = —= sau in definitiv, expresia matematica a

m”. or m
r

primei teoreme Ehrenfest pentru mediile variabilelor aleatorii.
m——=p, A=x,ysauz (7.77)

¢ Pentru stabilirea celei de a doua teoreme Ehrenfest vom calcula mai

intai p PE py= _ihj W ?}_'/Il,df de unde rezulta:

i F+ |y
dt 2 ot O0A 2 OA Ot

Derivatele in raport cu timpul le exprimdm din ecuatia lui Schrodinger si din
conjugata complexa a acesteia.
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Se obtine:

dp, n? [ . ow ow oy B )
— L =— A—— -4 dr + ———\Uy) |dr
dt 2m7|: on ~ v )6/1 j o1 " WY)
in care vom aplica din nou forma integrala (7.76)a teoremei lui Green alegand
oy
04

_ oy ow . dp, [ oy 0 }a
Rezulta [|w* 4| YN =Y sy sl =05 P2 = [y +|vY — % (Uy)la
“ ﬂ‘” (EMJ or " }r i = U )

p=y*siy=

g g g oU - ..
Expresia din paranteza dreapta este egala cu — Wé_ﬂ astfel ca in definitiv, se

obtine expresia matematica a celei de a doua teoreme Ehrenfest:

dp, ou, 2 ..
Ph_ (U2 45 778
dt iaﬂ v (7.78)

¢ FEcuatiile cuantice ale teoremelor Ehrenfest manifestd o asemanare cu
ecuatiile lui Newton din mecanica clasica si se apropie infinit de mult de acestea

pentru particulele macroscopice.

. L d’A_ oU
In timp ce in ecuatiile lui Newton m > =" PY) = F; apar In membrul drept
dt

fortele ce actioneaza asupra particulei in punctul in care se afld aceasta, in ecuatiile

a?%_ oU(x,,2)
dtz OA
pachet. Datorita Tmprastierii iminente a microparticulei cuantice chiar in absenta
unor forte, localizarea in timp a centrului de greutate al pachetului de Broglie
asociat va devia de la traiectoria clasica a particulei.

Sa presupunem ca la momentul initial t, localizarea pachetului de Broglie asociat
microparticulei este stransa, adica functia de unda w, este apreciabil diferitd de

apare in membrul stang o medie a fortei pe

cuantice m

— = ~  zero doar intr-o zond restransd in jurul
X05Yps%0 . - - -
centrului de greutate x¢,y,,z9 al

pachetului. Scriem relatia de mediere
spatialé

-1y

Figura 7.2 ‘!//0‘ dr (7.79)

careia i1 aplicim o teorema de medie adml‘gand ca in zona hasuratd din figura 7.2
functia yy difera nesemnificativ de la punct la punct.

20



In acest caz, (7.79) devine:

U _oU . ou : e A
ou = a—-”l/lg‘z dr = ou .Vom comite o eroare nesemnificativa considerand ca la
OA 04 z oA
t apropiat de ¢

U _(aU 2 . (oU
a_f(a) - - Lol ‘”‘(aﬂ) i

X05Vps%0 X0,5) 530
si introducind aceasta valoare in ecuatiile de miscare ale centrului de greutate ale
pachetului de Broglie asociat, obtinem ecuatia

P
md j%—[aU) o (7.81)
dt oz X0,Y45%0

— Aceasta este ecuatia de miscare pe o

X0,Y9520 duratd scurta si coincide cu ecuatia clasica.

Existd deci tendinta ca in vecinatatea lui ¢,
centrul de greutate al pachetului sa se
localizeze pe traiectoria clasica. Intervine

insd Tmprastierea statistica care se produce

Figura 7.3

indiferent de natura campului de forte si
indiferent de precizia localizdrii initiale. Pe masura ce ne indepartam de ¢,

imprastierile statistice ale coordonatelor cresc. Zona in care probabilitatea de

: : : : 2 : : D
localizare a microparticulei ‘1/10‘ # 0 va deveni mai extinsa §i - asa cum se

observa in figura 7.3 - centrul de greutate al pachetului definit de x,y,z se va
abate de la traiectoria clasici. In cazul particulelor macroscopice centrul de
greutate al pachetului de Broglie caracterizat de anumite conditii initiale se va

misca urmand o localizare in timp Intr-o zona restransa in jurul traiectoriei descrise

statistica si vom lucra numai cu ecuatia clasica a lui Newton. Asadar, pentru a
putea trece la limita in mecanica cuantica, se impun doua conditii:
— particula considerata sa fie macroscopica si

— sd existe o localizare macroscopica buna a particulei la momentul initial #,.
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	                                  (7.77)
	În timp ce în ecuaţiile lui Newton  apar în membrul drept forţele ce acţionează asupra particulei în punctul în care se află aceasta, în ecuaţiile cuantice  apare în membrul stâng o medie a forţei pe pachet. Datorită împrăştierii iminente a microparticulei cuantice chiar în absenţa unor forţe, localizarea în timp a centrului de greutate al pachetului de Broglie asociat va devia de la traiectoria clasică a particulei.

