
 
 
 
 
 

CURSUL 6 
 
 
 

6.1 SPAŢIUL HILBERT 
 
 
Abordarea spaţiului funcţiilor de stare se face prin generalizarea rezultatelor 
obţinute în cazul spaţiilor vectoriale finit dimensionale. Este fundamentală pentru 
teoria cuantică analiza ecuaţiei cu valori proprii pentru operatorii hermitici  care 
operează asupra funcţiilor 

â
ψ  din spaţiul Hilbert. 

                                                            ψΨ aâ =                                              (6.1) 
Această analiză presupune emiterea de enunţuri care să generalizeze constatările 
rezultate din analiza efectuată în cazul spaţiilor finit dimensionale. 

i. Valorile proprii ale unui operator hermitic  ce operează asupra funcţiilor 
∧
a

)x(ψ  sunt valori reale şi pot defini un spectru discret, un spectru continuu sau un 
spectru combinat alcătuit din porţiuni de spectru discret şi porţiuni cu spectru 
continuu. Vom indicia funcţiile proprii şi valorile proprii aparţinând spectrului 
discret cu un indice inferior n, care ia valori naturale, iar pe acelea ce ţin de 
spectrul continuu cu indicele λ  a cărei variaţie se presupune a fi continuă. Vom 
scrie deci: 

- pentru spectrul discret  Nn,aa nnn ∈=
∧

ψψ

- pentru spectrul continuu +
∧

∈= R,aa λψψ λλλ  
ii. Orice funcţie Ψ  normabilă poate fi scrisă ca o combinaţie liniară a 

funcţiilor proprii nψ  şi λψ , iar această combinaţie liniară va presupune un termen 
în care se efectuează o integrare pe domeniul reprezentat de variabila continuă λ : 
                                 ∑ ∫+=

n
nn d)x()x()x( λψαψαΨ λλ                        (6.2) 

Am notat cu λd  elementul de volum al domeniului de variaţie al variabilei 
continue λ , integrala extinzându-se de-a lungul întregului domeniu de variaţie al 
lui λ . 
 iii. Relaţiile (5.55) permit calculul coeficienţilor nα  şi λα  prin relaţii 
analoage acestora. 
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                                 ∫ ∗== xd)x()x(nnn ΨψΨψα                                 (6.3) 

                                 ∫ ∗== xd)x()x( ΨψΨψα λλλ                                 (6.4) 
Ţinând seama de (6.2), se obţine pentru nα : 

∑ ∫ ∫ ∫

∫ ∑ ∫
∗∗

∗

+=

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

m
nmnm

m
mmnn

xd)x()x(dcxd)x()x(

xdxd)x()x()x(

νν

νν

ψψνψψα

ψαψαψα
 

Rezultă, 
                              ∫ == ∗

nmmnmn xd)x()x( δψψψψ                           (6.5) 
şi 
                              ∫ == ∗ 0xd)x()x(nn νν ψψψψ                                   (6.6) 
Prin introducerea relaţiei (6.2) în (6.4) se obţine 
                              ∫ == ∗ 0xd)x()x( mm ψψψψ λλ                                 (6.7) 
 relaţie care atestă ca şi cea anterioară ortogonalitatea dintre funcţiile proprii ale 
spectrului continuu şi acelea ale spectrului discret.  
Relaţia (6.5) exprimă ortonormarea funcţiilor proprii ce aparţin spectrului discret. 
Notând 
                                          ∫ ∗≡ xd)x()x( νλλν ψψα                                    (6.8) 

expresia (6.4) devine echivalentă cu ∫≡ xdνλνλ ααα care pentru a fi satisfăcută 
presupune ca 
                                    )(xd)x()x( νλδψψ νλ −=∫ ∗                                  (6.9) 

)( νλδ −  fiind funcţia δ  a lui Dirac. Această relaţie exprimă ortonormarea 
funcţiilor proprii ale spectrului continuu şi se numeşte condiţia de ortonormare 
generalizată. Cum pentru ,)(, ∞→−= νλδνλ  

                                                 ∫ ∞=xd)x( 2
νψ                                            (6.10) 

Constatăm aşadar, că funcţiile proprii aparţinând spectrului continuu nu sunt 
normabile şi nici nu se anulează pentru ∞→x  în spaţiul configuraţiilor. 
 Pe de altă parte – deşi nu aparţin spaţiului stărilor – dezvoltarea (6.2) nu este 
posibilă dacă aceste funcţii proprii generalizate nu sunt luate în calcul, întrucât în 
spaţiul Hilbert funcţiile proprii ce definesc spectrul discret sunt insuficiente pentru 
a defini o bază. 
 iv. În sfârşit, pentru ca să fie posibil calculul coeficienţilor λα , produsul 
scalar între funcţiile nenormabile şi cele normabile trebuie să poată fi definit, 
condiţie care presupune ca pentru x tinzând la infinit, funcţia proprie generalizată 
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)x(λψ , corespunzătoare unei valori proprii λ  din spectrul continuu, să rămână 
mărginită. 
 

 
6.2 NOTAŢIILE  DIRAC 

 
Am stabilit într-o secţiune anterioară că orice vector de stare ψ  poate fi definit în 
spaţiul euclidian n-dimensional prin componentele sale în raport cu o anumită 
bază ortonormată { }iiψ , motiv pentru care vom reprezenta vectorul ψ  în baza 
{ }iiψ  prin componentele sale ordonate într-o matrice coloană: 

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

                                                             

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=

n

2

1

α

α
α

ψ
M

                                           (6.11) 

Conjugatul hermitic +ψ  al vectorului ψ  va defini o matrice linie a 
componentelor sale: 
                                                 ( )∗∗∗+ = n21 ,...,,αα αψ                                      (6.12) 
În baza acestor relaţii se observă că 
                                                                                                (6.13) +∗+ = ψγγψ ')(
Prin introducerea notaţiilor lui Dirac, se obţine că 
                                                   ψψψ ≡≡ +,ψ                                          (6.14) 

rezultând în virtutea relaţiilor (6.11) şi (6.12): 

                                                ++ == ψψψψ ,                                      (6.15) 

Cele mai simple construcţii ce se pot realiza cu aceste notaţii sunt de forma 
ψϕψϕψψ şi;; . 

 - vectorul ψ  este un “ket” al spaţiului euclidian n-dimensional; 

 - vectorul ψ  este un “bra” al spaţiului vectorial conjugat; 

 - simbolul ψϕ  reprezintă produsul  mai precis, produsul scalar al 

acestor vectori care defineşte şi norma vectorului 

ψϕ+

ψ , de exemplu: ψψψ =  

 - construcţii de forma ψϕ  vom întâlni în expresii ce conţin dezvoltări ale 
vectorului ψ . 
� Vectorii bazelor spaţiilor bra şi ket îi vom nota cu n,...,2,1  pentru spaţiul 

bra şi n,...,2,1 pentru spaţiul ket. 
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� Condiţia de ortonormare a bazei se scrie 
                                                            jkkj δ=                                          (6.16) 
Descompunerile după vectorii proprii ai bazelor se scriu 

                                    ∑ ∑
= =

==
n

1j

n

1j
j jjj ψαψ  

respectiv 

    ∑ ∑
= =

∗ ==
n

1j

n

1j
j jjj ψαψ  

� În notaţiile Dirac, operatorul 
∧
F  se scrie fără simbolul ∧ .  

Astfel, condiţia ca 
∧
F  să reprezinte un operator liniar se scrie acum 

                      )F(c)F(c)cc(F 2121 ϕψϕψ +=+  

Revenind la semnificaţia simbolului ψϕ  se observă că operând la dreapta cu 

ket-ul χ  se obţine χψϕ , în care χψ  este un produs scalar, deci un 

număr, iar χψϕ  este un ket proporţional cu ϕ . Analog, ψϕχ  va fi un 

bra proporţional cu ψ . Aşadar, simbolul ψϕ  este un operator liniar ce 
realizează o corespondenţă între vectorii de acelaşi tip. 
� O proprietate interesantă manifestă operatorul unitar I. Astfel dacă ψ  este un 
vector propriu normat, 

                                        ∑ ∑
= =

==
n

1j

n

1j
jjjjI ψψ                               (6.17) 

Această relaţie se numeşte condiţia de completitudine şi conduce la: 

                                 2n

1j
j

n

1j
jj

n

1j

2 jjI

∑∑

∑

==

∗

=

==

====

ααα

ψψψψψψψ

                    (6.18) 

Pentru a obţine reprezentarea matriceală presupunem vectorul ψ  definit prin 
componentele sale jα : ψα jj = Aplicăm vectorului ψ  operatorul hermitic F şi 

obţinem funcţia ϕ : ψϕ F= sau, înmulţind ambii membrii cu j  şi folosind  
 
 

 4



relaţia de completitudine (6.17), găsim: 

                                      
∑∑
==

==

==≡
n

1k
kjk

n

1k

j

fkkFj

FIjFjj

ψψ

ψψϕψ
 

în care matricea kFjf jk =  este o matrice n x n. 

� Ecuaţia cu valori proprii pentru operatorul F̂  se scrie ψψ fF =  

� În sfârşit, valoarea medie a operatorului hermitic F̂  se notează ψF : 

ψψψ FF = în care ψ  este vectorul propriu corespunzător valorii proprii f în 

ecuaţia cu valori proprii ψψ fF = şi deci fF =ψ . 
 
 

6.3 DISTRIBUŢIA  DIRAC 
(FUNCŢIA GENERALIZATĂ “DELTA”). 

 
Teoria cuantică operează în spaţiul Hilbert al funcţiilor de stare. Acest spaţiu are 
dimensiunea infinită şi – în consecinţă – aparatul matematic va presupune în mod 
necesar o construcţie adecvată, în cadrul căreia apare şi funcţia “delta” şi pe care 
matematicienii o identifică cu o distribuţie. Pentru a simplifica expunerea, vom 
considera formal această distribuţie ca pe o funcţie )x(δ definită prin relaţiile: 

                                                 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=∞
≠

=
0x,
0x,0

)x(δ                                     (6.19) 

                                                                                                 (6.20) 1dx)x( =∫
∞

∞−

δ

O definiţie alternativă mai riguroasă consideră o funcţie oarecare, nulă pe întreg 
domeniul de definiţie, cu excepţia unui interval mic xΔ ce include şi x=0. Dacă pe 
măsura restrângerii intervalului  xΔ  funcţia manifestă o astfel de creştere încât 
aria de sub curba ce o reprezintă să rămână constant egală cu unitatea, la limită 
această funcţie va defini distribuţia )x(δ , numită distribuţia lui Dirac. 
O astfel de funcţie manifestă o serie de proprietăţi folosite curent în teoria 
cuantică: 
 pentru orice funcţie continuă  f(x) 

                                                                                (6.21) )0(fdx)x(f)x( =∫
∞

∞−

δ

relaţie evidentă ţinând seama de definiţia (6.19).  
Sub o formă mai generală, se poate considera că pentru orice punct x=a în  
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vecinătatea originii, 

                                                                        (6.22) )a(fdx)x(f)ax( =−∫
∞

∞−

δ

se pot demonstra cu uşurinţă relaţiile: 
                                                      )x()x( δδ =−                                         (6.23) 
                                                        0)x(x =δ                                               (6.24)      

                                                                          (6.25)      )0(fdx)x(f)x( '' −=∫
∞

∞−

δ

                                                                                         (6.26)   )x()x( '' δδ −=−

                                                                                           (6.27) )x()x(x ' δδ −=

în care s-a notat cu  derivata în raport cu x. )x('δ
 
 Considerând dezvoltarea unei funcţii f(x) în integrală Fourrier 

                                             ∫
∞

∞−

= dxe)k(f~)x(f ikx

)k(

                                    (6.28)      

(6.26)în care s-a notat cu f~  transformata Fourrier a acestei funcţii 

                                        ∫
∞

∞−

−= dxe)x(f
2
1)k(f~ ikx
π

                                 (6.29) 

rezultă şi pentru )x(δ  o dezvoltare în integrală Fourrier: 

                                             ∫
∞

∞−

= dke
2
1)x( ikx
π

δ                                         (6.30) 

din care se observă că 
π

δ
2
1)x(~

= . 

 În sfârşit, vom observa că 

∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
β

α

βα
δ

originea conţine intervalacest  când
originea conţinenu  ),( intervalul când

)0(f
0

dx)x()x(f  

 
 

6.4 REPREZENTAREA  CUANTICĂ  GENERALĂ 
 
Soluţionarea problemelor curente ale mecanicii cuantice presupune o trecere de la 
vectorii de stare abstracţi ψ  sau de la operatorii asociaţi variabilelor dinamice F 
la mulţimi de numere. Aceasta se poate realiza alegând în spaţiul Hilbert o anumită 
bază ortonormată, prin intermediul căreia vom asocia vectorilor de stare 
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componentele acestora scrise în această bază, iar operatorilor, elementele lor de 
matrice. Bazele putând fi alese preferenţial se vor obţine corespunzător 
reprezentări cuantice diferite. Vom alege desigur baze alcătuite din vectorii proprii 
ai unui operator hermitic F̂  asociat unei anumite observabile dinamice şi vom 
vorbi despre reprezentarea în coordonate dacă alegem ca observabilă dinamică 
poziţia x, despre reprezentarea în impulsuri când ne convine alegerea 
observabilei impuls p, sau despre reprezentarea energetică când ne raportăm 
variabilei dinamice energie.  

Considerăm o anumită variabilă dinamică căreia i se asociază operatorul 
hermitic F̂  şi studiem ecuaţia cu valori proprii a acestui operator în baza 
ortonormată { }iiψ , fF = ff . 

 
 Relaţiile de ortogonalitate se scriu: 

- pentru spectrul discret kjjkkj == δψψ  
 

- pentru spectrul continuu ''')(''' λλλλδψψ λλ =′′−′=  

în care j şi k sunt indici cu variaţie discretă, iar λ  variază continuu. 
 
 Scriem şi relaţiile de normare, 
 - pentru spectrul discret: 

∑ ∑ ∗==
i i

ii1ii ψψ  

 - pentru spectrul continuu: 

∫∫ == ∗

λ
λλ

λ
λψψλλλ 1dd  

Orice vector de stare ψ  se poate descompune după vectorii bazei: 

∑ ∑==
i i

iii iαψαψ  

sau 

∫ ∫==
λ λ

λλλ λψαλλαψ dd  

în ambele cazuri 
ψα ff =  

Astfel vectorul de stare ψ  în baza { }iψ  este definit în mod univoc de 
componentele sale λα ,i  în baza aleasă şi se numeşte funcţie de undă a stării ψ în 
reprezentarea F sau în reprezentarea generală. 
 Presupunem acum un operator arbitrar Q care realizează trecerea de la 
vectorul ψ la vectorul ϕ , ψϕ Q= şi căruia în reprezentarea F i se asociază 
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matricea '''
ff fQfQ ''' = .Această matrice transformă componentele vectorului 

ψ  în componentele vectorului ϕ : 
- în cazul spectrului discret ∑=

f
ffff '' Q αβ    

- în cazul spectrului continuu ∫=
f

ffff dfQ '' αβ     

Operatorul F̂  se reprezintă în baza proprie alcătuită din vectorii săi proprii 
{ }ffψ , prin matricea diagonală 

- pentru spectrul discret mnmn mF δ=  şi  
 

- pentru spectrul continuu ( )''''
'''F λλδλλλ −=    

 
motiv pentru care reprezentarea F este considerată ca fiind acea reprezentare în 
care operatorul F̂ este diagonal. 
Considerăm şi ecuaţia cu valori proprii pentru operatorul hermitic , Q̂ qqqQ =  
pe care o înmulţim la stânga cu m . Se obţine în cazul spectrului discret 

∑ =≡
n

qmqqnnQmqQm echivalentă cu∑ =
n

mnmn qqqQ . 

În cazul spectrului continuu se obţine analog , λλ
λ

λλ λ ′′′′′′ =′′∫ qqdqQ . 

Valoarea medie a observabilei Q în starea ψ  în cazul spectrului discret va fi 

nm
n,m n,m

mnnmnm

n,m

QQ

nnQmmQQ

αααα

ψψψψψ

∗∗∑ ∑

∑

==

===

 

iar în cazul spectrului continuu, ''' ddQQ '''''' λλαα λλλλψ
∗∫= . 

Aceste formule se simplifică în cazul când operatorul Q este însuşi operatorul ˆ F̂ . 

Se obţin mediile: ∑=
i

2
ifF αψ  pentru discret sau ∫= λαλψ dfF 2   pentru 

continuu. 
Probabilitatea ca la o măsurare a observabilei dinamice F, aflate în starea ψ , să 

găsim valoarea f este ( ) 2
f

2
ffW αψψ == . 

Astfel, probabilitatea ca la o măsurare a observabilei dinamice descrise de opera- 
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torul  să găsim în starea Q̂ ψ  valoarea q, va fi  

i) ( )
2

m
mm

2

m

2
qmmqqqW ∑∑ ∗=== αψψψ  în cazul spectrului discret sau  

 ii) ( ) 2
dqqW λαλλψ ∫ ∗= în cazul spectrului continuu. 

 Se practică, în mod curent, treceea de la o reprezentare la alta, cum ar fi de la 
reprezentarea F la reprezentarea G. Această trecere se realizează folosind relaţia de 
completitudine. Pentru a stabili relaţiile de trecere vom admite că spectrul 
operatorului F este discret şi folosim relaţiile de transformare ale componentelor 
la schimbarea bazei. Obţinem componentele gγ  funcţiei de undă ψ  în baza 

ct ii proprii galcătuită din ve or  ai operatorului  

                        Ĝ : ff
f

g gfgg αψψγ f ∑∑ ∗

Analog obţinem matricea operatorului  în reprezentarea G 

=== . 

Q̂

∑

∑

∗=

===

'''
''''''

f,f
ffff

În acelaşi m

'''
'''

'''
f,f

''''''''''''
gg

Qgg

gffQffggQgQ

 

od, se stabilesc formulele în cazul unui spectru continuu al 
operatorului F̂ .În concluzie,  
-în cazul spectrului discret '''''

'''
'''' ff

''
f

f,f

'
fggffg QggQ   şi  g ∑∑ ∗∗ == αγ  

-în cazul spectrului continuu '''
ff

''
f

'
fggffg dfdfQggQ  şidfg ''''''''' ∫∫ ∗∗ == αγ  

Rezultă că trecerea de la reprezentarea F la reprezentarea G presupune 
cunoaşterea funcţiei de undă gg f f= în reprezentarea F a stării ce corespunde 

iti , se stabilesc relaţiile: 
 - pentru spectrul discret al operatorului 
vectorului propriu al operatorului Ĝ . În defin v

F̂ :∑ ⋅=''

f
ffff

gggG  
'

- pentru spectrul continuu al operatorului F̂  :

 

al i proprii a operatorului  poziţie - pe care   

f
'

fff ggdfgG '' ⋅=∫  
 

APLICAŢII 
 
 1. Reprezentarea – x sau reprezentarea în coordonate. 
Particula liberă ce se deplasează în direcţia axei Ox se poate găsi – în principiu – în
orice punct al acestei axe.  
Aceasta înseamnă că ecuaţia cu v or x̂
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X - în  notaţiile  Dirac  îl  vom  nota 
xxxX = , 

admite soluţii pentru orice x real, generând astfel un spectru continuu al valorilor 
u relaţiile 

 - de ortogonalitate: 

proprii, pentru care se scri

( )'''''' xxxx −= δ  

 - de normare: 1dxxx =∫  
Starea sistemului cuantic este descrisă în reprezentarea x de un set continuu de 
componente )x(x αψα ≡= care definesc funcţia de undă x ψ . Operatorului 

oarecare hermitic F̂  ce descrie o observabilă dinamică i se asoc ă matricea cu iaz
'''

xx xFxF ''' . elemente continue =

Schimbarea stării se obţine cu formula 

orul 

''' dx)x(FdxF)x( xxxxxx ''' ααββ ∫∫ ≡==  

şi dacă operat F̂  este însuşi operatorul coordonatelor X̂ , matricea acestuia 
onală . 

Rezultă 

m
matricea în reprezentarea-

x vom folosi relaţia de comutare

)xx(xX ''''
x' −= δx ''este diag

∫ =−= )x(xdx)x()xx(x)x( ααδβ  
 O variabilă dinamică folosită în mod curent în mecanica cuantică este 
impulsul microparticulei al cărui operator în notaţie Dirac îl vo  nota P în virtutea 
convenţiei făcute. Pentru a scrie operatorului impuls 

'''

p̂  
[ ] hip̂,x̂ = sau scrisă matricial, IiPXXP h=− . 

Considerăm vectorii proprii ''' xx   şi   ai operatorului .  

În baza acestei relaţii de comutare putem scrie: 

 
∧
x

''''''''' xxixPXxxXPx h=−  

ecuaţia cu valori proprii a oşi folosind peratorului şi conjugata acesteia x̂  

xxXx = , ca şi relaţia de ortogonalitate ( )'''x''' xxx −= δ  se obţine: 

( ) )xx(ixPxxx ''''''''' −=− δh  

Ţinând seama )x( −= xfde relaţia , ecuaţia algebrică )x(x ' δδ )x()x( δ=  

)x()x(f 'δ−= astfel că P xx ''' )xx(i '''' −−= δh . admite soluţia 
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Schimbarea stării presupune relaţia 

dx
idx)x()xx(i αδ hh −=−= ∫

Având în vedere proprietatea fundamentală a func

)x(d

dx)x()xx(idxP)x(

''''

'''''
xxx ''

α

αδαβ h =−−== ∫ ∫
 

ţiei generalizate )x(δ , matr  

operatorului impuls se mai poate scrie sub forma 

icea

'xx dx
'''

Ca şi în mecanica clasică în care variabilele dinamice se pot exprima funcţie de 
coordonate şi impuls, şi în mecanica cuantică, în baza principiului de 

''' x−
d)x(iP −= δh . 

corespondenţă, orice operator F̂
∧

 asociat unei observabile dinamice se poate 

atât expresia
oricărui operator 

exprima în funcţie de operatorii x  şi p  (X şi P în notaţie Dirac).  Se observă că 
 matricii operatorului X, cât şi aceea a matricii operatorului P, conţin 

)xx( ''' −δ . Vom presupune deci, că matricea 

∧

F̂  asociat unei 
observabile dinamice se va exprima prin relaţia 

F)x(F
xx '''  

în care 

ˆx ''' −= δ

F̂  include at t înmulţirea cu xâ ′ , impusă de reprezentarea-x, cât şi 
, cerută de repr sului.

Considerând relaţia 
derivarea în raport cu ezentarea-x a impul   'x

∫=
f

ffff dfQ '' αβ  

ăţilor funcţiei 

şi particularizând  la , se va 

obţine, în baza propriet

ff 'Q ''' xxF

δ , )x(F̂)x( αβ = astfel că se ob in expresiile ţ

xX ≡ şi 
∧

 
dx
d , adică ih−≡

∧
ţiunile 

anteri

p expresiile pe care deja le-am postulat în sec

oare.  

De asemenea, în baza relaţiei 
22

f f)f(W ψαψ == , probabilitatea de 
a găsi particula pe dreapta Ox în punctul de abscisă x rezultă a fi     

2)x()x(W αψ = iar în baza relaţiei 
2

dq)q(W ∫ ∗=
λ

λλψ λα , probabilitatea ca în 

urma măsurării observabilei dinamice descrise de operatorul F̂  să se obţină 

valoarea f este 

2

f dx)x()x()f(W ∫ ∗= ααψ . 

2. Reprezentarea-p sau reprezentarea în spaţiul impulsurilor 

nd pulsurilor, ce foloseşte  

 
 
Există aplicaţii care recoma ă reprezentarea în spaţiul im
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drept bază vectorii proprii p  ai operatorului impuls p̂  : pppP = . 
Valorile proprii p generează şi în ac inest caz un spectru cont uu, astfel că relaţiile 

de ortogonalitate şi normare, se scriu )pp(pp −= δ . 

Stările vor fi descrise în reprezentarea-p de funcţiile de undă 

''''''

)p(~pp αψα ≡= . 
Modulul pătrat al acestor fun  reprezintă probabilitatcţii ea ca la o măsurare a 
impulsului particulei în starea pα  să rezulte valoarea p.  

Un raţionament asemănător cu cel prezentat anterior evidenţiază în 
 operatori r: 

 - pentru operatorul coordonatelor 

reprezentarea-p următoarele expresii ale lo

dp
dix h=

∧
 

pp =
∧

  - pentru operatorul impulsului 

e ase

 - pentru funcţia de undă  

 
D menea, se obţin expresiile: 
 

∫∫ ∗==≡ dx)x()x(dxxxpp)p(~
p ααψψα  

∧
F   - pentru elementele de matrice ale unui operator 

'''''
pxx

'
p

'''''''''''''''
pp

dxdx)x(F)x(

dxdxpxxFxxppFpF

''''''

'''

∫

∫
∗=

==≡

αα
 

 
pentru operatorul impulsului, pp̂ =- .  

Vom considera acum ecuaţia Schrödinger (2.48) scris  în notaţie Dirac: 

 
 
            3. Reprezentarea energetică 
 

ă

)t(H
t

i Ψ=
∂

h  
)t(Ψ∂

Această ecuaţie este verificată de o undă asociată de Broglie 
→→→→

⋅==
−−−→ rpiEti)rpEt(i

AeeAe)t,r( hhhΨ  

în care factorul 

→→

≡
rpi

E Ae hψ  nu mai depinde de timp.  
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Transcriem această soluţie în notaţie Dirac sub forma: E
Eti

−
E e)t( ψΨ ⋅= h . 

Atât vectorul )t(EΨ , cât şi vectorul Eψ  sunt vectori proprii ai 
hamiltonianului H cu valoarea proprie E. 

EE

EE

EH

)t(E)t(H

ψψ

ψΨ

=

=
 

În reprezentarea energetică se iau ca rii proprii  bază vecto Eψ . Vom considera 
că spectrul valorilor proprii ale hamiltonianului este discret şi nedegenerat şi 
pentru a simplifica scrierea vom nota nEn ψ≡  vectorul propriu ce corespunde 

valorii proprii nE : nEnH n
să fie ortonormată

= .Avem, de asemenea, în vedere ca baza aleasă 
1nnnm

n
mn == ∑  şi  δ . 

Starea sistemului în reprezentarea energetică de componentele va fi descrisă 
)t(n)t(n Ψα = care descriu funcţia de undă a stării. Operatorilor asociaţi 

nFmvariabilelor dinamice le vor corespunde matrici Fmn =  depind de 
timp. 
Hamiltonianul va fi reprezentat de o matrice diagonală mnnmn EH

care nu

δ= . Înmulţim 
scalar la stânga ecuaţia lui Schrödinger cu n , apoi ţ ţiile de 

are şi de formula car ente
inem seama de condi
le nortonorm e exprimă compon α  ale stării. Se obţine 

t
ecuaţia )t(E

dt
)t(di nn

n αα
=h  ce admite soluţia

Ei

nn
n

e)0()t( h
−

=αα . 

Starea funcţiei de undă căreia îi corespunde un singur coeficient nα  nenul 
ţiona oluţia temporală a 

acesteia fiind definită de factorul exponenţial. 
Valoarea medie a variabilei dinamice F în starea 

manifestă o energie determinată şi se numeşte sta ră, ev

)t(Ψ  va fi: 

∑ ∗= nmmn )t()t(FF ααψ  
n,m

şi particularizată la media hamiltonianului evidenţiază conservarea energiei 

∑ ∑==
n

2
n

2
nn )0()t(EH αα  

Probabilitatea ca la o măsurare a energiei sistemului aflat în starea 
n

ψ

)t(Ψ  să se 

obţină valoarea nE  este dată de 2
n

2
nn )0()t()E(W ααψ == relaţie ce 

evidenţiază semnificaţia statistică a funcţiei de undă asociată stării microparticu - 
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lei. În anumite situaţii, vectorii bazei depind de entru o dependenţă de 

forma

 timp. P

n)t(n
i
h elementele de matrice ale operatorului F vor fi şi ele 

funcţii de 

e
tE n−

=

timp: ti
mnmn mneF)t(nF)t(m)t(F ω== .În această relaţie, 

nu depind de timp, iar mărimea 

mnF  

h
nm

mn
EE −

=ω se numeşte pulsaţie a tranzi

între stările 

ţiei 

m  şi n . Se obţin următoarele expresii pentru derivatele în raport
cu timpul 

 

)t(F
dt

)t(Fd

)t(Fi
dt

)t(dF
mnmn

mn ω=

mn
2
mn2

mn
2

ω−=
 

 se face în baza laţiei Trecerea de la reprezentarea-x la cea energetică re

∫ ∗= dfg ffg αγ , care se particularizează în cazul nostru rezultând , 
 

∫= dx)t,x()x(n)t(n Ψα  

 care )x(n  este funcţia proprie a hamiltonianului, )x(nE)x(nH n= . în

eratorului F̂ se obţine xdxd)x(nF)x(mF ′= ∫Pentru matricea op xxmn ′

ˆ
′  şi dacă ţi- 

em seama că  găsim în definitiv, F)xx(F xx ′−=′ δ ∫= dx)x(nF̂)x(mFmnn . 

POSTULATELE  INTERPRETATIVE 

tetic în ac

� În primul rând, amintim că la baza teoriei cuantice stă principiul suprapunerii 
i 

 
 

6.5 PRINCIPIILE  TEORIEI  CUANTICE  ŞI 

 
Teoria cuantică se dezvoltă ca teorie de sine stătătoare, în baza unor postulate şi 
principii fundamentale,cu care de altfel ne-am familiarizat într-o măsură oarecare 
şi pe care le recapitulăm sin eastă secţiune, în scopul aplicării lor 
ulterioare: 
 

stărilor care afirmă că un sistem cuantic ce se poate afla într-un şir de stăr
descrise de vectorii proprii i21 ,...,, ψψψ  se poate afla şi într-o stare 
ezultată prin suprapunerea acestora, descrisă de vectorul  r

                                                                ∑=
i

ii ψαψ                              (6.31) 

cu specificaţia expresă că suprapunerea stărilor rămâne invariantă la translaţiile 
spaţiale sau temporale ori prin rotaţiile vectorilor de stare. 
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� Am amintit, de asemenea, principiul de corespondenţă în virtutea căruia fiecă - 
rei variabile dinamice din mecanica clasică i se asociază o observabilă şi între ob- 
servabilele asociate există ace eaşi relaţii ca între variabilele dinamice corespun - l  

ă întrucât în mecanica clasică toate varia- 
bilele dinamice se pot exprima în funcţie coordonatele şi impulsurile generalizate q 
şi p şi observabilele asociate variabilelor dinamice vor trebui să fie exprimabile 
prin intermediul operatorilor şi corespunzători variabilelor p şi q, numiţi ope- 

zătoare din mecanica clasică.  
În baza acestui principiu, vom considera c

p̂  q̂
ratori cuantici fundamentali iar între aceşti operatori, în mod necesar, vor exista 
relaţiile de comutare 

0q,q;0p,p;
i

q,p lklkkllk =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ∧∧∧∧∧∧

δh  

 

cauze exterioare, nu se mai poate vorbi despre un anume vector propriu 
� În cazul în care sistemul evoluează în timp, în cadrul unui proces determinat de 

ψ , 
deoarece sistemul cuantic va urma o succesiune de stări şi, în mod necesar, se 

⎞⎛→
asociază sistemului o funcţie de undă ⎟

⎟
⎠

⎜
⎜
⎝

t,rψ , care va descrie această succesiune 

în timp a stărilor sistemului. Presupunând c  procesul este provocat de interacţia 

operatorul lui Hamilton se scrie 

ă

sistemului cu un câmp de forţe, caracterizat de energia potenţială ⎟
⎞

⎜
⎛→∧

rU , 
⎠⎝

⎟⎠
⎞

⎜⎝
⎛+−= rU

m2
Ĥ Δh →∧2

. 

mp a funcţi  

mp a funcţiei de undă

Acest principiu al evoluţiei în ti ei de undă stabileşte că evoluţia în

 ⎟⎜ t,r ⎟
⎞

⎜
⎛→

ti
⎠⎝

ψ  este descrisă de ecuaţia 

                                                      ψψ Ĥ
t

i =
∂
∂

h                                         (6.32) 

numită ecuaţia Schrödinger dependentă de timp. 
 

sfârşit,
, în virtutea căreia e efectul. Determinismul 

 calitativ atât de determinismul dinamic,  cât şi 
e cel probabilistic, cu care ne confruntăm în fizica microscopică clasică. 

ntul t este descris de vectorul de 

� În  mecanica cuantică fiind o teorie ştiinţifică va trebui să aibe la bază 
concepţia deterministă cauza preced
cuantic la nivel macroscopic diferă
d

Presupunem un sistem cuantic care la mome
stare )t(ψ  şi care evolueaz nţa unor aparate de măă neperturbat de preze sură, 

ajungând la momentul  în starea )t( 'ψt ′ .  

 15



 
Exprimăm matematic această evoluţie prin relaţia 
                                                ( ) )t(t,tT̂)t( '' ψψ =                            (6.33) 
în care - în mod necesar, pentru a conserva norma vectorilor şi relaţiile de 
suprapunere impuse de principiul de superpoziţie orul - operat T̂  trebuie să fie un 
operator unitar, ca să transforme un vector de stare într-un vector de stare. 
Constatăm astfel că, determinismul cuantic are atât un caracter dinamic, ce 
decurge din determinarea univocă a vectorului )t( 'ψ , obţinut ca un efect al 

cauzei )t(ψ , cât şi un caracter statistic, imprimat de semnificaţia pur statistică 
a vectorului de stare. În legătură cu aceasta, trebuie subliniată încă o diferenţă între 
determinismul statistic clasic - în care determinaţia cauzală presupune un 
ansamblu alcătuit dintr-un număr foarte mare de particule - şi determinismul 
cuantic - în care conţinutul statistic al relaţiei cauzale caracterizează individual 
fiecare microparticulă.  
Obţinem astfel încă un principiu care fundamentează teoria cuantică şi anume 
principiul cauzalităţii. Aceste principii nu sunt însă, suficiente pentru elaborarea 
teoriei cuantice, fiind necesară completarea lor cu postulatele interpretative, şi 
stabilite anterior. Reamintim aceste postulate: 
 Singurele rezultate posibile ale unei observaţii descrise de observabila Â  sunt 

valorile proprii ale acestei observabile. 
 Valoarea medie a rezultatelor obţinute în urma măsurării observabilei  pentru 

un sistem cuantic alcătuit dintr-un mare număr de microparticule identice, care se 
ctorul de stare

Â

 ψaflă într-o stare descrisă de ve , este dată de relaţia  

ψψ

ψψ

ψ

∧

=

A
a                                                                                            (6.34) 

În cazul vectorilor de stare normaţi la unitate, rezultă ψψψ

∧
= Aa , iar dacă în 

urma măsurării sistemul trece într-una din stările sale proprii nψ , obţinem 

aaaAa ====
∧

ψψψψψψ  nnnnnnnnψ

a din 
ste egală cu valoa

 Considerând un sistem cuantic ce se poate găsi într-o succesiune de stări  
cuantice, descrise de vectorii proprii 

expresie care arată că valoarea măsurată a observabilei dinamice într-un
stările proprii ale sistemului cuantic e rea proprie na . 
 

Â , k21 ,..., ,ψ ψ ψ  ai operatorului 
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 orice vector propriu ψ  al acestui operator se poate scrie sub forma: 

∑
=

=
n

1i
ii ψψ . 

În urma măsurării observabilei reprezentate prin operatorul Â , în starea 

α

ψ , 
sistemul cuantic poate prezenta pentru această observabilă oricare dintre valorile 
proprii k21 a,...,a,a  ale operatorului Â . Teoria cuantică nu poate răspunde 
întrebării: care dintre aceste valori proprii se obţine în urma măsurării, însă 
stabileşte că probabilitatea a

 

 c  în urm măsurării observabilei  să rezulte 
aloare

a Â
2v a proprie ia , este iα  astfel că, dacă sistemul în urma interacţiei cu 

paratu  a trecut în starea proprie a l de măsură iψ  se va obţine cu certitudine prin 
măsurare valoarea proprie ia . 
 

6.6  EVOLUŢIA STĂRILOR SISTEMELOR CUANTICE 
 
Ecuaţia (6.33), scrisă sub forma 
                                           )t()tt(T̂)t( 0ψ−=                                (6.35) 

evidenţiază o familie de operatori de evoluţie cauzală )t(T̂ Δ , în care s-a notat t
0ψ

Δ  
intervalul temporal între momentul iniţial t0 la care starea sistemului este descrisă 
de vectorul de stare )t( 0ψ  şi momentul curent t, imediat următor, la care starea 

)t(ψinstantanee este descrisă de vectorul . Mo ectorului de stare poate 
 considerată a se datora fie modificării în timp a vectorilor bazei, fie a 

ambelor situaţii. Deosebim astfel, 
ei moduri de a descrie evoluţia stării sistemului cuantic. 

 

 cuantic la 

dificarea v
fi
operatorului asociat observabilei dinamice, fie 
tr
 

 6.6.1 REPREZENTAREA  SCHRÖDINGER 
 
Considerăm un sistem momentul iniţial 0t  în starea descrisă de 

)t( 0ψ , în raport cu vectorii bazei n21 ,...,, ψψψ . Sistemul evoluează în 
cadrul unui proces astfel că la momentul ulterior tt0 Δ+  el se va afla într-o stare 

)tt(descrisă de vectorul 0 Δψ + , exprimat în aceeaşi baz
sistemului se produce în absenţa interacţiei sistem  aparatu

ă. Dacă evoluţia 
l de măsură, vom 

al sistemului s-a  
ului cu

considera că vectorul propriu  modificat, conform ecuaţiei de
)t()t(T̂)tt( 00 ψΔΔψ =+evoluţie (6.35), în care tΔ este un interval infinitezi- 

pentru operatorul 

           

mal ce permite să se considere )t(Δ  forma  T̂

                                                  ti1)tT̂ ΔωΔ −≡                               (6.36) (
∧∧
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astfel că 

                                                                                        (6.37) 
esupune că

tˆi1)t(T̂ ΔωΔ +
∧

+ +=

 ω̂  este un operator hermitic += ωω ˆˆ . În aceste relaţii se pr
Se obţine astfel, calitatea de operator unitar pentru : 

ratorul hermitic 

)t(T̂ Δ

                                
++ −+⋅ )ti1)(ti(T)t(T ΔωΔωΔ

∧∧∧
+

∧

∧∧∧∧∧∧

=−+≅

≅=

1t)(i1

1()t

Δωω

Δ
 

∧∧
≡ ωhHIntroducând ope , relaţia (6.35) se scrie 

)t(Hti)t()t(tHi1)tt( 0000 ψΔψψΔΔψ
∧∧∧

−=⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎝

⎛
−=+

hh
 

⎠
sau, echivalent 

H )t(
t

)t()t 0t(
i 0

0 ψ
Δ

ψΔ ∧
=

−+

ă p

ψ
h  

care la limit entru 0t →Δ , ţinând ă 0t  a fost ales arbitrar, devine 

                                                 

 seama c

)t(H
dt

)t(d
i ψ

ψ ∧
=h                             (6.38) 

Operato
∧∧

rul  introdus prin relaţia 
∧
H = ωhH

ează: scriem
 descrie o observabilă dinamică ce va 

rezulta din consideraţiile ce urm  ecuaţia cu valori proprii pentru 
∧

operatorul ω : nnn ϕωϕω = . Evoluţia stării proprii 
∧

)t(nϕ  va fi descris
(6.35): 

ă de 
)t()ti1()tt( nnn ϕΔωΔϕ −=+ .  

Observăm că te astfei1 n
ti n ΔωΔω −≅− l că ti

nn
ne)t()tt( Δ+

S-a obţinut soluţia unei unde armonice plane ce se propag

Δωϕϕ −= . 
ă cu pulsaţia nω , 

ază cu energia  a stării staţiopulsaţie ce se corele nare nE nϕ , prin relaţia 

Einstein - de Broglie: nnE ωh= . C  
∧∧

um = ωhH , rezultă: 

                                  nnnnnn EH ϕϕωϕωϕ ===
∧∧

hh             
∧

        (6.39) 

cuaţia generală de miş ,  iar ecuaţia    

Este evident aşadar că operatorul H  descrie energia sistemului identificându-se 
astfel cu operatorul hamiltonian al sistemului. Astfel, ecuaţia (2.228) devine 

care a sistemelor cuantice nnn EH ϕϕ =
∧

e  
prezintă ecuaţia de mişcare pentru stările staţionare. O astfel de reprezentare, 

ă în timp, iar operatorii variabilelor 
inamice se consideră invariabili, se numeşte reprezentare Schrödinger. 

re
în care se consideră că vectorii de stare variaz
d
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6.6.2  REPREZENTAREA  HEISENBERG 
 

ideră că în cursul evol e 
nvari i ce descriu variabile dinamice variază în 

timp. Considerăm ecuaţia (6.33) scrisă sub forma 

                

În această reprezentare se cons uţiei stărilor, vectorii de star
rămân i abili, în timp ce operatori

                                ( ) ( ) ( )00 tt,tTt ψψ
∧

=                                  (6.40) 
în care ( )tψ  reprezintă l cauzei  efectu ( )0tψ .  

Transformarea ( )0t,tT
∧

 poate fi concepută ca o succesiune de transformări 

 (6.38) şi obţinem unitare infinitezimale ( )dtT
∧

. Înlocuim (6.40) în
( ) ( ) ( ) ( )000

0 tt,tT̂Ĥt
t,tT̂d

hi ψψ = . 
dt

Constatăm aşadar că operatorul ( )0t,tT̂  satisface ecuaţia 

                                                           T̂Ĥ
dt
T̂dhi =                                           (6.41) 

Presupunem acum, că starea unui sistem cuantic la momentul t  este 0 descrisă de
vectorul de stare ( )

 
 ( )0i tψ .0tψ , în ra  Reprezentarea Heisenbergport cu baza  

e evoluţia vectorilor consideră că evoluţia stărilor sistemului cuantic presupun
bazei care se transformă în conformitate cu ecuaţia de evoluţie (6.40): 
                                                 ( ) ( ) ( )0n0n

 
tt,tT̂t ψψ =  

O expresie asemănătoare se poate scrie şi pentru vectorii bra 

                               (6.42) 

                                               ( ) ( ) ( )0m0m tt,tT̂t ψψ +=                       (6.43) 
În baza acestor rela nd seama că operatorul evoluţiei este bţinem: 

         
ţii şi ţinâ unitar, o
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )00m00mm tttT̂T̂ttt ψψψψψψ == +  

Această relaţie evidenţiază faptul că vectorul de stare ( )tψ  manifestă o mişcare 
în raport cu baza ( )0m tψ  însă rămâne fix în raport cu baza ( )tmψ . Această 
constatare arată . În 
reprezentarea Heisenberg însă se ad
dinamice evoluează în timp.  

că descrierile Schrödinger şi Heisenberg sunt echivalente
mite că operatorii asociaţi observabilelor 

Astfel, în cazul unui operator  oarecare, elementele de matrice ale acestui â
operator în baza )t( 0mψ  se scriu )t(â)t( n0m ψψ , iar în baza )t(mψ0 ( la 

or t) se scriu momentul imediat următ
)t(T̂âT̂)t()t(â)t( n0mnm ψψψψ += 0  
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rezultând expresia evoluţiei în timp a operatorului )t(â : 
                                                                       (6.44) 

erivăm această expresie în raport cu timpul şi obţinem: 
)t,t(T̂)t(â)t,t(T̂)t(â 000

+=
D

dtdtdt
Td)t(aTT)t(aTd)t(ad

00

∧
∧∧

+
∧∧

∧
+∧

+=  

 
şi de ecuaţia conjugată a acesteia.  

 
 

Ţinem seama de (2.231) 
Se obţine: 

                     

⎟
⎠

⎜
⎝

= ++ T)t(HTT)t(HT 000
h

⎞⎛ ∧∧∧∧∧∧∧∧
       

−

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

∧∧∧
+

∧
+

∧∧∧∧
+

∧∧∧∧
+

∧

t(aTT)t(aTT)i

T)t(H)t(aTT)t(a)t(HTi)t(a
dt
d

0

0000h
    (6.45) 

În baza relaţiei (6.44), observăm că )t(ĤT̂)t(ĤT̂ 0 =+  şi (6.45) devine 

                                           [ ])t(â),t(Ĥi)t(â
dt h

ecuaţie cunoscută ca ecuaţia de mişcare a lui

d
=                                       (6.46) 

 Heisenberg. 

ul de inte

 
 

 6.6.3 FORMALISMUL DE INTERACŢIE 

În cadrul acestei noi descrieri se presupune că atât vectorii de stare, cât şi 
operatorii sunt variabili în timp. Formalism racţie se foloseşte în cazul 
când hamiltonianul Ĥ al sistemului se poate scrie ca o sumă între hamiltonianul 
neperturbat 0Ĥ , care nu depinde explicit de timp, şi hamiltonianul 1Ĥ , ce exprimă 

ţia 10 ĤĤ + .Se presupune că 01 HHperturba Ĥ = ∠ , adică energia transferată 
sistemului neperturbat  este mică ală a acestuia în starea 

operatorul  
 în raport cu energia tot

 unitar alneperturbată.Vom nota cu T̂  evoluţiei de interacţie şi cuI  
( )tIψ  şi ( )tâI vectorii de s din descrierea de interacţie. tare, respectiv operatorii 

Aceştia verifică relaţiile: 
                                                ( ) ( ) ( )tt,tT̂t 0II ψψ =                                    (6.47) 

                                            ( ) (( )  )t,tT̂ât,tT̂tâ 0
1

I0II
−=                                  (6.48) 

mului, vectorul de stare al stării neperturbate devine funcţie 
oluţia stării neperturbate în conformitate cu ecuaţia lui  

 

Prin perturbarea siste
de undă ce descrie ev
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Schrödinger (6.38): 

                                         
( ) ( ) ( )tĤĤ

dt 10
td

hi ψ
ψ

+=     (6.49)                               

( ) ( )
t

T̂t
t

T̂
dt

td
I

IIDerivăm (6.47) şi obţinem:
∂
∂

+
∂
∂

=
ψ

ψ  
ψ

Cum operatorul TI
ˆ  este un  sitar, ecuaţia (6.47) permite să criem: 

                                               ( ) ( )tT̂t I
1

I ψψ −=    

                                         ( ) ( )tT̂ĤT̂tĤˆ
1I ψT I

1
I1I ψ−=  

 
 
şi punând 1

I1I11 T̂ĤT̂Ĥ −≡ rezultă: 
( ) ( )tH

h
i

dt
td

hi I11
I ψ

ψ ∧
−=                                                                       (6.50) 

sim prin derivare 

                             

Folosind (6.48) gă

tdt ∂
ˆˆˆ

TaTT
t
aTTa

t
Tad

1

I
I

1

IIIII ∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=

−∧
∧∧−∧

∧∧

 

şi punând , ecuaţia devine 

1 ∧−∧∧

1
I0I01 T̂HTH −=

( )                                     ( )
⎥

ă; 
 - Formalism
les în teoria cu ţă calculului cu 

invarianţa anumitor mărimi fizice faţă de anumite transformări ale coordonatelor, 

⎥
⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

∂
∂

=
∧∧

∧

I01II a,H
h
i

t
ta

dt
tad                              (6.51) 

⎦
Şi acest formalism de reprezentare este echivalent cu reprezentările Schrödinger şi 
Heisenbe trei formalisme de reprezerg. Fiecare dintre cele ntare a mecanicii 
cuantice îşi conţine propria justificare. Astfel: 
 - Formalismul Schrödinger se pretează cel mai bine la descrierea stării 
sistemului cuantic şi la interpretarea evoluţiei stărilor cuantice; 
 - Formalismul Heisenberg – echivalent cu formalismul Schrödinger – 
reuşeşte să obţină fizica clasică printr-un proces de trecere la limită a fizicii 
cuantice. Această operaţie nu se poate efectua în cadrul formalismului 
Schrödinger, deoarece unele mărimi cuantice, cum ar fi vectorii de stare, nu au 
limită clasic

ul de interacţie – echivalent cu celelalte două – este folosit mai 
antică a câmpului, adaptându-se cu uşurina

perturbaţii. 
 

6.7  TRANSFORMĂRI DE COORDONATE 
 
Omogenitatea şi izotropia spaţiului, precum şi uniformitatea timpului, presupun 
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cum ar fi translaţiile spaţiale, temporale sau rotaţiile. Privite ca observabile 
dinamice, acestor operaţii li se asociază în mecanica cuantică operatorii care 
erifică ecuaţii de evoluţie de forma (6.35), obţinându-se astfel o metodologie de 
bordare proprie mecanicii cuantice. 

 p

distanţă

v
a
 
 
 6.7.1  OPERATORUL TRANSLAŢIEI 
 
Omogenitatea spaţiului presupune echivalenţa tuturor poziţiilor din spaţiu, în timp 
ce izotropia implică echivalenţa tuturor direcţiilor. Aceasta înseamnă că anumite  
mărimi fizice ce manifestă roprietatea de conservare în timp sau invarianţă 
spaţială nu trebuie să fie influenţate de o translaţie a aparatului de măsură pe o 

qΔ . Vom nota cu D̂  operatorul unitar asocia anslaţiei aparatului de 
Acest operator aplicat vector

t tr
măsură ului de stare . q va defini o nouă stare 

qq Δ+  în conformitate cu ecuaţia 

                                                     qD̂qq =+ Δ                      
Dacă p

                      (6.52) 
ˆ  reprezintă operatorul impulsului generalizat, conjugat canonic 

coordonatei generalizate q, se poate adopta pentru D̂ forma: 

                                                         
qp̂i

Δ−
heD̂ =                                               (6.53) 

p̂Acest operator fiind funcţie de , satisface relaţia de 

          

comutare 

                                     [ ] D̂q
p̂d
D̂d

i
hq̂,D̂ ⋅−== Δ                                    (6.54)                 

) e v
a stânga ambii membrii ai acestei relaţii cu 

(6.54  chi alentă cu ( )q̂q̂D̂D̂q̂ Δ+= . 
+D̂ şÎnmulţim l i ţinem seama 

că 1̂D̂D̂ =+ .  
Se obţine 
                                                      q̂q̂D̂q̂D̂ Δ+                                         (6.55) 

Această ţie arată că operatorul q̂q Δ+
∧

 se obţine printr-o transformare unitară, 
care aplicată stării 

=+

 rela
q  va genera starea qq Δ+ , astfel că forma adoptată (6.53) 

pentru D̂  corespunde evoluţie zul când qi dictate de (6.52). În ca Δ este foarte mic, 

q̂p̂i1̂eD̂
qp

Δ
Δ

h −≈=
−

                          (6.56)                                                 
i

h

∧

         

laţie asemănătoare cu (6.56) în care operatorul unitar realizează o 
ţie în timp. 

( )tT̂ Δ  re
transla
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6.7.2  OPERATORUL ROTAŢIEI 
 
Transf le ormarea dictată de relaţii

θθ sinycosxx +=
                                       

y =′ θ cosysinx +− θ
′

 

defineşte o rotaţie cu un unghi θ  în planul (
Dacă în particular unghiul 

xOy). 
αΔθ = ,  este foarte mic

                                                       
yxx +=′

yxy +−=′ αΔ
αΔ

                                        (6.57) 

Aceste relaţii arată că o rotaţie infinitezimală este echivalentă cu două translaţii: 
una cu cantitatea αΔy , cealaltă cu αΔx− . 
 Presupunem o particulă aflată în starea ( )0ψ  supusă măsurării. Rotind 
aparatul de măsură cu un unghi infinitezimal αΔ  în jurul axei Oz, starea pa i 
indicată de aparatul de măsură crisă de 

rticule
 va fi des ( )αΔψ . 

Vom considera că rotaţia aparatului a presupus un ţie  operator unitar de rota ( )αΔR  ˆ

                                            ( ) ( ) ( )0R ψαΔαΔψ =                                  (6.58) ˆ

Pe de altă parte, efectul operatorului ( )ˆ αΔR  asupra vectorului de stare ( )y,xψ  
se traduce prin dou anslaţii infinitezima nslaţie ă tr le, descrise de operatorii de tra

αΔŷp̂i1̂D̂ xx −=  şi 
h

αΔx̂p̂i1̂D̂y +=+
x

h
  aplicaţi  succesiv  vectorului  ( )y,xψ  

pentru a-l mişca în starea rotită ( )αΔαΔψ xy,yx −+ . Rezultă 

                    
( )

zL11 −⎜⎝
−≈

hh

în care s-a notat cu yz pypxL
∧∧∧∧∧

−= . Operatorul 

xy

yxyx

ipypxi

xpi1ypi1DDR

∧∧∧∧∧∧∧

∧∧∧∧∧∧∧∧∧

=⎟⎠
⎞⎛ −

≈⎟⎠
⎞

⎜⎝
⎛ +⎟⎠
⎞

⎜⎝
⎛ −==

hh

αΔ

αΔαΔαΔ
          (6.59) 

x zL
∧

 este un operator hermitic 
şi descrie proiecţia momentului cinetic pe direcţia z. Hermiticitatea acestui 
operator conferă operatorului ( )αΔR̂  caracterul de operator unitar. Rotaţia de 
unghi finit θ  poate fi exprimată aş torul adar de opera

                                                      ( ) θ
θ

zLi

eR̂
∧

−
= h                                         (6.60) 

 
Schimbarea semnului tuturor coordonatelor se numeşte inversiune. Această opera- 

 
6.7.3  INVERSIUNEA  AXELOR 
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ţie este descrisă de operatorul paritate G . Vom observa că aplicând de două ori 
operatorul  unei anumite stări descrise de 

ˆ

Ĝ z,y,x  se obţine aceeaşi stare. 

Ecuaţia cu valori proprii z,y,xgz,y,xˆ =G arată că 

z,y,xz,y,xgz,y,xĜ 22 ==  

din care deducem . Stările caracterizate de valoarea proprie g = 1 se 
numesc pare, iar acelea descrise de valoarea proprie g = -1 se numesc stări impare. 

1g 2 =
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	                                                                                            (6.10)
	Ecuaţia (6.33), scrisă sub forma

