CURSUL 6

6.1 SPATIUL HILBERT

Abordarea spatiului functiilor de stare se face prin generalizarea rezultatelor
obtinute in cazul spatiilor vectoriale finit dimensionale. Este fundamentald pentru
teoria cuantica analiza ecuatiei cu valori proprii pentru operatorii hermitici @ care
opereaza asupra functiilor  din spatiul Hilbert.

a¥=ay (6.1)
Aceasta analiza presupune emiterea de enunturi care sa generalizeze constatarile
rezultate din analiza efectuata in cazul spatiilor finit dimensionale.

N
1. Valorile proprii ale unui operator hermitic @ ce opereaza asupra functiilor

w( x) sunt valori reale si pot defini un spectru discret, un spectru continuu sau un

spectru combinat alcatuit din portiuni de spectru discret si portiuni cu spectru
continuu. Vom indicia functiile proprii si valorile proprii apartindnd spectrului
discret cu un indice inferior mn, care ia valori naturale, iar pe acelea ce tin de
spectrul continuu cu indicele A a carei variatie se presupune a fi continud. Vom
scrie deci:
A
- pentru spectrul discret ay,, =a,,¥, ,neN
N

- pentru spectrul continuu ay 3 =ay¥; ,A€R,

ii. Orice functie ¥ normabild poate fi scrisd ca o combinatie liniara a
functiilor proprii y,, s1 ¥, 1ar aceastd combinatie liniard va presupune un termen

in care se efectueaza o integrare pe domeniul reprezentat de variabila continua A4:
Y(x) =D anWu(x)+[ayy(x)dA (6.2)
n

Am notat cu dA elementul de volum al domeniului de variatie al variabilei
continue A, integrala extinzandu-se de-a lungul intregului domeniu de variatie al

lui 4.
1. Relatiile (5.55) permit calculul coeficientilor «, si1 a; prin relati

analoage acestora.



Ay =(WalP)=[wn(x)¥(x)dx (6.3)

ay=(wil#)=[wi(x)¥(x)dx (6.4)
Tinand seama de (6.2), se obtine pentru a,, :

a, =jl//;;(x){2am W (X) +Iavl/fv(x)t7x}¢7x =

=Zamjy/,’:(x)t//m (x)c?x +jcvc7vjy/,’:(x)y/v(x)¢7x

Rezulta,

(Walwm )= [Wn(x)Wm (x)dx =5 (6.5)
si

(Walwy)=[wn(x)w,(x)dx =0 (6.6)
Prin introducerea relatiei (6.2) in (6.4) se obtine

(Walwm )= [WA(x)Wm (x)dx =0 (6.7)

relatie care atestd ca §i cea anterioara ortogonalitatea dintre functiile proprii ale
spectrului continuu si acelea ale spectrului discret.

Relatia (6.5) exprima ortonormarea functiilor proprii ce apartin spectrului discret.
Notand

gy = [Wilx)w,(x)dx (6.8)
expresia (6.4) devine echivalenta cua; = Ia ﬂVaVJ x care pentru a fi satisfacuta

presupune ca
JWitx)w,(x)dx=5(1-v) (6.9)

O( A —v) fiind functia 8 a lui Dirac. Aceasta relatie exprima ortonormarea

Sfunctiilor proprii ale spectrului continuu $1 se numeste conditia de ortonormare
generalizata. Cum pentru A=v,0(A-v)— o,

[lw,(x) dx=c0 (6.10)

Constatam asadar, ca functiile proprii apartinand spectrului continuu nu sunt
normabile §i nici nu se anuleaza pentru x — o in spatiul configuratiilor.

Pe de alta parte — desi nu apartin spatiului starilor — dezvoltarea (6.2) nu este
posibild daca aceste functii proprii generalizate nu sunt luate in calcul, Intrucat in
spatiul Hilbert functiile proprii ce definesc spectrul discret sunt insuficiente pentru
a defini o baza.

iv. In sfarsit, pentru ca sa fie posibil calculul coeficientilor a 2, produsul

scalar intre functiile nenormabile §i cele normabile trebuie sa poata fi definit,
conditie care presupune ca pentru x tinzand la infinit, functia proprie generalizata



wy(x), corespunzatoare unei valori proprii A din spectrul continuu, sa ramdnad

marginita.

6.2 NOTATIILE DIRAC

Am stabilit Intr-o sectiune anterioara ca orice vector de stare y poate fi definit in
spatiul euclidian n-dimensional prin componentele sale in raport cu o anumita
baza ortonormata {!//,- }i’ motiv pentru care vom reprezenta vectorul y n baza

{1//,- }i prin componentele sale ordonate intr-o matrice coloana:
r 3

ap

v=1“21 6.11)

kan J

Conjugatul hermitic w* al vectorului w va defini o matrice linie a
componentelor sale:

A wt= (a;‘,a; ,...,a;) (6.12)
In baza acestor relatii se observa ca

(rvw)* =ry* (6.13)
Prin introducerea notatiilor lui Dirac, se obtine ca

v = "/’>’ v =(y (6.14)

rezultand in virtutea relatiilor (6.11) s1 (6.12):

+
<t/f\ = W)= <w\ (6.15)
Cele mai simple constructii ce se pot realiza cu aceste notatii sunt de forma

w):{wli{aw) silo) (v

- vectorul ‘y/> este un “ket” al spatiului euclidian n-dimensional;

=+
’

V)

- vectorul <l//‘ este un “bra” al spatiului vectorial conjugat;
- simbolul <¢‘y/> reprezintd produsul @ w mai precis, produsul scalar al
acestor vectori care defineste si norma vectorului i, de exemplu: Hl//” = <l//‘l//>

- constructii de forma ‘(0>< y/‘ vom intalni in expresii ce contin dezvoltari ale
vectorului y .
"] Vectorii bazelor spatiilor bra si ket 11 vom nota cu <1 ‘,<2‘,...,<n‘ pentru spatiul

brasi|l),2),..,

n > pentru spatiul ket.



"I Conditia de ortonormare a bazei se scrie
(jlk )= (6.16)
Descompunerile dupa vectorii proprii ai bazelor se scriu

V=3 aj}i>= Uil

j=I1 j=I1
respectiv
n n
W= X a}‘<f\ A
Jj=1 Jj=1
[ In notatiile Dirac, operatorul 1/; se scrie fard simbolul A.

N
Astfel, conditia ca F sa reprezinte un operator liniar se scrie acum

F(e,|w)+c,lp))=c,(Fly))+c,(Flp))
Revenind la semnificatia simbolului ‘¢)><y/‘ se observa ca operand la dreapta cu
ket-ul ‘ Z> se obtine ‘¢><l//‘ Z>, in care <l//‘ ,1'> este un produs scalar, deci un

va f1 un

numar, iar ‘(0><l//‘ Z> este un ket proportional cu ‘¢)> Analog, < Z‘(0><'/’
bra proportional cu <y/‘ Asadar, simbolul ‘¢><y/‘ este un operator liniar ce

realizeaza o corespondenta intre vectorii de acelagi tip.
'] O proprietate interesantd manifesta operatorul unitar I. Astfel daca w este un

vector propriu normat,
n n
Hy)= 2 1i) )= 20 )| (6.17)
j=1 j=1
Aceasta relatie se numeste conditia de completitudine si conduce la:

WI? = (vl =(wltlv) = 01 i ) =
7= (6.18)

n " n 2
= Yaja; = Yajl
j=I j=I

Pentru a obtine reprezentarea matriceald presupunem vectorul ‘y/> definit prin
componentele sale @; :a; = < Jj ‘l//> Aplicam vectorului ‘l//> operatorul hermitic F si

obtinem functia ‘¢)> :‘¢> =F ‘ !//> sau, inmultind ambii membrii cu < j‘ si folosind



relatia de completitudine (6.17), gasim:
(ilv)=0; ={ilFly)={iFlv)

- §<j‘F‘k><k"/’> = éfjm

in care matricea f = < j‘F ‘k> este o0 matrice n X n.

"1 Ecuatia cu valori proprii pentru operatorul F sescrie F ‘l//> =f ‘y/>

[ In sfarsit, valoarea medie a operatorului hermitic F se noteaza <F >w

<F >!// = <t//‘F !//> in care ‘!//> este vectorul propriu corespunzator valorii proprii fin

ecuatia cu valori proprii F/ ‘l//> =f ‘y/> si deci <F >w =f.

6.3 DISTRIBUTIA DIRAC
(FUNCTIA GENERALIZATA “DELTA”).

Teoria cuantica opereaza in spatiul Hilbert al functiilor de stare. Acest spatiu are
dimensiunea infinitd i — in consecintd — aparatul matematic va presupune in mod
necesar o constructie adecvata, in cadrul careia apare si functia “delta” si pe care
matematicienii o identificd cu o distributie. Pentru a simplifica expunerea, vom
considera formal aceasta distributie ca pe o functie d( x ) definitd prin relatiile:

5(x) ={$ ’;Z} (6.19)
Ofa(x Jx = 1 (6.20)

O definitie alternativa mai riguroasa considera o functie oarecare, nuld pe intreg
domeniul de definitie, cu exceptia unui interval mic Ax ce include si x=0. Daca pe
masura restrangerii intervalului Ax functia manifesta o astfel de crestere incat
aria de sub curba ce o reprezinta sa ramdna constant egala cu unitatea, la limita
aceastd functie va defini distributia o( x ) , numita distributia lui Dirac.

O astfel de functie manifestda o serie de proprietati folosite curent in teoria
cuantica:

= pentru orice functie continua f(x)

oo
[8(x)f (x)dx =f(0) (6.21)
—00
relatie evidentd tinand seama de definitia (6.19).
Sub o forma mai generala, se poate considera ca pentru orice punct x=a in



vecindtatea originii,

[8(x—a)f(x)dx =f(a) (6.22)
se pot demonstra cu u§urin,t_d relatiile:
8(—x) =68(x) (6.23)
x6(x) =0 (6.24)
J8'(x)f (x)dx ==f"(0) (6.25)
§(-x)=-68(x) (6.26)
x8 (x)=-6(x) (6.27)

in care s-a notat cu & (x) derivata in raport cu x.
» Considerdnd dezvoltarea unei functii f(x) in integrali Fourrier
o0
f(x)= [f(k)e™ dx (6.28)
—©
(6.26)in care s-a notat cu f (k) transformata Fourrier a acestei functii
~ 1 % .
f(k)=—— [f(x)e ik gy (6.29)
Zﬂ_w
rezultd si pentru 0(x) o dezvoltare in integrala Fourrier:

1 T ik
8(x)=—— [e" dk (6.30)
2ﬂ_w

. L 1
din care se observa ca 5(x)=2—.
V4

= In sfarsit, vom observa ca

B
jf(x)a(x)dx ={

0 candintervalul (a, £) nu contine originea
f(0) cand acest interval contine originea

6.4 REPREZENTAREA CUANTICA GENERALA

Solutionarea problemelor curente ale mecanicii cuantice presupune o trecere de la
vectorii de stare abstracti ‘1//> sau de la operatorii asociati variabilelor dinamice F

la multimi de numere. Aceasta se poate realiza alegand in spatiul Hilbert o anumita
baza ortonormata, prin intermediul cdreia vom asocia vectorilor de stare



componentele acestora scrise in aceastd bazd, iar operatorilor, elementele lor de
matrice. Bazele putand fi alese preferential se vor obtine corespunzator
reprezentari cuantice diferite. Vom alege desigur baze alcatuite din vectorii proprii

)

al unui operator hermitic F asociat unei anumite observabile dinamice si vom
vorbi despre reprezentarea in coordonate daca alegem ca observabila dinamica
pozitia x, despre reprezentarea in impulsuri cdnd ne convine alegerea
observabilei impuls p, sau despre reprezentarea energetica cand ne raportam
variabilei dinamice energie.

Consideram o anumitd variabila dinamica cdreia 1 se asociazd operatorul

hermitic F si studiem ecuatia cu valori proprii a acestui operator in baza

ortonormata {V/i }i ,FV> =fV>'

Relatiile de ortogonalitate se scriu:
- pentru spectrul discret <y/ i "/’k > =0 = < Jj ‘k >

vy >=5(/1'—/1") =</1"/1">

in care j si k sunt indici cu variatie discretd, iar A variaza continuu.

- pentru spectrul continuu <y/ 1

Scriem si relatiile de normare,
- pentru spectrul discret:

2ili[=1=2Zvivi
i i
- pentru spectrul continuu:

[1A)(AldA=[waypidi=1
A A
Orice vector de stare ‘l//> se poate descompune dupa vectorii bazei:

"/’>=Zai"/’i>=zai‘i>

‘l//> = jaﬂ@dﬂ. = J‘all//ld/l
A A

ar =(f|w)

Astfel vectorul de stare ‘l//> in baza {w;} este definit in mod univoc de

in ambele cazuri

componentele sale @; 4 in baza aleasa si se numeste functie de unda a stirii y in

reprezentarea F sau in reprezentarea generald.
Presupunem acum un operator arbitrar Q care realizeaza trecerea de la
vectorul ‘l//>la vectorul ‘¢> ¢>=Q‘y/> si caruia in reprezentarea F 1 se asociaza




17 . v .
0 [f >.Aceasta matrice transforma componentele vectorului

matriceaQ .+ v =(f
0 =f
‘y/> in componentele vectorului ‘qo>:

- in cazul spectrului discret 8 P zf: 0 Ly
- in cazul spectrului continuu S o = ;[Q r'f ardf

Operatorul F se reprezintd in baza proprie alcatuita din vectorii sai proprii
{l//f }f , prin matricea diagonala

- pentru spectrul discret F,,, =md,,, si

- pentru spectrul continuu F = A6 (ﬂ: s )

l’!
motiv pentru care reprezentarea F este consideratd ca fiind acea reprezentare in
care operatorul F este diagonal.
Consideram si ecuatia cu valori proprii pentru operatorul hermitic Q, Q ‘q > =q ‘q >
pe care o Inmultim la stinga cu <m ‘ Se obtine in cazul spectrului discret
<m ‘Q ‘q>s Z<m ‘Q ‘n><n‘q > =q<m ‘q > echivalenta cuZanqn =qq m -

n n

In cazul spectrului continuu se obtine analog , I Q144" =qq,..
)
Valoarea medie a observabilei Q in starea ‘y/> in cazul spectrului discret va fi

@), =(viely)= X (wim )mion ) nly)=

m,n
%k %k
= Z o QOnan = Zanaman
m,n m,n

1ar in cazul spectrului continuu,<Q >l// = .[Q/l'/l" a} a/lvrdﬂ'dl” .

Aceste formule se simplifica in cazul cand operatorul Q este insusi operatorul F.
: - B 2 : _ 2
Se obtin mediile: <F >'// = Z‘f‘ai‘ pentru discret sau <F >y/ = j f ‘a ,1‘ dA pentru

1l
continuu.

Probabilitatea ca la o masurare a observabilei dinamice F, aflate in starea ‘l//> sd

2
gasim valoarea f este W,/,(f)= Kf‘l//>‘ = ‘af ‘2 .
Astfel, probabilitatea ca la o masurare a observabilei dinamice descrise de opera-



torul Q sa gasim in starea ‘l//> valoarea q, va fi

2lalm )imly) =>4 m @

m

oWy a)=|laly) =

in cazul spectrului discret sau

iw, (q) = U q,0 ldﬂ‘z in cazul spectrului continuu.

Se practica, in mod curent, treceea de la o reprezentare la alta, cum ar fi de la
reprezentarea F la reprezentarea G. Aceasta trecere se realizeaza folosind relatia de
completitudine. Pentru a stabili relatiile de trecere vom admite ca spectrul
operatorului F este discret i folosim relatiile de transformare ale componentelor

la schimbarea bazei. Obtinem componentele y, functiei de unda ‘y/> in baza

alcatuita din vectorii proprii ‘ g> a1 operatorului
G:re=lelv)=2lsf )\ Sly)=Dera,

Analog obtinem matricea operatorului Q in reprezentarea G

0, =lgl0l")= T (£ el i )-
=2 gf gf Qs
rof

In acelasi mod, se stabilesc formulele in cazul unui spectru continuu al
operatorului F .In concluzie,
-in cazul spectrului discret y , = ngaf si Qg, Z gf gf fo

L
-in cazul spectrului continuu y, =I gra df si Qg,gu = j 8,8, 0 p fudf df
Rezultd ca trecerea de la reprezentarea F la reprezentarea G presupune
cunoasterea functiei de unda g f= <f ‘ g > in reprezentarea F a starii ce corespunde

vectorului propriu al operatorului G . In definitiv, se stabilesc relatiile:
- pentru spectrul discret al operatorului F :;G 8y =88

- pentru spectrul continuu al operatorului F :IG T g frdf "= g-8f

APLICATII

1. Reprezentarea — x sau reprezentarea in coordonate.
Particula libera ce se deplaseaza in directia axei Ox se poate gdsi — in principiu — in
orice punct al acestei axe.
Aceasta inseamna ci ecuatia cu valori proprii a operatorului pozitie X - pe care



in notatiile Dirac il vom nota X -

X[x)=x|x),
admite solutii pentru orice x real, generand astfel un spectru continuu al valorilor
proprii, pentru care se scriu relatiile

- de ortogonalitate: <x' ‘x” > = 5(x' —x )

- de normare: _”x><x ‘dx =1

Starea sistemului cuantic este descrisd in reprezentarea x de un set continuu de
componente @, =<x‘t//>sa( x ) care definesc functia de unda . Operatorului

oarecare hermitic F ce descrie o observabila dinamica i se asociaza matricea cu
4 r
Fix ).
Schimbarea starii se obtine cu formula
’ 4 ’
XxX)= =IF ra rdx E_[F ra(x )dx
B(x)=Bc=[F_ra a(x)

si daca operatorul F este insusi operatorul coordonatelor X, matricea acestuia

elemente continue Fx'x" = <x

este diagonaléXxvxn =x'5(x' —x”) .
Rezulta
P(x) =Ix5(x —x')a(x')dx' =xa(Xx)
O variabild dinamica folositd in mod curent in mecanica cuantica este

impulsul microparticulei al carui operator in notatie Dirac il vom nota P in virtutea
conventiei facute. Pentru a scrie matricea operatorului impuls p in reprezentarea-

x vom folosi relatia de comutare[ %, p]= ifi sau scrisa matricial, XP — PX =ihl .

’
Consideram vectorii proprii <x

si x"> ai operatorului ;c\ :

In baza acestei relatii de comutare putem scrie:
<x' ‘XP‘x” > - <x' ‘PX x > = ih<x' x”>
si folosind ecuatia cu valori proprii a operatorului X §i conjugata acesteia

b > = 5(x' —x ) se obtine:
(x’ —x”Xx"P‘x”>=ih5(x' —x)
Tinand seama de relatia xc‘)"( x)=-0(x), ecuatia algebrica xf(x)=0(x)

admite solutia f(x) = —5'(x) astfel ca vaxu = —ihé"(x' —x”) .

<x ‘X = x‘x>, ca si relatia de ortogonalitate <x

10



Schimbarea starii presupune relatia
B(x) =ijxvaxrdx =—zhj5 (x-x )a(x )dx =

—inf6 (x —x)a(x yax' =-in?2)
dx
Avand in vedere proprietatea fundamentald a functiei generalizate d( x ) , matricea
operatorului impuls se mai poate scrie sub forma vaxn =—ihd( x -x ) d, :
dx

Ca si in mecanica clasica in care variabilele dinamice se pot exprima functie de
coordonate si impuls, si in mecanica cuanticd, in baza principiului de

corespondenta, orice operator F asociat unei observabile dinamice se poate
N A\
exprima in functie de operatorii x si p (X si P in notatie Dirac). Se observa ca

atdt expresia matricii operatorului X, cdt §i aceea a matricii operatorului P, contin
’ re A
d(x —x ). Vom presupune deci, ca matricea oricarui operator F asociat unei
observabile dinamice se va exprima prin relatia
vax" = 5(x — X )F
in care F include atdat inmultirea cux', impusa de reprezentarea-x, cat si
’
derivarea in raport cu x , ceruta de reprezentarea-x a impulsului.
Considerand relatia g =IQ rapdf siparticularizand Q .. la F r » , se va
A L T
S
obtine, in baza proprietatilor functiei J, f(x )= Fa( x )astfel ca se obtin expresiile
N A
X=x s1p E—ihd—, adica expresiile pe care deja le-am postulat in sectiunile
x

anterioare.

De asemenea, in baza relatiei Wy, (f ) = ‘af ‘2 =‘<f ‘l//>‘2 , probabilitatea de

a gasi particula pe dreapta Ox in punctul de abscisa x rezulta a fi
2

Wy(x)= ‘a(x)‘z iar Tn baza relatiei Wy(q)= jq Zaldﬂ , probabilitatea ca in
A

urma masurarii observabilei dinamice descrise de operatorul F sa se obtina
2

valoarea f este W,/,(f) = Ia}(x)a(x)dx

2. Reprezentarea-p sau reprezentarea in spatiul impulsurilor

Existd aplicatii care recomanda reprezentarea in spatiul impulsurilor, ce foloseste

11



drept baza vectorii proprii ‘ p> ai operatorului impuls p :P ‘ p > =p ‘ P >
Valorile proprii p genereaza si in acest caz un spectru continuu, astfel ca relatiile

p">=5(p' -p).

Starile vor fi descrise in reprezentarea-p de functiile de unda &, < ‘l//> aip) .

4

de ortogonalitate si normare, se scriu <p

Modulul patrat al acestor functii reprezinta probabilitatea ca la o masurare a

impulsului particulei in starea @, sa rezulte valoarea p.

Un rationament asemanator cu cel prezentat anterior evidentiaza in
reprezentarea-p urmatoarele expresii ale operatorilor:
N
- pentru operatorul coordonatelor x =ih—
dp
N
- pentru operatorul impulsului p =p

De asemenea, se obtin expresiile:

- pentru functia de unda

a(p) =(plv)=[(p)(xlp)ax = [a} (x)a(x)dx
- pentru elementele de matrice ale unui operator 1/5\'

vapn E<p p >=I<p X ><x Fix ><x ‘p >dxdx =

% ’ 144 4 re
_J-apr (x )Fxlxnapn (x )d_x dx

- pentru operatorul impulsului, p= p.

3. Reprezentarea energetica

Vom considera acum ecuatia Schrodinger (2.48) scrisd in notatie Dirac:

ih@: H|¥(t))

Aceasta ecuatie este verificatd de o unda asociata de Broglie

—>—> i i
—(Et -pr) ——Et —pr
S”(r Jgt)=Ae " =e " .Aeh
i——
"o
in care factorul wg = Ae" nu mai depinde de timp.

12



l

Transcriem aceasta solutie in notatie Dirac sub forma: ‘TE (t) > =e " . ‘l//E >
Atat vectorul ‘Y’E (t )>, cat si vectorul "/’E> sunt vectori proprii ai
hamiltonianului H cu valoarea proprie E.

H|¥g(t))=Elyg (1))

Hlyg)=Elyg)
In reprezentarea energetici se iau ca baza vectorii proprii "/’E > Vom considera
ca spectrul valorilor proprii ale hamiltonianului este discret si nedegenerat si

pentru a simplifica scrierea vom nota ‘n> = ‘!//En > vectorul propriu ce corespunde

valorii proprii E,,: H ‘n> =E, ‘n>.Avem, de asemenea, in vedere ca baza aleasa

sa fie 0rton0rmatd<m‘n>=5mn 51 Z‘nxn‘:]
n

Starea sistemului in reprezentarea energeticd va fi descrisda de componentele
a,(t) =<n‘Y’( t )>care descriu functia de unda a starii. Operatorilor asociati
variabilelor dinamice le vor corespunde matrici F,,, = <m ‘F ‘n> care nu depind de
timp. i

Hamiltonianul va fi reprezentat de o matrice diagonald H ,,,,, = E,, 6, - Inmultim
scalar la stanga ecuatia lui Schrédinger cu <n

, apoi tinem seama de conditiile de

ortonormare si de formula care exprimd componentele «, ale starii. Se obtine

=E,a,(t) ceadmite solutiae, (t) =a,(0)e "

i
. day,(t ——E ,t
ecuatia lhL :
t

Starea functiei de unda careia 1i corespunde un singur coeficient ,, nenul

manifestd o energie determinatd si se numeste stationara, evolutia temporala a
acesteia fiind definitd de factorul exponential.
Valoarea medie a variabilei dinamice F in starca ‘Y’ (t )> va fi:

*
(F), = 2 Fmnm(t)ay(t)
m,n
si particularizata la media hamiltonianului evidentiaza conservarea energiei

(H), =Y Enlan(t)]’ =Ylan(0)f
n n
Probabilitatea ca la o masurare a energiei sistemului aflat in starea ‘S” (t )> sa se

obtina valoarea E, este data de WW(E,,) =‘an(t)‘2 =‘an(0)‘2 relatie ce

evidentiaza semnificatia statistica a functiei de unda asociata starii microparticu -

13



lei. In anumite situatii, vectorii bazei depind de timp. Pentru o dependenti de
i

forma‘n( t )>=e n" ‘n>elementele de matrice ale operatorului F vor fi si ele

functii de timp: F,,, (t) =<m(t)‘F‘n(t)>=aneiw’””t In aceasti relatie, F,,,

: : : . E, —FE . .
nu depind de timp, iar marimea @,,,, = % se numeste pulsatie a tranzitiei
intre starile ‘m> s ‘n> Se obtin urmatoarele expresii pentru derivatele in raport
cu timpul

dF,,,(t) .
—”Zl’; =i®un Fyn (1)
d ? Fun (1) 2
dtz = —@yp Fun (1)

Trecerea de la reprezentarea-x la cea energetica se face in baza relatiei
Ve= j g;a sdf , care se particularizeaza in cazul nostru rezultand ,

a,(t) = j(u(x)\?(x,t)}dx
in care ‘n( X )> este functia proprie a hamiltonianului, H ‘ n(x )> = En‘n( h' )>.
Pentru matricea operatoruluiﬁ‘ se obtine F,, =I<m( ' )|Fxx,|n( x' )>dxd x' si daca ti-
nem seamacd F ., =0(x— x')ﬁ gasim in definitiv, F,,, = _[ <m(x)‘ﬁ‘n(x)>dx.

6.5 PRINCIPIILE TEORIEI CUANTICE $I
POSTULATELE INTERPRETATIVE

Teoria cuantica se dezvolta ca teorie de sine stdtdtoare, in baza unor postulate si
principii fundamentale,cu care de altfel ne-am familiarizat intr-o masurd oarecare
si pe care le recapitulam sintetic in aceasta sectiune, in scopul aplicarii lor
ulterioare:

] In primul rand, amintim ca la baza teoriei cuantice sta principiul suprapunerii
starilor care afirmd cd un sistem cuantic ce se poate afla intr-un sir de stari

descrise de vectorii proprii ‘l//l >, 78 >,..., '/’i> se poate afla si intr-o stare
rezultata prin suprapunerea acestora, descrisa de vectorul
w)=2ailvi) (6.31)
i

cu specificatia expresa ca suprapunerea starilor ramdane invarianta la translatiile
spatiale sau temporale ori prin rotatiile vectorilor de stare.
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"1 Am amintit, de asemenea, principiul de corespondentd in virtutea caruia fieca -
rei variabile dinamice din mecanica clasica i se asociaza o observabila si intre ob-
servabilele asociate exista aceleasi relatii ca intre variabilele dinamice corespun -

zatoare din mecanica clasica.

In baza acestui principiu, vom considera ci intrucit in mecanica clasica toate varia-
bilele dinamice se pot exprima in functie coordonatele si impulsurile generalizate ¢
si p si observabilele asociate variabilelor dinamice vor trebui sa fie exprimabile
prin intermediul operatorilor p si § corespunzatori variabilelor p §i ¢, numiti ope-

ratori cuantici fundamentali iar intre acesti operatori, in mod necesar, vor exista
relatiile de comutare

/\/\h A A A A

Dis4, =?5kl; PisPr =05 | 44,9, |=0

"] In cazul in care sistemul evolueaza in timp, in cadrul unui proces determinat de
cauze exterioare, nu se mai poate vorbi despre un anume vector propriu ‘y/>

deoarece sistemul cuantic va urma o succesiune de stari §i, in mod necesar, se

%
asociaza sistemului o functie de undd y| r ,¢ |, care va descrie aceastd succesiune

in timp a starilor sistemului. Presupunand ca procesul este provocat de interactia

N[>
sistemului cu un cdmp de forte, caracterizat de energia potentiala U (r) ,

. 2 Ao
operatorul lui Hamilton se scrie H = —;l—A +U ( r) :
m

Acest principiu al evolutiei in timp a functiei de unda stabileste ca evolutia in
%
timp a functiei de unda y| r ,t | este descrisa de ecuatia

Loy A
h—=Hy 6.32
l ot (6.32)

numitd ecuatia Schrodinger dependenta de timp.

(] In sfarsit, mecanica cuantica fiind o teorie stiintificd va trebui s aibe la baza
conceptia determinista, in virtutea careia cauza precede efectul. Determinismul
cuantic la nivel macroscopic difera calitativ atat de determinismul dinamic, cat si
de cel probabilistic, cu care ne confruntdm in fizica microscopica clasica.
Presupunem un sistem cuantic care la momentul t este descris de vectorul de
stare ‘l//( t )> si care evolueaza neperturbat de prezenta unor aparate de masura,

w(t')>-

ajungand la momentul #' in starea
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Exprimdm matematic aceasta evolutie prin relatia

vt ) =1 t)w(r)) (6:33)
in care - Tn mod necesar, pentru a conserva norma vectorilor si relatiile de

suprapunere impuse de principiul de superpozitie - operatorul T trebuie sa fie un
operator unitar, ca sa transforme un vector de stare intr-un vector de stare.
Constatam astfel cd, determinismul cuantic are atdt un caracter dinamic, ce

decurge din determinarea univoca a vectorului

l//(t')>, obtinut ca un efect al

cauzei ‘l//( t) > cdt si un caracter statistic, imprimat de semnificatia pur statistica

a vectorului de stare. In legiturd cu aceasta, trebuie subliniata inci o diferenti intre
determinismul statistic clasic - in care determinatia cauzala presupune un
ansamblu alcatuit dintr-un numar foarte mare de particule - $i determinismul
cuantic - in care continutul statistic al relatiei cauzale caracterizeaza individual
fiecare microparticula.

Obtinem astfel inca un principiu care fundamenteazd teoria cuantica si anume
principiul cauzalitatii. Aceste principii nu sunt insa, suficiente pentru elaborarea
teoriei cuantice, fiind necesard completarea lor cu postulatele interpretative, si
stabilite anterior. Reamintim aceste postulate:

= Singurele rezultate posibile ale unei observatii descrise de observabila A sunt
valorile proprii ale acestei observabile.

» Valoarea medie a rezultatelor obtinute in urma masurarii observabileir A pentru
un sistem cuantic alcatuit dintr-un mare numar de microparticule identice, care se
afld intr-o stare descrisa de vectorul de stare ‘y/> , este data de relatia

VAN
w|Aly

ey =y

(6.34)
vly)

N AN

In cazul vectorilor de stare normati la unitate, rezulta <a>w = l//‘A‘!// , 1ar daca in

urma masurarii sistemul trece intr-una din starile sale proprii ¥, , obtinem

A
<a>,/, = Wn‘A‘Wn =<'//n ‘an'/’n>=an <'/’n "/’n>=a

expresie care aratd cd valoarea masurata a observabilei dinamice intr-una din
starile proprii ale sistemului cuantic este egala cu valoarea proprie a,, .

» (Considerand un sistem cuantic ce se poate gasi intr-o succesiune de stari

cuantice, descrise de vectorii proprii ‘1//1 >, ‘!//2 >,..., Vi > ai operatorului A,
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orice vector propriu ‘y/> al acestui operator se poate scrie sub forma:

\w>=§al~\%>-

In urma masurarii observabilei reprezentate prin operatorul A4, in starea ‘l//>,
sistemul cuantic poate prezenta pentru aceastd observabild oricare dintre valorile
proprii aj,aj,..,a; ale operatorului A. Teoria cuanticd nu poate raspunde
intrebarii: care dintre aceste valori proprii se obtine in urma madsurarii, insa
stabileste ca probabilitatea ca in urma masurarii observabilei A sa rezulte
. 2 < .. A . ..
valoarea proprie a;, este ‘ai‘ astfel ca, daca sistemul in urma interactiei cu
aparatul de masura a trecut in starea proprie ‘l//i > se va obtine cu certitudine prin

masurare valoarea proprie a; .

6.6 EVOLUTIA STARILOR SISTEMELOR CUANTICE

Ecuatia (6.33), scrisa sub forma
W) =T(t—1,)y(1,)) (6.35)
evidentiaza o familie de operatori de evolutie cauzald T(At), in care s-a notat At

intervalul temporal intre momentul initial ty la care starea sistemului este descrisa
de vectorul de stare ‘!//( ty )> si momentul curent t, imediat urmator, la care starea

instantanee este descrisa de vectorul ‘y/( t) > Modificarea vectorului de stare poate

fi consideratd a se datora fie modificarii in timp a vectorilor bazei, fie a
operatorului asociat observabilei dinamice, fie ambelor situatii. Deosebim astfel,
tre1 moduri de a descrie evolutia starii sistemului cuantic.

6.6.1 REPREZENTAREA SCHRODINGER

Considerdam un sistem cuantic la momentul initial £y 1in starea descrisd de
‘l//( ty )>, in raport cu vectorii bazei ‘!//1 >,‘l//2 >,...,‘y/n>. Sistemul evolueaza in
cadrul unui proces astfel ca la momentul ulterior ¢ + A¢ el se va afla intr-o stare
descrisa de vectorul ‘l/l( ty +A4t )>, exprimat In aceeasi bazd. Daca evolutia

sistemului se produce in absenta interactiei sistemului cu aparatul de masurd, vom
considera ca vectorul propriu al sistemului s-a modificat, conform ecuatiei de

evolutie (6.35), \y(t, + At )> =T (At )‘ w(t, )> in care At este un interval infinitezi-

mal ce permite sa se considere pentru operatorul T(At) forma

T(At)=1-iwAt (6.36)
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astfel ca

A /\ A

T*(4t)=1+id* At (6.37)
In aceste relatii se presupune cd @ este un operator hermitic @ =a@" .
Se obtine astfel, calitatea de operator unitar pentru T(At):

T (At) T(At)=(1+io" At)(I-iwAt)=
=l+i(0"—w)At =1
N A\
Introducand operatorul hermitic H =% @, relatia (6.35) se scrie

er +At)>=[1—%H Atj\!//(to)>=\vf(t0)>—%ﬁtH\!//(to)>

sau, echivalent
LWt + 40 —ly(tg)) A

=H|y(t
0 w(tg))
care la limita pentru A¢# — 0, tindnd seama cd ¢ a fost ales arbitrar, devine
dy(t A
ihM=H\W(t)> (6.38)
dt
VAN A AN

Operatorul H introdus prin relatia H =% @ descrie o observabila dinamica ce va
rezulta din consideratiile ce urmeaza: scriem ecuatia cu valori proprii pentru
operatorul ;\)aA)‘ ¢n>=a)n‘¢n>. Evolutia stdrii proprii ‘% (t )> va f1 descrisa de
(6.35): |@,(t+ At))=(1-iw,At)@,(t)).

Observim ci e ~'@ndl ~ 1 _ im, At astfel ca ‘gon (t+ At)> = ‘gon (t)>e_i“’"‘".

S-a obtinut solutia unei unde armonice plane ce se propaga cu pulsatia ®,,,

pulsatie ce se coreleazd cu energia E, a starii stationare ‘(on>, prin relatia

Einstein - de Broglie: E ,, =hwo,, . Cum I/J\ = hg) , rezulta:
Hlp,)=halp,)=ho,|p,)=E,|p,) (6.39)

N
Este evident asadar ca operatorul H descrie energia sistemului identificaindu-se

astfel cu operatorul hamiltonian al sistemului. Astfel, ecuatia (2.228) devine

A
ecuatia generala de miscare a sistemelor cuantice, iar ecuatia H ‘ (on> =FE, ‘ ¢n>

reprezintad ecuatia de miscare pentru stdrile stationare. O astfel de reprezentare,
in care se considera ca vectorii de stare variaza in timp, iar operatorii variabilelor
dinamice se considera invariabili, se numeste reprezentare Schrodinger.
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6.6.2 REPREZENTAREA HEISENBERG

In aceasta reprezentare se considera ca in cursul evolutiei starilor, vectorii de stare
raman invariabili, in timp ce operatorii ce descriu variabile dinamice variaza in
timp. Consideram ecuatia (6.33) scrisd sub forma

) =Tt Juleo)) (6.40)
in care ‘l//(t )> reprezintd efectul cauzei ‘y/(to )> .

A
Transformarea T (t,to) poate fi conceputa ca o succesiune de transformari

A\
unitare  infinitezimaleT (dt ) Inlocuim (6.40) in (6.38) si obtinem

in IO ) = (e, le,)

dt
Constatim asadar ca operatorul 7 (t t,,) satisface ecuatia
T
1hd— = AT (6.41)
dt

Presupunem acum, cd starea unui sistem cuantic la momentul ty este descrisa de
vectorul de stare ‘!//(to )> in raport cu baza "/’i (t0 )> Reprezentarea Heisenberg

considera ca evolutia starilor sistemului cuantic presupune evolutia vectorilor
bazei care se transforma in conformitate cu ecuatia de evolutie (6.40):

v, (0)=T(t.t,) w,(t,)) (6.42)

O expresie asemandtoare se poate scrie si pentru vectorii bra

(W) =77 (1, Ky, (5, (6:43)
In baza acestor relatii si tinind seama ci operatorul evolutiei este unitar, obtinem:

(O wl0)) = (w,, (6T T lt,)) = (., ()] wlz,))

Aceasta relatie evidentiaza faptul ca vectorul de stare ‘l//(t )> manifesta o migcare

in raport cu baza‘!//m (t0 )> insa ramdne fix in raport cu baza‘l//m (t )> Aceasta
constatare aratd ca descrierile Schrodinger si Heisenberg sunt echivalente. In
reprezentarea Heisenberg insa se admite ca operatorii asociati observabilelor
dinamice evolueaza in timp.

Astfel, in cazul unui operator @ oarecare, elementele de matrice ale acestui

operator in baza ‘!//m (t0)> se scriu <'//m (t, (t, )> , 1ar in baza ‘!//m (t)>( la

momentul imediat urmator t) se scriu
W (Ol ()= (v, (0, T aTlw, (1))
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rezultand expresia evolutiei in timp a operatorului a(t):

a(t)=T"(t,t,)i(t,)T(1,t,) (6.44)
Derivam aceasta expresie in raport cu timpul si obtinem:
A T"‘ A ANA f"
%a(t)=d a(t,,)T+T+a(t0)d—

Tinem seama de (2.231) si de ecuatia conjugata a acesteia.
Se obtine:

—a(t)— (T*H(t,,)cAz(to)T T+¢/;(t0)H(t0)Tj
) ) (6.45)
h(TJ“H(to);'TJ’c/;(t,,)T T+¢/;(t0)TT+H(t0)Tj

In baza relatiei (6.44), observim ci T H (t, )f = H(t ) s1(6.45) devine
d . ifn A
—a(t)=—|H(t),a(t 6.46
Cae)=|Act.a) (6.46)

ecuatie cunoscutd ca ecuatia de migcare a lui Heisenberg.

6.6.3 FORMALISMUL DE INTERACTIE

In cadrul acestei noi descrieri se presupune ci atdt vectorii de stare, cdt §i
operatorii sunt variabili in timp. Formalismul de interactie se foloseste in cazul
cand hamiltonianul H al sistemului se poate scrie ca o sumi intre hamiltonianul
neperturbat H »» care nu depinde explicit de timp, si hamiltonianul H ;> ce exprima
perturbatia H=H 0t H ;-S¢ presupune cd H,Z H,, adicd energia transferata
sistemului neperturbat este micd in raport cu energia totala a acestuia in starea
neperturbata.Vom nota cu T |, operatorul unitar al evolutiei de interactie 1 cu
‘y/I (t )> sl a, (t) vectorii de stare, respectiv operatorii din descrierea de interactie.

Acestia verifica relatiile:

() =T, (¢,.1) wle)) (6.47)

-1
i, ()="T1,(t,,t)at;"(¢,,1) (6.48)
Prin perturbarea sistemului, vectorul de stare al starii neperturbate devine functie
de unda ce descrie evolutia starii neperturbate in conformitate cu ecuatia lui
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Schrodinger (6.38):

d|y(t))

dt =(a, + ,)p)) (6.49)

d"/’l(t»_afl A a‘_'//>
dt ot vl +1, ot

ih

Derivam (6.47) si obtinem:

Cum operatorul T , este unitar, ecuatia (6.47) permite sa scriem:

"/’(t» = fl_l‘ '//I(t)>
flﬁl‘ '//(t)> = flﬁlfl_l‘ '/’1(’)>

si punand H 11 = T Iﬁ If ! rezulta:

LAy ) i
h————=——H 6.
i CH 11y () (6.50)
Folosind (6.48) gasim prin derivare
A -1 A ] At

T AN N N VANEEVAN
day _0 L .1, +T12—21T1 +T1aaTI

dt
si punand H 0 = T Iﬁ ,j" ! ecuatia devine
N
dar(t) da;@t) i|5 7
= +—|Hoi,ar 6.51
dt ot h ( )

Si acest formalism de reprezentare este echivalent cu reprezentarile Schrodinger si
Heisenberg. Fiecare dintre cele trei formalisme de reprezentare a mecanicii
cuantice isi contine propria justificare. Astfel:

- Formalismul Schrédinger se preteaza cel mai bine la descrierea starii
sistemului cuantic si la interpretarea evolutiei starilor cuantice;

- Formalismul Heisenberg — echivalent cu formalismul Schrédinger —
reuseste sa obtind fizica clasicd printr-un proces de trecere la limitd a fizicii
cuantice. Aceastd operatie nu se poate efectua in cadrul formalismului
Schrodinger, deoarece unele marimi cuantice, cum ar fi vectorii de stare, nu au
limita clasica;

- Formalismul de interactie — echivalent cu celelalte doua — este folosit mai
ales in teoria cuanticd a campului, adaptandu-se cu usurintda calculului cu
perturbatii.

6.7 TRANSFORMARI DE COORDONATE

Omogenitatea si izotropia spatiului, precum §i uniformitatea timpului, presupun
invarianta anumitor marimi fizice fatd de anumite transformari ale coordonatelor,
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cum ar fi translatiile spatiale, temporale sau rotatiile. Privite ca observabile
dinamice, acestor operatii li se asociaza in mecanica cuanticd operatorii care
verificd ecuatii de evolutie de forma (6.35), obtindndu-se astfel o metodologie de
abordare proprie mecanicii cuantice.

6.7.1 OPERATORUL TRANSLATIEI

Omogenitatea spatiului presupune echivalenta tuturor pozitiilor din spatiu, in timp
ce izotropia implica echivalenta tuturor directiilor. Aceasta Inseamna ca anumite

marimi fizice ce manifesta proprietatea de conservare in timp sau invariantd
spatiala nu trebuie sa fie influentate de o translatie a aparatului de masura pe o

distanta Aq . Vom nota cu D operatorul unitar asociat translatiei aparatului de
mdsurd. Acest operator aplicat vectorului de stare ‘q>va defini o noua stare
‘q + Aq> in conformitate cu ecuatia

‘q + Aq> = ﬁ‘q> (6.52)
Daca p reprezinta operatorul impulsului generalizat, conjugat canonic
coordonatei generalizate q, se poate adopta pentru D forma:

i,
-—PpAq

D=e¢* (6.53)
Acest operator fiind functie de p, satisface relatia de comutare
. 1 hdD .
D,q =—.dA =—Aq-D (6.54)
i dp

(6.54) echivalentd cu gD = 13(& + Aé)
Inmultim la stAnga ambii membrii ai acestei relatii cu D*si tinem seama
caD*D=1.
Se obtine
D*GD =g+ A§ (6.55)
A
Aceasta relatie arata ca operatorul q+ Aq se obtine printr-o transformare unitard,

care aplicata starii ‘q> va genera starea ‘q + Aq > astfel ca forma adoptata (6.53)

pentru D corespunde evolutiei dictate de (6.52). In cazul cand Ag este foarte mic,

D=e"  ~1-—pAg (6.56)

relatie asemdnatoare cu (6.56) in care operatorul unitar T (At) realizeaza o
translatie in timp.
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6.7.2 OPERATORUL ROTATIEI

Transformarea dictata de relatiile
x'=xcos@+ysind
y'==xsin@+y cos @

defineste o rotatie cu un unghi @ in planul (xOy).

Daca in particular unghiul @ = Aa este foarte mic,
x'=x +yda
. (6.57)
y'=—xAda+y
Aceste relatii aratd ca o rotatie infinitezimala este echivalenta cu doua translatii:
una cu cantitateayAda , cealaltd cu — x4« .

Presupunem o particula aflata in starea ‘!//(0 )> supusa masurarii. Rotind
aparatul de masurd cu un unghi infinitezimal Aa in jurul axei Oz, starea particulei
indicata de aparatul de masura va fi descrisa de ‘y/(Aa».

Vom considera ca rotatia aparatului a presupus un operator unitar de rotatie ﬁ(Aa)

v(4a)) = R(4a)y(0)) (6.58)
Pe de alta parte, efectul operatorului IAQ(Aa) asupra vectorului de stare ‘y/(x, y )>

se traduce prin doua translatii infinitezimale, descrise de operatorii de translatie

A

D, = i- % p.yAa si ﬁ; =71+ % p.XAa aplicati succesiv vectorului ‘y/(x, y )>

pentru a-1 misca 1n starea rotita ‘l//(x +yda,y — an)>. Rezulta
R(4a)=D.D, = (1— %px yAa) (1+ %py an) ~
(6.59)
N i A A A A A i A
~ 1—%(xpy— ypxjAa = I—ELz
A VAWAY AN A
in care s-anotatcu L; =xp y~Y Py Operatorul L ; este un operator hermitic

si descrie proiectia momentului cinetic pe directia z. Hermiticitatea acestui

operator confera operatorului IAQ(Aa) caracterul de operator unitar. Rotatia de
unghi finit @ poate fi exprimata asadar de operatorul

. 1.0
RO)=e " (6.60)
6.7.3 INVERSIUNEA AXELOR

Schimbarea semnului tuturor coordonatelor se numeste inversiune. Aceasta opera-
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tie este descrisa de operatorul paritate G. Vom observa ca aplicand de doua ori
operatorul G unei anumite stari descrise de ‘x, y ,z> se obtine aceeasi stare.

Ecuatia cu valori proprii é‘ X, y,z> = g‘ X, y,z> arata ca
éz‘x’y’z> = gz‘x)y’z> = ‘x,y,z>

din care deducem g2 =] . Starile caracterizate de valoarea proprie g = 1 se
numesc pare, iar acelea descrise de valoarea proprie g = -1 se numesc stdri impare.
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	                                                                                            (6.10)
	Ecuaţia (6.33), scrisă sub forma

