CURSUL 5

5.1.1 DERIVAREA OPERATORILOR IN RAPORT CU TIMPUL

Ecuatia cu valori proprii a energiei

AN
Hy=Ey
descrie o stare stationara, caracterizatd de o anumitd valoare E a energiei totale a
sistemului cuantic sau o stare energeticd instantanee a acestuia. In timp, stirile
sistemului cuantic se modifica, modificAndu-se si functiile de unda ce caracterizeaza
aceste stari. Aceste modificari sunt induse de cauze externe, care stabilesc o
N
dependenta de timp a hamiltonienei H si, implicit, o dependentd de timp a functiei de
undd w . In aceste situatii, stirile inceteazd a mai fi stationare, iar valorile medii
instantanee ale observabilelor dobandesc, in consecinta, o dependenta de timp.
Sa presupunem ca evolutia unui sistem cuantic este descrisd de functia de unda
v (x,t,) si ca urmarim sa stabilim evolutia (in timp) unei observabile A, descrisa de

N N
operatorul A4 . Acest demers presupune o analizd a evolutiei valorii medii A a
N
operatorului A atasat observabilei A, intrucat evolutia acestei valori medii stabileste

dependenta de timp a valorii medii previzibile pentru observabila A.

In concluzie, vom efectua o serie de masuratori asupra observabilei A, in starea
w(x,tp) a sistemului cuantic la un moment dat ¢y . Vom obtine o serie de rezultate

individuale a', a”,... pentru care vom stabili valoarea medie calculand valoarea medie

N A
A aoperatorului A in baza formulei

N N

A=[y"(x,tg) Ay(x,tg )dx (5.1)
Vom repeta masuratorile la momentul ¢'=¢,) + A¢ si vom constata cd noile valori
masurate diferd de acelea obtinute anterior. Pentru a ne asigura ca masuratorile au fost
efectuate corect si ca, de fapt, la momentul ¢’ am observat sistemul cuantic descris de
w(x,tp) sinu pe cel care, in urma primelor masurdtori, a trecut intr-una din starile

sale proprii, vom proceda astfel: vom considera sistemul cuantic alcatuit din N
microsisteme in starea y/(x,ty ) .



Separdam un numdr N' de microsisteme pe care le masuram la momentul #, si
N

N — N' microsisteme le vom masura la momentul #’. Cum operatorul 4 poate

depinde el insusi de timp, rezultatele obtinute la a doua masurare vor evidentia, in

AN
general, valori diferite de a’,a”, a”,..., etc. Notam noua valoare medie a lui A cu

N
A(t + At ) siintroducem derivata

— A N
AN —
d Sl tim A(tyg +4t) —A(ty) (5.2)
dt At —>0 At
Calculam aceasta derivata derivand (5.1) in raport cu timpul
A AN
dA «0A oy A « "\ Oy
—= —vwdx + |[——Aydx + A—"dx 5.3
g SV vk [ Ay [y A (5.3)

N
Primul termen al sumei reprezintda valoarea medie a operatorului A §i va fi nul cand

N
A nu depinde explicit de timp. Pentru a discuta si ceilalti termeni, va fi necesar sa

analizam comportarea in timp a functiei de unda w(x,t) . Sa presupunem ca la =0
sistemul cuantic se gaseste in starea descrisa de functia de unda y( x,0 ) , unde prin x
vom intelege toate coordonatele particulei la =0, cand aceasta se afld in starea
descrisa de w(x,0) si ca intentionam sa efectudm masuratori asupra sistemului la
momentul de timp ulterior # > 0. Intre timp, starea particulei s-a modificat, chiar in
absenta aparatului de masura si va fi descrisd de o noud functie de unda y(x,?),
astfel ca dupa un interval infinitezimal A¢ a devenit w( x, 4t ) . Dezvoltam in serie in
jurul valorii ¢ =0 :

w(x,At) =y(x,0) +(Mj At +...
ot Ji=g

oy(x,t)

Se poate obtine asadar valoarea ( 5
t

j din cunoasterea functiei y(x,0) .
t=0

AN AN
M) =D(x,0)y(x,0) in care operatorul D reprezinta
t=0

Vom considera (
ot

operatia prin care se obtine (tﬂ/(a%t)j din y(x,0). Cum At a fost ales
t=0
arbitrar, se poate scrie:
N
W) _Dix,t)p(xt) (5.4

ot



N
Forma operatorului D(x,t), numit operator de derivare in raport cu timpul, nu
rezulta din considerentele anterioare si va trebui postulata. Acest operator va trebui sa
fie liniar pentru a fi compatibil cu principiul suprapunerii starilor si nu trebuie sa
contina derivate sau integrale ce se efectueaza in raport cu timpul.

- Daca ar contine derivate de ordinul intai in raport cu timpul — el insusi reprezentand
derivata in raport cu timpul a functiei y( x,f) - acest operator nu va fi acceptat.

- Daca ar contine derivate de ordinul al doilea, ar necesita nu numai cunoasterea
.. . . oy 0? /4 . . .
functiei w(x,0) , ci si a derivatelor oy | 5 yeee ST functia W nu va mai
t ), _
defini o stare, ci o evolutie a starii.
- In sfarsit, daca ar contine o integrala ce se efectueaza dupa variabila timp, inseamna
ca operatorul se refera nu la o stare, ci la un proces.
N
Concluzia care se desprinde este ca operatorul de derivare D( x,t) nu poate
include variabila timp ca parametru. Pentru a stabili o expresie corectd pentru
N
operatorul D vom considera cazul particular al miscarii unei particule libere avand
9
impulsul p . Functia de undd ce descrie o astfel de miscare va fi functia de unda a

undei asociate de Broglie

i >
- ——(Et-pr)
w(r,t)=Ae " (5.5)
2
p
in care E = Y Se constata cd aceasta expresie a undei plane de Broglie satisface
m
relatia
oy = _ih_ A (5.6)
ot 2m
pe care o vom scrie sub forma
oy 1/
—=—H 5.7
ot ih v 6.7)
9
cu ajutorul hamiltonienei asociate miscarii unei particule libere (U( r ,t ) =0 ),
N h2
H=——A (5.8)
2m



Am gasit astfel expresia operatorului de derivare asociat miscarii unei particule
libere
N 1 N
=—H (5.9)
ih

Mecanica cuantica generalizeaza acest rezultat particular ridicandu-1 la rangul
de postulat pe care, aplicandu-1 ecuatiei (5.4) obtinem:

Loy N
ih——=H 5.10
o W (5.10)

Aceasta ecuatie are un rol fundamental in mecanica cuantica si reprezintd ecuatia lui

Schriodinger dependenta de timp care sub forma generala — pentru particula aflatd in
%

campul de forte exterior descris de energia potentiala U( r ) - se scrie

2 -
gy rvucr pyw=inl¥ (5.11)
2m ot

Suntem Tn mdsura acum, sa comentam semnificatia altor doi termeni ai ecuatiei (5.3),
in baza ecuatiei (5.11) scrisa pentru particula libera sub forma (5.10) si din care

oy AN 3
deducem: Y = %H Y sl conjugata complexd
i
5!//* 17 *
———=-—H 5.12
ot ih v ©-12)

In acest cadru al ipotezelor de lucru, ecuatia (5.3) se scrie:

dA aA 1 AP (A ) 1 *(AA j
A _ (|l H Aw | de+— AHw!d 5.13
at o m[ V’) V)& thW vjde  G13)

In baza hermicitatii hamiltonienei,
I(H* y/*j(At//) dxzjt//*(HAz//) dx (5.14)
rezultd o forma noua pentru (5.13):

dA aA 1 *(AH_HAjwdx
dt ot th

sau, in definitiv

dA_od +| H,A (5.15)
dt 61‘

VANEVAN 1 N VANIVAN A\ A\
incare | H,A E—h AH H A | reprezinta comutatorul operatorilor A s1 H



1 . .o .
afectate de factorul complex Py si se numeste parantezd Poisson cuanticad.
i

Cu aceastd notatie, observam ca derivata in raport cu timpul a valorii medii a

N
operatorului A este egala cu valoarea medie a unei marimi reprezentate de

AN
AN A N
operatorul suma — +| H ,A | ce descrie derivata operatorului A :

Ot
M=6—A+ H, A (5.16)
dt ot
Se obtine ca
A A A
dA dA xd A
dt dt _“W dt v G-17)

ceea ce evidentiaza faptul ca derivata in raport cu timpul a mediei unui operator este
egala cu media derivatei operatorului in raport cu timpul.

Relatiile se simplifica daca mdrimea A nu depinde explicit de timp. In acest caz,
relatiile (5.15) s1 (5.17) devin:

%=[H,A} (5.18)
si, inca:
%{H,A}:% (5.19)

Se verifica simplu cd In cazul cand A =A;+ A4, ,

A A VAN
AN A AN A AN A A
%z{H,A1+A2}={H,AI}+[H,A2}=d;I +d;:2 (5.20)

N N AN
1ar in cazul cand A =A4; 4, ,

dt
(5.21)
N N
N N
=%-A2+A %



5.1.2 ECUATIILE MISCARII OPERATORILOR IN MECANICA C UANTICA.
TEOREMELE LUI EHRENFEST

Suntem interesati in stabilirea dependentelor de timp ale impulsurilor §i coordona -
telor de pozitie. Cum aceste marimi nu depind explicit de timp, operatorii derivate-
lor lor in raport cu timpul se exprima in concordanta cu (5.19) ca functii de parantezele
Poisson intre operatorii asociati acestor marimi §i hamiltoniana care - in general- este
o functie de impulsuri, coordonate si timp.

N N N N AN N AN A

H=H(px,py,p;:X,y,2,t)
In baza relatiei (5.19), scriem:

d; A A d; A A d; A A

E—— H’x; — = H, y —— = H, 522

dt { } dt [ y} dt [ z} (5:22)
e gl ool | 4P A (523)
dt e YTt b '

Aceste ecuatil sunt analoage cu ecuatiile lui1 Hamilton §1 se numesc ecuatiile cuantice
Hamilton cu exact aceeasi interpretare ca in mecanica clasica.
Pentru a arata acest lucru, plecam de la expresia hamiltonianei:

AN N A A N N A
H=ﬁ p£+pJ2,+p§ +U[x,y,z,tJ (5.24)
Avem relatiile:
A A AN AA AN N A
[H,x}=iih[xH—Hx}=2;ih xpﬁ—pﬁx (5.25)
N
2/\

Calculam py x:

’\2 A A AA A~ A AA) A A
Px X =Px|PxX |SPx|XPx—il|=| pxX |Px—ilipy =
(5.26)
VANIVAN N AN N /\2 N
=|Xpyx—ih |px—ihpy =xpx—2ihp,
expresie pe care o ducem 1n (5.26) si obtinem:
A
VANEVAN 1 N
[H,x}—px _dx (5.27)
m dt



Procedam analog si stabilim si celelalte doua relatii:

N N
1N dy 1N ds
mpy dt ; mpz dt

Rezulta ca legatura intre operatorii atasati proiectiilor impulsurilor si coordonatelor

este aceeasi ca in mecanica clasica.
N

dpx
t

Sa calculam acum operatorul care sugereaza deducerea ecuatiilor cuantice

analoge legii a doua a dinamicii din fizica clasicd. In baza relatiilor de comutare si
tindnd seama de expresia hamiltonienei pentru particula aflatd intr-un camp de forte
descris de energia potentiala U=U( x,y,z ) se constata ca,

N N
N N 1 AN A VANVAN aU dp N
H, =— U-U =———=—"%X=F 5.28
|: Px :| in [px Px ] o dr X ( )
De asemenea, se obtin si celelalte doua relatii:
J A A A A
N N
by __ U _F, s 222_ 09U _p (5.29)
dt oy dt 0z

Aceste relatii ne permit sa afirmam ca operatorul derivata in raport cu timpul a
impulsurilor este egal cu operatorul asociat fortei. Pentru valorile medii ale marimilor

dx si ap x , se obtin relatiile:
dt
dx d(—\ 1—
e _d_1 5.30
_ dt dt() m_p" 0
dp d (— ou —
x _ % =" _F 5.31
dt dt(p") ox 7 (3D

sau derivand (5.30) in raport cu timpul si eliminand %(P_x ) din (5.31), rezulta:

2 al
mO*__U _§ (5.32)
ot 2 ox
S-a obtinut astfel ecuatia cuanticd a lui Newton. Ecuatiile (5.27) si (5.31) exprima

prima §i respectiv, a doua teorema Ehrenfest.

5.3. REPREZENTARI

Anii 1925 si 1926 au marcat nasterea teoriei cuantice, prin lucrarile elaborate de Born,



Heisenberg si Jordan, care se bazau nu numai pe valori numerice si operatori, ci §i pe
matrici, motiv pentru care teoria elaborata de ei se numeste matriceala.

In aceeasi perioada, Schrodinger pornind de la premise intru catva diferite,
dezvolta o teorie cuantica paraleld, numitda mecanica ondulatorie, ale carei
instrumente de baza sunt functia de unda y si operatorii liniari asociati variabilelor

dinamice. La inceput se parea ca cele douad teorii manifesta diferente substantiale, Tnsa
Schrodinger a demonstrat ca in fapt, cele doua teorii sunt echivalente, existand diferite
punti de trecere de la o teorie la cealaltd. Ca o reconciliere a acestor doud teorii
cuantice, Dirac - si independent de el - Jordan, ca si London au propus formulari ce
au permis inchegarea unei fteorii cuantice concise §i elegante, ce se bazeaza pe o
structura particulara de spatiu vectorial, numit spatiul vectorilor de stare s1 din care
mecanica matriceala §i cea ondulatorie rezulta ca reprezentari concrete ale algebrei
abstracte, definite de sisteme de operare proprii.

5.3.1 SPATII VECTORIALE FINIT DIMENSIONALE

Principiul superpozitiei sau principiul suprapunerii starilor afirma ca daca functiile
W1,W2 W reprezinta stari ale unui sistem cuantic, atunci si combinatia liniard

W=cCcjyy +Ccr¥sr +.. +CLY (5.33)
descrie o stare posibila a aceluiagsi sistem cuantic. Vom spune despre acele marimi,
care pot alcatui combinatii liniare, ca sunt elemente — numite vectori — ale unei
structuri algebrice numitd spatiu vectorial, in cadrul careia se definesc operatii cu
vectori, analoge acelora definite pentru vectorii ordinari din spatiul tridimensional:
adunarea si inmultirea cu scalari — in general, numere complexe — §i pentru care vom

nota cu ¢ conjugatul complex al numdrului c. In general, spatiile vectoriale ce
descriu stari ale sistemelor cuantice sunt infinit dimensionale, insa o abordare frontala
a unui asemenea spatiu este incomoda, fapt pentru care vom prefera abordarea (mai
comoda) a spatiilor vectoriale finit dimensionale, cu generalizarea ulterioard a
rezultatelor la cazul infinit dimensionalelor.
% Vom privi spatiul vectorial ca pe o multime de elemente numite vectori — pentru
care sunt definite operatiile de adunare §i inmultire cu numere complexe §i care
verifica proprietdtile:

» daca y este un vector al spatiului, iar ¢ este un numar complex oarecare,

atunci §i cy este un vector al spatiului;
» daca w si @ sunt doi vectori ai spatiului, suma este de asemenea un

vector al spatiului;
» exista un vector al spatiului numit vectorul nul, notat cu 0, care pentru
orice alt vector y verifica egalitatile:

Ly +0 =y

. (5.34)
1y -0=0 -y=0



» operatiile definite pe multimea vectorilor satisfac proprietatile:
- de comutativitate: o+ y =y + @

- de distributivitate:
i.c((o+ y/)=cgo+ cy
il. (cl + c2)¢)= c,p+c,p
¢ Consideram un sistem de vectori ¥;,¥y,...,y care verifica relatia de combinatie

(5.35)

liniara a vectorilor:

Cl¥yyp +CcrVy +u.+Cp W =0 (536)
Daca aceasta combinatie liniara implica tofi coeficientii ¢; =0 (i =1,k ), vectorii
sistemului se numesc liniar independenti. Intr-o combinatie liniara de vectori liniar
independent, nici unul dintre vectori nu poate fi nul, deoarece daca vectorul y; =0,
expresia (5.36) ar presupune c¢; =0, ceea ce ar contrazice definifia independentei

liniare a vectorilor. Vectorii inclusi intr-o combinatie liniara cu coeficienti nenuli se
numesc liniar dependenti.

% Spatiul vectorial se numeste n dimensional (n fiind un numar natural oarecare)
daca contine n vectori liniar independenti, oricare n+1 vectori fiind dependenti. Daca
notdm cu wun al m+l —lea vector, atunci in virtutea definitiei dimensiunii n a

spatiului, existd n coeficienti a7, ,...@,, pentru care
Y=oy +aryr +..+a, v, (5.37)
Aceastd expresie aratd cd orice vector W al spatiului n dimensional poate fi

reprezentat printr-o combinatie liniara de mn vectori liniar independenti ai acestui
spatiu, reprezentarea fiind unica. Intr-adevar, presupunand cad existd constantele

ﬂl ’ ﬂZ goeey ﬂn pel'ltl'll care

y=py,+B¥,+..+ By, (5.38)
prin scaderea ultimelor doua ecuatii, obtinem

0=(a;—Bvi+(ay =pr)vr +w.+(ay = By)y,  (5.39)
care In virtutea independentei liniare a vectorilor W7,y ,..,¥, conduce la
ay =pf1; ay = B, etc.
Vectorii wi,W) .., W, care definesc dimensiunea n a spatiului alcatuiesc o baza a
acestui spatiu vectorial n dimensional, 1ar coeficientii &,y ,...Q, ai reprezentarii
vectorului y in baza Wji,Wj,..,W, se¢ numesc componentele vectorului y in

aceastd baza.
% Vom conveni sa notam cu S, un spatiu vectorial n-dimensional. Spatiul S,, se

poate organiza in subspatii k-dimensionale (k < n), formate din k vectori liniar
independenti ce verifica proprietatile (5.34) si (5.35).
% Convenim de asemenea sa asociem fiecarei perechi de vectori Wy,Wy un numar —

in general complex — notat cu <l//1 ‘y/ 2 >, numit produsul scalar al vectorilor y,; siy,,



cu urmatoarele proprietati:
a) (Walwi)=(vily2 >* (5.40)

b) <'//1 c2ws +e3w3 > =C) <¢//1 w2 > +c3 <¥/1 w3 >
Combinand aceste doua relatii, obtinem

(erwr +e2w2lws)=(wslerwy +eavs) (5.41)
si
<W3‘01'//1 +02W2>* = {CI<V’3"/’1>+"2<'/’3"/’2>}* =
=c;<'/’3"/’1>* "‘c;<'/’3"//2>,k = (5.42)

* *
= <'//1"/’3> + Cz<'/’2"/’3>
Proprietatea a) evidentiaza faptul ca produsul scalar al unui vector cu el insusi este

un numar real. Vom presupune cad acest numar este pozitiv pentru orice vector

nenul si egal cu zero pentru un vector nul.

o) (wlw)>0 (w=0) si (0j0)=0 (5.43)
In baza acestor proprietiti, rezultd de asemenea ca
(¥10)=(vlo - 0)=(vip) - (vlg)=0 (5.44)

Radacina patrata a numarului pozitiv<y/‘t//> se numeste normd a vectoruluiy si se

noteazé”!//H .

l=y(wv) (5:45)
Pentru norma se considera doar determinarea pozitiva a radicalului astfel ca norma
unui vector nenul este intotdeauna un numar pozitiv.Vectorul a carui norma este egala
cu 1 il vom numi normat la unitate, sau simplu normat. Orice vector nenul y poate fi

normat la unitate cautand constanta corespunzatoare C, astfel incat vectorul Cy sa
aiba norma egald cu 1.

lcvicy)=cc™{yly)=Ic[’ vl =1 (5:46)
Rezulta
c’ =L2 (5.47)
vl

In cazurile fizice de interes, constanta C presupune atat un modul exprimat prin

(5.47), cat s un argument care poate fi considerat de forma e , astfel ca forma

10



C '% verificd si ea relatia (5.47). Factorul e'® contine numarul arbitrar & si se

-1,
v

numeste factor de faza.
Doi vectori se numesc ortogonali daca produsul lor scalar este nul.

*
(wilw2)=0=(w2lwi)=(wilw2) =0
Orice vector y al unui spatiu vectorial n-dimensional poate fi descompus intr-o suma
de forma:
v=ay; +y' (5.48)
in care a este o constanta aleasa convenabil, iar y; si ¥’ sunt doi alti vectori nenuli
din §,, . Intr-adevir, din (5.48) rezulta:
(vilv)=alyily)+(vily')
Prin alegerea constantei

0= {vily) (5.49)
<V/1 \l//1>
se obtine ca <1//1 ‘l//'> =0 .
Totalitatea vectorilor @ €S, nenuli, ortogonali pe vectorul nenul y; formeaza un
spatiu vectorial de dimensiune n-1 care este in acelasi timp subspatiu al lui S,,, numit
complementul ortogonal S, _; al lui y; fata de intregul spatiu S,, .

intr-adevir, considerand w,,p,,p, vectori din S, ce verifici
<y/,\¢,>=0 si <y/,\¢2>=0, avem <y/,\cl(p1 +c2¢)2>=0 si fie k=dimensiunea
subspatiului vectorilor @, iar @,,@,,...,@, 0 bazi a acestuia. In aceste conditii, un
vector oarecare din S§,, se scrie yY=ay,+c;@p,+c,p,+..+c,¢,. Cum
dimensiunea lui S, =n =k +1 rezultda k =n —1.

Alegem un vector nenul y, €S,_; si consideram toti vectorii din §,_;
ortogonali pe y, care apartinand lui §,,_; vor fi ortogonali s1 pe ;. Acesti vectori
ortogonali pe y; formeaza subspatiul ortogonal §,,_, din care alegem un vector
nenul w3 si, continudnd procesul, vom obtine un sir de vectori Wj,W¥7 s.., ¥y,
reciproc ortogonali

(Wilwj)=0(i#jsi,j=1,2,mn) (5.50)

Vectorii yy,¥7,.., ¥, astfel obtinuti formeaza o baza in §,, intrucat din combinatia
n
liniard ) c;p; =0 se obtine (y,

Zn:cil//i> = ch. <1,//j ‘1/4> =c, <1//j ‘1,//1.> =0 din care
i=1 i=1 i

rezulta ¢ j =0(j=1,2,.,n). Presupunand ca toti vectorii acestei baze au fost

normati la unitate, relatiile (5.50) se scriu cu ajutorul simbolului lui Kronecker 5ij :

11



<l//l "//J >=5lj (i,j=1,2,.,n) (551)
Amintim ¢ 8;; =0 pentru i #j si 6; =1 pentru i =j .

O astfel de baza ai carei vectori verifica (5.51) se numeste ortonormata.

Componentele ¢; ale vectorului y din (5.37) in baza ortonormata {'/’i } se calculeaza
inmultind scalar ambii membrii ai relatiei cu y/;

<V’j ‘V’>= i i <V’j \Wi>= iai&-j =aj (5.52)
i=1 i=I

Considerand un alt vector ¢@ reprezentat in baza ortonormata {y/ i } ; prin egalitatea

¢=Zﬂjy/j , avem:

J=1

<'//‘¢>= z_ai'/’iZﬂj'/’j =Za:ﬂj<l//i l//j>=za:ﬂj (5.53)

Obtinem in cazul particular ¢ = y, patratul normei vectorului y :

n * n 2
(W)=Y aja; = Y| (5.54)
i=1 i=1

» Notiunea de operator ne este, de acum, familiara. Familiare ne sunt si notiunile de
operatori liniari, produs al operatorilor ca si proprietatile operatorilor liniari.
Amintim ca produsul operatorilor este, in general, necomutativ, insa asociativ. Asa
cum precizam in mod expres intr-o sectiune anterioard, fizica cuantica in baza
principiului - suprapunerii starilor propune implicarea operatorilor liniari in
descrierea starilor cuantice §i a evolutiei temporare a acestora in cazul sistemelor
cuantice care evolueaza liber sau in campuri de forte externe. Din acest motiv, in cele
ce urmeaza vom intelege prin operator un_operator liniar.

» In baza proprietatii de liniaritate a operatorilor folositi in fizica cuantica,
A
cunoasterea rezultatului aplicarii operatorului @ asupra unui vector oarecare

presupune cunoasterea rezultatului aplicarii acestui operator asupra vectorilor bazei,
care Tn mod necesar, in fizica cuantica, se alege ortonormata.

Consideram asadar o baza ortonormatd definita de vectorii Wy, ¥ 7 s, W, Sl
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dezvoltarile vectorilor  si @ dupa vectorii bazei:

Y= izz;ai‘//i (5.55)
p=2 A, (5.56)
si presupunem cd @ = cAt v
o= i}aiﬁ,,,j (5.57)
=

Componentele fB; se calculeaza in virtutea relatiei) (5.52):

Za,-?l%>=2<%

J

B =<w,-\<o>=<l/f,-

ay/j>aj (5.58)

A
Constatam in aceasta expresie aparifia unor numere in general complexe (Y;lay;

A
pe care le notdm cu a;; si le numim elementele de matrice ale operatorului a in baza

ortonormati { }l.. Obtinem

n
ﬂi = zal]aj (i =192’°",n) (559)
Jj=1

N
si observam ca intre operatorul a si matricea

au a12 ees aln

4 = ar; ajr e Aoy (560)

Ayl Ap2 . Auu
existd o corespondenta biunivoca in sensul ca intr-o baza ortonormata specificata,

N
operatorul a defineste in mod unic matricea A si invers, matricea A determina

13



N N
complet operatorul a . Se constata ca operatorul nul 0 are toate elementele de matrice
N
nule, iar operatorul unitate 1 are toate elementele diagonalei principale egale cu

unitatea, iar cele situate in afara diagonalei principale sunt nule.

Relatia (5.59) evidentiaza un aspect fundamental in teoria reprezentarilor si
anume posibilitatea reprezentarii operatorilor prin matrici §i echivalenta intre
calculul cu operatori si calculul cu matricile asociate acestor operatori intr-o anumita
baza ortonormata. Astfel, suma operatorilor presupune insumarea matricilor
asociate, produsul operatorilor in produsul acelorasi matrici obtinute in aceeasi baza
ortonormata.

» Folosirea matricilor asociate obtinute in baze ortonormate diferite presupune
cunoasterea relatiilor de transformare a bazelor, ce va fi abordata intr-un pasaj ulterior.
A
Pana atunci insa, vom observa ca fiind dat un operator a si un vector ¥ oarecare,
N A
relatia ay defineste univoc un vector ¢ =ay . Se poate pune problema si invers:

VAN A
cunoscdandu-se vectorul @ si operatorul a exista vectorul y astfel incit ¢=ay in

raport cu o baza ortonormata prestabilita?

In formularea matriceald asta ar insemna rezolvarea ecuatiilor (5.59), in care se cunosc
componentele ¢; ale vectorulul y in aceasta baza. Problema admite solutie unica
VAN
daci determinantul matricei operatorului a in baza dati este diferit de zero. In acest
caz, coeficientii e; se vor exprima in functie de coeficientii fB; prin relatii liniare si

AN

omogene, evidentiind astfel existenta unui operator liniar, notat cu a”! si numit

AN N A A/\ N

inversul operatorului a. Se constata ca aal=ala=1, relatii valabile pentru
A

orice baza ortonormata si pentru orice vectori ¥ §i @ =aly . Se poate verifica ca in
cazul produsului a n operatori nesingulari (in care determinantii matricilor asociate
acestora in aceeasi baza sunt diferiti de zero) ca
AN B %1
(ajajy..a,) " =a, -..-ay -a; (5.61)

A AN

> Vom numi adjunctul unui operator a si-1 vom nota cu a™ , operatorul care sa -

14



tisface relatia

N

VAN
wi,ayy )=(a wilw, (5.62)

A
pentru orice vectori ¥ si . Calculim elementele de matrice ale operatorului a™
intr-o bazi ortonormata oarecare, si zicem in baza {w,}

i

a* Vi =<a+ '/’j"/fi> =<'/’j

A\

A A * A
+ *
(a” ); =y, ‘”/’i> =4

se obtine matricea A" a operatorului @™ in baza prestabilita

* * *

ajj ary e Ayqp
a* a* a*

AT =| %12 22 e n2 (5.63)

* * *
aIn azn cos ann)

numita matricea adjunctd sau hermitic conjugata a matricii (5.60). Se pot stabili acum
cu usurintd urmatoarele proprietdti:

+
j A+ A+ +| =cjat+c,at+
i.|c,a,+cya,+.. =c,d;+c,a,+..

(5.64)

VANEAN N +
.o _ A4 A4 A A4
llo aI az oooan _an an_I oooaz al

> In cazul matricilor dreptunghiulare de tipul # x m (cu n linii si m coloane),
matricea adjuncta se obtine de tipul m x n, liniile acesteia fiind alcatuite din

conjugatele complexe ale elementelor coloanei cu aceiasi indici ai matricei directe:

+ *
(a )lj =aj,-.

Vom aplica aceasta observatie matricilor coloand formate din # linii si o coloana
(n x 1), folosite pentru reprezentarea vectorilor din §,, intr-o bazd ortonormata a

acestui spatiu vectorial. Consideram matricea coloand A4, ale carei elemente sunt
componentele vectorului ¥ in baza ortonormata {y/,- } i

15



Adjuncta A a matricei A va fi matricea linie
+ * % *
A E(al,az ,...,an)

v v . + e . A A .
Se constatd ca matricea A™ nu reprezinta un vector din §,,, intrucat suma vectorilor

reprezentati prin aceste matrici ar fi lipsitd de sens (nu putem aduna o matrice linie cu
0 matrice coloand). Daca insd considerdm matricea B a componentelor vectorului @ in

n

aceeasl baza {;1/ i } ;o P= Z B.w,; matricea A™ poate fi inmultiti cu matricea coloana
i=1

a componentelor A ale vectorului ¢ in baza ortonormata {l//,- } ; » astfel ca se constata

existenta produsului matricelor A" si B:

Bi

2

A" -B =(a}k,a; yores Oy ) =ajf; +as8; +..+ayfB, (5.65)

Bn

care nu este nimic altceva decat produsul scalar <y/‘¢)> in virtutea relatiei (5.56).

Aceastd observatie 1-a determinat pe Dirac sa noteze marimile descrise de matrici de

tipul 4™ prin simbolul <1//, iar pe cele descrise de matrici de tipul B prin simbolul
‘¢>, iar produsul scalar al acestor doua marimi prin <l//‘¢> cu o singurd bara verticala
despartitoare. Cum simbolul < > reprezinta de fapt o parantezda numitd in limba
engleza bracket, simbolul < ‘ reprezentand semiparanteza din stdnga a fost denumita

de Dirac "bra", iar semiparanteza din dreapta, "ket’”. Cu aceste simboluri, Dirac
noteaza vectorii ca marimi de tip "ket", iar marimile descrise de adjunctele matricilor
"ket" prin denumirile "bra".

A

Vectorii bazei {y/,- } fiind indiciati si notati simplu prin ‘i > , o relatie de forma ¢ =ay

a\¢>.

se reprezintd prin simbolul ‘¢> = a‘y/> , 1ar <y/a ¢> prin produsul <l//
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» Consideratiile teoretice prezentate evidentiazad constatarea ca atdt reprezentarea
vectorilor prin componente, cdt §i reprezentarea operatorilor prin matrici se obtin
numai in contextul alegerii unei anumite baze ortonormate a spatiului vectorial S ,,.

Cum alegerea bazei este arbitrara, componentele vectorului si elementele matricii
operatorului vor depinde de alegerea respectivei baze ortonormate. Se pune asadar
problema stabilirii noilor componente si ale noilor elemente de matrice frin

schimbarea bazei. In acest sens, vom considera bazele ortonormate {y; } ; S {l//i . in

. . 4 .o A . .o .
S s1 dezvoltarea unui vector oarecare y/; al noii baze in functie de vectorii vechii

baze:

n
Wi =2 a;vi(j=1,2,.,n) (5.66)
i=1

in care coeficientii e;; rezulta din (5.55)

ajj =<y/,- y/j>(i,j =1,2,n) (5.67)

N
si vor alcatui o matrice 4 =(a;; ); ;j astfel ca in virtutea relatiei @ =(y; | Ay;

obtinem ca

’

VAN
v =Ay; (5.68)

A
relatie care aratd cd vectorii noii baze se obtin aplicand operatorul A vectorilor

corespunzatori ai vechii baze.
Trecerea inversa presupune dezvoltarea unui vector y/; al vechii baze dupa

4
vectorii y; ai noii baze:

vj = Y BV; (5.69)
i=1
Rezultd coeficientii
* N
By = (Wil )=y ) =afi =(4%)y (5.70)
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A A

in care A™ este operatorul adjunct al operatorului 4 . Obtinem astfel ca

A\

wij=A"y; (5.71)

A/\/\/\A A N

, VAN
Cum Wi =A¢//j, rezulti cd AT A=1=A4A%, ceea ce aratdi ca AT =471,

Operatorii de acest fel se numesc operatori unitari si conserva produsele scalare:
/\ ~
lp)= <1//,¢> In plus, produsul a doi operatori uni-
A A N N

<AWA¢>=<V/A+A¢>=<W
VANIVAN A N

tari este tot un operator unitar: (AB) =BT A4~ =B 1471 =(AB)_I

Cu aceste proprietdti, multimea operatorilor unitari se structureaza ca grup, numit
grupul unitar n-dimensional, notat cu U(n).

Recapituland, ajungem la urmatoarele concluzii:

. ’ . . N ! -
1. Componentele ¢; ale unui vector y din §,, in baza {/'z}, se calculeaza cu

produsele scalare

N
’ ’ N
a; =<'/’i w>=<A Wi \t//>= wilATy (5.72)
N N

si vor fi identice cu componentele vectorului 4 ¥ y = A4 -1 w 1n baza {u/', }l .

Invers, componentele @; ale lui y in baza {y; } ; sescriu

/\' ’ A
a; =(vilw)=( A y;lp )= <'//i A w> (5.73)

A 4
si sunt identice cu componentele vectorului 4 ¥ in baza {4/,- }z :

18



.o . 4 . A 4
ii. Elementele de matrice a;; ale operatorului a in raport cu baza {u/,- }1 rezulta

din relatiile

, PN, AN AN A+/\/\
dij= !,//,-ay/j = Ay/,-aA!//j = l//iA aAl//J (574)
A AN AI/\/\
aA in baza

si vor fi egale cu elementele de matrice ale operatorului 4 a4 =A4"
{l// i }i . Invers, elementele de matrice a;; in baza {!// i } ; rezulta din relatiile

N A /\A /\/\A

a; =(yilay; |=( AV yiladty; )=(y;|4dad"y; (5.75)

AADN AN N

si vor fi identice cu elementele de matrice ale operatorului 4a A =Aa A =1 in baza
’
Vil
A\

» Numim operator autoadjunct sau hermitic, operatorul a identic cu adjunctul sau

N
a™ . Operatorii hermitici sunt de o importanta fundamentala in teoria cuantica. Printre

proprietitile operatorilor hermitici exploatate 1n teoria cuantica, remarcam:

N
¢ dacd a este un operator hermitic, iar ¥ si ¢ sunt doi vectori arbitrari,

<!//t/;¢>= <¢A1 y/\¢> (5.76)

A
Aceasta relatie se particularizeaza la elementele de matrice ale operatorului a in
raport cu o baza ortonormata {!//,- }i oarecare:

AN VAN N * *
aj =\yilay; )= a‘/’i"/’j =\yjay; ) =aj (5.77)

Se constatd astfel ca elementele dispuse simetric in raport cu diagonala
principala sunt reciproc complex conjugate, iar cele continute in diagonala principala

sunt reale;
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VAN VAN
¢ dacda aj,ap,.... sunt operatori hermitici, combinatia liniard

N A\
cjaj+cyar+.. defineste in baza relatiei (5.64) un operator hermitic numai daca toti

coeficientii ¢7,cy,... suntreali;

¢ produsul a doi operatori hermitici defineste un operator hermitic numai daca

AN nNoA AN AN

operatorii comuta:(ab ) t=ptat =ba valoare diferitd in general de ab ;

AN AN
N A b a VANIVAN

- ) _ .. ab+b C. )
¢ daca a si b sunt hermitici, operatorii T si i|a,b | sunt operatori

VANIVAN AN A\
hermitici, Intelegand prin | a,b | comutatorul operatorilor a si b .

Alte aspecte pe care le manifesta aceastd categorie de operatori vor fi evidentiate la o
N
analiza a ecuatiei cu valori proprii asociata operatorului hermitic a :

N
ay=ay (5.78)
In cadrul acestei analize vom considera matricea reprezentativa A a operatorului

N
a , in raport cu baza ortonormata {l// i }i definita de elementele de matrice a;; (scrise

in aceastd bazd). Vom nota cu a; componentele (necunoscute) ale vectorului ¥ in
A

baza {'/’i }i' In aceste conditii, componentele vectorului ¢ =ay se vor exprima

prin(2.169). Avemep=) By,;p; =D a;a; (i=1,2,.,n) Tindnd seama de (5.78)
j=1

rezultd ¢ =ay =ay si componentele fB; ale vectorului ¢ vor trebui sd fie egale cu

n
ac; . Obtinem aa; = Z“ij @ sau, echivalent
J=1
(aH —a)al tappoy +..taj,Qy, =0

ar»ay;+(ar,» —a)a) +... +ar,a, =0
2101 +(az —a)a; 2ny (5.79)

......................................................
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Vectorul y nu trebuie sd fie nul. Cu alte cuvinte componentele a; nu pot fi
toate nule, ceea ce presupune anularea determinantului principal A(a) format cu
coeficientii necunoscutelor @j,a> ,...,, ai sistemului de ecuatii liniare §1 omogene
(5.79):
aj; —a ap ooe Arn

A A 6121 a22 —a ... a2n

A(a) =det(a—a-1) = (5.80)

anl anz eoe ann —da
N
Rezulta asadar ca valorile proprii ale operatorului a sunt radacinile ecuatiei

A(a) =0. Fiecarei radacini ii va corespunde cel putin un vector nenul y, numit

vector propriu, care satisface ecuatia cu valori proprii (5.78). Toti acesti vectori, daca

nu sunt, pot fi normati la unitate, constatare evidentd daca inmultim (5.78) cu un
/AN N

numdr C. Vom obtine:C ay =a(Cy) =a( Cy ) ecuatie care arata ca pentru C diferit

N
de zero si vectorul Cy este un vector propriu al operatorului a, astfel ca se poate

obtine normarea la unitate pentru acest vector propriu, printr-o alegere
corespunzatoare a constantei C. Reamintim cateva proprietati ale operatorilor
hermitici legate de ecuatia cu valori proprii:

¢ valorile proprii ale operatorilor hermitici sunt reale. Intr-adevar, observam

N N
cd in cazul unui operator hermitic a, numarul (wlay ) este real deoarece

AN

vay ) =layly )={yay =a<1//‘!//> Rezulti cd a = ﬁﬁind raportul a doua

1%
numere reale este un numar real.
¢ Vectorii proprii ce corespund valorilor proprii diferite ale unui operator

AN A A
hermitic a sunt ortogonali. Avem,ay, =a,y,;;ay,=a,y,cu ayj #a, . Rezulta,

N
Vi-ay; =a2<'/’1\!//2>

N AN
ayi\y2 )=\¥1ay2 =a1<'/’1\'/’2>
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care prin scaderea membru cu membru, conduce la
(az —ap){wily2)=0=(yily2)=0
Se constata astfel ca atunci cand radacinile ecuatiei A(a) =0 sunt distincte,

acestora le vor corespunde n vectori, ortogonali doi cdte doi, care prin normare vor
forma o baza ortonormata pentru S, , alcatuita numai din vectori proprii ai

N
operatorului a. In cazul cand A(a) admite radacini multiple, ne vom confrunta cu

valori proprii degenerate, ordinul f de multiplicitate numindu-se grad de

degenerescenta al valorii proprii. Recapituland, vom afirma ca pentru orice operator
N

hermitic a, exista o baza ortonormata a spatiului S,,, asupra vectorilor caruia

actioneaza operatorul, compusa numai din vectori proprii ai operatorului. Intr-adevar
sa consideram un vector propriu y; oarecare, insd presupus normat, ce corespunde

N
unel valori proprii @; in ecuatia cu valori proprii ay =ay . Dacad vectorul y este

A
ortogonal pe y; si vectorul ay va fi, de asemenea, ortogonal pe y

wily)=0 = (wilaw )=(ayily ) =ar (yilw)=0

Vectorii y ortogonali pe y; genereaza un subspatiu vectorial n-1 dimensional S, _;
din care vom alege un vector propriu ¥, , corespunzand valorii proprii a, diferita de,
sau egala cu aj. Multimea vectorilor y din subspatiul §,,_; ortogonali pe y, vor
genera subspatiul §,, _» . Toti acesti vectori vor fi ortogonali atat pe y; , cat sipe y, .
Procedeul continua, rezultand in final un sir de vectori proprii ¥j,..,W, ai

N
operatorului @ ortogonali unul pe altul si care pot fi presupusi normati.Daca vectorilor
A
proprii y/(m ) ai operatorului hermitic a (m = 1, 2,..., k) le corespunde aceeasi valoare

N
proprie ay in ecuatia cu valori proprii al//(m ) =ay !//(m ) (m =1, 2,.., k), avem

N

a(Zcm !//(m)) =a0(Zcm !//(m)), rezultdnd cd toate combinatiile liniare ale
m m

acestor vectori proprii vor fi vectori proprii carora le corespunde valoarea proprie

ap . Existd asadar, un spatiu k-dimensional, generat de vectorii proprii carora le

corespunde aceeasi valoare proprie ap. Acesti vectori proprii formeazd o baza

ortonormatad in spatiul vectorial k-dimensional astfel generat, insd aplicand acestor
vectori proprii transformdri unitare se pot obtine o infinitate de baze ortonormate.
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A 4 4 ’
Astfel, exista un operator unitar U care trece vectorii bazei y' = {/11 WD s Wy } n

A ’
vectorii bazei !//E{!/Il,l/lz yooes y/n}. Operatorul a este reprezentat in baza y prin

N
’ A
matricea @' cu elementele de matrice a;; , iar operatorul unitar U de matricea U’ cu

AL TAR
VAN

N N
_ ’
Calculam elementele de matrice ale matricii produs U v
N

(U’

)

elementele U ;. Avem deci a;.j = <y/l

1N NOAN AL IA

4 4 ' -1 ’ 4
aU)j=\yiU "aUly; |=(Uy;ay; |=

'//i:l\'//j =aj<'//i"//j>=aj5ji

Se constatd ca matricea acestor elemente de matrice este o matrice diagonala, adica o
matrice in care numai elementele continute in diagonala principala sunt diferite de
zero. Exista asadar, pentru fiecare matrice hermitica asociata operatorului hermitic

A . . o ¥y A A ol -1 Ar ¥y - . . -

a' o matrice unitara U', astfel incat U' a'U’ sa fie o matrice diagonala. Cu alte
cuvinte, matricea unitarda U'a diagonalizat matricea a' sau a redus-o la forma
diagonala. Elementele continute in diagonala principala ale matricii diagonale sunt

A
valorile proprii ale operatorului a, iar elementele de pe coloana j a

A ’
matriciiU’ reprezinta componentele vectorului propriu v j in baza v .

¢ Valorile proprii A ale operatorilor unitari sunt de forma A =exp(ia), cu a real.
in adevar, (/]\ !//l? v )=(ylw)=(Ay|iy)=2"A{yly) =‘/1‘2 (wly) din care rezulta

forma specificata pentru 4.

¢ In sfarsit, am demonstrat cu altd ocazie ca pentru ca cei doi operatori hermitici sd
admita un sistem complet de valori proprii comune, este necesar §i suficient ca
operatorii sa comute. Spatiul vectorial generat de starile cuantice ale unui sistem
cuantic, numit spatiu Hilbert, nu este finit dimensional, fiind definit de totalitatea
functiilor l//(x 15X D seees X ,,) normabile. In acest spatiu se definesc notiunile de normd

si produs scalar, prin relatiile (5.46) — (5.49).
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