CURSUL 4

ELEMENTE FUNDAMENTALE DE
FIZICA CUANTICA

4.1 INTRODUCERE

Teoria cuantica a apdrut in primul sfert al secolulut XX ca o necesitate a
solutionarii, cel putin partiale, a unui bagaj imens de intrebari, dobandit in urma
cercetarilor experimentale si ale caror raspunsuri nu puteau fi gasite in spiritul
doctrinei fizicii clasice.

Astfel, pentru a explica radiatia cavitatii corp negru, s-a impus o idee cu
totul neobisnuitd, la acea vreme, exprimatd prin ipoteza cuantelor, emisda de
Planck, in 1900; efectul fotoelectric a presupus ipoteza fotonilor, introdusa de
Einstein, in 1905; Bohr, in 1913, enunta celebrele postulate, pentru a interpreta
spectrele de linii emise de atomi; Sommerfeld, in 1915, introduce conditiile de
cuantificare pentru a explica comportarea atomilor aflati in cdmpuri externe;
principiul de corespondenta, introdus de Bohr, a stat la baza unor analogii intre
teoriile clasicd si cuanticd, permitand extragerea unor informatii noi despre
intensitdtile si polarizarea liniilor spectrale emise de atomi si ca o Tmpdacare a
doctrinelor ondulatorie si corpusculara, filosoful si fizicianul francez Louis Victor
de Broglie introduce unda asociata oricarei microparticule cuantice, ce avea sa
duca la teoria dualismului unda-corpuscul. Toate aceste concepte noi au reusit fie
sd explice unele rezultate experimentale anterioare introducerii lor (radiatia
corpului negru, frecventele liniilor spectrale emise de atomi, efectul fotoelectric),
fie sa impund confirmari experimentale ulterioare (experientele Franck-Hertz, in
1914, experientele Stern-Gerlach, efectuate in 1921 si 1922, efectul Compton, in
1923, experientele Davisson si Germer, in 1927.etc.). Se impunea, asadar,
elaborarea uneinoi discipline fizice, care sa se dezvolte in baza acestor noi concepte
si care sd constituie o teorie coerentd asupra legilor fundamentale ce guverneaza
comportarea lumii microscopice, definitd de microsisteme, cum ar fi particulele
elementare, nucleele atomilor, atomii, moleculele sau, intr-o oarecare masura,
sistemele atomice mai mari, ca de exemplu cristalele.



Astfel, a aparut fizica cuanticd, cu componentele sale de baza: mecanica
cuantica, teoria cuantica asupra substantei §i radiatiei, teoria cuantica a campului
electromagnetic, teoria cuantica relativista a electronului, electrodinamica
cuanticd.

* Mecanica cuanticd a fost organizatd ca o disciplind noud, prin preluarea
vechii teorii a cuantelor de catre Max Born, Werner Heisenberg, Paul Jordan si
Paul A. M. Dirac. In urma unei analize critice a teoriei cuantelor, s-a adoptat si
dezvoltat punctul de vedere al lui Heisenberg, conform caruia intr-o teorie fizica
este necesar sa se considere marimile fizice observabile, cele neobservabile pot
lipsi. Au fost puse, astfel, bazele mecanicii cuantice matriceale.

* Tn aceeasi perioada, fizicianul austriac Erwin Schrodinger generalizeazi
notiunea de unda asociata, stabilind o ecuatie de propagare a undei de Broglie,
punand astfel bazele mecanicii cuantice ondulatorii.

* Tot Schrodinger arata, in 1926, ca mecanica cuantica ondulatorie si
mecanica cuantica matriceala sunt formulari echivalente ale unei teorii cuantice
generale. Ideea este preluata de P. A. M. Dirac care elaboreaza, intre anii 1927-
1930, formalismul general al teoriei cuantice. Apare, astfel, teoria cuantici
nerelativista a particulelor materiale.

* Interactia sistemelor de particule materiale cu campul electromagnetic, in
aproximatia nerelativistd, a fost tratatd in cadrul unui ansamblu teoretic coerent,
alcatuit din teoria cuanticd nerelativistd a particulelor materiale, completatd cu
teoria cuanticA a campului electromagnetic si se datoreaza, de asemenea,
fizicienilor P.A.M. Dirac, P. Jordan, W. Pauli, M. Born, W. Heisenberg si Niels
Bohr, ultimii trei ocupandu-se, in special, de interpretarea acestei teorii si de
coerenta ei interna.

Anul 1928 a marcat elaborarea, de catre Dirac, a teoriei cuantice relativiste
a electronului, preluatd mai tarziu de Richard Feynman, pe de o parte, si de J.
Schwinger si S. Tomonaga, pe de altd parte, care expun doud formulari
exchivalente (echivalenta a fost demonstratd de 4. Dyson) ale electrodinamicii
cuantice.

Caracteristica fundamentald a fizicii cuantice consta in faptul ca este o
teorie esential statistica, in cadrul careia statistica nu se aplica numai ansamblului
de microparticule, ci §i fiecareia dintre particulele elementare.

Intr-adevar, Max Born a aritat prima oard ci unda asociatd de Broglie
reclama o interpretare statistica. De exemplu, fotonul ajuns la suprafata de
separatiec a doua medii, ori se reflectd, ori se refracta. In cazul fasciculului de
lumina insa, numarul fotonilor este foarte mare, astfel ca o fractiune din acest
numar se va reflecta, in timp ce o altd fractiune se va refracta, fara a putea insa
specifica ce se intdmpla cu fiecare foton in parte. Concluzia care se desprinde din
acest exemplu este ca afirmatiile asupra comportarii particulelor cuantice nu pot
avea decdat caracter statistic.



4.2. SISTEM CUANTIC, OBSERVABILE, MASURARE,
SEMNIFICATIA FUNCTIEI DE UNDA ¥

Vom intelege prin sistem cuantic “‘un ansamblu de particule cuantice”, in
sensul definitiei enuntate in capitolul anterior. Sistemele cuantice cele mai uzuale
sunt alcatuite din particule elementare, nuclee, protoni, fotoni, neutroni, electroni,
atomi, molecule, etc. Toate acestea sunt microparticule sau particule cuantice,
pentru care starea, in sensul clasic al cunoasterii concomitente a tuturor
coordonatelor si impulsurilor, si-a pierdut semnificatia, in virtutea relatiilor
Heisenberg, care afirma imposibilitatea principiald de a determina simultan, cu
precizie oricat de mare, orice pereche de variabile canonic conjugate: coordonata-
impuls, energie-timp, etc. In mecanica cuantici, numirul mirimilor ce pot fi
definite simultan este mult redus, comparativ cu mecanica clasica. Marimile fizice
simultan masurabile se numesc compatibile. Numim sistem complet de mdrimi
fizice un ansamblu de marimi fizice compatibile (simultan masurabile), in care nici
o alta marime fizicd nu poate avea, in starea cuantica respectivd, o valoare
determinata, cu exceptia cazului in care aceasta ar fi exprimata printr-o functie de
celelalte marimi compatibile.

Raportarea unei stari cuantice la un sistem complet de marimi fizice
defineste o descriere completd a stdrii.

Operatia de mdsurare a unei marimi fizice presupune un proces de
observatie, care reprezintd procesul obiectiv de interactie intre obiectul observat si
aparatul de masura. Ca rezultat al acestei interactiuni, in general, starea initiald a
obiectului considerat se perturba si - spre deosebire de fizica clasica, in care se
presupune ca aceasta perturbare poate fi redusd oricdit de mult sau chiar
compensatd, deci apare ca o perturbatie controlabila - in cazul sistemelor cuantice,
aparatul de masura induce in sistemul observat o perturbatie necontrolabila, care in
virtutea relatiilor Heisenberg nu poate fi redusa oricat. Aceastd operatie nu se poate
realiza decat prin iluminarea obiectului respectiv cu un flux de fotoni, care va
conduce la trecerea sistemului fizic observat intr-o stare noud, in care fiecare
marime fizicd masurabila are o valoare determinata.

O asemenea stare se numeste stare proprie a sistemului cuantic, in raport cu
sistemul complet de marimi fizice sau stare proprie a sistemului complet de
mdrimi fizice. Prin masurarea simultand a mai multor marimi fizice, ce definesc
starea proprie a unui sistem complet de marimi fizice, starea ramane nemodificata,
obtinadndu-se rezultate certe. Valorile obtinute prin masurarea marimilor fizice ale
unui sistem complet se numesc valori proprii ale marimilor masurate.
Corespondenta intre starea proprie si setul de valori proprii asociat acesteia este
biunivoca, starea proprie putand fi identificata prin setul de valori proprii rezultate
in urma masurarii marimilor fizice ce definesc sistemul complet al starii respective.



Numim ebservabild a unui sistem cuantic o marime fizica masurabila printr-
o operatie convenabila si reproductibila (coordonata, impulsul, energia, momentul
cinetic, etc.). Conform ipotezei lui de Broglie, fiecarei microparticule aflate in
- h
migcare, cu impulsul p , i se poate asocia o unda cu lungimea de unda A =—.
p

Daca se presupune ca unda asociatd este unda armonica plana, functia de unda ce o

descrie are forma (3.7):
- i >
| r,t| = Aexp Y Et—pr

depinzand, in general, de timp si de coordonate, fiind o functie continua, uniforma,
marginitd §i cu derivate partiale continue. In cazul unui ansamblu de
microparticule se poate defini o functie de unda globala, ce depinde de timp si de
coordonatele tuturor particulelor din sistem. Intensitatea I a undei asociate este -

asa cum stim din Vol. I - proportionald cu ‘!//‘2 = A4? si este functie de punctul
geometric din spatiu. Considerand un element de volum dV, in interiorul acestuia
intensitatea este practic constantd. In acest caz, energia dW, continutd in dV, este
proportionala cu / si cu dV, adica
2
d Wz‘M dv

Pe de altad parte dW este proportionala si cu numarul dN de particule, care la randul
sau, este proportional cu dP, probabilitatea ca o particuld sa se gaseasca in dV si, ca

tindnd seama aceasta este proportionala cu dV, rezulta ca ‘l//‘zd V=PdV,P fiind

densitatea de probabilitate de localizare a particulei in orice domeniu din spatiu.
Rezulta:

2
lW| =kP (4.1)

Max Born a considerat k=1, rezultind astfel ca in mecanica cuantica
densitatea de probabilitate de localizare a unei particule in spatiu este egala cu
modulul patrat al functiei de unda. Aceastd constatare exprimd semnificatia

functiei de unda. In virtutea relatiei (4.1), rezultd ca probabilitatea de a localiza
microparticula Intr-un volum finit J' se obtine prin integrare:

P =(lyl’dv (4.2)
V

iar daca V este volumul total al sistemului fizic considerat, particula sigur se va gasi
undeva in interiorul volumului ¥ si

[ll>av =1 (4.3)
V

Aceasta relatie reprezintd conditia de normare a functiei de unda, care pentru a se
putea scrie presupune ca functia de unda sa fie integrabila in modul patrat.
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Deducem, astfel, ca in fizica cuantica, functiile de unda se aleg dintre functiile
continue, uniforme, marginite §i integrabile in modul patrat.

O proprietate care deosebeste sistemele cuantice de cele clasice constd in
aceea ca daca un sistem cuantic se poate afla intr-o succesiune de stari, descrise de
functiile de unda W, 3., W, sistemul se poate afla cu o anumita probabilitate

si in starea descrisa de o functie de unda y, care este o combinatie liniara a
acestora

V= Z GV, (4.4)
i=1

in care ¢; sunt coeficienti complecsi, ce pot depinde, in general, de timp. Aceastd

proprietate exprima principiul suprapunerii starilor, care pentru a fi respectat
presupune ca functiile de unda sa defineasca matematic o structura de spatiu liniar,
care in conformitate cu (4.3), sa fie si normat, adica functiile de unda apartin
spatiilor Hilbert.

Orice functie de unda se poate defini fie pe multimea coordonatelor (spatiul
configuratiilor), fie pe multimea componentelor impulsurilor (spatiul impulsurilor).
Conform principiului suprapunerii starilor se poate afirma ca functia de unda v

trebuie sa reprezinte o combinatie liniara a tuturor functiilor proprii {yy } ale

sistemului complet de marimi fizice, corespunzand seturilor de valori proprii ce pot
fi obtinute cu o probabilitate nenuld, in cadrul operatiei de masurare. Deducem,
astfel, cad in expresia (4.4), sumarea se realizeaza pentru toate functiile de unda
{wy } ale sistemului complet de marimi fizice. Altfel spus, relatia (4.4) reprezinta

dezvoltarea unei functii de unda y oarecare, dupa functiile de unda proprii ale

sistemului complet de marimi fizice care definesc starile cuantice.

Pentru a ilustra principiul suprapunerii starilor vom incerca sa identificam
starea initiald a unui foton ce a patruns intr-un nicol, al carui plan principal face un
unghi @ oarecare cu planul de oscilatie al undei electrice.

Daca fotonul ar fi polarizat dupa o directie paraleld cu raza extraordinara,
intensitatea luminii continute in el ar fi dirijata in intregime pe directia acestei axe:
I,=1Isi Ip=0 .1In mod analog, daci fotonul s-ar gisi exclusiv in acea stare de
polarizare, in care ar urma drumul undei ordinare, ar trebui sd avem cu certitudine
Ip=1 s I,=0 . Cum dincolo de nicol, fotonul existd oricare ar fi unghiul «,
rezultd ca vom fi obligati sa considerdm ca, Tnainte de a patrunde in nicol, fotonul
se afla partial in prima stare de polarizare si partial in a doua sau, mai sugestiv ar
fi, s admitem ca, inainte de intrarea in nicol, fotonul se gaseste intr-o stare
hibrida, rezultata din suprapunerea celor doud stari, prima intrand cu ponderea

2 . . 2
cos” «, iar a doua cu ponderea sin“ « .



Concluzia este ca sistemele cuantice poseda o particularitate, fara analog
clasic, putandu-se afla in stari rezultate prin suprapunerea altor stari, intr-o
infinitate de combinatii ale ponderilor. De remarcat cd nicolul obligd fotonul sa
treacd intr-una din stdrile ce intrau in componenta stdrii initiale hibride. Cu alte
cuvinte, interactiunea cu aparatul de masurd a obligat sistemul sa-si aleagd una din
starile componente ale starii initiale. Aceste stari care compun starea initiala §i pe
care sistemul le dobdndeste ca rezultat al interventiei masurarii, se numesc Stari
proprii. Teoria nu poate preciza in care stare proprie va trece sistemul in urma
interactiei cu aparatul de masurad, insa poate estima probabilitatea de realizare a
saltului intr-una din starile proprii.

Asa cum in mecanica clasicd starea mecanica a sistemului se defineste in
raport cu un anumit referential si iTn mecanica cuanticd, starea aleasa de sistemul
cuantic pentru a poposi dupa masurare, va fi determinatd numai in raport cu un
anumit montaj experimental de referintd. Fiecare montaj experimental evidentiaza
un sir de stari proprii ale sistemului cuantic, probabilitatea ca doua montaje
experimentale socotite identice sa trimita sistemul cuantic in aceeasi stare proprie
fiind foarte mica, daca nu chiar nula.

Asadar, formalismul matematic adecvat mecanicii cuantice va trebui sa ia in
considerare urmatoarele concluzii, care alcatuiesc sinteza bazei experimentale a
teoriei cuantice:

e evolutia sistemelor cuantice poate fi analizata numai statistic;

e orice stare a unui sistem cuantic trebuie conceputa ca fiind realizata prin
suprapunerea, intr-o infinitate de moduri, a unor alte stari, in care sistemul
poate ajunge ca rezultat al perturbatiilor induse de interactia acestuia cu
aparatul de masura.

4.3 FORMALISMUL MATEMATIC
AL MECANICII CUANTICE

Asa cum, de altfel, am avut prilejul sa constatim, legile de miscare ale
microparticulelor diferd fundamental de legile de miscare ale corpurilor
macroscopice, motiv pentru care mecanica cuantica va trebui sa-gi dezvolte
propriul formalism matematic, cu caracter esential statistic, dupa o logica cat mai
apropiata de aceea prin care s-a impus fizica clasica, insa intr-o perfecta coerenta
si compatibilitate cu observatiile experimentale si consecintele rezultate din
considerente statistice. In plus, acest nou formalism matematic va trebui sd
utilizeze marimi care sa opereze cu singularitdatile introduse de prezenta
microparticulelor in domeniile de interes.



4.3.1. OPERATORI

Sa consideram un sistem cuantic pe care il vom supune observatiei.
Convenim sd notdm o stare anume a sistemului printr-o litera - eventual indiciata -
inclusd Tn semiparanteza ‘ > In aceastd acceptiune vom presupune ca sistemul

cuantic vizat se afla initial in starea ‘u0> si intentionam sa-1 observam o anumita

variabila dinamica (o coordonatd, o componentd a momentului cinetic, energia, o
componenta a impulsului, etc.), pe care o notam A si pentru care va fi necesara o
masurare notatd simbolic A . Aceastd operatie va perturba sistemul si, drept urmare,
acesta va efectua un salt In starea sa proprie ‘u A>- In continuare vom efectua o

noud observatie B pentru a estima o noud variabild dinamica B. Sistemul va suferi
un nou salt, trecand in starea ‘”B A>- Vom nota simbolic prin BA ansamblul
operatiilor efectuate in ordinea A,B. Vom dori, in continuare, sd estimam
variabilele A si B, in ordine inversa, pornind cu aceeasi stare initiala ‘u0> si vom

uy B> diferd, in general, de starea ‘u B A> ceea ce inseamna ca
AB # BA. 4.5)
Ajungem astfel la concluzia cd va trebui sa asociem acestor observatii
operatii matematice care sa indeplineasca o serie de conditii:
e sa opereze asupra starii initiale ‘u0> de asa maniera ca, in urma efectuarii

constata ca starea

operatiei A, sistemul cuantic sd dobandeasca starea proprie ‘u A> ;

e aplicarea succesiva a operatiilor A si B sa depinda de ordinea in care s-au
efectuat, adica sa conduca, in general, la stari proprii diferite;

e sa satisfacd conditia de liniaritate impusa de principiul suprapunerii
starilor;

e sa realizeze o corespondentd intre mulfimea observatiilor ce urmaresc
estimarea valorilor asociate variabilelor dinamice intr-o stare datda si
multimea numerelor reale.

Toate aceste conditii sunt satisfacute de operatorii liniari.

4.3.2. OPERATORII LINIARI.

_Numim operator o operatie matematica, notata simbolic cu o litera marcata
N
superior cu semnul , ce se aplica unei functii v, avand ca rezultat o alta functie

@, de aceeasi natura. Astfel, expresia matematica



N
exprima faptul ca functiei y i-a fost aplicat operatorul F, obtinandu-se ca rezultat

functia ¢, depinzand de aceleasi variabile ca si functia y .Expresiile operatorilor
contin, in general, numere complexe. Cea mai importantd clasa de operatori o

modului in care ei opereazi asupra functiilor cu principiul suprapunerii starilor. In

acest sens, daca y; si ¥, sunt doud functii, 1ar ¢; 1 ¢, doud constante complexe,
N

vom infelege prin operator liniar un operator A care satisface conditia numita de

liniaritate:

A N A
A(CIWI +C‘2!//2)=CIAI//1 +6‘2A!//2 4.7)

Printre operatorii liniari curent folositi se numara operatorul de derivare,
operatorul multiplicativ, laplaceianul, integrala, etc., care opereaza in baza
relatiilor:

. d dy

%k =| =_° 4.8
J (dx]v/ o (4.8)

U
* J,=Xy=Xy (4.9)
o’ o: &

* —dy=| L+ 2+ ) 4.10

J3 4 [5,x2 ﬁyz Oa;zzj'/l(x Y. z) ( )

(4.11)
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Conditia de liniaritate este satisfacuta si de alti doi operatori particulari: operatorul
N
identic sau unitate, ce lasa functia nemodificata Iy =y si operatorul nul

,0y =0. Introducem urmatoarele operatii cu operatori:
- suma (diferenta) a doi operatori: (Ai B) y=AytBy

Se constata cad aceastd operatie este comutativa si asociativa.
- produsul a doi operatori este un operator ce se obfine prin aplicarea
succesiva a celor doi operatori, conform relatiei:

[gg},,=g[g,,] @12)



Produsul operatorilor este asociativ si distributiv fata de suma (diferenta).

N[ N AN AN \A

Al BC |=| AB |C (4.13)

VAN VAN N AN VANWAN

Al BtC |[=AB+ AC (4.14)
Nu este insa intotdeauna comutativ.

AA AA

AB#B A (4.15)

Se verifica usor ca produsul a doi operatori liniari este tot un operator liniar.
- inmultirea operatorului cu o constanta:

C(:‘\l!// =(C;\l)l// (4.16)

VANEVAN A A
Se defineste comutatorul A,B} a doi operatori A s1 B prin relatia:

VANEIVAN VANVAN VANVAN
AB|=AB-B A (4.17)
N A VANIVAN VARIVAN

1ar operatorii A si B care satisfac relatia AB + B A =0 se numesc
anticomutativi. Din definitia (4.17) rezulta cateva proprietati ale comutatorului:

A A A A
AB|=-|B,A

_/\ A N _/\ /\_ _/\ /\_
A,B+C A)B + A)C
N

Pg>
a>
+
9;>
a >
> >

/\
AB,C

Al A (AA A AlAA
A, B,C||+|B, C,A||+|C,| A,B||=0

In sfarsit, putertle operatorilor se definesc in corelatie cu produsul operatorilor:

o [[M J wis)

A
A aplicat de n ori




4.3.3. VALORI SI FUNCTII PROPRII ALE OPERATORILOR LINIARI

In mecanica cuantica Intalnim frecvent situatia in care prin aplicarea operatorului
N
F functiei ¥ se obtine ca rezultat o functie de A ori mai mare

decat functia y initiala:

N
Fy=Ay (4.19)
Printre aceste functii vom identifica o clasa de functii y/(q), definite pe tot

domeniul de variatie al variabilelor independente:
- 1n coordonate carteziene functia y sa fie definitd intre —oo si + o0,

pentru fiecare dintre variabilele x, y sau z.
- in coordonate sferice r,8,¢, functia ¥ sa fie definitd pe domeniul pentru

care r € [0,0]; 0 €[0,7], iar @ €[0,27].
- in plus, se impune ca functia y sa fie uniforma:
w(@)=y (0 +k 2r).

Conditiile de marginire, uniformitate si continuitate impuse functiei pe intreg
domeniul de valori al variabilelor independente au fost numite conditii standard.
Pentru ca functia y sa fie o functie de unda, pe langa conditiile standard va trebui

ca ‘l//‘z sa defineasca o densitate de probabilitate de localizare, adica functia v sa

fie de patrat integrabil.
O astfel de functie care, in plus, satisface si ecuatia (4.19) se numeste
N
functie proprie a operatorului F, iar numarul A, valoare proprie asociati

functiei proprii y .
Daca functia w satisface conditiile standard si relatia (4.19), fara insa a fi de
N
patrat integrabil se va numi functie proprie generalizata a operatorului F , iar 4,
punct al spectrului continuu al acestui operator. In sfarsit, daca functia v
satisface relatia (4.19), insa nu indeplineste conditiile standard,ea nu va mai fi o

N
functie proprie generalizata, iar A nu va mai apartine spectrului operatorului F .

Multimea valorilor proprii si a punctelor spectrului continuu ale
N N
operatorului F formeaza spectrul operatorului F . In acest sens, valorile proprii

definesc un spectru discret, iar valorile A, a caror variatie continua asigurd
functiilor v din (4.19) conditiile standard, definesc un spectru continuu.

10



4.3.4. OPERATORII HERMITICI (AUTOADJUNCTI )

N
Fiecarui operator liniar F i se asociaza un operator liniar F* conjugatul complex

N
N A N *
allui F,F* =| F | ce satisface conditia

v Foax =| [Fiy/J 0dX (4.20)

in care s-a notat cu dX =dX;dX ..., integrarea extinzandu-se pe Intreg domeniul
variabilelor independente X;,X5,.... S1 in aceasta relatie se impune ca functiile @
Si ¥ sd fie de patrat integrabil.

N

A A
Daci F*= F, operatorul F se numeste hermitic sau autoadjunct.

» Vom demonstra ca un astfel de operator admite valori proprii reale. Mai intai,
N
vom observa ca egalitatea (4.20) devine in cazul unui operator F hermitic

[y Foax=| (FAyfj*godX 4.21)

AN A
Consideram o functie proprie @ a operatorului hermitic F . F ¢ =A@

A\

......

[v'Fodx =[¢'FpdX = A[ p*pdX

I(F !//j ¢dX=j(F¢) pdX =ﬂ*j¢*¢dX
In baza relatiei (4.21), membrii din stinga acestor egalititi sunt egali, astfel

- . * . v v
ca se obtine A = A relatie care arata ca A este real.
VANWAN
» Vom demonstra acum ca produsul F G a doi operatori hermitici comutativi,

este hermitic.Intr-adevir,
[v' FGpdx =[y’ F(G(o)dX

A A
si intrucat F s1 G sunt hermitici,
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[y F(Go)ix = I(FAy/) * G pdX = j[&fv y/) * odX

N A
Pe de alta parte, F' si G comutd, deci:

[v'(FG)pdX = [(FG)y]" pax
ceea ce era de demonstrat.
Consideram un sir de functii reale wu,(x), u,(x),... integrabile i de patrat

integrabil pe un domeniu finit a<x<b sau infinit. Vom numi produs scalar a doua
dintre functiile sirului relatia:

b
(,,u,)= [, (x)u,(x)dx (4.22)

Daca produsul scalar a doua functii este nul, functiile se numesc ortogonale. Daca
in plus,

b
[ug (x)dx=1 Vn=1,2,3,.. (4.23)
a
sirul functiilor {uy } se numeste ortonormat, iar conditia (4.23) se numeste

conditie de normare. In cazul cdnd sirul { uy } este alcatuit din functii complexe,
b

conditia de normare devine: ”un ‘de =0 iar cea de ortogonalitate
a
b
ju;(x)un(x)dx=0 m #n
a

» Daca uj,uy,..,uy,,.. este un sir de functii proprii ale unui operator hermitic

care admit valori proprii distincte, apartinand unui spectru discret, doua functii
oarecare ale acestui sir sunt reciproc ortogonale.
Intr-adevar, prin ipoteza, avem:

N AN
[t Fu,dx=[(Fu, )" u,dx (4.24)
N
si ecuatiile cu valori proprii ale operatorului F :
N

Fu,, =1,u,, 4.25)

N
Fu,=A,u, ;2, #4,
Introducand (4.25) in (4.24), obtinem:

l,,_[u;:, u,dx =24, Iu,t, u,dx

12



din care
(Ap = A ) Ut =0
st cum A4, # 4, , rezulta:

[upmu,dx=0

4.3.5. DEGENERAREA
N
Exista situatii in care unei valori proprii a operatorului F 11 corespund mai

multe functii proprii, cazuri in care ne confruntdim cu o degenerescentd. In cazul
degenerescentei, functiile proprii nu sunt intotdeauna ortogonale, caci din

relatia(4,, — Ay, )| upupdx=0pentru A, =4, poate rezulta ju;undx #0.93
AN
consideram un sir de n functii proprii ujy, uy,..., U, ,... ale operatorului F . Spunem
ca aceste functii sunt liniar dependente daca pentru orice valoare a variabilei
independente existd constantele c¢y,c»,...,c,, nu toate nule, astfel incat sa avem
combinatia liniard cjuj + cryuy + ...+ c,u, = 0. Daca aceasta relatie presupune in
mod necesar anularea tuturor coeficientilor c¢y,cy,...,c,, functiile proprii se

numesc liniar independente si vor fi distincte.
N
Sd presupunem, acum, c¢d o anumitd valoare proprie a operatorului F, 4,

este degeneratd. Exista deci mai multe functii proprii u,, ; , #y 5 e.., Uy, distincte ce

corespund aceleasi valori proprii A4,. In acest caz, k se numeste ordin de

degenerescentd, insd nu totdeauna aceste functii proprii vor fi ortogonale. Exista,
totusi, posibilitatea sa construim cu aceste functii proprii noi functii proprii care sa
fie ortonormate, cautand coeficienti noi care sa satisfaca impreund cu noile functii
proprii combinatia liniard cerutd pentru aceasta operatie. Exemplificam acest
procedeu pentru doud functii proprii uj,u,, liniar independente, ale operatorului
AN AN AN
F asociate aceleiasi valort A,Fuj=Au; Fup=A24; cu care formam
combinatia liniara:

u=cjuj+cru)
Cum uj,u, sunt liniar independente aceasta combinatie liniard nu se va anula

N

1dentic, insd va defini o noud functie proprie a operatorului F :

N N N N
Fu=F(cjuy+cyuy)=cyFuj+cyFuy;=2u

13



In baza acestei constatdri, deducem cd functia w, =au,, cu a constantd - in

A
general complexa - va fi o noud functie proprie a operatorului F, ce va satisface

conditia de normare pentru o valoare @ care urmeaza a fi precizatd. Impunem
asadar condifia de normare pentru w; :

of [ uyudx =1 (4.26)

S L
\ Jugugdx \/Iui’uldx

Considerdm in continuare combinatia liniard v = fw, + u, si cautdm valoarea lui #

Obtinem ‘a‘ = s1 functia w,= va f1 normata.

care sd asigure ortogonalitatea functiilor w, si v:
0=jw;’vdx=ﬂjw;’wldx+j-w;u2dx=ﬂ+jw;u2dx
Evident, valoarea f= —I wiu,dx asigurd ortogonalitatea functiilor v si w,, dar nu

si normarea functiei v, pe care o vom norma prin procedeul folosit pentru normarea
functiei u;. Rezultd, astfel, functia normata:

v
*
jvzvzdx

S-au obtinut, in acest mod - plecand de la functiile proprii u;, uy - functiile w, si

W, =

w, ortogonale si normate. In concluzie, se poate aranja ca functiile proprii ale

operatorilor hermitici sa fie ortogonale, chiar si in cazul degenerarii, construind
un numar de combinatii liniare egal cu gradul de degenerescenta.

4.3.6. DEZVOLTAREA IN SERIE DE FUNCTII
PROPRII ORTONORMATE

O functie w(x) continud si de patrat integrabil poate fi dezvoltatd in serie

dupa functiile proprii ortonormate si de patrat integrabil ale unui operator hermitic
care manifestd un spectru discret de valori proprii. Vom considera functia
complexa y(x) de patrat integrabil si sirul de functii proprii ortonormate ale unui

operator hermitic uj(x),uy( X )s.es iy (X),.. de asemenea de patrat integrabil,

corespunzand unui spectru discret de valori proprii ale operatorului. Presupunem ca
functia w(x) poate fi reprezentata prin seria

w(x)=cquj(x)+cruy(x)+..+cyu,(x)+.. (4.27)
si cd suma serieil converge catre w( x ), astfel ca se poate integra termen cu termen.
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Coeficientil { ¢y } se pot calcula inmultind relatia (4.27) cu u}: si integrand:

_[!//u}:dx=clfu1u,tdx+c2fu2u,tdx+... (4.28)
Ca urmare a ortonormarii functiilor proprii, singura integrald nenuld in membrul
drept este aceea care inmulteste pe ¢, astfel ca:

cx = [yugdx (4.29)
Coeficientii ¢y, astfel determinati se numesc coeficienti Fourier ai functiei w(x),

in raport cu sistemul ortogonal
Up(xX), U (X )yeres Uy (X )yeu.
Intrebarea care se pune este "cu ce eroare se aproximeaza functia y(x), daca se

retin in dezvoltare primii n termeni ai seriei?"
Procedand astfel, vom scrie:

Su(x)= Yepuy(x) (4.30)
k=1
W(x)=Su(x)+ Ry(x) (431)

in care R, (x) este eroarea produsa prin aproximarea functiei la o suma finita ,,.
Se considera ca o cea mai buna aproximatie aceea pentru care

lim [|Ry(x) dx=lim |y(x)-S,(x) dc=0 4.32)
—® n—»o0

n
2

lim _[l//(x)— ickuk(x) dx=10 (4.33)
n— 0 k=1

Prin dezvoltarea integrantului se obtine:
2

j W= culy dxsj(y/— Y e )y =Y cpuy ) dx =
k=1 k=1 k=1

- IW*de - anc}ifuiwdx - Zn:ck_.'y/*ukdx +
k=1 k=1

+ Zn:Zn:ckc,*I u,u,dx =I v wdx —

k=11=1
—2) e + D cre = j yiydx - ciey (4.34)
k=1 k=1 k=1
adica
n 2 2 n 2
I !//—chuk dx=ﬂy/‘ dx—Z‘ck‘ (4.35)
k=1 k=1

Rezulta pentru eroarea patraticda medie:
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IRy () dx = \wx)\zdx—kzl\ck\z (4.36)

Conditia (4.32) impune conditia:
2 2 2 2
”l/l‘ dx=‘c1‘ +‘c2‘ +...+‘cn‘ + . (4.37)
Asadar, daca (4.37) exista, convergenta seriei este asiguratd, iar sistemul

ortonormat se numeste complet sau inchis, denumire motivata de faptul cd in baza
ultimei relatii nu se poate adauga sirului de functii ortonormate uy (x) nici o alta

functie @, (x) ortogonald cu functiile sistemului, fara a elimina una dintre acestea,
intrucat

2 <. 12
[lw] dx=kzl‘ck‘ =1 (4.38)

Aceastd relatie se numeste "de inchidere', "de completitudine" sau 'relatia
Parseval" si este verificata atunci cand sumarea vizeaza intregul spectru discret al
sistemului complet.Un operator hermitic care admite un sistem complet ortonormat
de functii proprii se numeste observabild cuantica.

4.4. VARIABILELE DINAMICE IN MECANICA CUANTICA.
POSTULATELE MECANICI CUANTICE

Mecanica clasica numeste variabild dinamica marimi cum ar fi: coordonatele
particulei, impulsul, componentele momentului cinetic, energia.

Mecanica cuantica foloseste aceleasi variabile dinamice ca si cea clasica, carora
insd le asociaza, in baza unuia dintre postulatele fundamentale, operatori hermitici.
Enuntdm deci primul postulat al mecanicii cuantice: "fiecarei variabile dinamice
a mecanicii clasice trebuie sa-i corespunda in mecanica cuantici un operator
liniar hermitic.” Astfel:

N
» operatorul coordonata x transformad functia w(x) in produsul xw(x);

> h
» expresia operatorului impuls o vom alege p=—V, pentru a fi compatibild cu
i

ecuatia diferentiald pe care o satisface functia de unda asociatd microparticulei
%
in migcare cu impulsul p ;

» operatorul momentului cinetic se alege prin analogie cu definifia clasica

A N N
- 5o —
L =—rxV si scriind produsul vectorial al operatorilor » si V sub forma

1/
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dedeterminant, se pot identifica operatorii proiectiilor momentului cinetic
N N N

Lyx,Ly,L; Avem:

()
i\" 0z Oy
A h( 0 aj
Ly=—|7—-x— 4.39
il e (439)
gzzﬁ(xi_yi)

i\ Oy ox

A
» operatorul hamiltonian H rezulta si el daca se tine seama ca hamiltoniana
P’ -
» clasica reprezinta suma intre energia cinetica o si energia potentialda U('r ),
m
» astfel ca pentru acest operator se obtine expresia:
A h2 A >

H=—A+U(r) (4.40)
2m

4.4.1. VALORI PROPRII SI FUNCTII PROPRII ALE
OPERATORILOR CUANTICI ASOCIATI
IMPULSULUI, MOMENTULUI CINETIC $I ENERGIEL

Spre deosebire de mecanica clasica, in cadrul careia starea sistemului fizic era
definita de valorile coordonatelor si impulsurilor, adica de niste numere reale, in
mecanica cuantica starea sistemului cuantic (la un anumit moment) este descrisa
de o functie complexa care "in sine" nu are semnificatie fizicd, ci numai prin
patratul modulului, ce reprezinta din punct de vedere statistic, o densitate de
probabilitate de localizare a microparticulei.

O altd deosebire fundamentald se refera la variabilele dinamice. Acestea
descriu migcarea §i clasic §i cuantic, numai cad, in timp ce clasic sunt evaluate
numeric, in mecanica cuantica li se asociaza marimi abstracte - operatori liniari §i
hermitici. Corelarea valorilor numerice clasice ale variabilelor dinamice cu
operatorii asociati se face in baza unui al doilea postulat al mecanicii cuantice: "in

urma efectuarii unei masurari a observabilei A, ce caracterizeaza starea descrisa
A

de functia proprie y; a operatorului A asociat acestei observabile, se obfine cu

N
certitudine ca rezultat valoarea proprie a operatorului hermitic A".
Pentru o mai bund intuire a corelarii operatorilor cu valorile numerice
stabilite prin masurdtori, ne-am putea imagina asocierea vectorilor - entitati
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matematice mai generale - cu valorile numerice ale proiectiilor acestora, pe axele
de coordonate. In timp ce vectorilor le corespund operatii specifice, proiectiile pe
axe presupun doar operatiile algebrice obisnuite. /n mecanica cuantica se impune,
in mod curent, rezolvarea ecuatiei cu valori proprii pentru energie

A\
Hy=Ey (4.41)
si, daca se tine seama de (4.41), se obtine forma explicita
2
M Ay iUy =Ey (4.42)
2m

Ecuatia cu valori proprii a energiei are sens numai pentru starile numite
stationare, cdnd energia potentiala nu depinde de timp si energia totala E se
conservd. Pentru a stabili setul de functii proprii ale operatorului hamiltonian se
integreaza aceasta ecuatie diferentiala de ordinul II, cu derivate partiale si se aleg
acele solutii care indeplinesc conditiile standard. Valorile proprii ale energiei ce
corespund acestor functii proprii alcatuiesc spectrul emergetic al particulei, in
campul de forte creat de potentialul U(x, y, z). Acest spectru poate fi discret sau
continuu. In primul caz, functiile proprii vor fi notate cu w;, 1ar valorile proprii

corespunzdtoare cu A4;. In cazul spectrului continuu, valoarea proprie A apare in

solutie ca un parametru cu variatie continua. Vom proceda, in cele ce urmeaza, la o
analizd sumard a ecuatiilor cu valori proprii ale unor observabile cuantice
Sfundamentale: impuls, moment cinetic §i energie.

1L.IMPULSUL il vom analiza printr-o proiectie oarecare, sd zicem p, careia i
A 0
se asociaza operatorul p = —zha—. Ecuatia cu valori proprii capata forma:
x

- ih% = pw(x) (4.43)

in care w(x) sunt functiile proprii, iar valorile lui p vor defini spectrul valorilor

proprii. Ecuatia se integreaza imediat, rezultand solutia
i

L opx
w(x)=Aeh (4.44)
in care A este o constanta a carei valoare se obtine impundnd functieiy(x)

conditia de normare. De remarcat ca aceasta solutie este acceptabila pentru orice
valoare reala a lui p.Intr-adevar, dacd p ar avea o valoare complexa, p=a-+ib, atunci
din (4.44) rezulta y(x)—> o, pentru x—>t0 si o astfel de solutie este

inacceptabila fizic.
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In concluzie, spectrul valorilor proprii ale impulsului este continuu
(necuantificat) si nedegenerat, intrucdt unei valori proprii p ii corespunde o
singura functie proprie y(x).

Pentru determinarea constantei de normare A, care nu depinde de x, dar care
poate depinde de p, vom face apel la distributiad a lui Dirac (introdusa in lucrarea
Capitole fundamentale ale fizicii clasice, Vol.l, pag.49) si tinand seama de
ortonormarea functiilor proprii, vom putea scrie:

o0
Jy*(x,p' w(x,plix=6(p-p') (4.45)
-
l ’
. N © —(p-p)x
sau, in conformitate cu (4.44), 4 (p')A(p) _[eh dx=06(p—p')sau
—00

A'(p')A(p)-2zhd(p-p')=6(p-p')
Ecuatia nu se poate imparti cu 8( p— p'), intrucat aceasta functie este singulard,
integram dupa p si tinem seama ca pentru p# p', (p— p’)=0. Se obtine:

204" (p') [ A(p)S(p=p')p=[S(p~p')p=1

—0 —0

Rezulta 27rh‘A(p’)‘2 =1 din care deducem ‘A(p’)‘ =

ceea ce echivaleaza

[\
¥-
S

1 : o . o
cu A(p')= ﬁe’a. Factorul de fazd e'® poate fi considerat egal cu 1, fird a
/4
implica consecinte fizice. Se remarca faptul cd A nu depinde impuls, asa ca putem
scrie acum solutia sub forma finala:
1 px

e e’ (4.46)

w(x)=

2. MOMENTUL CINETIC. Definit clasic prin relatia

e
i j k
> > >
L=rxp=\x 'y 2 (4.47)
Px Py D
N
9

momentul cinetic va fi descris de un operator hermitic L , in legatura cu care se



definesc operatorii proiectiilor momentului cinetic pe axe, continuti in relatiile
N AN AN N AN AN N AN AN

(439):Lx=yp,— zpy;Ly =ZpPy—XPp,L; =xpy—ypx§i operatorul patra-

tului momentului cinetic
N\ VAN N\ N

=L+ D+ (4.48)

Vom aborda analiza ecuatiilor cu valori proprii pentru acesti operatori in
coordonate sferice:
x=rsin@cosp; y=rcosOcosep; z=rcosO (4.49)

sau, Invers:

r=+\x*+y*+z>; O=arccos ‘ s ¢)=arctgZ (4.50)
Ny 7 X
in cadrul careia r € [0,0); O €[0,x]; @€[0,2x].
Consideram functia ¥ =w(x,y,z):

dy =Y ax+ Y 4y + Y 4 4.51)
Ox Oy 0z
Avem:
6:// oy oOx N oy 0oy 61// 07 _
dp ox O Oy 6(0 0z 8¢ 452)
ow . .. oy . oy Oy .
=———rsin@sing+-——rsinBcosp=x——-y——
ox oy oy ox
In baza relatiei (4.48), putem observa ci:
A h( dw Oy
Ly=—|x—"—-y— 4.53
2 i(an yaxj (333
sau, Inca:
=19 (4.54)
i Op
Calculam a—'//:
00
= ctgﬂ( v, y—) —120- z-a—y/ (4.55)
0z
Relatiile anterioare ne permlt sd observam ca:
N A
LotiLy =22+ (x+ i)Y (4.56)
Oy ox 0z
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Remarcand ca
xX+iy=rsinO(cosp+ising)=re? sind (4.57)
si z=rcos@, calculam

(Lx + iLyj W= he””(ire“w cos 6’6—'/, +re” cos 06_!// —rsin 06_1//) =

oy ox 0z
= he™| i(x — iy)ctg 96—‘// +(x - iy)ctg¢a—‘// — r sin 06—'//:| =
i ox ox 0z
io| oy 0«//) oy ( oy 0«//)
=he'?| ct 0( —+ 120- + ictg 0 —
¢ _cg xax yay gy 0z tetg oy yax
AN N
in care folosim relatia(4.55),obtinand pentru operatorul suma Ly +iL,, expresia:
A i A ; a . a
L.+iL, =he ‘”[%+ ictg 0%) (4.58)
In mod analog, gasim expresia diferentei
LAx— iL, = —he —w(i — ictg ﬁij (4.59)
g 00 op

Scriem apoi ca

AN A A
PR SSSOS | AN (N SR
L :Lx+Ly+Lz=3[Lx+lLy]{Lx—tL +

y
1 N N A N /\2
+5 Ly—iL, | Ly+iL, (+L7
si tinem seama de relatiile (4.54), (4.58) si (4.59). Se obtine:

(vt ) FrmiE, o -

——hzei¢(i+ictg9i) e‘w’(aw tctg@awj
00 0@ 00 0@

2
=—h (6 '/2l+ctgé?a'//+ctgzé?a ‘/; aWj
06 06 op op

(4.60)

Procedand analog, rezulta: (Lx— iL yj(Ler iL yjy/ =

= hi(ow,
2\ 967

+ cfgfd ——

2
M, ctg?o oY _ov
o6 aj? 7}
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N
Introducem 1n (4.60) si gdsim expresia operatorului :

A 2 2
= —hz(a—z N L a—zj 4.61)
00 00 sin“0op
sau, sub forma restransa:
A 2
r=-n{ i(sinei) + 12 g . (4.62)
sin@ 00 00) sin” 0 o¢

Intre parantezele acolade apare partea unghiulard a operatorului Iui Laplace in
coordonate sferice, numita operatorul €2(0,p) al lui Legendre. Scriem asadar:

LI’ =-1*Q(6,¢p) (4.63)
AN
Ecuatia cu valori proprii asociata operatorului I? este:
' ¥(6,9)= 0’Y(6,0) (4.64)
N

2

in care s-a notat cu @* valorile proprii ale operatorului . Ecuatia se scrie sub

forma echivalenta:

bY(0,¢)+Z—2Y(0,¢)=O (4.65)

Aceastd ecuatie admite solutii ce satisfac conditiile standard de marginire,
uniformitate si continuitate, numai pentru valori proprii discrete, de forma

w=nhl(l+1) (leN) (4.66)

N
si arata ca valorile proprii ale operatorului L sunt cuantificate, spectrul valorilor

proprii este discret, ceea ce inseamna ca la o masura a marimii momentului cinetic
al unei particule se pot obtine numai valori prezise de (4.66).
Introducand (4.66) in (4.65), se obtine ecuatia functiilor sferice:

QY(0,0)+1(1+ 1)Y(6,0)=0 (4.67)
cu solutii de forma:
Y(6,9)= P, (c0s0),,(p) (4.68)
in care Py, ; sunt polinoamele Legendre, depinzand de numerele cuantice I 51 my,
Y, (0,@9) sunt functiile sferice ce reprezinta chiar funciile proprii ale

operatorului moment cinetic, iar @,, (@) sunt functiile proprii ale operatorului
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N
L, care verifica ecuatia cu valori proprii:

L. D(p)=pd(p) (4.69)
sau
—ihm=ﬂ¢(¢) (4.70)
care admite solutia
D(p)=Ne!" 4.71)
pentru care impunem conditia de uniformitate @(@ + 2x ) = @( @ )de unde, rezulta
LZ”’” i-2myw
el =1 si cum, 1n general, e =1 (m | € Z )va trebui sa consideram,
u=mh (m,=0,t1,12,..,xl) (4.72)

N
Aceastd ecuatie aratd ca valorile proprii ale operatorului L, sunt cuantificate, cu

alte cuvinte, proiectiile momentului cinetic de-a lungul unei directii oarecare OF
pot lua numai valorile discrete + h,*+ 2h,+ 3h,.., 2 I

Constanta /N rezulta din conditia de normare

2r
[@"(p)o(p)dp=1 (4.73)
0

si are valoarea N = , astfel ca (4.71) se poate scrie in final:

1
N 271
1.
[0/ =——e"? 4.74
A w (P) N (4.74)
In definitiv, (4.68) se scrie:
1 im
Y(6.0)= P, (cos6):——e™" (4.75)

T

3. OPERATORUL ENERGIEI (OPERATORUL HAMILTONIAN).
N
Operatorul hamiltonian H exprimat prin (2.40) este un operator hermitic.

Intr-adevir, operatorul lui Laplace 4 este un operator hermitic:

j(¢*Aw— '/’A¢’*)dV=if(¢*V!//— W¢*)d§ =0
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9
intrucat pentru r — oo, functiile de unda @"siy se anuleaza pe suprafata zﬁ de

- A >
la infinit. De asemenea, functia U( r ) fiind reala, operatorul asociat U( r ) este

hermitic. (y/,U(o) =(Uy,p).

N
Ecuatia cu valori proprii a energieiHy =FEwy se numeste ecuatia Iui
Schrodinger:

2m

N
Functia proprie w, care se anuleaza pentru r — o, reprezinta o stare legatd, iar
aceea care nu se anuleaza descrie o stare nelegatd.

Pentru a efectua o analizd a naturii starilor (legate sau nelegate) vom considera -
pentru simplificarea calculelor - cazul unidimensional in cadrul caruia ecuatia
(4.76) devine:

d’y 2m
dx"z’ + TE-Uly=0 4.77)
Consideram, de asemenea, ca exista si au valori finite limitele:
lim U(x)=U_si limU(x)=U, (4.78)
X—>—00 X —>» 0

astfel incat U_ > U, . Daca E reprezinta energia totala a microparticulei, deosebim
trei cazuri de interes:

a) E > U_ pentru orice x. Ecuatia (4.77) devine:

d’y 2m
ot h—z(E ~U)y=0 (4.79)

: 2m NP < <
Cantitatea h_z(E -U ) este pozitiva s1 pentru ke R, o notam cu k2, astfel ca

2

ecuatia devine: d gj +k? w =0, cu solutii de forma:
dx
w(x)= Asinkx + Bcoskx (4.80)
w(x)=Asin(kx+ @) (4.81)
sau
w(x)=C,e™ +C,e™ (4.82)

Nici una dintre aceste solutii nu se anuleaza la £ oo si vor descrie stari nelegate,
astfel ca spectrul valorilor proprii va fi continuu §i degenerat.
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b) E < U, pentru orice x.

Vom nota acum i—T(U —E) =k* (k eR)si ecuatia (4.79) devine:

2

_‘flx'g’ F Ky =0 (4.83)
cu solutii de forma
w(x)=Cre"™ + Cre™™ (4.84)

care pentrux — -0, C; #0,C, =0 sau pentrux — o, C, =0, C, # 0se anuleaza,

desemnand stari legate cu un spectru al valorilor proprii discret §i nedegenerat.
c) U, < E <U_ pentru orice x. Acest caz include cazurile anterioare, pentru valori

ale energiilor situate la capetele intervalului (U, ,U_ ).

4.4.2. VALORILE MEDII IN MECANICA CUANTICA

Sa presupunem un sistem cuantic intr-o stare ¥ rezultata din suprapunerea starilor
descrise de functiile y; si w,, ce corespund valorilor proprii A; si 4. Dacd
sistemul s-ar afla in starea y; ar rezulta prin masurarea observabilei valoarea Aj si
valoarea A, daca s-ar afla in starea descrisd de functia proprie y .

In starea w=cjw;+cyp, misuritorile - care in conceptia clasici ar
conduce la o valoare cuprinsa intre A; si Ay - in mecanica cuantica nu vor
conduce la o alta valoare in afara valorilor Aj sau Ay.Nu se poate prevede insa
care dintre rezultate va rezulta prin efectuarea masurarii. Dirac a formulat astfel
aceste constatari: "in general, cand se observa un sistem atomic oarecare pregatit
intr-un anumit fel §i care, in consecinta, se afla intr-o stare definita, rezultatul nu
poate fi prezis cu certitudine, ci se vor obtine in urma masuratorilor repetate
rezultate diferite, in conditii experimentale identice.” Daca masuratoarea se repeta
de un numar foarte mare de ori se va obtine un rezultat ce corespunde unei anumite
stari la un numar de masurdtori care raportat la numarul total al masuratorilor va
defini o fractiune bine determinata si totdeauna aceeasi. Cu alte cuvinte, la fiecare
repetare a experimentului, acest rezultat particular se va obtine cu o probabi
litate bine definita.

Teoria permite calculul probabilitatii de realizare a unei anumite stari si,
odata cunoscutd aceastd probabilitate, se poate trece la calculul valorilor medii.
Prin definitie, valoarea medie a coordonatei x se calculeaza cu formula:

[xv* (oy(x)dx

[w" (x)w(x)dx
sau, daca functia de unda este normata la unitate,

X =

(4.85)
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x=[xy' (x)p(x)dx (4.86)
Trecand la cazul spatiului de configuratie, valoarea medie a coordonatei q;, va fi:

q = j WG Qoo 4 )4 V(G 15 Qrrmees 44 )G -l (4.87)
Prin analogie cu (4.86) se poate postula pentru media p,. a proiectiei p, aimpul -

AN

: h
sului definita de operatorul p = _'di’ formula
i dx

— * A . hd hip . d
pe=[W' (x)p yw(x)ix=[y (x)(;a) w(xdc=" [y (x)"

=ﬁj y/*(x)d—"’dx (4.88)
i dx

care n cazul spatiului de configuratie se scrie separat pentru fiecare coordonata
generalizata

- * h a *
qu =I'// (‘I]:qz,---’ qf )(75) 4 (qI’qZ,"-’ qf )dx (489)
k

Media unei functii F, depinzand de coordonatele si impulsurile canonice,

F = j '//*(qu qz,--, qf )F(q19 qz,--, qf ;PI,PZ,...,Pf) '//(qu qz’"3 qf) dgq (490)
in care df2; =dqdq;...dq ¢ este elementul de volum din spatiul de configuratie, f

reprezintd numdrul gradelor de libertate iar functia y este normata la unitate.

Aceste formule de calcul ale valorilor medii au fost scrise in baza unui “al treilea
postulat al mecanicii cuantice” care se enuntd astfel: in orice stare descrisa de
Junctia de unda normata y(qy,q3 .., 4y ) valoarea previzibila a variabilei dina -

.....

F=[y'FydQ, (4.91)

Deducem urmatoarele proprietditi ale valorii medii cuantice:
» Valoarea medie a unei constante este ea insasi constanta;
A _
» Daca intr-o anumita stare, valoarea medie a observabilei F este F, iar a
A _

observabilei G este G, valoarea medie a sumei F + G este egalda cu suma

F + G avalorilormedii F 51 G.
De remarcat ca daca se cunoaste functia de unda care descrie starea unui sistem, la
un anumit moment, cu ajutorul relatiei (2.91), se pot estima valorile medii ale
tuturor , marimilor mecanice. Rezulta ca mecanica cuantica poate descrie complet
miscarea, insa numai statistic, fiind o teorie prin esenta statisticd.

26



» Daca functia y caracterizeaza o anumita stare, functia cy , in care ¢ este un

numadr, caracterizeaza aceeasi stare, insa pentru calculul valorii medii a
N
observabilei F, in aceastda noua stare, va trebui sa folosim formula in care

functia cy nu mai este normata la unitate:

j v' FydQ, ~ I(cy/)* F(cy/)qu

" van, [l eviin,

(4.92)

AN
Presupunem acum o variabild dinamicd descrisd de operatorul F,

caracterizat de functiile proprii y;,W,.. si de valorile proprit 4,,4,,.. ce
alcatuiesc un spectru discret.
Consideram un sistem cuantic in starea descrisa de functia y, care nu este

N
functie proprie a operatorului F . Valoarea medie a observabilei F in starea y se

scrie:
F=[y"FydQ, (4.93)
cu conditia ca w sa fie normaté:j vyd2, =1
N
Dezvoltam functia y in serie de functii proprii ale operatorului F :
W=2.Cry (4.94)
k

Obtinem expresia valorii medii a observabilei F
_ U
F= J.(chijFKchl//k jd.Qq =
k k

= 0;01}“12]"//;'/’1‘1‘9.1 + c;czlzlzj.'/’;‘llzd‘gq T

+chle,:%qu + ...
=i [wipdQ, + cie, i, [wiy,dQ, + .. .
+chlfwzwlqu + ...
in care tinem seama de conditiile de ortonormare ale functiilor proprii yy :
[yiwdQ, = L, k=l (4.96)
VIVITa =10, k=1 '
Rezulta
= 2 2 2
F=‘6‘1‘ /11 +‘02‘ /12 +...+‘Ck‘ /’i’k + ... (4.97)
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Cum functia y a fost presupusa normata, putem scrie:

1=[y'yda, = gc,’;c, [vivia, = ;\ck\z (4.98)
si notand w; =|c; ?, obtinem:
F=Y 1w, (4.99)
$i k
dow, =1 (4.100)
Aceste relatii aratd ca patratele ;odulelor coeficientilor dezvoltarii in serie a
A

functiei de unda w dupa functiile proprii ale operatorului F reprezinta
probabilitatile ca la o masurare a observabilei F sa obtinem ca rezultat una din
valorile proprii  Aj,A3 s Apsee.. Mai exact vom obtine valoarea A; cu
probabilitatea w;.

4.4.3. RELATII DE COMUTARE

Dupa cum am aratat cu alta ocazie, mecanica cuantica postuleaza ca valoarea unei
observabile cuantice este valoarea proprie corespunzatoare functiei proprii ¥ a

operatorului asociat observabilei respective. Ne intereseaza in ce masura doud sau
mai multe marimi mecanice pot avea simultan valori determinate.
Stim sigur ca doua marimi mecanice A §i B au valori determinate independent

una de cealalta, daca se afla in starile descrise de functiile proprii ale operatorilor
AN A

A si B. Evident, marimile vor avea simultan valori determinate daca starea
sistemului cuantic este descrisa de functia proprie w comuna celor doi operatori.

¢ O astfel de functie este functia:
i
(Xpx+ypy+apz)
w=eh VTR (4.101)
N AN N
care este o functie proprie a operatorilor py,p,,p; , cu valorile proprii py,p) si

respectiv p,. Aceasta inseamna ca proiecfiile impulsului pe axele de coordonate

pot fi masurate concomitent.
¢ Conditia necesara si suficienta ca doi operatori sa comute este ca ei sa admita
functii proprii comune.
N N
Intr-adevir, si consideram doi operatori A si B, care admit aceeasi functie proprie
w . Scriem ecuatiile cu valori proprii:
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N N
Ay =ay si By=pfy (4.102)
A A AA A VANWAN VANIVAN N
AvemABy=A(By)=pAy=Pay si,BAy=B(Ay)=aBy=afy
Demonstratia necesitatii ¢ evidenta.
Suficienta o vom demonstra presupundnd o stare nedegenerata (in care unei
valori proprii ii corespunde o singura functie proprie): fie ¥ si @ functia proprie,
respectiv valoarea proprie a operatorului ;} Presupunem, in plus, ca operatorii ;}

VAN VAN VANWAN VANWAN
si B comutd. Scriem, deci: Ay =y s§i AB =B Asi obtinem o relatie ce arata

N N
cd functia By este o valoare proprie a operatorului A, cu valoarea proprie a .

VANVAN AN N AN A A
ABy=A(By)=BAy=aBy
AN
Insa, de asemenea,  este si ea o functie proprie a operatorului A4, cu aceeasi
valoare proprie, a . Ca urmare, cele doua functii proprii vor diferi printr-un factor

N
constant: By = By ,relatie ce exprima faptul ca functia y este functie proprie §i
N
pentru operatorul B, cu valoarea proprie [.

N A N
¢ Verificam acum, in baza constatarii ca py,p,,p, admit aceeasi functie proprie

v , ca doi dintre acesti operatori comuta intotdeauna.
2

0 AoA 0’ 0’
Y p py=—it L= =
o0x0y 0yox 0x0y

Intr-adevir, p_p ==
ANEEVAN AN AN A N
Se observaca py p, W =p, pyxy ceeace este echivalentcu | py,p, =0.

N N N N
Analog, se verifica si celelalte doua relatii: [ Px>s pz} =0 si [ Py pz} =0

¢ Un exemplu de operatori necomutativi este exemplul operatorilor coordonata
N N
x i proiecfie impuls p,, .

Avemxpy = ?xg—'/;;py Xy = ?xg—y; .Din aceste relatii, rezulta |:x,py:| =0,

Deci coordonata si proiectia impulsului asociata acesteia comutd.
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Calculam | x, p, |Avem:xp, ¥ = Exa—l// Sl p. XY= —ih(!// + xa—l//) :
i Oy ox

Obtinem astfel,

[I;Ax,;}i, (=0) (4.103)
l

VANVAN VANVAN h
Analog, obtinem si relatiile celelalte: Py:Y |=| P2 (=7
i

4.4.4. ASPECTUL CUANTIC AL RELATIILOR DE
INCERTITUDINE

Prezentam o abordare a relatiilor Heisenberg, din punctul de vedere al mecanicii
cuantice, pornind cu formula abaterii patratice medii

2 ([ Y 7 [¥ (v
& =(a, —af =a? - (af =(a)’ (4.104)
in care ay reprezintd valorile obtinute in urma masurdatorilor repetate, efectuate

asupra unei observabile fizice oarecare A, iar a valoarea medie a tuturor valorilor
individuale obtinute prin aceste masuratori.
Dacd observabilele de interes sunt coordonata x si proiectia p, a impulsului

(axf =x? —(x)% si (dp, Y =pZ-(px) (4.105)

Fara a restringe generalitatea expunerii, vom alege referentialul cu originea in

punctul de abscisa x =0 si care se deplaseaza cu viteza v ,, pe directia x, astfel

_Px

incat v x =——=0 . Aceasta inseamna ca se obtine ;x = 0. In acest referential, in
m
conformitate cu (4.105), rezulta
2_ 2 . 2 _ 2
(ac) =x* si (4p) =px (4.106)
Calculam aceste abateri patratice medii dupa prescriptiile cuantice
x? = I v x’ydx

N A 2
pi=[v" plydx= —hzjw*‘;x—fdx

si consideram inegalitatea evidenta

]

in care @ si B sunt variabile auxiliare reale.

2
dx >0 (4.107)

d
ay+f L
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Avem:

d!//z dy dy/*
*
+ _ = + LA + — | =
‘axy/ ,de (axy/ B j(axy/ B ]
(4.108)
*
2 dy/ dy
—a +affix — —
o M P M dx dx

Cu notatiile

(2l dxe. B=— iqz) _[dy dy
A_Ix ‘y/‘ dx, B = dex l//‘ dx, C j I d dx
inegalitatea (4.107) devine:

Aa? —BaB+CR° 20 cud>0 (4.109)
Cum a si B sunt reale oarecare, A>0 si conditia impusa de (4.109) ca trinomul de

gradul Il in a sa fie pozitiv, pentru oricare a real, cere ca B? —4A4C <0 sau

echivalent, 4 AC >B? . Considerand ci w este normatd la unitate si integrand

prin parti, obfinem: B = —j xdi(t/’ t//)clx (xy/ !//} + j v ydx.
Ix
Primul termen al sumei se anuleaza pentru cd functia y de patrat integrabil scade

spre zero, mult mai rapid cu cresterea lui x, iar al doilea termen este egal cu 1.
Rezultda B=1. Procedand la o integrare prin parti, se obgine pentru C:
* o0 R
A A s L "’dx—ipx Rezultd,
dx dx dx )|_, dx #?2

2 )=p2 =1?C, (Ax) =x?=a si

2 2p2 2
(ax) -(ap, ) =n?ac _hT 44C > f 2”7

sau, echivalent

V(axY \(4p, > (4.110)

Un rationament analog conduce si la celelalte doua relatii

Vay ) -J(Apy)z 2?
V(@ f . ¥ >"
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