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1 Energia oscilatorului armonic
Energia oscilatorului armonic este formata din suma energiei cinetice si potentiale:
E=E.+E, (1)

Energia cinetica este:

E.=—= %AQM(Q) sin®(wot + o) (2)

L2 2 42
E, = A Lo il cos?(wot + 6) (3)

Rezulta:
mw3A? kA2
= (4)
2 2
Energia totald a oscilatorului este constanta in timp. Acest lucru este de
asteptat deoarece forta elasticd este una conservativa.

E=FE,+E. =

2 Pendulul matematic

Pendul matematic constd dintr-un fir inextensibil la capéatul cdruia se afla un
punct material de masa m (Fig. 1).

Fortele care actioneaza asupra punctului material sunt greutatea si tensiunea
din fir T'. Componenta tangentiald a greutdtii determind migcarea corpului
citre pozitia in care § = 0. Aplicim legea a II-a a mecanicii pentru componenta
tangentiald a greutatii:

d2
Fy = —mgsin0 = mﬁj (5)
Cum s = [0 rezulta: 20
g .
@ + 7 Sln@ = 0 (6)
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Figure 1: Pendulul matematic

Pentru cazul in care 6 este foarte mic sinf ~ 6, astfel ci (6) devine:

d’0 ¢
ﬁ+70_0 (7

Rezulta cd ecuatia de migcare este similard cu ecuatia (??). Solutia ecuatiei
este (7):
0 = 0., cos(wot + ) (8)

w=y/ ©
Astfel perioada miscérii este:

T = 2—7T = 27r\/7 (10)
wo g

si depinde doar de lungimea [ a pendulului si de acceleratia gravitationala.

unde:

3 Oscilatii amortizate

Migcarea oscilatorie armonica este o migcare ideala, in care asupra corpului
actioneaza doar o forta elasticd. O astfel de miscare poate avea loc un timp
nedefinit. In realitate, ins#, alituri de forta elastici actioneazi si forte necon-
servative, cum ar fi fortele de rezistentd la inaintare (frecare) care incetinesc
miscarea. In consecintd, energia sistemului scade si miscarea este una amor-
tizatd. In continuare consideram c& forta de rezistenti este proportionals cu
marimea vitezei:

R=-X\v

Semnul minus aratd ca forta are sens invers vitezei. In acest caz legea a doua
se scrie astfel:
ma = —kx — v (11)
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Figure 2: a) Migcare anarmonicd. b) Amortizare critici.

da? k A dx
== 12
dt? m’ T mdt (12)

dx? dz 9

T2 + 275 +wyr =0 (13)

_ 2 < . . . _
unde v = 5 poartd numele de coeficient de amortizare iar wo = \/k/m este
pulsatia migcarii neamortizate.

Pentru rezolvarea ecuatiei diferentiale de ordinul doi omogene (13) se con-
siderad ecuatia caracteristica:

r?4+2yr 4+ wi =0 (14)

r,o=—7Et4/7? —wd (15)

a) v > wo si r1 si ro sunt reale. Solutia ecuatiei in acest caz este:

care are solutiile:

z = Cret + Che™t (16)

unde C si Cs sunt constante. Ele pot fi determinate din conditiile initiale.
Deoarece ry < 0 si ro < 0 rezultd cd atunci cdnd t — o0, z — 0
O astfel de migcare poartd numele de migcare anarmonica (Fig. 2a).
b) v = wp. Atunci:
Ty =Ty = —7 (17)

Solutia ecuatiei diferentiale este:
xr = (Clt + Cg)e_vt (18)

unde C; si Cs sunt constante care pot fi determinate din conditiile initiale. O
astfel de amortizare poartd numele de amortizare critica (Fig. 2b).
¢) v < wo. Ecuatia caracteristicd are solutii imaginare:

T2 =7+ i\/w% - (19)



Figure 3: Miscare oscilatorie amortizata.

Solutia ecuatiei se scrie:

z=e "[(Cre™" 4+ Coe ") (20)

unde w = \/wi — .

Tinand cont de faptul cg e

=cosa tsinao
= e "[(Cy + Cy) coswt + i(Cy — Cy) sin wt] (21)
Deoarece = elongatia este o marime reald alegem:

Ci=a+ib ; Chy=a—1ib (22)

unde @ si b sunt marimi reale. Se obtine:

b
x=e¢ " (2acoswt — 2bsinwt) = e ""2a (cos wt — — sinwt) (23)
a
Se noteaza: b
- =tgb 24
a 9Y0 (24)
si
20 _ 4 . .
x = ——e ""[coswt cos By — sin Hy sin wt] (25)
cos by
Utilizand notatia Ag = cozsaﬁo relatia (25) devine:
x = Age " cos(wt + o) (26)

Daca coeficientul de atenuare 7y este mic, caracterul oscilatoriu al miscarii se
péstreazd. Migcarea poartd numele de migcare oscilatorie amortizatd (Fig. 3).
Amplitudinea acestei migcérii scade exponential in timp:

A= Aoe_"*t (27)



Migcarea are loc cu pulsatia:

w=/wi—7%<wp (28)

unde wq poartd numele de pulsatie naturald a miscarii oscilatorii.
Misgcarea este caracterizatd de asa numitul decrement logaritmic
x(t) A(t)

5=1 ~1 — e =AT 2
NErT) M ATy et =0 (29)

Decrementul logaritmic este o marime adimensionald si caracterizeaza de
asemenea gradul de amortizare a oscilatiilor. Cu ajutorul se poate compara
gradul de amortizare a oscilatiilor.

Deoarece miscarea este amortizata sistemul pierde energie. Pierderea de
energie este egald cu lucrul mecanic al fortei de rezistenta.

dE = —6L = —dvdx (30)
Puterea disipatd este:
_dE dov 9 9
P = P Av pri Av® = —2ymu (31)

4 Oscilatii fortate

In cazul miscarii oscilatorii amortizate, energia sistemului descreste in timp.
Este posibild compensarea pierderii de energie prin aplicarea unei forte externe
care efectueazd un lucru mecanic pozitiv. Astfel la orice moment de timp en-
ergia poate fi transferatd sistemului prin aplicarea unei forte in sensul migcarii.
Amplitudinea, raiméane constanti dacd energia furnizata intr-o perioada de timp
este egald cu energia mecanica pierduta in aceeasi perioada datorita fortelor de
rezistente sau frecare. Un exemplu este acela in care forta exterioard variaza
periodic F' = Fy coswt unde w este pulsatia fortei iar Fyy este o constanta.

Ecuatia de miscare pentru un corp asupra carui actioneaza o forta elastica,
o fortd de rezistentd si o forta exterioard F' este:

dx? dx
— =F—kzr—\— 2
e ST (32)
Ecuatia se scrie astfel:
Pz dx Fy cos wt
Py~ 2, 0 33
gz T et m (33)

unde 2y = \/m si w3 = k/m. O astfel de ecuatie este o ecuatie de ordinul doi
neomogena si are solutii de forma:

x(t) = mo(t) + z1(2) (34)



unde z((t) este solutia ecuatie omogene datd de relatia (26), care atunci cand
t este foarte mare tinde cétre 0 gi x1(t) este o solutie particulard a ecuatiei
omogene. Pentru a obtine o solutie particulard vom considera o reprezentare
complexa. Astfel;

Fycoswt — Fpe™? (35)
Alegand z;(t) de forma:
x1(t) = Acos(wt — ) (36)
el va fi reprezentat sub formé complexa astfel:
z1(t) = Acos(wt — ) — Ael@t=?) (37)
Ecuatia (33) se scrie:
d*x dz 9 o ot
ﬁ + 2")/% + wor = EG (38)
Deoarece:L
d , dr? .
% = jAwe! @0 ¢ % = — Aw?e!@t=0) (39)
din ecuatia (38) rezulti:
Fy F
2 2 . 0 40 0 ..
- 2ywilA = —e¥ = — 0 0 40
[(w§ — w?) + 2qwi] e - [cos O + isin 6] (40)
Pentru ca cele doud numere complexe si fie egale este necesar ca:
F
2w A="cosd 41
(wg — w?) —cos (41a)
F
29wA = —2sin 6 (42)
m

Se ridicd la patrat relatiile (41a) si (42) si se adund. Se obtine:
A[(wf ~ )" + 4] = (Fofm)? (43)

Atstfel amplitudinea miscarii este:

Fo/m

\/(w% - w2)2 + 4202

Tangenta unghiului de defazaj dintre forta perturbatoare si elongatie este:

A:

(44)

2yw
tanf = o (45)

Daca

w — 0 tanfd — 0 0 — 0 . Aceasta inseamnd cd la pulsatii
(frecvente) mici elongatia este fazd cu forta.

w — wo tanf — oo 6 — 7. Aceasta inseamna cd elongatia este
defazatd in urma fortei cu 7/2.

w — 00 tanf < 0 0 — m. Aceasta inseamna cd elongatia si forta

sunt in opozitie de faza.
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Figure 4: a) Amplitudinea unei oscilatii fortate functie de pulsatia fortei pentru
diverse valori ale coeficientului de atenuare: v, < v3 < vy < 75.

4.1 Rezonanta

Rezonanta reprezinta fenomenul de crestere a amplitudinii pentru anumite valori
ale lui w. Pentru determinarea frecventei la care amplitudinea este maxima se

pune conditia:
dA
aw 0 (46)

de unde rezulta valoarea pulsatiei de rezonanta:

wr = /wi — 292 < wo (47)

La aceastd valoare a pulsatiei, amplitudinea miscarii la rezonanta devine
egala cu:
F() / m

2yV/wg —*

In Fig. 4 este reprezentati amplitudinea misc#rii in functie de pulsatia fortei
externe pentru diverse valori ale coeficientului de atenuare. Se observa cid pe
masurd ce valoarea coefientului de atenuare amplitudinea la rezonata creste,
iar pusatia de rezozantd se apropie de pulsatia oscilatiei in cazul ca nu ar fi
atenuare.

A(wr) = (48)

5 Tipuri de unde

Se numesc unde, perturbatiile care se propaga din aproape in aproape printr-un
mediu. De exemplu scoaterea din pozitia de echilibru a unei particule care este



situata intr-un mediu elastic determina iegirea din pozitia de echilibru si a par-
ticulelor vecine datorita fortelor elastice ce se exercita intre particulele mediului.
In acest mod migcarea se propaga din aproape in aproape prin intermediul unui
camp de forte elastice.

Prezenta unei unde presupune existenta unei surse care produce perturbatia
initiala si a unui mediu in care aceasta sa se propage.

Dupa natura perturbatiei, putem avea diferite feluri de unde:

- unde elastice (undele acustice), care sunt produse de oscilatii de naturd
mecanicd de micd amplitudine care se propaga in medii elastice;

- unde termice, care apar datorita diferentelor de temperatura si caracter-
izeazd fenomenul de propagare a caldurii;

- unde electromagnetice, care sunt produse de perturbatii de natura electro-
magnetica.

Pentru primele doud tipuri de unde este necesar un mediu material, in timp
ce undele electromagnetice se pot propaga si in vid.,

Dupé caracterul perturbatiei, undele pot fi:

- scalare, pentru care perturbatia este caracterizatd de o marime scalara;

- vectoriale, pentru care perturbatia este caracterizatd de o marime vectori-
ala.

Dupad modul in care apar perturbatiile in raport cu directia de propagare,
undele pot fi:

- transversale, cand oscilatiile sau deplasarile se efectueaza in plane perpen-
diculare pe directia de propagare;

- longitudinale, cand oscilatiile sau deplasarile se efectueaza in directia de
propagare a undelor.(undele acustice).

Un exemplu de unde sunt undele seismice care sunt tridimensionale si se
propagd din punctul de producere de sub suprafata padmaéantului de-a lungul
unei fisuri. In acest caz intalnim ambele tipuri de unde: undele transversale
notate cu P (unde primare) care au viteza de propagare in intervalul 7 km/s gi
undele longitudinale notate cu S (unde secundare) care se propagd cu 4 km/s.
Prin inregistrarea intervalului de timp intre momentele de sosire a celor doua
tipuri de unde la un seismograf, se poate calcula distanta de la seismograf la
punctul de origine al cutremurului. Practic, acest punct se afli pe o sferd cu
centrul in locul unde se afld seismograful. Pentru a determina punctul de origine
se utilizeazd mai multe seismografe. Punctul de origine al cutremurului se afld
in punctul de intersectie al sferelor imaginare cu centrele in locurile unde se afla
seismografele.

6 Unde armonice

Undele armonice sunt produse de un sistem antrenat intr-o miscare de oscilatie
armonicad. Starea de oscilatie se transmite si in celelalte puncte ale mediului pe
care le pune intr-o miscare oscilatorie armonica simpla.

Trebuie remarcat cd perturbatiile armonice cu o frecventa fixa reprezinta un
caz ideal. Studiul acestor cazuri ideale permite o extrapolare in cazurile reale,
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Figure 5: Unda armonica unidimensionala.

cand pot sa apara fenomene periodice nearmonice; acestea pot fi abordate prin
aplicarea unor metode matematice cunoscute (serii sau integrale Fourier).

Sa consideram o unda tridimesnionald. Se poate duce o suprafatd prin
punctele la care oscilatia a ajuns la un moment dat. Aceastd suprafatd se
migcd aratdnd cum se propagd perturbatia. Aceastd suprafatd poartd numele
de front de unda. Daca mediul este omogen si izotrop, directia de propagare
este intodeauna perpendiculard pe frontul de unda.

Fronturile de und& pot avea divese forme:

- plan in cazul undelor plane, care se propaga pe o singura directie perpen-
diculara pe frontul de unda;

- sfericd in cazul undelor sferice care se propaga in toate directiile i care
provin de la o sursd punctiforma.

Departe de sursa, fronturile de und4 sfericd au o curburd foarte micé si pe
o regiune limitatd aceste unde pot fi privite ca unde plane.

6.1 Unda armonica unidimensionala

Ecuatia unde armonice unidemensionale este valabila si in cazul undei armonice
plane, deoarece aceasta se propaga intr-o singura directie.
Considerdm (Fig. 5) c& punctul O care este sursa undei oscileazd dupa legea:

u = Acos(wt + 6) (49)
Considerand cia v este viteza de propagare a undei, un punct P aflat la
distanta x incepe sa oscileze dupa intervalul de timp:
x
to = = 50
o="2 (50)

Atunci punctul P oscileazd dupa legea:
u(z,t) = Acos [w(t ~ Oy 9} (51)
v

Deoarece w = 27/T

T

u(zx,t) = Acos [QW(; 3

)+0}:A[wt—kx+9] (52)

unde A = vT" poarta numele de lungime de unda iar k& = #poartd numele de
numdr de unda sau modulul vectorului de unda. Lungimea de unda reprezinta



Figure 6: Calcularea vitezei de propagare in coarda

spatiul strabatut de unda intr-o perioada, sau distanta minima dintre doua
puncte care oscileazd in faza.
Unda armonicé este un fenomen periodic in timp cu perioada T

u(z,t) = u(z,t+T) (53)
si In spatiu cu perioada A:

u(z,t) = ulz + A t) (54)

6.2 Viteza de propagare a undei intr-o coarda

Pentru aceasta vom considera un element din coardd (Fig. 6) intinsd cu tensi-
unea 7. Elementul de lungime As formeazi un arc de cerc cu raza R. Intr—un
sistem de referintd care se miscd cu viteza v a pulsului elementul de coarda
considerat are acceleratia:

,02

care este determinata de forta rezultanta dintre tensiunile care actioneaza la
capetele elementului considerat din coardd. Aceasta este egald cu:

F =2Tsinf ~ 2760 (56)

deoarece am considerat elementul As foarte mic, fapt ce face ca si unghiul 8 s&
fie foarte mic. Elementul As are masa:

Am = pds = 2 R0 (57)
unde 4 este densitatea liniard a corzii. Tinand cont de relatiile (55) gi (57)
02

F =Ama= QNRGE (58)
Comparand relatiile (56) gi (58), rezulta:
T

v=4/— (59)
I
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