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1 Miscarea de rotatie

1.1 Miscarea circulara uniforma

Este migcarea care se efectueazi pe o traiectorie circulard gi in care modulul
vectorului vitez este constant in timp. In acest caz acceleratia nu are decat
componenta normala.

Putem defini T' perioada migcarii care reprezinta timpul in care are loc o
rotatie completd si frecventa v care reprezintd numérul de rotatii efectuate in
unitatea de timp. Relatia dintre cele doua marimi este:

V:T (1)

Deoarece migcarea are loc pe un cerc (Fig. 1la), ea poate fi caracterizatd
prin variatia unghiului 6 ficut de vectorul de pozitie cu axa Oz, Af = 6 — 6.
Variatia in unitatea de timp a unghiului 6, poarta numele de viteza unghiulara:
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care in cazul miscarii circulare uniforme este constanta.
Spatiul parcurs poate fi exprimat in dous moduri:

w

As=vAt ; As= RAO = RwAt (3)
Rezulta astfel relatia dintre viteza liniara si viteza unghiulara:
v=wR (4)

Deoarece modulul vitezei este constantad acceleratia are numai componenta
normald. In acest caz ea poartd denumirea de acceleratie centripetd (Fig. 1b).
Astfel:
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Cand At — 0, As ~ A A;. Se observi ca triunghiul OA; A; este asemenea

cu triunghiul vitezelor. Rezulta:
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Figure 1: a) Migcarea circulard uniform&. b) Deducerea acceleratiei centripete.

Cum A4 = As = vAt:
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TR ©)
si:

Av  0? 9

1.2 Momentul fortei si momentul cinetic.

Consideram o fortad care actioneazd asupra unui punct material. Definim mo-
mentul fortei in raport cu un punct (Fig. 2a):

M=#xF (8)

Aceeasi definitie se poate aplica si in cazul unei forte F' aplicate intr-un
punct al unui corp care se poate roti in jurul unei axe (Fig.2b). Vectorul 7 este
perpendicular pe axa consideratd, si pentru simplificare forta F' este situata

intr-un plan perpendicular pe axa considerata
Marimea momentului este:

M =rFsinf =rd (9)
unde d poartd numele de bratul fortei.
- - dp dp dr
M=rxXF=FX—=7X—+4+px —
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Termenul p'x % este nul deoarece p'gi v = dd—f sunt vectori paraleli. Atunci
- d dL
M=—(Fxp)=— 10
G (7xP)=— (10)



Figure 2: a) Momentul unei forte fatd de un punct. b) Momentul fortei fatd de
0 axa

unde L = 7 x P este momentul cinetic
Relatia 10 reprezinta teorema de variatie a momentului cinetic:
Momentul fortei este egal cu derivata momentului cinetic in raport cu timpul.
In cazul ca momentul fortei este nul:
dr -
—=0; L=ct 11
o (11)
Daca momentul rezultant al fortelor care actioneaza asupra unui corp este
nul, momentul cinetic se conserva.

1.3 Dinamica miscarii de rotatie
1.3.1 Energia cinetica de rotatie

S& considerdm un corp rigid (Fig. 3) care se roteste in jurul unei axe cu viteza
unghiulara w. Fiecare portiune din corpul rigid considerat are o anumita energie
cineticd O micd portiune din corp cu masa m;, aflatd la distanta r; de axa de
rotatie se migca pe un cerc de raza r; si are viteza liniara v; = wr;.

Energia ei cinetica este:

1 1
E., = —myv} = —mw’r?
i 2 3 2 3
Energia cinetica totald este suma energiilor cinetice ale portiunilor din care
este constituit corpul.

1 1 1
Ep =) Ee =5) mv} =5 miw’r] =5 (me?) Wt (13)
i i i i
Marimea din parantezd poarta numele de moment de inertie:

I= Zmzrf (14)

(12)



Figure 3: Migcarea de rotatie a unui corp solid rigir in jurul unei axe.

Cu aceastd notatie rezulta:
Ep = —Iuw? (15)

Se observa ca aceata relatie este analoaga cu expresia energiei cinetice a unui
02 . . . ..
corp E. = *J~. Spre deosebire de masa unui corp, care nu depinde de pozitia
sa, momentul de inertie depinde de axa in jurul careia corpul se roteste.
Deaorece un corpul nu este compus din mase puctiforme discrete, ci prezinta
o distributie continuud a masei, sumarea din relatia (14) devine o integrald

= / r2dm (16)

unde integrarea se face pe intregul corp.

1.3.2 Dinanica rotatiei unui corp solid

Consideram o forta care actioneaza asupra unui corp rigid care se poate roti in
jurul unei axe. Pentru simplificare forta este aleasi intr-un plan perpendicular
pe axa de rotatie, astfel ca momentul fortei si fie dupéd directia acestei axe
A Ay, In timpul dt punctul P in care forta este aplicatii se va deplasa cu o
distanta infinitezimald ds de-a lungul unei traiectorii circulare in timp ce corpul
se roteste cu unghiul df. Lucrul mecanic efectuat, notat aici cu §W pentru al
deosebi de momentul cinetic notat cu L, de forta F este

6W = Fd§ = (Fsin ¢)rdf (17)

Deoarece M = Frsin ¢ rezulta:

SW = Mdo (18)
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Figure 4: Forta care actioneaa asupra unui corp ce se poate roti in jurul unei
axe.

Puterea implicata in acest proces este:

ow do
P=—=M—=M 19
dt at (19)
Expresia (19) este analoagd formulei P = Fv de la migcarea de translatie.
Aplicim teorema variatie energiei cinetice sub forma diferentiald (variatia
energiei cinetice a unui corp este egald cu lucrul mecanic efectuat de fortele

externe):

dE,
— dW 20
o (20)

Tinand cont de relatiile (15) si (18), relatia (20) devine:

d (1
—(Z1?) =M 21
dt(2“) “ (21)

Dar cum momentul cinetic este constant, deoarece corpul este rigid si axa
de rotatie fixa:
d (1 1 _dw? dw
[ Z1w?) = 252 = Jw— = Jwe 22
dt(2“> o ar a7 (22)
unde € poartd numele de acceleratie unghiulard. Atunci din relatia 21 se obtine:

M = Ie (23)

Trebuie remarcat cd si marimile unghiulare w si €, pot fi tratate ca vectori.
Ele au directia axei de rotatie iar sensul lor este dat de regula burghiului. In
cazul general ele au o directia perpendiculara pe planul de rotatie.

1.3.3 Momentul cinetic si viteza unghiulara

Consideram situatia prezentata in Fig. 3 in care corpul se migca in jurul unei
axe. O micd portiune din corp cu masa m;, aflata la distanta r; de axa de rotatie



se migca pe un cerc de raza r; i are impulsul p; = m;v; = m;wr;. Momentul ei
cinetic este:
2
l; = ripi = myriv; = wmyT; (24)

doarece impulsul este perpendicular pe raza r;. Momenul cinetic este orientat
dupa axa de rotatie, iar sensul sdu este dat de regula burghiului. Momentul
cinetic total este suma momentelor cinetice ale fieciri portiuni:

L= Zli =w Zmir? (25)

Deoarece Y m;r? = I, momentul cinetic fatd de o axi se exprima ca:
i

L=Iw (26)

Marimile momentul fortei, momentul cinetic, viteza unghiulara, acceleratia
unghiulara an cazul rotatiei unui corp in jurul unei axe sunt dirijate de-a lungul
acestia gi nu pot avea decat doud sensuri. Luand unul din aceste sensuri pozitiv,
celalat sens negativ, toti cei patru vectori pot fi tratati algebric si se poate lucra
doar cu marimile lor considerate pozitive sau negative in functie de orientarea
lor.

2 Miscarea oscilatorie armonica

O misgcare care se repetd in mod regulat la intervale egale de timp se numeste
migcare periodicd Ca exemplu de miscari periodice se pot da migcarea Paméantu-
lui in jurul Soarelui, migcarea Lunii in jurul Pa&mantului, migcarea moleculelor
intr-un corp solid in jurul pozitiilor de echilibru, miscarea unui pendul. Alte
exemple de marimi care variaza periodic sunt: cAmpurile electric si magnetic
ale undelor electromagnetice, curentul alternativ.

Daca o particuld suferd o migcare periodica astfel incat se migca inainte si
inapoi miscare se numeste migcare oscilatorie. Cea mai simpld miscare oscila-
torie se petrece in cazul in care forta care actioneazd asupra unui corp este
proportionald cu distanta fatd de un punct fix, numit pozitie de echilibru, si
este orientatd cétre acel punct. O astfel de forta este forta elastica, iar migcarea
determinata de aceasta poartd numele de miscare oscilatorie armonica.

Un model pentru o astfel de migcare este migcarea unui corp legat de un
resort care se poate deplasa pe o suprafatd orizontala fard frecare. Originea
axel pe care are loc migcarea se alege in pozitia in care resortul este nedeformat.
Pentru un corp asupra ciruia actioneaza o forta elastica de-a lungul axei Ox
legea a II -a mecanicii se exprima astfel:

ma = —kx (27)
sau: 2 By
x
—_— — = 2
s + T 0 (28)



Notand cu:

(29)

k
B=r
m

rezulta: P2
x
T Wiz =0 (30)
Relatia (30) reprezintd o ecuatie diferentiald de ordin doi. Solutia acestei
ecuatii este:

x(t) = Acos(wot + 0p) (31)

unde A si 0y reprezintd doud constante. Marimea x (t) este elongatia si reprez-
intd depértarea corpului de pozitia de echilibru la un moment dat, A este am-
plitudinea si reprezinta elongatia maxima, wg este pulsatia migcarii si ea descrie
caracterul periodic al miscarii, wot + fpeste faza miscarii, iar 0y reprezinta faza
initiala.

Din relatia (31) rezultd viteza si acceleratia particulei care oscileazi:

e
Cdt

v = —Awg sin(wot + o) (32a)

o _a
T T A

Tinand cont de(31) si (33) rezultd relatia dintre acceleratie si elongatie:

= —wiAcos(wot + 0p) (33)

a=—wiz (34)

Determinarea constantelor A gi 6y se face cunoscand pozitia si viteza la
momentul initial (¢ = 0):

dx
O = . — =
x (0) = zo; i, Vo
Astfel
x9 = Acosly ; vg= —woAsinby (35)

Astfel rezultd amplitudinea:

2
A=\ fad+
wo

Determinarea fazei initiale se face din cunoasterea functiilor trigonometrice
sinus gi cosinus din al cdror semn se determind cadranul in care este situat
fp. Nu este indicat sa se calculeze tangenta acestui unghi, deoarece functia
tangentd este o functie periodica cu perioada egald cu 7. Astfel 6 se determing
considerand cele doud relatii de mai jos:

sin 90 = _Uio

fo = 20
; cosfy=—
woA ' A
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Figure 5: Reprezentarea fazoriala a miscarii oscilatorii.

Pentru determinarea perioadei T se tine cont c& functia cosinus este o functie
periodica cu perioada principala egald cu 2.

Acoslwo(t +T) + 0] = Acos|wot + by + 27] (36)
Rezulta: 5
i
r=""
= (37)

Se poate defini frecventa v care reprezintd numaérul de oscilatii in unitatea
de timp i care este inversa perioadei;

v=— (38)

3 Reprezentarile misgcarii oscilatorii

3.1 Reprezentarea fazoriala

Migcarea este reprezentatd printr-un vector rotator numit fazor. FElongatia
miscdrii reprezintd proiectia varfului vectorului pe axa Oz (Fig. 5).

3.2 Reprezentarea complexa

Miscarea poate fi reprezentatd cu ajutorul unui numar complex
T = Agexpi(wot + 0g) = Ag expifly expiwot = Aexp iwgt (39)

unde A = Agexpify poartd numele de amplitudine complexd. Trecerea la
reprezentarea sinusoidald (reald) se face foarte simplu: elongatie este partea
reald a lui z, adica:

z=ReZ (40)



4 Probleme

1 Un resort orizontal este deformat sub actiunea unei forte F = 8 N cu 0,04 m.
De capatul resortului este legatd o masa m = 0,2 kg si apoi resortul este lasat
liber. Neglijand frecéarile sa se determine:

a) constanta elasticd a resortului;

b) frecventa de oscilatie;

¢) perioada de oscilatie.

2 Un corp oscileaza dupa legea:

x = 4 cos (mf—i— %) cm

a) Si se determine amplitudinea, pulsatia, perioada si frecventa.
b) S& se determine viteza in functie de timp.

3 Un obiect legat de un resort oscileaza cu perioada T' = 0, 8 s si amplitudinea
de 10 cm. La momentul ¢ = 0 corpul se afld la x = 5 cm la dreapta pozitiei de
echilibru. Care este pozitia corpului lat =2s 7



