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1 Dinamica

1.1 Impulsul
1.1.1 Teorema impulsului pentru un punct material.
Din legea a IT-a a mecanicii:

dp
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unde cu 1 am indexat starea initiald de la momentul ¢; iar cu 2 am notat starea
finald de la momentul ¢5.
Daca rezultanta fortelor care actioneazd asupra punctului material este nula:

se obtine:

Ap=0 gi p=const. (3)

Aceasta este legea conservarii impulsului:
Daca rezultanta fortelor care actioneazd asupra unui punct material este
nula, impulsul acestuia ramane constant.

1.1.2 Teorema impulsului pentru un sistem de puncte materiale

Pentru simplificare vom considera un sistem format doar din dou&d puncte mate-
riale, rezultatele obtinute fiind valabile gi pentru un sistem format din N puncte
materiale.

In Fig. 1 sunt reprezentate cele dous corpuri. Cu Fy si F, am notat fortele
externe care actioneazd asupra celor doud corpuri. Cu .7?21 s-a notat forta cu
care corpul 1 actioneaza asupra corpului 2 iar cu .7?'21 s-a notat forta cu care
corpul 2 actioneazd asupra corpului 1. Conform legii actiunii si reactiunii cele
doua forte sunt egale si actioneaza in sensuri opuse, adica:

7'212 = *?21 (4)
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Figure 1: Teorema impulsului pentru un sistem de doud puncte materiale.

Daca pj si p> sunt impulsurile celor doua corpuri, se definegte impulsul total
al sistemului ca sumd a impulsurilor particulelor individuale:

P =+ (5)

Legea a doua pentru fiecare corp in parte se scrie astfel:

N - dp
FitFp = 2 6
1+ F12 i (6)
i - dps
Bt Fy = 22 7
2+ Fa1 i (7)
Se aduna relatiile (6) gi (7), si se tine cont c& Fio + For = 0. Atunci:
S o d dP
F F = D D- = —
1+ Fy dt(p1 + p2) o (8)

Notand cu F. = F; + F, rezultanta fortelor externe ce actioneaza asupra
sistemului rezulta: .
- dP
Fo=— 9)
Aceasta este legea impulsului pentru un sistem de puncte materiale:
Derivata in raport cu timpul a impulsului total al unui sistem de particule
este egal cu rezultanta fortelor ce actioneaza asupra sistemulus.
Dacd rezultanta fortelor externe este nula, fe = 0, atunci:
Z—IZ =0; P =const. (10)
Se obtine astfel legea conservéarii impulsului:
Impulsul unui sistem de puncte materiale se conserva cand rezultanta fortelor
externe este nula.



1.2 Lucru mecanic

Fie o forta F constanta, care actioneaza asupra unui corp si produce o deplasare
a acestuia pe distanta A7. Se considerd ci F' face cu vectorul deplasare un
unghi «. Prin definitie lucrul mecanic este egal cu produsul scalar dintre forta
si deplasare:
L = FA7= FArcosa (11)
Se observa cd dacd o = 0 forta si deplasarea au aceeasi directie si:
L=FAr (12)
iar dacd oo = 7/2 forta este perpendiculard pe directia deplasarii, astfel ci:

L=FArcosn/2=0 (13)

Consideram o particuld ce se deplaseaza de-a lungul axei Oz sub actiunea
unei forte care nu mai este constanté si care variaza in functie de pozitia partic-
ulei. In acest caz se defineste un lucru mecanic elementar, adici lucrul mecanic
efectuat de forta cand particula suferd o delasare infinitezimald dx:

L = Fdx (14)

Lucrul mecanic total se obtine prin sumarea lucrurilor mecanice elementare:

L:/ Fdax (15)

1

unde 1 este pozitia initiald, iar x5 este pozitia finala.

1.2.1 Lucrul mecanic al fortei de greutate.

Forta de greutate este forta care actioneaza asupra oricarui corp aflat in apropiere
de suprafata pamantului si este egald cu produsul dintre masa si acceleratie
gravitationald g = 9,8 m/s%.
G =mg (16)
Consideram cé deplasarea corpului are loc intre punctele A si B. Pe traiec-
toria (1) (Fig. 2a)

L1 = mg(h1 — hg) = —mg (hz — hl) (17)

Pe acest drum particula se deplaseaza liber, deoarece asupra ei actioneaza
doar forta de greutate. Pe traiectoria (2) particula nu se poate deplasa liber. Ea
este constransa sa urmeze aceasta traiectorie gi acest lucru nu se poate realiza
decat dacad se actioneaza din exterior cu alte forte decéat forta de greutate. Totusi
aici intereseaza doar lucrul mecanic al fortei de greutate. El este egal in acest
caz cu suma lucrurilor mecanice efectuate pe portiunile AC si C'B.

Ly = Lac+ Lep =mg(AC) cosa + mg(CB) cos g
= mg[AC cosa] = mg(hy — h1) = —mg (ha — h1) (18)
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Figure 2: a) Lucrul mecanic al fortei de greutate. b) Lucrul mecanic al fortei
elastice.

Se observa cd valoarea lucrului mecanic efectuat de forta de greutate nu
depinde de drumul parcurs, c¢i doar de pozitia initiald si finald. O forta al
carei lucru mecanic depinde doar de pozitiile initiald si finald se numeste forta
conservativa, iar regiunea din spatiu in care actioneazd astfel de forte poartd
numele de cdmp conservativ.

1.2.2 Lucrul mecanic al fortei elastice

O astfel de forta apare cand un resort este comprimat sau alungit sub actiunea
unei forte externe (Fig. 2b)
Experimental se constatd ca dacd asupra unui resort, se actioneaza cu forta
ﬁ, alungirea maxima a resortului este proportionald cu deformarea acestuia.
Constanta de proportionalitate se noteaza cu k gi poartd numele de constantd
elastica. Astfel:
F=kx (19)

Deoarece resortul nu se mai poate deforma, inseamné ca in interiorul resor-
tului actioneaza o forta egald cu externa si de sens contrar cu aceasta. Aceastd
fortd poartd numele de fortd elastici:

Lucrul mecanic efectuat de forta elasticd cand deferomatia resortului variaza
de la valoarea x; la valoarea xs:

2 k k k
L= / —kxdx = —3 (23 —23) = — (233% - 2$§> (21)

x1

Ca si in cazul fortei de greutate, lucrul mecanic depinde doar de pozitia
initiala si finald. Rezultad ca forta elastica este o forta conservativa.



1.2.3 Lucrul fortei de frecare

Cand un corp este deplasat pe o suprafatd pland, in sens invers deplasarii
actioneaza forte de frecare Fy = pumg, unde cu p s-a notat coeficientul de
frecare la alunecare. Lucrul mecanic este:

L =—pmgd (22)

unde d este deplasarea. Semnul minus apare deoarece deplasarea se face in sens
invers fortei. Fortele de frecare nu sunt conservative deoarece intre doua puncte
existd o infinitate de drumuri pe care lucrul mecanic este diferit.

1.3 Puterea

Puterea reprezinta lucrul mecanic efectuat de sistem in unitatea de timp. Putere
si instantanee

oL

P=—

dt

este raportul dintre lucrul mecanic efectuat de sistem dL in timpul d¢. In cazul
in care forta si deplasarea sunt pe diretia axei Oz, 0L = Fdx si

(23)

L pdr g, (24)

P=— = _— =
dt dt

1.3.1 Puterea automobilelor

Automobilele sunt magini destul de ineficiente. Chiar in conditii ideale mai
putin de 15% din energia chimicd a combustibilului se transform& in energie
mecanicd, situatie care este si mai proasta in cazul circulatiei prin marile orage.
Mai multe mecanisme contribuie la pierderea de energie in automobile:

In jur de 67% din energie este pierdut in motor, in sistemul de ricire al au-
tomobilului gi in sistemul de evacuare. Aproximativ 16% din energie se pierde
prin frecarile dintre mecanismele de transmisie interne ale automobilului, 4%
din energie este utilizatd pentru punerea in functiune a diverselor accesorii, ca
pompa de benzina, sistemul de aer conditionat, sistemul audio. Asadar numai
in jur de 13% din energie este utilizatd pentru propulsia efectivd a automobilu-
lui, adicd pentru a compensa pierderea de energie datorita frecérii pneurilor si
frecarii cu aerul.

Sa examindm puterea care furnizeaza forta necesara deplasarii unui automo-
bilul. Consideram pentru coeficientul de frecare dintre pneuri gi gosea valoarea
@ = 0,016. Pentru o magind cu greutatea de 1450 kg forta de frecare este
aproximativ:

Fy=puN =~ pmg = 227 N

Pe mésura ce viteza masinii creste, apare o micgorare a fortei de apésare
normalad N, ca rezultat al descregterii presiunii aerului ce curge deasupra masginii.



Forta de rezistenta la inaintarea prin aer a automobilului este proportionala
cu patratul vitezei:

1
F, = §D,0Av2

unde D este coeficientul de rezistentd la inaintare, A este aria sectiunii maginii,
p este densitatea aerului. Pentru a realiza o estimare utilizam valorile D ~ 0, 5,
p=1,20 kg/m3si A ~ 2 m?. Mirimea fortei totale de rezistents este suma celor
doua forte:

F,=F;+F,

Puterea necesara pentru a mentine automobilul la viteza constanta v este:
P= FtU

In Tabelul 1.1 sunt prezentate forta de ap#sare normali, forta de frecare,
forta de rezistentd la inaintare prin aer, forta totald e rezistenta si puterea in
functie de viteza.

Tabelul 1.1
Fortele de rezistenta si puterea unui automobil in functie de viteza.

v(m/s) | N(N) | Fy (N) | Fo (N) | Fx (N) | P (kW)
0 14200 [ 0 0 0 0
89 | 14100 | 226 48 274 2,4
17,9 | 13900 | 222 192 | 414 74

26,8 | 13600 | 218 431 649 17,4
35,8 | 13200 | 211 767 | 978 35
447 [ 12600 | 202 | 1199 | 1400 | 62,6

1.4 Energia cinetica

Sa consideram un corp asupra caruia actioneazd mai multe forte a cdror rezul-
tanta este F' este orientatd de-a lungul axei Ox. Lucrul mecanic efectuat cand
corpul este deplasat din pozitia x; in pozitia x5 este:

L= /1 i Fdx (25)

Dar: J
v
F = = _
ma = m-—
Atunci:
2 2 2
d d 1 1
L :/1 md—;}dw = /1 md—:vdt = /1 moudv = §mv§ — imv% (26)
Marimea: 1
E. = 5mv2 (27)



este numita energia cinetica. Relatia 26 reprezintd teorema variatiei energiei
cinetice pentru un punct material:

Lucrul mecanic efectuat de rezultanta fortelor ce actioneazd asupra unui
punct material este egal cu variatia energiei cinetice a acestuia.

In cazul in care sistemul este format din mai multe puncte materiale energia
cineticé totald este suma energiilor cinetice ale fiecdrui punct material:

E.= ;EC = Z;;mw? (28)

91 in acest caz variatia energiei cinetice este egald cu lucrul mecanic efectuat
de toate fortele ce actioneaza asupra sistemului.

1.5 Energia potentiala

Pentru a intelege acest concept vom porni de la exprimarea lucrului mecanic
pentru diverse tipuri de forte conservative. Astfel pentru forta de greutate:

L =mg(hy — hs) = — (mghs — mghy) (29)

Pentru forta elastica:

kx?  kal kx3  ka? (30)
2 2

Se observa cd in ambele cazuri lucrul mecanic se poate exprima ca minus
variatia unei mérimi ce depinde doar de pozitie. Aceastd marime poartd nu-
mele de energie potentiala. Astfel putem spune ca lucrul mecanic al unei forte

conservative este egal cu minus variatia energiei potentiale:
L= _AEP = _(Epz - EP1) (31)

Relatia de mai sus poate fi privitd ca o relatie de definitie pentru ener-
gia potentiald. Ca o prim& observatie putem spune céd energia potentiald este
definitd pana la o constantd arbitrard C:

E,=E,+C (32)
Deoarece:
AE,=E), —E, =Ep+C—Ey—C=Ep—Ey=-L (33

aceasta inseamni c& se poate alege orice valoare pentru constanta aditivd. In
general, se alege 0 anumita pozitie, in care energia potentiald se considera nula.
Aceastd alegere determind constanta aditivi. Alegerea se face astfel incat forma
energiei potentiale sa fie cAt mai simpla.

Astfel pentru forta de greutate

Epg =mgh+C (34)



se considers ci la suprafata pidmantului (h = 0) energia potentiald este nuld
E, = 0. Rezultd C' = 0 si energia potentiala gravitationald ia forma:

E,;, = mgh (35)
Pentru forta elastica
ka?
Epe = 7 =+ C (a86)

se considerd ca energia potentiala este nuld atunci cand resortul nu este defor-
mat. Astfel pentru =0, Ep. = 0. Rezultd C' = 0 si:

kx?
Fre =75

(36)
Relatia (31) consideratd ca relatie de definitie a enegiei potentiale, se scrie

sub forma diferentiala ca:
0L = —dE, (37)

Pentru simplificare vom considera c& migcarea este unidimensionala si se face
de-a lungul axei Oz:

0L = Fdx = —dE, (38)
Rezulta: IE
F=->2 39
Ix (39)
In cazul general: .
0L = Fdr
Cum
F = F,é, + F,é, + F.é. si dF = dzé, + dyé, + dze,
rezulta:

0L = Fydzx + Fydy + F.dz

Deoarece energia potentiald este o marime care depinde de pozitia in care se
afl corpul E, = Ep(z, y, 2):

OF OF OF
dE, = —d Ld Ld 4
P o * dy vt 9z * (40)
Astfel relatia (38) se scrie:
OF OF OF
F.d F,dy+ F.dz = ——2dx — —Ldy — —2d
T + ryady + Z oz €T oy Y 9% 2

si

OE, OFE OFE
_ 7P, F = P, Fz — P
ox’ Y oy’ 0z

F, =



Atunci:
OE,, OE,, O0E,_

F=-—"tg, - - .=-VE 41
ar © Jy R P (41)
In relatia (41) sus simbolul V reprezinta operatorul nabla:
0 0 0
= =@, +—¢&,+—¢, 42
\Y 7 + 8yey—i— 75° (42)

1.6 Teorema variatiei energiei mecanice

Se considera un punct material asupra caruia actioneaza aldturi de fortele con-
servative a caror rezultanta este F si forte neconservative a caror rezultants
este Fiyc. Utilizdnd teorema variatiei energiei cinetice:

AE,=L=Lp. + Lpy, (43)

unde s-a exprimat separat lucrul mecanic al fortelor conservative Lp, si lucrul
mecanic al fortelor neconservative L, . Lucrul mecanic al fortelor conservative
se exprimd ca minus variatia energiei potentiale:

Lr,

C

= —AE, (44)

Rezulta ca:
AE.=—-AE,+ Lp,,

si
AE.+ AE, = A(E. + Ep) = Lp, (45)
Definim energia mecanicd ca suma dintre energia cinetica si potentiald
Evy=E.+E, (46)
Atunci:
AEN = Eyn, — By, = Ly, (47)

Relatia de mai sus reprezinta teorema variatiei energiei mecanice:

Lucrul mecanic al fortelor neconservative care actioneaza asupra unui punct
material este egal cu variatia energiei mecanice a punctului material respectiv.

Daca asupra punctului material actioneaza numai forte nconservative, Lg, . =
0 si:

Ene = Ern

Aceasta este legea conservarii energiei mecanice.

Intr-un cémp de forte conservative energia mecanici a punctului material
ramane constantd tn timpul miscarii, avand loc o transformare a energiei cinet-
ice in energie potentiald gi invers.

Teoremele variatiei energiei cinetice si conservirii energiei mecanice sunt
valabile si in cazul sistemelor formate din mai multe puncte materiale in care
fortele interne (dintre particule) sunt conservative.



2 Probleme

1. Un corp de masd m = 2 kg este atagat la un resort cu o constanta elastica
k = 10> N/m. Resortul este comprimat cu * = 2 cm. Apoi resortul este
eliberat. S& se calculeze viteza corpului cand resortul trece prin pozitia de
echilibru (migcarea are loc in plan orizontal, f&ra frecare).

2. Energia potentiala a unei particule este:

U(x) = —2® + 222
Sa se determine forta care actioneaza asupra particulei.
3* Un pendul balistic este un aparat pentru mésurarea vitezei unui proiectil
(de exemplu un glont). Acesta constd dintr-un corp de lemn de masa mgq sus-

pendat de un fir. Un glont de masa m; intrad in acest bloc si-1 ridicd inaltimea
h fatd de pozitia initiald. Sa se determine viteza glontului in functie de h.
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