
Capitolul 4

Mecanic¼a cuantic¼a

4.1 Unde şi particule. Ideile fundamentale
ale mecanicii cuantice

Newton a considerat c¼a lumina are un caracter corpuscular şi c¼a este
format¼a dintr-un jet de particule. În prima jum¼atate a secolului XIX a
fost pus în evideņt¼a caracterul ondulatoriu al luminii, fapt ce a permis
integrarea opticii în teoria electromagnetic¼a. S-a ar¼atat c¼a viteza luminii
depinde de constantele "0 şi �0, iar fenomenul de polarizare a fost in-
terpretat ca o manifestare a caracterului vectorial şi transversal al undei
electromagnetice.
Din studiul radia̧tiei corpului negru, Planck a emis ipoteza cuan-

ti�c¼arii energiei, astfel c¼a pentru o und¼a electromagnetic¼a de frecveņt¼a �
singurele energii posibile sunt multipli de h�. Einstein a adoptat ipoteza
c¼a lumina este format¼a din corpusculi numi̧ti fotoni care posed¼a energia
h�. Astfel a fost explicat efectul fotoelectric şi efectul Compton. Aceste
rezultate conduc la concluzia c¼a interaçtia unei unde electromagnetice cu
materia se face prin procese elementare în care radia̧tia pare a � consti-
tuit¼a din corpusculi.

4.1.1 Dualitatea und¼a-corpuscul

Fenomenele tipice ondulatorii puse în evideņt¼a prin experieņtele de in-
terfereņt¼a şi difraçtie a electronilor sunt inexplicabiledin punct de vedere
corpuscular. Analizând binecunoscuta experieņt¼a Young vom ajunge la
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Figura 4.1: Experimentul Young. I1 este intensitatea luminoas¼a dat¼a de fanta
F1, I2 este intensitatea luminoas¼a dat¼a de fanta F2, iar I este intensitatea
luminoas¼a dat¼a de ambele fante

urm¼atoarea concluzie: interpretarea complet¼a a fenomenului nu se poate
ob̧tine considerând numai aspectul corpuscular sau numai aspectul on-
dulatoriu. Schema experieņtei este ar¼atat¼a în Fig.4.1.
Lumina emis¼a de sursa S cade pe fantele F1 şi F2 dup¼a care lumina

ajunge pe ecranul E. Dac¼a se obtureaz¼a fanta F2 pe ecran se ob̧tine o
intensitate luminoas¼a I1 (x). În acelaşi fel dac¼a se obtureaz¼a fanta F1 se
ob̧tine intensitatea I2 (x) : Când fantele sunt deschise se observ¼a pe ecran
un sistem de franje de interfereņt¼a. Se constat¼a c¼a intensitatea I (x) nu
corespunde sumei intensit¼a̧tilor produse de F1 şi F2.

I (x) 6= I1 (x) + I2 (x) (4.1)

Din punct de vedere corpuscular se poate explica forma intensit¼a̧tilor
I1 (x) şi I2 (x) prin interaçtia fotonilor cu marginile fantelor. Problema
care se pune este aceea de a explica forma intensit¼a̧tii I (x) când ambele
fante sunt deschise. O ipoteza ar s¼a se considere interaçtia dintre fotonii
ce trec prin fantele F1 şi F2: O astfel de ipotez¼a ne conduce la concluzia
c¼a dac¼a se diminueaz¼a intensitatea sursei S pân¼a ce pe ecran ajunge câte
un singur foton, interaçtia dintre fotonii proveni̧ti de la cele dou¼a fante
dispare şi deci ar trebui s¼a dispar¼a şi �gura de interfereņt¼a.
Interpretarea rezultatului din punct de vedere al teoriei ondulatorii

este simpl¼a. Intensitatea luminoas¼a a unui punct pe ecran este pro-
poŗtional¼a cu p¼atratul modulului amplitudinii câmpului electric. Dac¼a
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E1(x) şi E2 (x) reprezint¼a amplitudinile intensit¼a̧tilor câmpului electric
produs în punctul de coordonat¼a x produs pe ecran de fantele F1 şi F2
atunci:

E (x) = E1(x) + E2(x) (4.2)

Ţinând cont de faptul c¼a intensitatea luminoas¼a este propoŗtional¼a
cu modulul p¼atrat al amplitudinii câmpului electric rezult¼a:

I (x) � jE (x)j2 = jE1 (x) + E2 (x)j2 (4.3)

Cum I1 (x) � jE1 (x)j2 şi I2 (x) � jE2 (x)j2 formula arat¼a c¼a I (x) 6=
I1 (x) + I2 (x) : Intensitatea I (x) depinde de difereņta de faz¼a dintre E1
şi E2. Dac¼a se micşoreaz¼a intensitatea sursei S, franjele de interfereņt¼a
ob̧tinute ar trebui s¼a-̧si diminueze intensitatea.
Trebuie remarcat c¼a dac¼a sursa S emite fotoni unul câte unul nici

prediçtiile teoriei ondulatorii, nici cele ale teoriei corpusculare nu sunt
veri�cate în practic¼a.
Astfel, în acest caz, dac¼a se acoper¼a ecranul cu o plac¼a fotogra�c¼a şi

se m¼areşte su�cient de mult timpul de expunere pentru a � înregistra̧ti
un num¼ar mare de fotoni, franjele de interfereņt¼a nu dispar. Rezultatul
experieņtei conduce la un paradox aparent care în cadrul teoriei corpus-
culare nu poate � explicat. Deoarece interaçtia dintre fotoni este exclus¼a
ei trebuie considera̧ti în mod separat. Dar atunci nu se poate îņtelege de
ce fenomenele se schimb¼a când avem o singur¼a fant¼a fa̧t¼a de cazul când
ambele sunt deschise. Astfel, interpretarea pur corpuscular¼a a fenomenu-
lui nu poate explica apari̧tia �gurii de interfereņt¼a.
Din contr¼a, dac¼a placa fotogra�c¼a este expus¼a un timp su�cient de

scurt atunci se constat¼a c¼a pe ea apar doar puncte de impact local. Acest
lucru nu poate � interpretat în cadrul unei teorii pur ondulatorii. Din
punct de vedere corpuscular apari̧tia punctelor de impact este datorat¼a
ciocnirii fotonilor cu placa fotogra�c¼a.
Dac¼a înregistrarea punctelor de impact ale fotonilor cu placa fo-

togra�c¼a este urm¼arit¼a în timp se constat¼a c¼a acestea se repartizeaz¼a
într-o o manier¼a aleatorie, iar când un num¼ar su�cient de mare de fotoni
ajung pe ecran reparti̧tia pare a avea un aspect continuu. Densitatea
punctelor de impact poate � legat¼a de existeņta franjelor de interfereņt¼a.
Acolo unde densitatea punctelor de impact este mare se ob̧tin maxime de
interfereņt¼a, iar acolo unde densitatea punctelor de impact este mic¼a sau
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chiar nul¼a se ob̧tin minime de interfereņt¼a. Putem spune c¼a prin înregis-
trarea fotonilor pe ecran în timp, se reconstituie �gura de interfereņt¼a.
Trebuie remarcat c¼a în cursul experimentului nu s-a încercat s¼a se

determine prin ce fant¼a trece �ecare foton ce ajunge pe ecran. Pentru
a ob̧tine acest lucru vom plasa fotomultiplicatori în spatele fantelor F1
şi F2. Vom constata c¼a dac¼a fotonii pleac¼a de la sursa S unul câte unul
�ecare foton va atinge unul din detectori, adic¼a un singur detector va da
semnal. Evident detectorii vor absorbi fotonii care nu vor mai ajunge
la ecran. Dac¼a unul din detectori este îndep¼artat cel care va r¼amâne va
înregistra un mare num¼ar de fotoni. Pe ecran îns¼a nu se va mai forma o
�gur¼a de interfereņt¼a deoarece una din fante este obturat¼a.
Analiza precedent¼a arat¼a c¼a este imposibil de a explica fenomenele

observate printr-o singur¼a teorie �e corpuscular¼a �e ondulatorie. Cele
dou¼a aspecte par c¼a se exclud reciproc. Pentru a surmonta di�cult¼a̧tile
trebuie s¼a revizuim conceptele �zicii clasice şi s¼a admitem c¼a experieņta
cotidian¼a nu mai este valabil¼a în domeniul microscopic. De exemplu una
din caracteristicile eseņtiale a domeniului microscopic este aceea c¼a efec-
tuarea unei m¼asur¼atori asupra unui sistem îl perturb¼a de o manier¼a fun-
damental¼a. În cazul domeniului macroscopic suntem obi̧snui̧ti cu ideea
c¼a putem face in�ueņta aparatului de m¼asur¼a su�cient de mic¼a pentru a
putea � neglijat¼a.
Dac¼a ne referim la experimentul anterior, un foton care trece printr-o

fant¼a se comport¼a diferit dac¼a ceal¼alat¼a fant¼a este închis¼a sau deschis¼a.
În plus, dac¼a dorim s¼a vedem pe unde trece un foton îl împiedic¼am s¼a
ajung¼a la ecran. Putem spune c¼a e imposibil s¼a se observe �gura de
interfereņt¼a şi s¼a stabileasc¼a în acelaşi timp prin ce fant¼a trece fotonul.
Din acest motiv trebuie s¼a renuņt¼am la ideea c¼a fotonul trece printr-
o fant¼a bine determinat¼a. Pe de alt¼a parte fotonii ce ajung pe ecran
reconstituie în timp �gura de difraçtie. Din acest motiv nu vom şti
dinainte cu certitudine unde vor lovi fotonii ecranul.
Singurul lucru care poate � spus este c¼a un foton va atinge ecranul

într-un punct cu o probabilitate care este propoŗtional¼a cu intensitatea
I (x) adic¼a propoŗtional¼a cu jE (x)j2. Aceasta duce la ideea c¼a no̧tiunea
de traiectorie nu are sens. În plus nu mai este valabil¼a nici ideea clasic¼a
conform c¼areia mi̧scarea unei particule este determinat¼a de condi̧tiile
ini̧tiale.
Putem introduce no̧tiunea de dualitate und¼a-corpuscul:
1. Aspectele ondulatorii şi corpusculare sunt inseparabile. În unele
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cazuri avem o comportare ondulatorie, în altele corpuscular¼a.
2. Previziunile asupra comport¼arii unui foton se pot face numai prob-

abilistic.
3. Informa̧tia asupra unui foton la momentul t este dat¼a de unda

E (~r; t), solu̧tie a ecua̧tiei Maxwell. Spunem c¼a aceast¼a und¼a caracte-
rizeaz¼a starea fotonului la momentul t. E (~r; t) este interpretat¼a ca o
amplitudine de probabilitate pentru ca un foton s¼a-̧si manifeste prezeņta
în punctul ~r la momentul t. Probabiliatea aceasta este propoŗtional¼a
cu jE (~r; t)j2. Ecua̧tiile Maxwell �ind liniare şi omogene principiul de
superpozi̧tie este valabil. Astfel, dac¼a ~E1 şi ~E2 sunt cele dou¼a solu̧tii ale
ecua̧tiilor Maxwell atunci expresia

~E = �1 ~E1 + �2 ~E2 (4.4)

unde �1 şi �2 sunt constante este şi ea solu̧tie a acestor ecua̧tii.
Ca o concluzie la cele discutate anterior trebuie s¼a remarc¼am c¼a teoria

permite doar calculul probabilit¼a̧tii ca un eveniment s¼a se produc¼a.
Paralel cu descoperirea fotonilor, studiul spectrelor de emisie şi ab-

sorb̧tie ale atomilor pune în evideņt¼a un fapt pe care �zica clasic¼a nu-l
poate explica. Spectrele sunt formate din linii �ne, adic¼a atomii nu emit
şi nici nu absorb decât fotoni de frecveņt¼a bine determinat¼a. Aceasta se
explic¼a considerând c¼a energia este cuanti�cat¼a. Bohr a formulat primele
reguli de calcul ale cuantelor absorbite. În 1923 de Broglie a emis ipoteza
c¼a particulele materiale ca şi fotonii pot avea un aspect ondulatoriu. Ex-
perieņtele lui Davisson şi Germer au venit s¼a con�rme aspectul ondu-
latoriu al materiei ar¼atând c¼a �gurile de interfereņt¼a se pot ob̧tine cu
ajutorul electronilor. Pornind de la ipoteza lui de Broglie vom extinde
asupra tuturor particulelor toate no̧tiunile introduse în cazul fotonilor.

4.1.2 Funçtia de und¼a. Conceptul de stare

Având în vedere cele discutate mai sus putem trage urm¼atoarele con-
cluzii:
1. Conceptul de traiectorie trebuie substituit cu cel de stare la mo-

mentul t. Starea cuantic¼a a unui sistem este caracterizat¼a de o funçtie
de stare 	(~r; t) care coņtine toate informa̧tiile posibile asupra particulei.
Pentru o particul¼a m¼arimea 	(~r; t) poart¼a numele şi de funçtie de und¼a.



222

2. 	(~r; t) este interpretat¼a ca o amplitudine de probabilitate de lo-
calizare. Remarc¼am c¼a 	(~r; t) înlocuieşte ~E(~r; t) din discu̧tia anterioar¼a.
Astfel, probabilitatea ca o particul¼a dat¼a s¼a se g¼aseasc¼a la momentul t
într-un element de volum dv = dxdydz caracterizat de vectorul de pozi̧tie
~r este propoŗtional¼a cu elementul de volum dv şi are valoarea dP (�!r ; t) :
Interpretând pe j	(~r; t)j2 ca o densitate de probabilitate de localizare
putem scrie:

dP (~r; t) = j	(~r; t)j2 dv = Pdv (4.5)

Astfel, în experimentul prezentat cu ajutorul dispozitivului Young
putem considera c¼a 	F1 este funçtia de und¼a provenind din F1, 	F2 este
funçtia de und¼a provenind din F2. Când ambele fante sunt deschise,
funçtia de und¼a este: 	 = 	F1 +	F2, iar densitatea de probabilitate de
localizare a fotonului este:

P � j	F1 +	F2j
2 (4.6)

În cazul c¼a doar o singur¼a fant¼a este deschis¼a densit¼a̧tile de probabi-
litate de localizare sunt P1 � j	F1j

2 şi P2 � j	F2j. Atunci:

P 6= P1 + P2 (4.7)

Interpretarea dat¼a modulului p¼atrat al funçtiei de stare conduce la
concluzia c¼a probabilitatea pentru a g¼asi particula în spa̧tiu la momentul
t este egal¼a cu 1. Z

j	(~r; t)j2 dv = 1 (4.8)

Rela̧tia 4.8 poart¼a numele de condi̧tie de normare. Acest fapt impune
anumite condi̧tii care trebuiesc îndeplinite de 	(~r; t):
- Funçtia 	(~r; t) trebuie s¼a tind¼a la zero la distaņte mari.
- Funçtia 	(~r; t) nu trebuie s¼a aib¼a singularit¼a̧ti �indc¼a integrala nu

ar avea f¼ar¼a sens. Ea trebuie s¼a �e o funçtie continu¼a şi derivabil¼a (s¼a nu
prezinte vârfuri).
- Funçtia	(~r; t) trebuie s¼a aib¼a o evolu̧tie în timp astfel încât condi̧tia

de normare s¼a �e îndeplinit¼a la orice moment de timp.
Se poate remarca astfel difereņta dintre modul de caracterizarea a

st¼arii clasice şi a st¼arii cuantice. Starea în cazul unei particule clasice este



223

caracterizat¼a la momentul t de şase parametri: x; y; z; vx; vy; vz. Starea
cuantic¼a a unei particule este determinat¼a de o in�nitate de parametri:
valorile în diverse puncte a funçtiei 	(~r; t). No̧tiunii clasice de traiectorie
îi este substituit¼a no̧tiunea de funçtie de und¼a. Existeņta acestei funçtii
de und¼a este expresia propriet¼a̧tilor ondulatorii. Spre deosebire de undele
clasice (sonore de exemplu), funçtia de und¼a este o m¼arime abstract¼a a
c¼arei interpretare este de natur¼a statistic¼a.
Înainte de a discuta mai în detaliu despre conceptul cuantic de stare

vom revedea înc¼a o dat¼a principalele caracteristici ale st¼arii unei particule
clasice:
1. Starea particulei la un moment dat este caracterizat¼a de şase para-

metri aşa cum am precizat mai înainte (trei de pozi̧tie şi trei de vitez¼a).
Din cunoaşterea st¼arii rezult¼a toate propriet¼a̧tile particulei (energie, im-
puls etc ).
2. Starea poate � a�at¼a prin m¼asur¼atori simultane asupra pozi̧tiei şi

impulsului.
3. In�ueņta aparatelor de m¼asur¼a poate � f¼acut¼a s¼a �e extrem de

mic¼a, astfel încât o m¼asur¼atoare s¼a nu in�ueņteze starea particulei.
4. Variabilele de pozi̧tie şi impuls pot �înlocuite cu alte şase variabile

(evident ca provenind din acestea).
5. Cunoaşterea st¼arii la un moment dat şi a factorilor externi ce

açtioneaz¼a asupra particulei determin¼a cunoaşterea în mod univoc a
evolu̧tiei sale în timp.
Pentru a întelege mai bine no̧tiunea de stare vom descrie în continuare

înc¼a dou¼a experimente.
Primul dintre ele se refer¼a la difraçtia particulelor pe o fant¼a. S¼a

consider¼am c¼a un �ux de particule trece printr-o fant¼a extrem de îngust¼a
pentru a putea � pus în evideņt¼a caracterul ondulatoriu al particulelor.
Deşi o astfel de experieņt¼a nu a fost efectiv realizat¼a, se poate prevedea
rezultatul care se ob̧tine pe baza cunoaşterii comport¼arii microparti-
culelor în alte situa̧tii. S-a efectuat totuşi un experiment cu electroni
care este analogul celui de interfereņt¼a cu biprisma Fresnel. Un �r metalic
foarte sub̧tire înc¼arcat pozitiv este pus în fa̧ta unui fascicol de electroni
care îl deviaz¼a din drumul lor. Pe un ecran sau pe o plac¼a fotogra�c¼a se
ob̧tine o �gur¼a analoag¼a cu cea dat¼a de lumina care str¼abate o biprism¼a
Fresnel.
Dup¼a trecerea prin fant¼a particulele ajung pe ecranul E (Fig.4.2). Pe

acest ecran se ob̧tine o �gur¼a de difraçtie similar¼a cu cea ob̧tinut¼a în
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Figura 4.2: Difraçtia unui fascicol de particle pe o fant¼a

cazul trecerii luminii (care poate � considerat¼a ca �ind format¼a dintr-un
�ux de fotoni).
Deoarece particulele trec prin fant¼a pozi̧tia acestora în momentul tre-

cerii este cunoscut¼a cu o precizie egal¼a cu�y ' d unde d este deschiderea
fantei. Pe ecran se constat¼a c¼a majoritatea particulelor sunt deviate în
interiorul unghiului �. Din teoria difraçtiei se ştie c¼a:

sin � =
�

d
Pentru particulele materiale, conform ipotezei lui de Broglie:

� =
h

p
(4.9)

O devia̧tie � 6= 0 dup¼a trecerea particulei prin fant¼a implic¼a faptul c¼a
py 6= 0. Intervalul în care poate varia componenta py corespunde devierii
în cazul deschiderii � şi este dat de:

�py ' p sin � =
h

�
sin � (4.10)

Astfel se observ¼a c¼a:

�y�py = d
h

�
sin � ' h (4.11)

Rela̧tia dintre nedetermin¼arile �y şi �py arat¼a c¼a pozi̧tia şi impul-
sul particulelor nu pot � m¼asurate simultan. Rela̧tia poart¼a numele de
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rela̧tia de nedeterminare a lui Heisemberg. Cu cât deschiderea fantei
este mai mic¼a cu atât incertitudinea în determinarea impulsului este mai
mare. Pentru a micşora incertitudinea în determinarea impulsului tre-
buie l¼argit¼a fanta. Aceasta îns¼a implic¼a o creştere în nedeterminarea
pozi̧tiei.
Trebuie remarcat c¼a înainte de trecerea particulei prin fant¼a py = 0.

Dup¼a trecere, adic¼a dup¼a localizarea particulei, particula dobândeşte un
impuls paralel cu ecranul. Aceasta înseamn¼a c¼a procesul de m¼asurare (în
acest caz al pozi̧tiei), afecteaz¼a propriet¼a̧tile microsistemului.

4.1.3 Principiul descompunerii spectrale

Vom considera o alt¼a experieņt¼a simpl¼a de optic¼a în care intervine
polarizarea luminii. Aceasta permite introducerea unor concepte funda-
mentale cu privire la m¼asurarea m¼arimilor �zice. O und¼a monocromatic¼a
plan¼a a c¼arei direçtie de polarizare este descris¼a de vectorul unitar ~ep este
trimis¼a pe un analizor (polarizor). Oz desemneaz¼a direçtia de propagare
a acestei unde. Analizorul transmite unda dac¼a este polarizat¼a paralel
cu axa Ox şi o absoarbe dac¼a este polarizat¼a paralel cu axa Oy (Fig.
4.3). Interpretarea clasic¼a a acestei experieņte (descriere valabil¼a pentru
unde luminoase) este urm¼atoarea: Unda polarizat¼a este caracterizat¼a de
un câmp electric sub forma:

~E (~r; t) = E0~ep exp [i (kz � !t)] (4.12)

unde E0 este amplitudinea, intensitatea luminoas¼a I �ind propoŗtional¼a
cu jE0j2. Dup¼a trecerea prin analizorul A, se ob̧tine o und¼a polarizat¼a
dup¼a axa Ox:

~E 0 (~r; t) = E 00~ex exp [i (kz � !t)] (4.13)

a c¼arei intensitate I 0 este propoŗtional¼a cu
��E 0

0

��2 şi este dat¼a de legea lui
Malus:

I
0
= I cos2 � (4.14)

S¼a consider¼am c¼a facem ca intensitatea I s¼a devin¼a su�cient de mic¼a
pentru ca fotonii s¼a ajung¼a unul câte unul pe analizor (Plas¼am detec-
torul dup¼a analizor). Nu vom înregistra o "fraçtie de fotoni": fotonul
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Figura 4.3: Und¼a luminoas¼a care trece printr-un analizor (polarizor).

�e trece prin analizor �e este absorbit în totalitate. Nu putem preciza
cu certitudine dac¼a fotonul ce ajunge pe analizor va � absorbit sau va
trece; nu putem cunoaşte decât probabilitatea corespunz¼atoare ca el s¼a
�e absorbit sau l¼asat s¼a treac¼a.
Dac¼a pe analizor cade un num¼ar mare N de fotoni, detectorul va

înregistra un num¼ar N cos2 � de fotoni. Astfel, probabilitatea ca fotonul
s¼a treac¼a de analizor este egal¼a cu cos2 �, iar probabilitatea ca fotonul s¼a
nu treac¼a de analizor este 1� cos2 � = sin2 �. Rezult¼a c¼a:
1. Aparatul de m¼asur¼a nu poate furniza decât anumite rezultate pri-

vilegiate pe care le vom numi rezultate proprii. Din experieņta de mai sus
rezult¼a c¼a nu exist¼a decât dou¼a rezultate posibile: fotonul trece prin ana-
lizor sau este absorbit. Spunem c¼a exist¼a o cuanti�care a rezultatului de
m¼asur¼a în contradiçtie cu formula clasic¼a în care I

0
poate varia continuu,

când � variaz¼a.
2. Fiecare rezultat corespunde unei st¼ari particulare a sistemului, care

face parte dintr-o muļtime de st¼ari numite st¼ari proprii. În cazul de mai
sus exist¼a dou¼a st¼ari proprii caracterizate prin vectorii de polarizare:

~ep = ~ex

~ep = ~ey
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Dac¼a ~ep = ~ex avem certitudinea c¼a fotonul va trece prin analizor;
Dac¼a ~ep = ~ey fotonul este absorbit.
Corespondeņta între rezultatele proprii şi starea proprie este urm¼a-

toarea: dac¼a sistemul se g¼aseşte înainte de m¼asurare într-o stare proprie,
rezultatul m¼asur¼atorii este determinat cu o probabilitate egal¼a cu 1.
3. Dac¼a starea dinainte de m¼asur¼atoare este oarecare, nu putem

prezice decât probabilitatea de ob̧tinere a rezultatelor proprii. Pentru
a g¼asi aceast¼a probabilitate descompunem starea sitemului (în cazul nos-
tru starea fotonului) într-o combina̧tie liniar¼a a diverselor st¼ari proprii.
Astfel:

~ep = ~ex cos � + ~ey sin � (4.15)

Aşa cum am discutat mai înainte cos2 � reprezint¼a probabilitatea ca
fotonul s¼a treac¼a prin analizor iar sin2 � reprezint¼a probabilitatea ca fo-
tonul s¼a �e absorbit

�
cos2 � + sin2 � = 1

�
. Rezult¼a c¼a probabilitatea de

a ob̧tine un rezultat propriu este propoŗtional¼a cu p¼atratul modulului
coe�cientului ataşat vectorului st¼arii proprii corespunz¼atoare.
Aceast¼a regul¼a poart¼a numele de principiul de descompunere spec-

tral¼a.
Trebuie remarcat c¼a descompunerea depinde de tipul aparatului de

m¼asur¼a deoarece se face utilizând starea proprie ce-i corespunde. În
Fig.4.3 ambele axe Ox şi Oy sunt �xate de analizor.
4. Dup¼a trecerea prin analizor lumina este complet polarizat¼a având

vectorul de polarizare ~ex. Dac¼a dispunem dup¼a primul analizor un altul,
A0 având aceiaşi ax¼a optic¼a, to̧ti fotonii ce trec prin analizorul A, vor trece
prinA0. Aceasta se datoreaz¼a faptului c¼a dup¼a ce traverseaz¼a analizorulA
fotonul este într-o stare proprie caracterizat¼a de vectorul de polarizare ~ex.
Exist¼a o schimbare brusc¼a a st¼arii particulei: dup¼a m¼asurare starea este
de�nit¼a prin vectorul ~E (~r; t) colinear cu vectorul ~ex. Astfel m¼asurarea
perturb¼a sistemul microscopic într-un mod fundamental.
Principiul de descompunere spectral¼a se aplic¼a şi în cazul m¼asur¼arii

unei m¼arimi �zice oarecare A. Rezultatele formeaz¼a un ansamblu de date
proprii pe care-l not¼am cu fag. Fiec¼arui rezultat propriu îi este asociat¼a
o stare proprie caracterizat¼a de o funçtie proprie 	a (~r).
Pentru o funçtie de stare 	(~r; t) probabilitatea Pa de a ob̧tine la

momentul t prin m¼asurare valoarea proprie a, se ob̧tine descompunând
	(~r; t) dup¼a 	a (~r) :
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	(�!r ; t) =
X
a

ca	a (
�!r ) (4.16)

Generalizând cele discutate anterior rezult¼a:

Pa =
jcaj2P
a jcaj

2 (4.17)

Pentru un sistem �zic exist¼a o serie de m¼arimi ce pot �m¼asurate; ele
poart¼a numele de observabile. Ele sunt m¼arimi ce apar şi în cazul clasic
şi care sunt m¼asurate folosind aparate macroscopice. Starea sistemului
se modi�c¼a în timpul m¼asur¼atorii. R¼aspunsul ob̧tinut la m¼asurarea unei
variabile nu este univoc deoarece sistemul ascult¼a de legi statistice care
sunt determinate de condi̧tiile experieņtei.
Exist¼a m¼arimi pentru care g¼asim orice valoare posibil¼a (pozi̧tie, im-

puls) iar pentru altele (de exemplu energia unui electron într-un atom)
numai anumite valori. Observabilele pentru care la m¼asurare ob̧tinem
orice valoare posibil¼a poart¼a numele de m¼asurabile necuanti�cabile. Ob-
servabilele care la m¼asurare dau doar valori discrete poart¼a numele de
m¼arimi cuanti�cabile.
În cazul clasic din cunoaşterea pozi̧tiei şi impulsului rezult¼a cunoaşterea

tuturor celorlalte observabile. În cazul cuantic cunoaşterea simultan¼a a
pozi̧tiei şi impulsului acestor m¼arimi nu e posibil¼a şi de aceea nu rezult¼a
şi cunoaşterea celorlalte observabile. Din acest motiv pentru a cunoaşte
starea sistemului trebuie cunoscut¼a statistica tuturor observabilelor.

4.2 Aparatul matematic al mecanicii cuan-
tice

4.2.1 Spa̧tiul funçtiilor de und¼a

Structura spa̧tiului funçtiilor de und¼a Interpretarea probabilistic¼a
a funçtiei de und¼a 	(~r; t) a unei particule a fost dat¼a în seçtiunea prece-
dent¼a. j	(~r; t)j2 dv reprezint¼a probabilitatea ca la momentul t particula
s¼a se g¼aseasc¼a în volumul dv centrat pe punctul determinat de vectorul
de pozi̧tie ~r. Probabilitatea de a g¼asi particula în tot spa̧tiul impune
condi̧tia:
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ZZZ
j	(~r; t)j2 dv = 1 (4.18)

Ansamblul funçtiilor de und¼a este inclus în clasa de funçtii de modul
p¼atrat integrabil. Aceste funçtii trebuie s¼a îndeplineasc¼a în plus şi aşa
numitele condi̧tii care rezult¼a din interpretarea funçtiei de und¼a. Astfel:
a) condi̧tia de normare se poate realiza numai dac¼a funçtia de und¼a

este �nit¼a în tot spa̧tiul, adic¼a dac¼a este m¼arginit¼a. Ea trebuie s¼a tind¼a
la zero atunci când j~rj ! 1.
b) deoarece particula din punct de vedere �zic se poate a�a într-un

singur loc la un moment dat este necesar ca funçtia de und¼a s¼a �e o
funçtie univoc¼a de ~r .
c) funçtiile de und¼a trebuie s¼a �e continue şi derivabile, deoarece nu

pot exista discontinuit¼a̧ti în probabilitatea de a g¼asi particula într-un
punct, iar varia̧tia acesteia trebuie s¼a �e lin¼a.
d) deoarece semni�ca̧tie �zic¼a are doar p¼atratul modulului, funçtiile

de und¼a sunt de�nite pân¼a la un factor de faz¼a exp i'.
Vom nota cu F ansamblul funçtiilor de und¼a.
În cazul general al unor sisteme complexe formate nu neap¼arat dintr-

o particul¼a starea este caracterizat¼a de o funçtie de stare sau vector de
stare (no̧tiune ce generalizeaz¼a no̧tiunea de funçtie de und¼a). Funçtia de
stare apaŗtine unui spa̧tiu abstract E numit spa̧tiul st¼arilor, care este de
fapt un subspa̧tiu Hilbert.
În continuare ne vom axa asupra studiului funçtiilor de und¼a 	 din

spatiul F , multe din propriet¼a̧tile ob̧tinute pentru acestea putându-se
generaliza pentru funçtiile de stare.
Se demonstreaz¼a c¼a F satisface propriet¼a̧tile unui spa̧tiu vectorial.
Se de�neşte pe aceast¼a muļtime opera̧tia de adunare a dou¼a funçtii

de und¼a care stabileşte c¼a pentru orice dou¼a funçtii de und¼a 	1 şi 	2,
exist¼a suma 	1 +	2, �ind îndeplinite propriet¼a̧tile:
a) comutativitate:

	1 +	2 = 	2 +	1

b) asociativitate:

(	1 +	2) + 	3 = 	1 + (	2 +	1)

c) exist¼a element neutru 0:
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	+ 0 = 	

d) exist¼a element invers �	, pentru �ecare funçtie 	:

	+ (�	) = 0
Se de�neşte înmuļtirea cu un scalar (care în general este un num¼ar

complex) şi care stabileşte c¼a oric¼arei funçtii de stare 	 şi oric¼arui scalar
� îi corespunde o alt¼a funçtie �	 cu propriet¼a̧tile:
a) asociativitate:

(�1�2)	 = �1 (�2	)

b) prezeņta elementul unitate:

1	 = 	

c) distributivitatea în raport cu adunarea scalarilor:

(�1 + �2)	 = �1	+ �2	

d) distributivitatea în raport cu adunarea funçtiilor de und¼a.

� (	1 +	2) = �	1 + �	2

Produs scalar
De�ni̧tie Într-un spaţiu vectorial tuturor perechilor de dou¼a elemente

' şi 	 luate în aceast¼a ordine li se poate asocia un num¼ar complex numit
produs scalar:

(';	) =

ZZZ
'� (~r )	 (~r ) dv (4.19)

Propriet¼a̧tile produsului scalar rezult¼a din de�ni̧tia de mai sus:

(';	) = (	; ')� (4.20)

Produsul scalar este liniar în al doilea termen:

('; �1	1 + �2	2) = �1 (';	1) + �2 (';	2) (4.21)

Produsul scalar este antiliniar în primul termen:

(�1'1 + �2'2;	) = �
�
1 ('1;	) + �

�
2 ('2;	) (4.22)
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De�ni̧tie Funcţiile ' (~r ) şi 	(~r ) sunt ortogonale dac¼a produsul lor
scalar este nul (';	) = 0
De�ni̧tie M¼arimea

p
(	;	) poart¼a numele de norm¼a şi se noteaz¼a

cu k	k :
Din de�ņtia produsului scalar rezult¼a c¼a:p

(	;	) � 0

Egalitatea cu 0 are loc atunci când 	 = 0.
Baza ortonormat¼a în F
De�ni̧tie Fie un ansamblu de funcţii din F , ui (~r ) 2 F reprezentat

de un indice i (i=1,2...). Ansamblul fui (~r )g este ortonormat dac¼a:

(ui; uj) =

Z
1
u�i (~r )uj (~r ) dv = �ij (4.23)

unde �ij este simbolul lui Kronneker:

�ij =

�
1; pentru i = j
0; pentru i 6= j (4.24)

De�ni̧tie Sistemul de funcţii ortonormat fui (~r )g este complet dac¼a sin-
gura funcţie ortogonal¼a pe sistemul ortonormat este funcţia nul¼a.
Atunci, orice funçtie de und¼a 	(~r ) 2 F se poate descompune în mod

unic dup¼a ansamblul de funçtii fui (~r )g :

	 (~r ) =
X
i

ciui (~r ) (4.25)

unde coe�cieņtii ci sunt numere complexe.
Un astfel de sistem poart¼a numele de baz¼a ortonormat¼a. Dac¼a sis-

temul complet de funçtii ortonormate este format dintr-un num¼ar in�nit
de funçtii spunem c¼a spa̧tiul vectorial corespunz¼ator este in�nit dimen-
sional.
Componentele unei funçtii de und¼a în baza fui (~r )g
Înmuļtim rela̧tia 4.25 cu u�j (~r ) şi integr¼am pe tot spa̧tiu. Rezult¼a:

(uj;	) =

 
uj;
X
i

ciui

!
=
X
i

ci (uj; ui) =
X
i

ci�ij = cj (4.26)
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adic¼a:

cj = (uj;	) =

ZZZ
u�j (~r )	 (~r ) dv (4.27)

Spunem c¼a ansamblul numerelor ci reprezint¼a funçtia 	(~r ) în baza
fui (~r )g:
Expresia produsului scalar în funçtie de componente
Fie ' (~r ) şi 	(~r ) dou¼a funçtii de und¼a care se pot dezvolta dup¼a

funçtiile ui astfel:
' (~r ) =

X
i

biui (~r ) (4.28)

	(~r ) =
X
j

cjuj (~r ) (4.29)

Produsul celor dou¼a funçtii de und¼a este:

(';	) =

 X
i

biui;
X
j

cjuj

!
=
X
i;j

b�i cj (ui; uj) =
X
i;j

b�i cj�ij =
X
i

b�i ci

(4.30)
În particular norma funçtiei de und¼a este:

k	k = (	;	) =
X
i

jcij2 (4.31)

Funçtia Dirac

De�ni̧tie Funçtia � (x) a fost introdus¼a de Dirac în anul 1930 şi
reprezint¼a mai degrab¼a o trecere la limit¼a. Pentru a îņtelege funçtia
� (x) vom considera funçtia �� (x) (Fig. 4.4) de�nit¼a prin :

�� (x) =

(
1=� , pentru � �

2
< x <

�

2
0 , pentru jxj > �

2

(4.32)

unde � este un num¼ar pozitiv.
Calcul¼am integrala Z +1

�1
�� (x) f (x) dx

unde f (x) este funçtia de�nit¼a într-un interval care-l coņtine pe x =
0. Dac¼a � este su�cient de mic, varia̧tia funçtiei f (x) pe intervalul de
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Figura 4.4: Funçtia �� (x)

integrare
�
��
2
; �
2

�
este neglijabil¼a şi f (x) r¼amâne practic egal¼a cu f (0) ;

astfel c¼a:Z +1

�1
�� (x) f (x) dx ' f (0)

Z +1

�1
�� (x) dx = f (0) (4.33)

Aproxima̧tia de mai sus este cu atât mai bun¼a cu cât � este mai mic.
Trecem la limit¼a în (4.33) facând � ! 0 şi de�nim funçtia � (x) prin
rela̧tia: Z +1

�1
� (x) f (x) dx = f (0) (4.34)

Generalizând se poate de�ni � (x� x0):Z +1

�1
� (x� x0) f (x) dx = f (x0) (4.35)

Propriet¼a̧ti
Din cele discutate mai sus se pot sintetiza propriet¼a̧tile funçtiei � (x):
a) � (x) = 0 pentru x 6= 0
b) � (0) are o valoare nem¼arginit de mare
c)
R +1
�1 � (x) f (x) dx = f (0)

d) Punând în (4.35) f (x) � 1 rezult¼a:Z +1

�1
� (x� x0) dx = 1 (4.36)
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e) � (�x) = � (x)
f) � (cx) =

1

jcj� (x)

g) x� (x) = 0
Propriet¼a̧tile enuņtate la punctele e) , f) , g) se demonstreaz¼a prin

multiplicarea ambilor termeni ai egalit¼a̧tii printr-o funçtie f (x), dup¼a
care se integreaz¼a; rezult¼a c¼a rezultatele ob̧tinute sunt egale.
Teorem¼a Orice sistem ortonormat complet de funcţii (o baz¼a orto-

normat¼a) genereaz¼a o funcţie � (x).
Fie {un (x)g un sistem de funçtii ce formeaz¼a o baz¼a ortonormat¼a în

spa̧tiul funçtiilor de und¼a F .Z 1

�1
u�i (x)uj (x) dx = �ij (4.37)

Deoarece o funçtie de und¼a se poate exprima în funçtie de componen-
tele sistemului ortonormat:

	(x0) =
X

ciui (x
0) (4.38)

unde:

ci =

Z +1

�1
u�i (x)	 (x) dx (4.39)

Înlocuind (4.39) în (4.38):

	
�
x
0
�
=

Z +1

�1

"X
i

u�i (x)ui (x
0)

#
	(x) dx (4.40)

rezult¼a c¼a: X
i

u�i (x)ui (x
0) = � (x� x0) (4.41)

Baze ortonormate continue

De�ni̧tie Numim baz¼a ortonormat¼a continu¼a ansamblul de funcţii
fw� (~r)g descris prin parametrul � care variaz¼a continuu satisf¼acând re-
laţiile:

(w�; w�0) =

ZZZ
w�� (~r )w�0 (~r ) dv = � (�� �0) (4.42)
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w�� (~r )w� (~r

0) d� = � (~r � ~r 0) (4.43)

Proprietatea de�nit¼a prin rela̧tia (4.42) este cea de ortonormare iar
proprietatea de�nit¼a prin rela̧tia (4.43) este cea de completitudine. Pen-
tru funçtiile de und¼a de�nite pe axa OxZ +1

�1
w�� (x)w� (x

0) d� = � (x� x0) (4.44)

Meņtion¼am cazul particular important în care sistemul complet de
funçtii îl constituie muļtimea funçtiilor Fourier:

fk (x) =
exp (ikx)p

2�
(4.45)

Rela̧tia (4.44) se scrie în acest caz:

1

2�

Z 1

�1
exp [ik (x� x0)] dk = � (x� x0) (4.46)

Funçtia � de�nit¼a în spa̧tiul tridimensional Ea se noteaz¼a sim-
plu � (~r ) şi este de�nit¼a printr-o rela̧tie analoag¼a rela̧tiei (4.34):ZZZ

� (~r ) f (~r ) dv = f (0) (4.47)

Mai general: ZZZ
f (~r ) � (~r � ~r0) dv = f (~r0) (4.48)

Ea se poate descompune în:

� (~r � ~r0) = � (x� x0) � (y � y0) � (z � z0) (4.49)

Descompunerea în componente
Punem:

	(~r ) =

Z
	(~r 0) � (~r 0 � ~r ) dv0 (4.50)

Consider¼am c¼a � (~r 0 � ~r ) este exprimat¼a de (4.43). Se ob̧tine:

	(~r ) =

ZZZ
	(~r 0)

�Z
w�� (~r

0)w� (~r ) d�

�
dv0 (4.51)
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Deoarece:

	(~r ) =

Z
c (�)w� (~r ) d� (4.52)

prin comparare cu rela̧tia (4.51) se ob̧tine:

c (�) =

ZZZ
w�� (~r

0)	 (~r 0) dv
0

(4.53)

Expresia unui produs scalar în funçtie de componente Fie
dou¼a funçtii de und¼a care sunt descompuse în baza ortonormat¼a w� (~r):

' (~r ) =

Z
b (�)w� (~r ) d� (4.54)

	(~r ) =

Z
c (�0)w�0 (~r ) d�

0 (4.55)

Produsul lor scalar este:

(';	) =

ZZZ
'� (~r )	 (~r ) dv

(';	) =

ZZZ �Z
b (�)w� (~r ) d�

� �Z
c (�0)w�0 (~r ) d�

�
dv

(';	) =

Z ��Z
b� (�) c (�0) d�0

� �ZZZ
w� (~r )w�0 (~r ) dv

��
d�

Ultima integral¼a este:Z
w� (~r )w�0 (~r ) dv = � (�� �0) (4.56)

şi astfel:

(';	) =

Z
b� (�) c (�) d� (4.57)

În particular:

(	;	) =

Z
jc (�)j2 d� (4.58)
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4.2.2 Operatori

De�ni̧tie şi propriet¼a̧ti

Un operator dintr-un spa̧tiu vectorial pune în corespondeņt¼a un vector
al spa̧tiului cu un alt vector al spa̧tiului.

'! �

� = A' (4.59)

De�ni̧tie Spunem c¼a operatorul A este liniar dac¼a pentru orice numere
complexe c1 şi c2:

A (c1'1 + c2'2) = c1A'1 + c2A'2 (4.60)

Într-un spa̧tiu vectorial pot � de�ni̧ti operatorii:
a) operatorul unitate I:

I' = ' (4.61)

b) operatorul nul 0:
0' = 0 (4.62)

Un operator liniar transform¼a vectorul nul în vector nul:

A0 = 0 (4.63)

Opera̧tii cu operatori

Putem de�ni urm¼atoarele opera̧tii cu operatori:
a) Suma a doi operatori C = A+B

C' = A'+B' (4.64)

b) Înmuļtirea unui operator cu un scalar (num¼ar complex) � , C = �A

C' = �A' = �(A') (4.65)

c) Înmuļtirea a doi operatori C = AB

C (') = A (B') (4.66)
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Ordinea factorilor într-un produs de operatori este important¼a. În
general AB 6= BA.
De�ni̧tie Comutatorul a doi operatori este:

C = [A;B] = AB �BA (4.67)

Propriet¼a̧tile comutatorului:

[A;B] = � [B;A] (4.68)

[A;B + C] = [A;B] + [A;C] (4.69)

[A;BC] = B [A;C] + [A;B]C (4.70)

[AB;C] = A [B;C] + [A;C]B (4.71)

Aceste propriet¼a̧ti se demonstreaz¼a pornind direct de la de�ni̧tia co-
mutatorului.
De�ni̧tie Un operator A este nesingular dac¼a exist¼a un alt operator

B cu proprietatea c¼a:
AB = BA = I (4.72)

Operatorul B se numeşte inversul operatorului A şi se noteaz¼a cu
A�1. Rezult¼a imediat c¼a: �

A�1
��1

= A (4.73)

Dac¼a operatorul A�1 nu exist¼a, operatorul A este singular.
De�ni̧tie Operatorul A+ este operatorul adjunct al unui operator A

dac¼a:

(';A	) =
�
A+';	

�
Teorem¼a Operatorul adjunct al unui operator liniar este tot un ope-

rator liniar.
Fie un operator liniar A şi operatorul s¼au adjunct A+. Not¼am cu:

�1 = A+'1
�2 = A+'2
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care sunt de�nite de rela̧tiile:

('1; A	) =
�
A+'1;	

�
= (�1;	)

('2; A	) =
�
A+'2;	

�
= (�2;	)

Not¼am cu: ' = c1'1 + c2'2. Atunci:

�
A+';	

�
= (';A	) = (c1'1 + c2'2; A	) = c

�
1 ('1; A	) + c

�
2 ('2; A�)

�
A+';	

�
= c�1

�
A+'1;	

�
+ c�2

�
A+'2;	

�
=
�
c1A

+'1;	
�
+
�
c2A

+'2;	
�

�
A+';	

�
= (c1A

+'1 + c2A
+'2;	)

Rezult¼a:

A+' = c1A
+'1 + c2A

+'2

Propriet¼a̧ti ale operatorilor adjunçti

(A+B)+ = A+ +B+

(�A)+ = ��A+

(AB)+ = B+A+

Aceste propriet¼a̧ti se demonstreaz¼a pornind direct de la de�ni̧tia ope-
ratorului adjunct.
De�ni̧tie Operatorul A se numeşte hermitic sau autoadjunct dac¼a

A = A+.

(';A	) = (A';	) = (A	; ')� (4.74)
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Reprezentarea unui operator

Fiind dat un operator liniar şi o baz¼a ui (~r ) îi asociem o serie de
numere

Aij = (ui; Auj) (4.75)

În cazul unei baze continuue w� (~r ) avem:

A��0 =

ZZZ
w� (~r )Aw�0 (~r ) dv (4.76)

Numerele astfel de�nite sunt elementele unei matrice p¼atrate având o
muļtime in�nit¼a de linii şi coloane. Aceste numere caracterizeaz¼a complet
operatorul respectiv.

4.2.3 Ecua̧tia cu valori şi vectori proprii pentru un
operator

Vectori proprii

De�ni̧tie Spunem c¼a 	 este un vector propriu operatorului liniar A
dac¼a:

A	 = �	 (4.77)

unde � este un num¼ar complex.
Ecua̧tia de mai sus poart¼a numele de ecua̧tia cu valori proprii a ope-

ratorului liniar A: Aceast¼a ecua̧tie are în general solu̧tii doar pentru an-
umite valori ale lui �, numite valori proprii ale operatorului A.
Observ¼am c¼a dac¼a 	 este un vector propriu al lui A cu valoarea

proprie �, �	 unde � poate � şi un num¼ar complex este şi ea valoare
proprie a lui A.

A (�	) = �A	 = ��	 = �(�	) (4.78)

Valoarea proprie � se numeşte nedegenerat¼a dac¼a îi corespunde un
vector propriu determinat pân¼a la un factor multiplicativ.
Dac¼a exist¼a mai muļti vectori proprii liniari independeņti ai lui A

pentru aceiaşi valoare proprie, spunem despre aceasta c¼a este degenerat¼a;
ordinul sau gradul de degenerare este egal cu num¼arul de vectori proprii
liniari independeņti care-i sunt asocia̧ti.
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Dac¼a � are gradul de degenerare g, lui îi corespund g vectori proprii
independeņti 	(i):

A	(i) = �	(i) (4.79)

Atunci to̧ti vectorii de forma:

	 =

gX
i=1

ci	
(i) (4.80)

sunt vectori proprii ai lui A :

A	 =

gX
i=1

ciA	
(i) = �

gX
i=1

ci	
(i) = �	 (4.81)

În conseciņt¼a, ansamblul vectorilor proprii ai lui A constituie un
spa̧tiu vectorial de dimensiune g (care poate � şi in�nit) numit subspa̧tiul
propriu al valorii proprii �:

Determinarea valorilor şi vectorilor proprii

Vom face ra̧tionamentele într-un spa̧tiu N dimensional şi vom pre-
supune c¼a rezultatele ob̧tinute sunt adev¼arate şi într-un spa̧tiu in�nit
dimensional. Fie fuig o baz¼a în spa̧tiul considerat.
S¼a consider¼am ecua̧tia cu vectori şi valori proprii:

A	 = �	 (4.82)

Scriem 	 în funçtie de vectorii de baz¼a:

	 =
NX
i=1

ciui (4.83)

Se înlocuieşte (4.83) în (4.82):

A
NX
i=1

ciui = �
NX
i=1

ciui

ci

NX
i=1

Aui = �
NX
i=1

ciui
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Atunci:

ci

NX
i=1

(uj; Aui) = �
NX
i=1

(uj; ciui)

ci

NX
i=1

Aji = �

NX
i=1

ci�ji

NX
i=1

(ciAji � ci��ji) = 0

NX
i=1

ci(Aji � ��ji) = 0 (4.84)

În (4.84) j = 1; 2; 3; :::N
Atunci rela̧tiile (4.84) formeaz¼a un sistem omogen de N ecua̧tii alge-

brice cu N necunoscute ci (i = 1; 2; :::N). Pentru ca sistemul s¼a admit¼a
o alt¼a solu̧tie decât solu̧tia banal¼a este necesar ca determinantul coe�-
cieņtilor s¼ai s¼a �e nul:

4jAji � ��jij = 0 (4.85)

Ecua̧tia de mai sus este numit¼a ecua̧tie caracteristic¼a şi permite deter-
minarea tuturor valorilor proprii operatorului A. Putem explicita ecua̧tia
sub forma: ��������

A11 � � A12 A13 ::: A1N
A21 A22 � � A23 ::: A2N
::: ::: ::: ::: :::
AN1 AN2 AN3 ::: ANN � �

�������� = 0 (4.86)

Aceast¼a ecua̧tie este de gradul N în � şi va avea N r¼ad¼acini reale
sau imaginare, distincte sau confundate. Se poate demonstra c¼a valorile
proprii nu depind de baza aleas¼a în spa̧tiul cu N dimensiuni.
Teorem¼a Valoarile proprii unui operator hermitic sunt reale.
Considerând ecua̧tia (4.82) cu vectori şi valori proprii putem scrie:

(	; A	) = (	; �	) = � (	;	)
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(	; A	) =
�
A+	;	

�
=
�
	; A+	

��
= (	; A	)�

adic¼a (	; A	) este un num¼ar real. Deoarece (	;	) este un num¼ar real
din rela̧tiile de mai sus rezult¼a:

� =
(	; A	)

(	;	)

astfel c¼a � este un num¼ar real.
Teorem¼a Vectorii proprii ai unui operator hermitic, corespunz¼atori

unor valori proprii diferite sunt ortogonali.
Fie �1 şi �2 dou¼a valori proprii distincte ale operatorului A:

A	1 = �1	1

A	2 = �2	2

Atunci:

(	2; A	1) = �1 (	2;	1) =
�
A+	2;	1

�
Dar A+ = A.

(A	2;	1) = �1 (	2;	1) (4.87)

În plus:

(A	2;	1) = (�2	2;	1) = �2 (	2;	1) (4.88)

deoarece �2 este un num¼ar real. Atunci din (4.87) şi (4.88) rezult¼a:

0 = (�1 � �2) (	2;	1)

Deoarece �1 6= �2 rezult¼a:

(	2;	1) = 0

adic¼a cei doi vectori de stare sunt ortogonali.
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4.3 Principiile mecanicii cuantice

4.3.1 Principiul descrierii st¼arii unui sistem cuantic

Starea unui sistem este descris¼a (în anumite cazuri) cu ajutorul unei
funcţii 	 numit¼a funcţie de stare sau vector de stare dintr-un spaţiu
Hilbert care conţine toat¼a informaţia despre sistem. Aceasta este situaţia
st¼arilor pure.
În cazul cel mai general starea sistemului este caracterizat¼a de mai

mulţi vectori de stare 	1, 	2, 	3, ... , 	k şi ponderile lor asociate
p1, p2, p3, ... , pk

�Pk
i=1 p1 = 1

�
. Probabilitatea ca sistemul s¼a se a�e

într-o stare caracterizat¼a de funcţia de stare 	i este egal¼a cu ponderea
corespunz¼atoare pi. Acesta este cazul st¼arilor mixte.
Observa̧tii:
a) No̧tiunea de funçtie de stare sau vector de stare generalizeaz¼a no̧ti-

unea de funçtie de und¼a. Spa̧tiul funçtiilor de stare este un spa̧tiu Hilbert
şi poart¼a numele de spa̧tiul st¼arilor.
b) Pentru o singur¼a particul¼a funçtia de stare este funçtia de und¼a

	(~r; t) cu propriet¼a̧tile enuņtate în seçtiunea precedent¼a. Astfel, p¼atratul
modulului funçtiei de und¼a este densitatea de probabilitate de localizare
a particulei.
c) Pentru un sistem format din N particule funçtia de stare este o

funçtie ce depinde de vectorii de pozi̧tie ~r1; ~r2; :::~rN ai particulelor şi de
timpul t. Ea este integrabil¼a de modul p¼atrat:Z

j	(~r1; ~r2; :::~rN ; t)j2 dv1dv2:::dvN = 1 (4.89)

M¼arimea P (~r1; ~r2; :::~rN ; t) = j	(~r1; ~r2; :::~rN ; t)j2 este interpretat¼a
ca o densitate de probabilitate de localizare, în sensul c¼a Pdv1:::dvn este
probabilitatea de a g¼asi la momentul t particula 1 în elementul de volum
dv1 centrat pe vectorul de pozi̧tie ~r1, particula 2 în elementul de volum
dv2 centrat pe vectorul de pozi̧tie ~r2 şi aşa mai departe.

4.3.2 Principiul descrierii m¼arimilor �zice

M¼arimile �zice caracteristice unui sistem care pot � m¼asurate sunt
numite observabile.
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Oric¼arei m¼arimi observabile A a unui sistem �zic i se asociaz¼a un
operator hermitic care acţioneaz¼a în spaţiul funcţiilor de stare a sistemu-
lui considerat. Operatorul hermitic respectiv trebuie s¼a admit¼a un sistem
complet de vectori proprii.
Valorile proprii ale operatorului asociat observabilei reprezint¼a sin-

gurele valori pe care le poate avea observabila respectiv¼a.
Pentru un sistem de particule, operatorii Qk asociaţi coordonatelor

generalizate qk şi operatorii Pk asociaţi impulsurilor pk (k = 1; 2; :::; f)
satisfac relaţiile de comutare:

[Qi; Qj]=0 (4.90)

[Pi; Pj]=0 (4.91)

[Qi; Pj]=i~�ij (4.92)

În cazul observabilelor care au un corespondent clasic (momentul ci-
netic, energia) operatorul corespunz¼ator se obţine înlocuind în expresia
clasic¼a coordonatele generalizate şi impulsurile generalizate cu operatorii
corespuz¼atori. Pentru m¼arimile �zice (observabile) care nu au un core-
spondent clasic se utilizeaz¼a alte modalit¼aţi de construire a operatorilor
respectivi.
Observa̧tii:
a) Interpretarea care se d¼a valorilor proprii unui operator este justi�-

cat¼a de faptul c¼a pentru operatorii hermitici valorile proprii sunt reale.
b) Rela̧tiile dintre operatorii impuls şi coordonate în mecanica cuan-

tic¼a au fost postulate pornindu-se de la analogia comutatorului cu paran-
tezele Poisson din mecanica clasic¼a.

Operatorii pozi̧tie şi impuls pentru o particul¼a

Vom considera o particul¼a a�at¼a într-un câmp de foŗte ce deriv¼a dintr-
o energie poteņtial¼a V (x; y; z) : Not¼am cu X; Y; Z operatorii de pozi̧tie
şi cu Px; Py; Pz operatorii impulsului. Conform principiului descrierii
m¼arimilor �zice între aceşti operatori exist¼a rela̧tiile:

[X; Y ] = [Y;X] = [X;Z] = 0 (4.93)
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[Px; Py] = [Py; Pz] = [Py; Px] = 0 (4.94)

[x; Py] = [x; Pz] = [y; Px] = [y; Pz] = [z; Px] = [z; Py] = 0 (4.95)

[x; Px] = [y; Py] = [z; Pz] = i~ (4.96)

Pentru o particul¼a funçtia de stare este funçtia de und¼a 	(x; y; z).
Alegem operatorii de pozi̧tie ca �ind operatori multiplicativi:

X = x; Y = y; Z = z (4.97)

Atunci:

X	(x; y; z) = x	(x; y; z) (4.98)

Y	(x; y; z) = y	(x; y; z) (4.99)

Z	(x; y; z) = z	(x; y; z) (4.100)

Ei îndeplinesc condi̧tiile anterioare şi sunt liniari şi hermitici. Într-un
caz mai general un operator multiplicativ care depinde doar de pozi̧tia
particulei şi care este de�nit de funçtia real¼a f (~r ) este hermitic:

('; f	) =

Z
1
'�f	dr3 =

Z
(f')�	dv = (f';	)

Operatorii ataşa̧ti impulsurilor trebuie s¼a satisfac¼a rela̧tiile (4.93),
(4.94), (4.95). Ei nu pot � operatori multiplicativi. Pentru cei trei oper-
atori se aleg formulele:

Px = �ih @
@x

Py = �ih @
@y

(4.101)

Pz = �ih @
@z
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Operatorii impuls satisfac rela̧tiile (4.95). Vom demonstra doar una
din aceste rela̧tii:

[X;Px] 	 = (XPx � PxX)	 = x
�
�ih @

@x
	

�
+ i~

@

@x
(x	)

[X;Px] 	 = �i~x@	
@x

+ i~x
@	

@x
+ i~	 = i~	

Pentru a demonstra hermiticitatea acestor operatori trebuie ar¼atat
c¼a:

('; Px	) = (Px';	) (4.102)

unde pentru simpli�care vom considera funçtiile ' şi 	 care depind doar
de variabila x. Atunci:

('; Px	) =

Z 1

�1
'�
�
�ih @

@x
	

�
dx = �i~

Z 1

�1

�
@ ('�	)

@x
�	@'

�

@x

�
dx

Deoarece funçtiile '� şi 	 tind la zero su�cient de rapid când: x �!
�1 Z 1

�1

@ ('�	)

@x
dx = '�	jx=+1x=�1 = 0

şi:

('; Px	) = ih

Z
1
	
@'�

@x
dv =

Z
1

�
�ih@'

@x

��
	dv = (Px';	)

Valorile proprii şi funçtiile proprii a impulsului

Ecua̧tia cu funçtii şi valori proprii pentru componenta impulsului pe
axa Ox este:

Pxu (x) = pxu (x) (4.103)

Ţinând cont de de�ņtia operatorului Px se ob̧tine ecua̧tia difereņtial¼a:

�ih@u (x)
@x

= pxu (x) (4.104)
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cu solu̧tia:

u (x) = C exp

�
i

h
pxx

�
(4.105)

Astfel oric¼arei valori proprii px îi corespunde un vector propriu u (x).
Aceasta înseamn¼a c¼a spectrul valorilor proprii operatorului este con-
tinu. Funçtiile ob̧tinute nu sunt funçtii de modul p¼atrat integrabile şi
nu apaŗtin spa̧tiului st¼arilor. Asemenea funçtii pot � normate în sens
general, iar constanta C trebuie aleas¼a în aşa fel încât:Z 1

�1
u� (px; x)u (p

0
x; x) dx = � (px � p0x) (4.106)

Se ob̧tine:

C�C

Z 1

�1
exp

�
i

h
(px � p0x)x

�
dx = � (px � p0x) (4.107)

Se face schimbarea de variabil¼a:
x

h
= y. Atunci:

C�Ch

Z 1

�1
exp [i (p0x � px) y] dy = � (px � p0x) (4.108)

Deoarece: Z 1

�1
exp [i (p0x � px) y] dy = 2�� (p0x � px)

se ob̧tine:

C�Ch2�� (p0x � px) = �
�
px � p0y

�
Rezult¼a:

2�h jCj2 = 1

C =
1p
2�h

(4.109)

Trebuie remarcat c¼a C este determinat¼a pân¼a la un factor de faz¼a pe
care nu-l vom mai considera. Atunci:
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u (px; x) =
1p
2�h

exp

�
i

h
pxx

�
(4.110)

Funçtiile proprii ale impulsului formeaz¼a un sistem complet. Faptul
c¼a spectrul de valori proprii ale impulsului este continuu arat¼a c¼a la m¼a-
surarea impulsului pe o ax¼a se poate ob̧tine orice valoare, adic¼a impulsul
nu este cuanti�cat. În mod analog se ob̧tin:

u (py; y) =
1p
2�h

exp

�
i

h
pyy

�
(4.111)

u (pz; z) =
1p
2�h

exp

�
i

h
pzz

�
(4.112)

Se poate astfel scrie sistemul complet de funçtii proprii comune pentru
operatorii impuls:

u (~p; ~r ) = u (px; x)u (py; y)u (pz; z) =
1�p
2�h

�3 exp� ih~p~r
�

unde ~p este vectorul de componente px; py; pz.

Observabile care comut¼a

Date �ind dou¼a observabile A şi B �e:

C = [A;B] = AB �BA

comutatorul operatorilor asocia̧ti. Dac¼a C = 0 observabilele se numesc
compatibile, iar dac¼a C 6= 0, observabilele se numesc incompatibile.
Este foarte important¼a urm¼atoarea teorem¼a:
Teorem¼a Condiţia necesar¼a şi su�cient¼a ca dou¼a observabile A şi B

s¼a comute este ca ele s¼a admit¼a un sistem complet de funcţii proprii.

Valorile proprii şi funçtiile proprii a pozi̧tiei

Ecua̧tia cu valori şi funçtii proprii pentru operatorul pozi̧tie dup¼a axa
Ox este:
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X v (x) = �v (x) (4.113)

Ţinând cont de de�ņtia acestui operator rezult¼a:

xv (x) = �v (x) (4.114)

sau:

(x� �) v (x) = 0 (4.115)

Ecua̧tia (4.115) admite solu̧tii doar pentru � real. Punând � = x0;
�1 < x0 <1, se ob̧tine pentru v (x):

v (x) =

�
0; x 6= x0
C; x = x0

(4.116)

unde C este un num¼ar complex.
Constanta C poate � determinat¼a în acelaşi mod ca şi în cazul ante-

rior, dintr-o condi̧tie general¼a de normare.Z 1

�1
v (x0; x) v (x

0
0; x) dx = �

�
x0 � x

0

0

�
(4.117)

Funçtiile proprii ale operatorului x care satisfac condi̧tiile de orto-
normare sunt:

v (x0; x) = � (x� x0) (4.118)

Ca şi în cazul impulsului aceste funçti proprii nu apaŗtin nici ele
spa̧tiului st¼arilor, dar ele formeaz¼a un sistem complet.
Operatorii Y şi Z admit funçtii proprii de acelaşi tip:

v (y0; y) = � (y � y0) (4.119)

v (z0; z) = � (z � z0) (4.120)

Sistemul complet de funçtii proprii comune pentru operatorii de po-
zi̧tie este:

v (~r0; ~r ) = v(x0; x)v (y0; y) v (z0; z) = � (~r � ~r0) (4.121)
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Operatorul energie

O particul¼a a�at¼a într-un câmp conservativ de foŗte are energia poteņtial¼a
V (~r ) : Energia total¼a a particulei este:

E =
p2

2m
+ V (~r ) =

p2x + p
2
y + p

2
z

2m
+ V (~r ) (4.122)

şi ea se conserv¼a.
În mecanica cuantic¼a energiei îi corespunde operatorul energie, no-

tat cu H. Pentru ob̧tinerea operatorului asociat energiei se înlocuiesc
variabilele de pozi̧tie şi impulsurile cu operatorii corespunz¼atori:

x ! X; y ! Y; z ! Z

px ! Px; py ! Py; pz ! Pz

Rezult¼a c¼a:

p2x ! P 2x = �h2
@2

@x2

şi:

p2x + p
2
y + p

2
z ! P 2x + P

2
y + P

2
z = �~2

�
@2

@x2
+
@2

@y2
+
@2

@z2

�
= �~2�

Operatorul energie este:

H = � h
2

2m
4+ V (~r )

Operatorul este liniar şi hermitic ca o conseciņt¼a a modului în care
este construit. Ecua̧tia cu valori proprii asociat¼a operatorului energie:

Hu (~r ) = Eu (~r ) (4.123)

sau:

� h
2

2m
4u (~r ) + V (~r )u (~r ) = Eu (~r ) (4.124)

este ecua̧tia Schrödinger independent¼a de timp pentru o singur¼a parti-
cul¼a.
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4.3.3 Principiul interpret¼arii statistice

Deoarece muļtimea valorilor proprii ale unui operator poate � una
discret¼a sau continu¼a vom considera separat cele dou¼a cazuri.
a) Cazul unui spectru discret
Dac¼a toate valorile proprii an ale operatorul A asociat observabilei

A sunt nedegenerate, �ec¼areia îi este asociat un vector propriu un:

Aun=anun (4.125)

Deoarece ansamblul vectorilor proprii, presupuşi normaţi, constituie
o baz¼a în spaţiul st¼arilor, funcţia de stare se poate scrie ca:

	 =
X
n

cnun (4.126)

La o m¼asurare a variabilei A în starea descris¼a de funcţia 	, proba-
bilitatea de a se obţine o valoare an nedegenerat¼a din spectrul discret are
valoarea:

P (an) = jcnj2 = j(un;	)j2 (4.127)

Dac¼a valorile proprii an sunt degenerate cu gradul de degenerare gn,
lor le corespund mai mulţi vectori proprii u(i)n :

Au(i)n = anu
(i)
n ; i = 1; 2; ::::gn (4.128)

Atunci:

	 =
X
n

gnX
i=1

c(i)n u
(i)
n (4.129)

La o m¼asurare a observabilei A în starea descris¼a de funcţia de stare
	 normat¼a, probabilitatea P (an) de a obţine valoarea an este

P (an) =

gnX
i=1

��c(i)n ��2 = gnX
i=1

���u(i)n ;	���2 (4.130)

b) Cazul unui spectru continuu
Presupunem c¼a spectrul operatorului A este continuu şi pentru sim-

pli�care vom presupune c¼a este nedegenerat.
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Av� = �v� (4.131)

unde � se consider¼a c¼a variaz¼a în mod continuu.
Sistemul ortonormat, în sens generalizat, de vectori proprii v� formeaz¼a

o baz¼a continu¼a în spaţiul funcţiilor de stare, astfel c¼a o funcţie de stare
se exprim¼a:

	 =

Z
c�v�d� (4.132)

Astfel, la m¼asurarea unei observabile A asupra unui sistem a�at în
starea 	 normat¼a, probabilitatea dP (�) de a obţine rezultatele în inter-
valul � , �+ d� este:

dP (�) = jc (�)j2 d� = j(v�;	)j2 d� (4.133)

Observa̧tii
a) Se poate veri�ca faptul c¼a în �ecare caz, suma probabilit¼a̧tilor este

egal¼a cu 1. Consider¼am cazul unui spectru discret în care valorile proprii
ale observabilei A sunt nedegenerate.

X
P (an) =

X
n

jcnj2 =
X
n

c�ncn =
X
n

c�n (un;	) =

=
X
n

(cnun;	) =

 X
n=1

cnun;	

!
= 1

b) Interpretarea statistic¼a ne permite s¼a a�rm¼am c¼a dac¼a dou¼a funçtii
de stare difer¼a printr-un factor de faz¼a constant ele reprezint¼a aceiaşi
stare.
S¼a consider¼am doi vectori 	 şi 	

0
= ei�	:

(	0;	0) =
�
ei�	; ei�	

�
= e�i�ei� (	;	) = 1

jc0nj
2
= j(un;	0)j2 =

���un; ei�	���2 = j(un;	)j2 = jcnj2
c) Fazele relative ale termenilor dintr-o combina̧tie liniar¼a au semni�-

ca̧tie �zic¼a. Presupunem:
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	 = �1	1 + �2	2 (4.134)

unde �1 şi �2 sunt numere complexe. Este clar c¼a ei�1	1 reprezint¼a
aceiaşi stare �zic¼a ca şi 	1 iar ei�2	2 reprezint¼a aceiaşi stare �zic¼a ca şi
	2 . Dar:

' = �1e
i�1	1 + �2e

i�2	2 (4.135)

nu descrie aceiaşi stare ca şi 	:

Valoarea medie a unei observabile într-o stare dat¼a Prediçtiile
furnizate de acest principiu sunt probabilistice. Pentru a le veri�ca este
necesar s¼a se fac¼a un num¼ar mare de m¼asur¼atori în condi̧tii identice,
adic¼a s¼a se fac¼a un mare num¼ar de m¼asur¼atori asupra unui mare num¼ar
de sisteme toate în aceleaşi st¼ari cuantice. Dac¼a ipotezele sunt corecte,
se constat¼a c¼a dup¼a un mare num¼ar de experimente identice, propoŗtia
acelora care dau un anumit rezultat tinde c¼atre propoŗtia calculat¼a din
teorie.
Valoarea medie a observabilei A (vom desemna în continuare prin

observabil¼a nu numai operatorul asociat ci şi m¼arimea �zic¼a respectiv¼a)
în starea 	 pe care o not¼am cu hAi este de�nit¼a ca valoarea medie a
rezultatelor ob̧tinute prin efectuarea unui num¼ar mare N de m¼asur¼atori
asupra observabilei A pe sisteme a�ate în aceiaşi stare ini̧tial¼a 	:
Vom considera cazul unui operator ale c¼arui valori proprii sunt dis-

crete şi nedegenerate. Deoarece valoarea an se ob̧tine cu probabilitatea
P (an) valoarea medie ob̧tinut¼a în cazul m¼asur¼arii observabilei A este:

hAi =
X
n

anP (an) =
X
n

an jcnj2 (4.136)

hAi =
X
n

ancnc
�
n =

X
n

ancn (	; un) =
X
n

cn (	; anun) =
X
n

cn (	; Aun) =

hAi =
 
	;
X
n

cnAun

!
=

 
	; A

X
n

cnun

!
= (	; A	)

hAi = (	; A	) (4.137)
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Presupunem c¼a pentru un sistem a�at în starea 	 valorile pe care le
g¼asim la m¼asurarea lui A sunt cuprinse într-un interval de l¼argime �A ce
cuprinde pe hAi. Cu cât �A este mai mic cu atât mai mult rezultatele se
concentreaz¼a în jurul lui hAi:
Problema care se pune este aceea a de�nirii lui �A. Consider¼am

pentru �ecare m¼asur¼atoare difereņta dintre valoarea ob̧tinut¼a şi valoarea
medie hAi. Pentru a de�ni �A se poate încerca s¼a se calculeze media
acestor difereņte.

hA� hAii = hAi � hAi = 0

Deoarece valoarea ob̧tinut¼a este nul¼a pentru a evita acest lucru de�nim
pe �A astfel:

(�A)2 = h(A� hAi)2i (4.138)

Atunci:

h(A� hAi)2i = hA2 � 2AhAi+ hAi2i = hA2i � hAi2

(�A)2 = hA2i � hAi2 (4.139)

�A poart¼a numele de abatere p¼atratic¼a medie:

�A =
p
hA2i � hAi2

4.3.4 Principiul evolu̧tiei temporale

Evoluţia în timp a funcţiei de stare este descris¼a de ecuaţia Schrödinger
temporal¼a:

i~
d

dt
	 = H (t)	 (t) (4.140)

unde H (t) este operatorul hamiltonian. Când este posibil operatorul
hamiltonian este construit pornind de la funcţia lui Hamilton. Dac¼a
sistemul evolueaz¼a în condiţii externe independente de timp, operatorul
Hamiltonian coincide cu operatorul energiei.



256

Observa̧tii asupra ecua̧tiei lui Schrödinger

a) Condiţii iniţiale
Ecua̧tia lui Schrödinger este o ecua̧tie cu derivate paŗtiale de ordinul

întâi în timp. Aceasta înseamn¼a c¼a �ind dat¼a starea ini̧tial¼a 	(t0) se
poate determina o funçtie de stare 	(t) la �ecare moment de timp ulte-
rior. Proprietatea este analoag¼a cu cea din cazul clasic când cunoaşterea
condi̧tiilor ini̧tiale determin¼a în mod univoc evolu̧tia sistemului (princi-
piul cauzalit¼a̧tii).
b) Principiul superpoziţiei
Ecua̧tia (4.140) este liniar¼a şi omogen¼a. O combina̧tie liniar¼a a mai

multor solu̧tii particulare este tot o solu̧tie a ecua̧tiei Schrödinger.
Dac¼a 	1 şi 	2 sunt solu̧tii ale ecua̧tiei Schrödinger atunci şi 	 =

�1	1 + �2	2 , unde �1 şi �2 sunt numere complexe, este o solu̧tie a
ecua̧tiei Schrödinger.
c) Conservarea probabilit¼aţii
a) Evolu̧tia în timp a normei funçtiei de stare.
Hermiticitatea operatorului Hamilton H implic¼a faptul c¼a norma vec-

torului de stare r¼amâne constant¼a în timp. Vom ar¼ata c¼a:

d (	;	)

dt
= 0 (4.141)

Efectuând derivata normei funçtiei de unda se ob̧tine:

d

dt
(	;	) =

�
d

dt
	;	

�
+

�
	;
d	

dt

�
(4.142)

Din ecua̧tia (4.140) rezult¼a:

d	

dt
=
1

ih
H	 (4.143)

iar ecua̧tia (4.143) devine:

d

dt
(	;	) =

�
1

ih
H	;	

�
+

�
	;

1

ih
H	

�
d

dt
(	;	) = � 1

ih
(H	;	) + 1

ih
(	;H	) = 0

deoarece:



257

(	;H	) = (H	;	)

H �ind hermitic.
b) Densitatea curentului de probabilitate
Ne limit¼am la cazul unui sistem format dintr-o singur¼a particul¼a. Con-

sider¼am c¼a particula este descris¼a de funçtia de stare normat¼a 	(~r; t).
Atunci densitatea de probabilitate de localiare este:

� (~r; t) = j	(~r; t)j2 (4.144)

Probabilitatea dP (r; t) de a g¼asi particula în intervalul in�nitezimal
dv centrat pe vectorul de pozi̧tie ~r este:

dP (~r; t) = � (~r; t) dv

Integrând pe tot spa̧tiul:ZZZ
� (~r; t) dv = 1 (4.145)

Aceast¼a rela̧tie poate � interpretat¼a ca �ind rela̧tia de conservare a
probabilit¼a̧tii. Situa̧tia este analoag¼a cu aceea din electromagnetism.
Dac¼a într-un sistem �zic sarcina se repartizeaz¼a în spa̧tiu cu densitatea
volumic¼a � (~r; t) sarcina total¼a (adic¼a integrala lui � (~r; t) ) se conserv¼a în
timp. În timp reparti̧tia spa̧tial¼a a sarcinii poate varia datorit¼a cureņtilor.
Conservarea global¼a a sarcinii se bazeaz¼a pe o lege de conservare lo-

cal¼a: dac¼a sarcinile Q coņtinute într-un volum �x V variaz¼a în timp,
suprafa̧ta S care limiteaz¼a V este traversat¼a de un curent electric. Legea
de conservare a sarcinii se exprim¼a printr-o rela̧tie numit¼a rela̧tie de con-
tinuitate:

@

@t
� (~r; t) +r~j (~r; t) = 0 (4.146)

unde ~j (~r; t) este densitatea de curent.
Vom demonstra c¼a este posibil s¼a g¼asim un vector~j (~r; t) numit curent

de probabilitate care s¼a satisfac¼a o ecua̧tie de tipul (4.146). Totul se
petrece ca şi cum am avea de-a face cu un "�uid de probabilitate" cu
densitate � (~r; t) şi densitate de curent ~j (~r; t) : Dac¼a probabilitatea cu
care o particul¼a este g¼asit¼a în volumul �x dv din jurul lui ~r, variaz¼a în



258

timp, un curent de probabilitate traverseaz¼a suprafa̧ta ce limiteaz¼a acel
volum.
Presupunem c¼a particula se a�¼a într-un câmp poteņtial ce-i determin¼a

o energie poteņtial¼a V (~r; t) : Hamiltonianul sistemului este:

H = �~
2�

2m
+ V (~r; t) (4.147)

Ecua̧tia Schrödinger este:

ih
@

@t
	(~r; t) = � h

2

2m
4	(~r; t) + V (~r; t)	 (~r; t) (4.148)

�i~ @
@t
	� (~r; t) = � h

2

2m
4	� (~r; t) + V (~r; t)	� (~r; t) (4.149)

Se înmuļtesc, prima ecua̧tie cu 	� (~r; t) iar cea de a doua cu 	(~r; t)
şi se adun¼a. Se ob̧tine:

ih
@

@t
(		�) = � h

2

2m
[	�4	�	4	�]

ih
@

@t
(		�) +

h2

2m
[	�4	�	4	�] = 0 (4.150)

Dar:

	�4	�	4	� = r (	�r	�	r	�)

Atunci:

@

@t
� (r; t) +

h

2mi
r(	�r	�	r	�) = 0 (4.151)

Astfel, putem de�ni curentul de probabilitate ca:

~j =
h

2mi
(	�r	�	r	) (4.152)

Atunci, legea local¼a a conserv¼arii probabilit¼a̧tii ia forma:

@

@t
� (~r; t) +r~j (~r; t) = 0 (4.153)
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În cazul particular al mi̧sc¼arii unidimensionale densitatea şi curentul
de probabilitate vor depinde doar de o singur¼a variabil¼a x. Dac¼a se ţine
cont c¼a � (x; t) = j	(x; t)j2 rela̧tiile (4.151) şi (4.152) devin:

@

@t
j	(x; t)j2 + h

2mi

@

@x

�
	�
@	

@x
�	@	

@x

�
(4.154)

j (x; t) =
h

2mi

�
	�
@	

@x
�	@	

@x

�
(4.155)

Evoluţia în timp a valorii medii a unei observabile
Fie A o observabil¼a. Dac¼a sistemul se a�¼a în starea caracterizat¼a de

funçtia de stare care depinde explicit de timp 	(t), valoarea medie a
observabilei la momentul t este:

hA (t)i = (	 (t) ; A (t)	 (t)) (4.156)

Se observ¼a c¼a valoarea medie depinde de timp prin intermediul lui
	(t) cât şi datorit¼a varia̧tiei în mod explicit de timp a operatorului A (t).
În continuare vom presupune implicit aceast¼a dependeņt¼a pe care nu o
vom mai pune în evideņt¼a în mod explicit. Derivând rela̧tia (4.156) în
raport cu timpul:

dhA (t)i
dt

=
d

dt
(	; A	) =

�
d

dt
	; A	

�
+

�
	;
@A

@t
	

�
+

�
	; A

d	

dt

�
(4.157)

Deoarece:

d	

dt
=
1

ih
H (t)

rela̧tia (4.157) devine:

d

dt
(	; A	) = � 1

ih
(H	; A	) + 1

ih
(	; AH	) +

�
	;
@A

@t
	

�

d

dt
(	; A	) = � 1

ih
(	;HA	) + 1

ih
(	; AH	) +

�
	;
@A

@t
	

�
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Ob̧tinem:

d

dt
(	; A	) =

1

ih
(	; (AH�HA)	) +

�
	;
@A

@t
	

�
(4.158)

adic¼a:

d

dt
hAi = 1

ih
h[A;H]i+ h@A

@t
i (4.159)

Dac¼a operatorul nu depinde explicit de timp atunci h@A
@t
i = 0 şi

d

dt
hAi = 1

ih
h[A;H]i (4.160)

Cazul sistemului conservativ

Fie un sistem �zic al c¼arui hamiltonian nu depinde explicit de timp. În
acest caz operatorul hamiltonian coincide cu operatorul energie. Spunem
c¼a sistemul este conservativ. În mecanica clasic¼a conseciņta cea mai
important¼a a acestei situa̧tii este conservarea energiei. Spunem c¼a energia
total¼a este o constant¼a de mi̧scare. S¼a consider¼am ecua̧tia cu valori
proprii pentru energie:

Hun = Enun (4.161)

Vom ar¼ata c¼a dac¼a se cunosc energiile En şi funçtiile proprii corespun-
z¼atoare 	n, ecua̧tia Schrödinger dependent¼a de timp se rezolv¼a foarte
uşor.
Deoarece un formeaz¼a o baz¼a în spa̧tiul st¼arilor funçtia de stare se

poate scrie ca o dezvoltare dup¼a acestea:

	(t) =
X
n

cn (t)un (4.162)

unde: cn (t) = (un;	(t))
Ecua̧tia (4.140) devine:

ih
d

dt

 X
n

cn (t)un

!
= H

X
n

cn (t)un (4.163)
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adic¼a:

ih
X
n

d

dt
cn (t)un =

X
n

cn (t)Enun (4.164)

Se ob̧tin ecua̧tiile:

ih
d

dt
cn (t) = Encn (t) (4.165)

Solu̧tiile acestor ecua̧tii sunt:

cn (t) = cn (t0) exp

�
�iEn(t� t0)

h

�
(4.166)

Solutia general¼a a ecua̧tiei Schrödinger este:

	(t) =
X
n

uncn (t0) exp

�
�iEn (t� t0)

h

�
(4.167)

St¼ari sta̧tionare

Un caz particular important este acela în care operatorul hamiltonian
H, este independent de timp şi concide cu operatorul energie H. Con-
sider¼am funçtia:

	(t) = um exp

�
�iEmt
h

�
(4.168)

unde um este o funçtie proprie a operatorului energiei corespunz¼atoare
valorii Em.
Se veri�c¼a c¼a la orice moment:

H	(t) = Em	(t)

În plus funçtia 	(t) veri�c¼a şi ecua̧tia Schrödinger temporal¼a:

i}
@	(t)

@t
= H	(t)

Aceasta înseamn¼a c¼a funçtia 	(t) descrie starea unui sistem în care
energia acestuia este Em la orice moment. O astfel de stare se numeşte
stare sta̧tionar¼a.
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Într-o stare sta̧tionar¼a statistica unei observabile r¼amâne constant¼a
în timp.
Fie observabila A care are valorile proprii an c¼arora le corespund

vectorii proprii 'n. Consider¼am cazul când nu avem degenerare:

A'n = an'n (4.169)

Statistica observabilei rezult¼a din descompunerea funçtie de stare:

	(t) = um exp

�
�iEmt

h

�
=
X
n

cn'n (4.170)

Atunci:

cn = ('n;	(t)) =

�
'n; um exp

�
�iEmt

h

��
(4.171)

Astfel

cn = exp

�
�iEmt

h

�
('n; um) (4.172)

Probabilitatea de a se ob̧tine rezultatul an este constant¼a:

jcnj2 = j('n; um)j
2 (4.173)

Denumirea de stare sta̧tionar¼a provine de la faptul c¼a într-o stare
sta̧tionar¼a statistica observabilelor este independent¼a de timp.

Constante de mi̧scare

Fie A o observabil¼a. Evolu̧tia ei în timp este dat¼a de ecua̧tia:

d hAi
dt

=
@ hAi
@t

+ [A;H] (4.174)

Prin de�ni̧tie, numim constant¼a de mi̧scare observabila a c¼arei valoare
medie este constant¼a în timp, adic¼a:

d hAi
dt

= 0 (4.175)

Pentru aceasta este necesar ca:
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@ hAi
@t

= 0 (4.176)

şi:

[A;H] = 0 (4.177)

Din rela̧tia (4.177) rezult¼a c¼a A şi H sunt compatibile astfel c¼a admit
un sistem comun de funçtii proprii. Dac¼a sistemul se a�¼a într-o stare în
care funçtia de stare este funçtie proprie comun¼a pentru A şi H sistemul
va r¼amâne în starea respectiv¼a şi la un moment ulterior de timp. Dac¼a
operatorul A nu depinde explicit de timp atunci condi̧tia ca observabila
respectiv¼a s¼a r¼amân¼a constant¼a în timp este ca s¼a �e îndeplinit¼a condi̧tia
(4.177).

Rela̧tiile de incertitudine ale lui Heisemberg

Fie dou¼a observabile A şi B. hAi = (	; A	) este valoarea medie a
lui A, iar hBi = (	; B	) este valoarea medie a lui B: De�nim operatorii
hermitici:

�A = A� hAi (4.178)

�B = B � hBi (4.179)

cu semni�ca̧tia de "abatere de la medie".
Construim operatorul C = �A+ i��B, liniar, dar care nu este her-

mitic. Adjunctul operatorului C este C+ = �A � i��B . Calcul¼am
valoarea medie:



CC+

�
=
�
	; CC+	

�
=
�
C+	; C	

�
=
��C+	��2 � 0 (4.180)

Se ţine cont de rela̧tiile (4.178) şi (4.179), şi rezult¼a:

CC+

�
= h(�A+ i��B) (�A� i��B)i



CC+

�
=


(�A)2

�
+ �2



(�B)2

�
� i� h�A�B ��B�Ai (4.181)
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CC+

�
=


(�A)2

�
+ �2



(�A)2

�
� i� h[�A;�B]i (4.182)

Astfel, în rela̧tia (4.182) intervin abaterile p¼atratice medii ale lui A şi
B. Atunci: 


(�A)2
�
=


A2
�
� hAi2 (4.183)



(�B)2

�
=


B2
�
� hBi2 (4.184)

De asemenea:

[�A;�B] = [A� hAi ; B � hBi] = [A;B] (4.185)

Din (4.180), (4.182) şi (4.185) rezult¼a c¼a:

f (�) =


(�A)2

�
+ �2



(�B)2

�
� i� h[A;B]i � 0 (4.186)

Deoarece f (�) este real¼a şi pozitiv¼a rezult¼a c¼a h[A;B]i este un num¼ar
pur imaginar. Funçtia are un minim pentru

�0 =
i

2

h[A;B]i

(�B)2

� (4.187)

Valoarea minim¼a a funçtiei f (�) este:

f (�0) =


(�A)2

�
+
1

4

h[A;B]i2

(�B)2

� (4.188)

Deoarece valoarea funçtiei este pozitiv¼a atunci:

(�A)2

� 

(�B)2

�
� �1

4
h[A;B]i2 (4.189)

Se noteaz¼a cu �A şi �B abaterile p¼atratice medii:

�A =
q

(�A)2

�
�B =

q

(�B)2

�
Dac¼a se ţine cont c¼a [A;B] este pur imaginar rezult¼a:
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�A�B � 1

2
jh[A;B]ij (4.190)

În particular pentru variabilele canonic conjugate, ca de exemplu
(X ;Px), se ob̧tine:

h[X;Px]i = i~ (4.191)

Atunci:

�X�Px �
~
2

(4.192)

De multe ori aceast¼a rela̧tie se scrie

�x�p � ~

iar în locul lui ~ se foloseşte simplu constanta Planck h. Rela̧tiile de
tipul �x�p � ~ şi �x�p � h au fost g¼asite ini̧tial în urma sintezei
bazei experimentale. În aceste rela̧tii, no̧tiunea de "incertitudine" nu
este preccizat¼a. Dac¼a se de�neşte "incertitudinea" ca "abaterea p¼atratic¼a
medie" se ob̧tin rela̧tiile (4.192).
Rela̧tii analoage se pot scrie şi pentru componentele dup¼a axele Oy

şi Oz. Rela̧tia (4.192) arat¼a c¼a dac¼a comutatorul a dou¼a observabile
nu este zero ele nu pot � m¼asurate simultan cu o precizie foarte bun¼a.
Cunoaşterea uneia din observabile determin¼a o incertitudine mare în
cunoaşterea celei de-a doua observabile. În cazul particular considerat
rezult¼a c¼a pozi̧tia şi impulsul unei particule nu pot �m¼asurate simultan
cu oricare precizie.
O alt¼a rela̧tie care poate � demonstrat¼a este rela̧tia de incertitudine

timp-energie.

�t�E � ~ (4.193)

Dac¼a o particul¼a se a�¼a într-o stare cu energia E, �t este "timpul
mediu de via̧t¼a" al particulei pentru aceast¼a stare. �E este "l¼argimea
natural¼a a nivelului energetic".
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4.3.5 Principiul prepar¼arii st¼arii

Aşa cum am discutat anterior, o m¼asur¼atoare realizat¼a asupra unui
sistem cuantic modi�c¼a starea acestuia. În urma m¼asur¼atorii sistemul ia
valori bine determinate pentru observabila m¼asurat¼a.
Se consider¼a cazul în care pentru A se obţine o valoare proprie an.

Starea sistemului imediat dup¼a aceast¼a m¼asur¼atoare este dat¼a de vectorul
propriu un asociat lui an:
Observa̧tii:
a) Dac¼a în continuare se efectueaz¼a din nou o m¼asurare asupra lui

A vom g¼asi acelaşi rezultat an iar starea sistemului este caracterizat¼a de
vectorul de stare un.

Aun = anun

b) Principiul a�rm¼a producerea unui salt al funçtiei de stare în urma
unei m¼asur¼atori, în contrast cu evolu̧tia lin¼a a vectorului de stare când
asupra sistemului nu se açtioneaz¼a. Rezultatul este diferit fa̧t¼a de situa̧tia
întâlnit¼a în cazul �zicii clasice, unde efectuarea unei m¼asur¼atori se poate
realiza în aşa fel încât practic s¼a nu se modi�ce starea sistemului.
c) Starea în care ajunge sistemul dup¼a o m¼asur¼atoare este bine de-

terminat¼a numai dac¼a valoarea an este o valoare proprie nedegenerat¼a
a observabilei A. Dac¼a starea este degenerat¼a, principiul spune doar c¼a
vectorul de stare este un vector propriu al operatorului pentru valoarea
propie an:
d) Starea ob̧tinut¼a în urma m¼asur¼atorii este determinat¼a nu numai de

starea anterioar¼a m¼asur¼atorii ci şi de interaçtia dintre sistem şi aparatul
de m¼asur¼a. Situa̧tia este diferit¼a de cea din �zica clasic¼a unde rezultatele
unei m¼asur¼atori depind numai de propriet¼a̧tile sistemului şi permit de-
terminarea st¼arii.

4.4 Ecua̧tia Schrödinger unidimensional¼a

Problemele unidimensionale prezint¼a inters deoarece exist¼a numeroase
cazuri unidimensionale, dar şi deoarece altele mai complicate pot �reduse
la tipuri de probleme unidimensionale. Vom considera cazul în care par-
ticula de masa m se deplaseaz¼a într-o regiune din spa̧tiu în care foŗtele
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ce açtioneaz¼a asupra ei deriv¼a dintr-o energie poteņtial¼a V . Ecua̧tia
Schrödinger temporal¼a devine:

i~
@	

@t
= � ~

2

2m

@2	

@x2
+ V (x)	 (4.194)

Dac¼a V nu depinde de timp solu̧tia ecua̧tiei Schrödinger este de forma:

	(x; t) = e�
iEt
~ u(x) (4.195)

unde funçtia u(x) satisface ecua̧tia cu valori şi funçtii proprii pentru
energie (ecua̧tia Schrödinger atemporal¼a):

� ~
2

2m

du2 (x)

dx2
+ V (x)u (x) = Eu (x) (4.196)

Ecua̧tia (4.196) se mai poate scrie sub forma:

du2 (x)

dx2
� 2m
~2
[V (x)� E]u (x) = 0 (4.197)

Deoarece aceasta este o ecua̧tie difereņtial¼a liniar¼a de ordinul doi,
ea are dou¼a solu̧tii liniar independente pentru orice energie E. Aceasta
înseamn¼a c¼a ordinul maxim de degenerare al energiei este doi.
Presupunem c¼a expresia energiei poteņtiale are discontinuit¼a̧ti doar

de spȩta întâi şi c¼a este m¼arginit¼a inferior. Solu̧tia ecua̧tiei (4.197) trebuie
s¼a satisfac¼a condi̧tiile:
a) Funçtia u (x) trebuie s¼a �e m¼arginit¼a pentru a putea � îndeplinit¼a

condi̧tia de normare: Z 1

�1
ju (x)j2 dx = 1 (4.198)

b) Considerând c¼a V (x) este �nit¼a în regiunile în care c¼aut¼am solu̧tiile

ecua̧tiei Schrödinger, rezult¼a c¼a şi derivata a doua
du2 (x)

dx2
este �nit¼a.

Funçtia u (x) precum şi prima ei derivat¼a trebuie s¼a �e funçtii continue.
Deoarece V (x) şi E sunt m¼arimi reale, dac¼a u (x) este o solu̧tie a

ecua̧tiei Schrödinger atemporale atunci şi conjugata u� (x) este o solu̧tie
a ecua̧tiei. Din acest motiv rezult¼a c¼a partea real¼a cât şi partea imaginar¼a
a lui u (x) sunt solu̧tii ale ecua̧tiei Schrödinger.
În cazul unidimensional, densitatea de probabilitate este:
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P (x; t) = j	(x; t)j2 = ju (x)j2 (4.199)

Densitatea curentului de probabilitate este:

j =
~
2im

�
	�
@	

@x
�	@	

�

@x

�
(4.200)

Ţinând cont de rela̧tia (4.195) rezult¼a expresia densit¼a̧tii curentului
de probabilitate:

j =
~
2mi

�
u�
du

dx
� udu

�

dx

�
(4.201)

În cazul în care energia poteņtial¼a este o funçtie par¼a V (x) = V (�x),
funçtia proprie 	(x) corespunz¼atoare unei valori proprii nedegenerate E
a energiei, este �e par¼a �e impar¼a. Fie u (x) o solu̧tie a ecua̧tiei (4.196).
Schimb¼am în aceast¼a ecua̧tie pe x cu �x şi ţinem cont c¼a V (x) = V (�x).
Funçtia u (�x) satisface ecua̧tia:

� ~
2

2m

d2u(�x)
dx2

+ V (x)u(�x) = Eu(�x) (4.202)

Se observ¼a c¼a funçtia u (�x) satisface aceiaşi ecua̧tie ca şi u (x). Dac¼a
E este o valoare proprie nedegenerat¼a a ecua̧tiei Schrödinger atunci între
cele dou¼a funçtii trebuie s¼a existe rela̧tia:

u(x) = �u(�x) (4.203)

Astfel:

u(�x) = �u(x) = �2u(�x) (4.204)

Rezult¼a:

� = �1

Solu̧tia u(x) �ind unic¼a ea este �e o solu̧tie par¼a u(�x) = u(x) �e
una impar¼a u(�x) = �u(x):
Dac¼a E este o valoare propie degenerat¼a, u (x) nu are o paritate bine

determinat¼a. Totuşi se pot construi dou¼a solu̧tii liniar independente care
sunt par¼a, respectiv impar¼a:
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u+ (x) =
u (x) + u (�x)

2

u� (x) =
u (x)� u (�x)

2

Rezult¼a c¼a pentru o energie poteņtial¼a de�nit¼a pe un interval simetric
în jurul originii sau pe întrega ax¼a este su�cient s¼a se rezolve ecua̧tia
Schrödinger doar în regiunea pozitiv¼a. Se ţine cont c¼a solu̧tia impar¼a se
anuleaz¼a în origine în timp ce în cazul solu̧tiei impare prima derivat¼a a
acesteia se anuleaz¼a în origine.

4.4.1 Particul¼a liber¼a

În acest caz V = 0, şi ecua̧tia Schrödinger atemporal¼a devine:

d2u (x)

dx2
+
2m

~2
Eu (x) = 0 (4.205)

Not¼am k2 =
2m

~2
E. Atunci solu̧tia acestei ecua̧tii este:

u(x) = A1e
ikx + A2e

�ikx (4.206)

Pentru ca solu̧tia s¼a �e �nit¼a este necesar ca parametrul k s¼a �e real
(în caz contrar una din exponeņtiale va tinde la in�nit când x ! 1 şi
nu va mai � îndeplinit¼a condi̧tia de m¼arginire. Atunci k2 > 0 şi E > 0:
Se observ¼a c¼a pentru orice valoare a energiei exist¼a o solu̧tie a ecua̧tiei
u(x) = A1e

ikx+A2e
�ikx atemporal¼a, adic¼a spectrul energetic al particulei

libere este continuu şi se întinde de la 0 la +1. Fiecare valoare proprie a
energiei este dublu degenerat¼a deoarece exist¼a dou¼a funçtii proprii liniar
independente u1 (x) = eikx şi u2 (x) = e�ikx. Acestora le corespund dou¼a
solu̧tii ale ecua̧tiei Schrödinger temporale:

	1 (x; t) = A1 exp

�
i

�
kx� Et

~

��
= A1 exp

�
i

~
(pxx� Et)

�
(4.207)

	2 (x; t) = A2 exp

�
i

�
�kx� Et

~

��
= A2 exp

�
� i
~
(pxx+ Et)

�
(4.208)
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unde am considerat c¼a:

k =

r
2mE

~2
=
px
~

(4.209)

Ele reprezint¼a dou¼a unde plane monocromatice de pulsa̧tii ! =
E

~
.

Acestea sunt chiar unde de Broglie asociate particulei. Prima dintre ele
corespunde unei unde (particule) care se deplaseaz¼a în sensul pozitiv al
axei, iar cea de-a doua unei unde (particule) care se deplaseaz¼a în sensul
negativ al axei.
Remarc¼am c¼a u1 (x) = eikx corespunde undei (particulei) ce se de-

plaseaz¼a în sensul pozitiv al axei, iar u2 (x) = e�ikx corespunde undei
(particulei) ce se deplaseaz¼a în sensul negativ al axei.
Trebuie observat c¼a cele dou¼a funçtii u1 (x) = eikx = e

ipxx
~ şi u2 (x) =

e�ikx = e�
ipxx
~ sunt funçtii proprii ale impulsului:

Pxu1 = �i~
@

@x
e
ipxx
~ = �i~ ipx

~
e
ipxx
~ = pxu1

Pxu2 = �i~
@

@x
e
ipxx
~ = �i~

�
�ipx
~

�
e�

ipxx
~ = �pxu2

Densitatea de probabilitate corespunz¼atoare undei dat¼a de ecua̧tia
(4.207) este:

P = j	1(x; t)j2 = jA1j2 (4.210)

Aceasta este independent¼a de timp şi de pozi̧tie. Din acest motiv
pozi̧tia particulei pe axa Ox r¼amâne complet nedeterminat¼a. Aceast¼a
concluzie este în acord cu principiul de incertitudine Heisenberg, deoarece
am considerat o particul¼a cu un impuls p2x =

p
2mE bine determinat

(�px = 0). În acest caz nedeterminarea în pozi̧tie este in�nit¼a �x =1.
Densitatea curentului de probabilitate este:

j =
~
2mi

�
u�
du

dx
� udu

�

dx

�
=
~k
m
jA1j2 = v jA1j2 (4.211)

Solu̧tiile de mai sus nu pot reprezenta o stare real¼a a particulei deoarece
nu sunt integrabile în modul p¼atrat.
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Se pot construi şi alte solu̧tii ale ecua̧tiei particulei libere. Astfel
putem s¼a consider¼am o suprapunere de un num¼ar �nit de unde de Broglie:

	(~r; t) =

nX
j=1

Aje
i
~ (pxjx�Ejt) (4.212)

Funçtia de mai sus nu mai este ataşat¼a unei valori bine determinate a
impulsului şi nici a energiei. Funçtia construit¼a dintr-un num¼ar �nit de
unde de Broglie este neintegrabil¼a în modul p¼atrat şi reprezint¼a o stare
ideal¼a.
Pentru descrierea unei st¼ari reale a particulei trebuie considerat¼a o

suprapunere continu¼a de unde de Broglie:

	(x; t) =
1p
2�~

Z
'(p)e

i
~ (pxx�Et)dp (4.213)

Aceast¼a funçtie este un pachet de unde de Broglie. Pachetul de unde
este caracterizat de funçtia '(p). Impulsul nu mai este bine determinat
chiar dac¼a funçtia '(p) poate avea valori diferite de zero într-un interval
din jurul unei valori p0.

4.4.2 Groapa de poteņtial cu perȩti in�ni̧ti

S¼a consider¼am c¼a particula se a�¼a într-o grop¼a de poteņtial cu perȩti
in�ni̧ti (Fig.4.5):

V (x) =

�
1 pentru x < 0 şi x > 0
0 pentru x 2 [0; a]

(4.214)

Aceasta înseamn¼a c¼a particula se poate deplasa liber între 0 şi a dar nu
poate dep¼aşi aceste limite oricât de mare ar � energia sa. Cum particula
se a�¼a doar în interiorul gropii de poteņtial, în exteriorul ei 	(x; t) = 0:
Atunci şi u (x) = 0 în afara gropii de poteņtial.
Deoarece funçtia u(x) trebuie s¼a îndeplineasc¼a condi̧tia de continui-

tate, rezult¼a c¼a u(0) = u(a) = 0. Ecua̧tia Schrödinger atemporal¼a este
pentru x 2 [0; a]:

d2u (x)

dx2
+
2m

~2
Eu (x) = 0 (4.215)

Not¼am k2 =
2mE

~2
şi ecua̧tia (4.215) devine:
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Figura 4.5: Groapa de potenţial cu perȩti in�ni̧ti

d2u(x)

dx2
+ k2u(x) = 0 (4.216)

Solu̧tia general¼a a ecua̧tiei de mai sus este:

u(x) = A sin kx+B cos kx (4.217)

Ea trebuie s¼a îndeplineasc¼a condi̧tiile de continuitate:

lim
x!0
x<0

u (x) = lim
x!0
x>0

u (x)

lim
x!a
x<a

u (x) = lim
x!a
x>a

u (x)

Rezult¼a:

B cos 0 = 0 (4.218)

A sin ka = 0 (4.219)

Din ecua̧tia (4.218) rezult¼a B = 0 , iar din (4.219)

ka =

r
2mE

~
a = n� ; n = 1; 2; 3::: (4.220)
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de unde:

En =
n2�2~2

2ma2
; n = 1; 2; 3::: (4.221)

Se constat¼a c¼a valorile pe care le poate lua energia sunt cuanti�cate.
Pentru n = 1 se ob̧tine cea mai mic¼a valoare pentru energia pe care o
poate avea particula. Starea care are energie minim¼a poart¼a numele de
stare fundamental¼a.
Funçtiile proprii ale energiei:

u(x) = A sin kx = A sin
n�

a
x (4.222)

pot � normate:

aZ
0

ju(x)j2 dx = 1 (4.223)

Rezult¼a:

A2
aZ
0

sin2
n�

a
xdx = 1

De aici:

jAj =
r
2

a
(4.224)

Atunci, funçtiile proprii ale energiei pân¼a la un factor de faz¼a sunt:

un (x) =

r
2

a
sin
n�

a
(4.225)

Astfel, st¼arile sta̧tionare sunt caracterizate de funçtiile de und¼a:

	n (x; t) =

r
2

a

�
exp

�
�iEnt

~

��
sin
n�

a
(4.226)
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Figura 4.6: Treapta de potenţial

4.4.3 Treapta de poteņtial

Fie o particul¼a de mas¼a m care se mi̧sc¼a în sensul axei Ox într-un
câmp de foŗte conservativ care deriv¼a dintr-o energie poteņtial¼a de forma
(Fig.4.6):

V (x)

�
0 ; x < 0
V0 ; x � 0 (4.227)

Conform mecanicii clasice, particula va � re�ectat¼a pe treapta de
poteņtial dac¼a E < V0 şi va trece peste aceasta dac¼a E > V0. Deoarece
poteņtialul este independent de timp, mi̧scarea particulei de energie E
este descris¼a de funçtii de forma:

	(x; t) = u(x)e�
iEt
h (4.228)

unde u(x) este solu̧tie a ecua̧tiei Schrödinger atemporale. Vom considera
dou¼a cazuri:
1) Energia particulei este mai mic¼a decât în¼aļtimea treptei de poteņtial

E < V0.
Ecua̧tia Schrödinger în cele dou¼a regiuni este:

d2u (x)

dx2
+
2m

~2
Eu (x) = 0 pentru x < 0 (4.229)

du2 (x)

dx2
� 2m
~2
[V0 � E]u (x) = 0 pentru x > 0 (4.230)

Notând:
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k1 =

r
2mE

~2
(4.231)

k2 =

s�
2m

~2
(V0 � E)

�
(4.232)

se ob̧tin ecua̧tiile:

d2u(x)

dx2
+ k21u(x) = 0 pentru x < 0 (4.233)

d2u(x)

dx2
� k22u(x) = 0 pentru x > 0 (4.234)

Solu̧tia u (x) a ecua̧tiei Schrödinger atemporale are dou¼a expresii pe
cele dou¼a intervale:

u1(x) = Ae
ik1x +Be�ik1x pentru x < 0 (4.235)

u2(x) = Ce
k2x +De�k2x pentru x > 0 (4.236)

Pentru ca funçtia u2 (x) s¼a �e m¼arginit¼a este necesar ca C = 0.
Rezult¼a:

u2(x) = De
�k2x pentru x > 0 (4.237)

Funçtia u (x) precum şi prima sa derivat¼a trebuie s¼a �e continue în
punctul x = 0:

u1(0) = u2(0) (4.238)

du1(x)

dx

����
x=0

=
du2(x)

dx

����
x=0

(4.239)

Ţinând cont de rela̧tiile (4.235) şi (4.237) se ob̧tine sistemul de ecua̧tii:

A+B = D (4.240)

A�B = ik2
k1
D (4.241)
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Condi̧tiile (4.239) şi (4.239) sunt îndeplinite pentru toate valorile en-
ergiei E astfel c¼a spectrul este continuu. Din (4.240) şi (4.241) rezult¼a:

A =
k1 + ik2
2k1

D (4.242)

B =
k1 � ik2
2k1

D (4.243)

Densitatea de curent de probabilitate în regiunea x < 0 este:

j =
~
2im

�
u�1(x)

du1(x)

dx
� u1(x)

du�1
dx

�
=
~
m
k1
�
jAj2 � jBj2

�
(4.244)

Revenind la funçtia u1 (x) dat¼a de rela̧tia (4.235) se observ¼a c¼a primul
termen Aeik1x, în zona x < 0 corespunde unei unde plane incidente, iar
al doilea termen Be�ik1x corespunde unei unde plane re�ectate. Astfel,
densitatea curentului de probabilitate poate �descompus¼a în doi termeni:
a) densitatrea curentului de probabilitate incident:

jinc =
~k1
m
jAj2 (4.245)

b) densitatea curentului de probabilitate re�ectat:

jref =
~k1
m
jBj2 (4.246)

Coe�cientul de re�exie, ţinând cont de (4.245), (4.246), (4.242) şi
(4.243) este:

R =
jref
jinc

=
jBj2

jAj2
= 1 (4.247)

Densitatea de curent de probabilitate în regiunea x > 0 este:

j =
~
2im

�
u�2(x)

du2(x)

dx
� u2(x)

du�2
dx

�
= 0 (4.248)

Rezult¼a c¼a are loc o re�exie total¼a pe treapta de poteņtial. Rezul-
tatul este în concordaņt¼a cu cel ob̧tinut în mecanica clasic¼a. Totuşi în
regiunea x > 0 exist¼a o probabilitate de localizare a particulei care scade
exponeņtial cu distaņta:
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P (x) = ju2j2 = D2e�2k2x (4.249)

Fenomenul poart¼a numele de penetrare a treptei de poteņtial şi este
în contradiçtie cu prediçtiile mecanicii clasice. Fenomenul este de natur¼a
pur cuantic¼a.
2) Energia particulei este mai mare decât în¼aļtimea treptei de poteņtial

E > V0
Ecua̧tia Schrödinger în cele dou¼a regiuni este dat¼a ca şi în cazul an-

terior de expresiile (4.229) şi (4.230). Notând:

k1 =

r
2mE

~2
(4.250)

k2 =

s�
2m

~2
(E � V0)

�
(4.251)

acestea devin:

d2u(x)

dx2
+ k21u(x) = 0 pentru x < 0 (4.252)

d2u(x)

dx2
+ k22u(x) = 0 pentru x > 0 (4.253)

Solu̧tiile ecua̧tiei în cele dou¼a regiuni sunt:

u1 = Ae
ik1x +Be�ik1x pentru x < 0 (4.254)

u2 = Ce
ik2x +De�ik2x pentru x > 0 (4.255)

unde A; B; C; D sunt constante de integrare. Vom considera c¼a particula
vine din regiunea negativ¼a a axei Ox. Din acest motiv în regiunea x > 0
exist¼a doar und¼a transmis¼a, astfel c¼a D = 0:
Condi̧tiile de continuitate sunt cele puse în cazul anterior: (4.238) şi

(4.239). Rezult¼a sistemul de ecua̧tii:

A+B = 0 (4.256)

k1(A�B) = Ck2 (4.257)
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Exprim¼am constantele B şi C în funçtie de A.

B =
k1 � k2
k1 + k2

A (4.258)

C =
2k1

k1 + k2
A (4.259)

Densitatea curentului de probabilitate în cele dou¼a regiuni este:
a) în regiunea x < 0

j1 =
~k1
m

�
jAj2 � jBj2

�
(4.260)

b) în regiunea x > 0

j2 =
~k2
m
jCj2 (4.261)

Dac¼a se ţine cont de rela̧tiile (4.258) şi (4.259) rezult¼a c¼a j1 = j2 adic¼a
densitatea curentului de probabilitate este aceiaşi de-a lungul întregii
axe Ox. Ca şi în cazul anterior se poate de�ni densitatea curentului de
probabilitate incident:

jinc =
~k1
m
jAj2 (4.262)

re�ectat:

jref =
~k2
m
jBj2 (4.263)

şi transmis:

jtrans =
~k2
m
jCj2 (4.264)

Coe�cientul de re�exie este:

R =
jref
jinc

=
jBj2

jAj2
=
(k1 � k2)2
(k1 + k2)2

=

h
1�

�
1� V0

E

� 1
2

i2
h
1 +

�
1� V0

E

� 1
2

i2 (4.265)

Coe�cientul de transmisie este:



279

Figura 4.7: Bariera de potenţial

T =
jtrans
jinc

=
k2
k1

jCj2

jAj2
=

4k1k2
(k1 + k2)2

=
4
�
1� Vo

E

�h
1 +

�
1� Vo

E

� 1
2

i2 (4.266)

Se observ¼a c¼a:

R + T = 1 (4.267)

Se constat¼a c¼a o particul¼a cu energie mai mare decât în¼aļtimea treptei
de poteņtial se poate re�ecta (R 6= 0), transmisia ei �ind T < 1. Acest
rezultat difer¼a de cel clasic, conform c¼aruia o particul¼a având E > V0 va
trece sigur peste o treapt¼a de poteņtial.
Dac¼a particula vine dinspre treapta de poteņtial se g¼aseşte c¼a noii

coe�cieņti de re�exie şi transmisie sunt egali cu cei g¼asi̧ti în cazul anterior.
Aceasta înseamn¼a c¼a re�exia paŗtial¼a nu este datorat¼a unei creşteri în
valoare a energiei poteņtiale în direçtia mi̧sc¼arii ci este datorat¼a saltului
energiei poteņtiale.

4.4.4 Bariera de poteņtial

Vom considera mi̧scarea unei particule în cazul în care energia poteņtial¼a
are forma unei bariere dreptunghiulare (Fig. 4.7).
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V (x) =

8<:
0
V0
0

pentru x < 0
pentru 0 6 x 6 a
pentru x > a

(4.268)

Conform mecanicii clasice, o particul¼a de energie total¼a E, incident¼a
pe aceast¼a barier¼a, va � re�ectat¼a întotdeauna dac¼a E < V0 şi transmis¼a
dac¼a E > V0: În regiunile x < 0 şi x > a particula este liber¼a iar ecua̧tia
Schrödinger este:

d2u(x)

dx2
+
2m

~2
Eu(x) = 0 (4.269)

Punând k21 =
2m

~2
E solu̧tiile ecua̧tiei în cele dou¼a regiuni sunt:

u1 (x) = Ae
ik1x +Be�ik1x pentru x < 0 (4.270)

u3 (x) = Ce
ik1x pentru x > a (4.271)

Solu̧tia în regiunea x > a nu coņtine und¼a re�ectat¼a deoarece am con-
siderat c¼a particula vine din regiunea negativ¼a spre bariera de poteņtial.
Densitatea curentului de probabilitate în regiunea x < 0 este:

j1 = jinc � jrefl =
~k1
m

�
jAj2 � jBj2

�
(4.272)

şi în regiunea cu x > a este:

j3 =
~k1
m
jCj2 (4.273)

Consider¼am cazul în care energia particulei este mai mic¼a decât în¼aļti-
mea barierei de poteņtial, adic¼a E < V0. Ecua̧tia Schrödinger în inter-
valul x 2 (0; a) este:

du2 (x)

dx2
� 2m
~2
[V0 � E]u (x) = 0 (4.274)

Notând cu:

k22 =
2m(V0 � E)

~2
(4.275)

solu̧tia ecua̧tiei în aceast¼a regiune este:
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u2(x) = Fe
k2x +Ge�k2x (4.276)

Din condi̧tiile de continuitate şi derivabilitate puse în punctul x = 0

u1(0) = u2(0) (4.277)

du1
dx

����
x=0

=
du2
dx

����
x=0

(4.278)

rezult¼a ecua̧tiile:

A+B = F +G (4.279)

ik1(A�B) = k2(F �G) (4.280)

Din condi̧tiile de continuitate şi derivabilitate puse în punctul x = a:

u2(a) = u3(a) (4.281)

du2
dx

����
x=a

=
du3
dx

����
x=a

(4.282)

rezult¼a ecua̧tiile:

Fek2a +Ge�k2a = Ceik1a (4.283)

k2
�
Fek2a �Ge�k2a

�
= iCk1e

ik1a (4.284)

Din (4.279) şi (4.280) se ob̧tine:

F =
1

2

�
1 + i

k1
k2

�
A+

1

2

�
1� ik1

k2

�
B (4.285)

G =
1

2

�
1� ik1

k2

�
A+

1

2

�
1 + i

k1
k2

�
B (4.286)

Din 4.283 şi 4.284 rezult¼a:

F =
1

2

�
1 + i

k1
k2

�
Ceik1ae�k2a (4.287)
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G =
1

2

�
1� ik1

k2

�
Ceik1aek2a (4.288)

Din (4.285) şi (4.286) se ob̧tine:

�
1 + i

k1
k2

�
Ceik1ae�k2a =

�
1 + i

k1
k2

�
A+

�
1� ik1

k2

�
B (4.289)

Din (4.286) şi (4.287) se ob̧tine:

�
1� ik1

k2

�
Ceik1aek2a =

�
1� ik1

k2

�
A+

�
1 + i

k1
k2

�
B (4.290)

Coe�cientul de transmisie este:

T =
jtrans
jinc

=
jCj2

jAj2
(4.291)

Din ecua̧tiile (4.289) şi (4.290) se va calcula raportul C=A:

C

A
=

4ik1k2
(k2 + ik1)2e�k2a � [(k2 � ik1)2ek2a]

e�ik1a

C

A
=

4ik1k2
k22(e

�k2a � ek2a)� k21(e�k2a � ek2a) + 2ik1k2(e�k2a + ek2a)
e�ik1a

Vom exprima acest raport cu ajutorul funçtiilor hiperbolice:

sinh x =
ex � e�x

2

coshx =
ex + e�x

2

C

A
=

2ik1k2e
�ik1a

�(k22 � k21) sinh k2a+ 2ik1k2 cosh k2a
(4.292)

Atunci, coe�cientul de transmisie este:
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T =

����CA
����2 = 4k21k

2
2

(k22 � k21)2 sinh2 k2a+ 4k21k22 cosh2 k2a
Deoarece 1 + sinh2 k2a = cosh

2 k2a

T =
4k21k

2
2

(k22 + k
2
1)
2 sinh2 k2a+ 4k21k

2
2

(4.293)

Deoarece:

k21 + k
2
2 =

2mV0
~2

k21k
2
2 =

4m2

~4
E(V0 � E)

coe�cientul de transmisie pentru bariera de poteņtial devine:

T =
4E (V0 � E)

V 20 sinh
2 k2a+ 4E(V0 � E)

(4.294)

Coe�cientul de re�exie este:

R = 1� T = V 20 sinh
2 k2a

V 20 sinh
2 k2a+ 4E(V0 � E)

(4.295)

Ecua̧tiile de mai sus conduc la concluzia c¼a o particul¼a are o anu-
mit¼a probabilitate de a "trece printr-o barier¼a". Din punct de vedere
al mecanicii clasice, bariera de poteņtial este complet opac¼a. Efectul de
penetrare a unei bariere de c¼atre o particul¼a este numit efect tunel. Pe
baza acestui efect este explicat¼a emisie � din nuclee precum şi emisie
autoelectronic¼a.
În cazul când E � V0

T ' 4E(V0 � E)
V 20 sinh

2 k2a+ 4E(V0 � E)
' 4E(V0 � E)
V 20 sinh

2 k2a

Când k2a� 1:

sinh2 k2a '
e2k2a

4
� 1

Coe�cientul de transmisie devine:
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Figura 4.8: Barier¼a de potenţial de o form¼a oarecare

T ' 16E(V0 � E)
V 20

e�2k2a � 1 (4.296)

Cazul unei bariere de potenţial de o form¼a arbitrar¼a
Consider¼am o barier¼a de poteņtial ca în Fig.4.8.
Împ¼aŗtim domeniul în intervale �xi = xi+1 � xi astfel încât s¼a con-

sider¼am trecerea particulei printr-o succesiune de bariere de poteņtial.
Alegem �xi astfel încât:r

2m(Vi � E)
h2

�xi � 1 (4.297)

Astfel, coe�cientul de transmisie pentru bariera de l¼a̧time �xi poate
� aproximat cu:

Ti = 16
E(Vi � E)

V 2i
e�

1
~

p
8m(Vi(x)�E)�xi

Exponeņtiala este factorul predominant, astfel încât:

Ti � exp
�
�1
~
p
8m(Vi(x)� E)�xi

�
(4.298)

Atunci

T = �iTi = �ie
� 1
~

p
8m(Vi(x)�E)�xi = e�

1
~
P
i

p
8m(Vi(x)�E)�xi
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F¼acând ca num¼arul de intervale în care este împ¼aŗtit domeniul bari-
erei s¼a tind¼a spre in�nit în rela̧tia de mai sus suma se înlocuieşte cu o
integral¼a. Se ob̧tine:

T = T0 exp

0@�1
~

bZ
a

p
8m(V (x)� E)dx

1A (4.299)

unde T0 este constant¼a.

4.5 Oscilatorul armonic liniar

Oscilatorul liniar este un sistem ideal care const¼a dintr-o particul¼a de
mas¼a m, de dimensiuni neglijabile, ce se poate deplasa sub in�ueņta unei
foŗte elastice dirijat¼a dup¼a o ax¼a:

F = �kx (4.300)

unde k este constanta de elasticitate. Deoarece foŗtele elastice sunt con-
servative ele deriv¼a dintr-o energie poteņtial¼a de forma:

V (x) =
kx2

2
(4.301)

O astfel de energie poteņtial¼a este foarte important¼a deoarece poate �
utilizat¼a în aproximarea energiilor poteņtiale în vecin¼atatea unei pozi̧tii
de echilibru stabil. În pozi̧tia de echilibru stabil energia poteņtial¼a a
sistemului este minim¼a. Considerând pozi̧tia de echilibru ca �ind originea
sistemului de cooordonate se dezvolt¼a V (x) în serie Taylor în jurul acestui
punct:

V (x) = V (0) + x
dV

dx

����
x=0

+
1

2
x2
d2V

dx2

����
x=0

(4.302)

Deoarece în x = 0 energia poteņtial¼a are un minim, atunci
dV

dx

����
x=0

=

0: Alegând V (0) = 0 (prin aceasta se �xeaz¼a nivelul de zero al energiei
poteņtiale) atunci (4.302) devine:

V (x) =
1

2
x2
d2V

dx2

����
x=0

(4.303)
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adic¼a energia poteņtial¼a este de forma dat¼a de (4.301).
Ecua̧tia Schrödinger atemporal¼a este:

� ~
2

2m

d2u

dx2
+
kx2

2
u = Eu (4.304)

Punând k = m!2 ecua̧tia (4.304) devine:

d2u

dx2
+
2m

~2

�
E � m!

2x2

2

�
u = 0 (4.305)

Efectu¼am schimbarea de variabil¼a:

� = �x (4.306)

Ecua̧tia (4.305) devine:

d2u

d�2
+

�
2mE

~2�2
� m

2!2

~2�4
�2
�
u = 0 (4.307)

Punem condi̧tia ca valoarea coe�cientului lui �2 s¼a �e 1. Rezult¼a:

� =

r
m!

~
(4.308)

Not¼am:

� =
2mE

~2�2
=
2E

~!
(4.309)

Ecua̧tia (4.307) devine:

d2u

d�2
+
�
�� �2

�
u = 0 (4.310)

Pentru studierea comport¼arii asimptotice (pentru valori mari ale vari-
abilei x; şi deci şi a variabilei �), not¼am �2 = v: Astfel:

du

d�
=
du

dv

dv

d�
= 2�

du

dv
= 2

p
v
du

dv

d2u

d�2
= 2

du

dv
+ 4v

d2u

dv2

Ecua̧tia (4.310) devine:
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4v
d2u

dv2
+ 2

du

dv
+ (�� v)u = 0 (4.311)

sau prin împ¼aŗtire la v se ob̧tine:

4
d2u

dv2
+
2

v

du

dv
+

�
�

v
� 1
�
u = 0 (4.312)

Vom considera aceast¼a ecua̧tie în regiunea asimptotic¼a pentru x foarte
mare. Atunci şi variabila v este foarte mare astfel c¼a vom neglija termenii
ce-l coņtin pe v la numitor. În aceast¼a regiune, ecua̧tia devine:

4
d2u

dv2
� u = 0 (4.313)

Ecua̧tia are solu̧tia:

u(v) = Ae�
v
2 +Be

v
2

Deoarece solu̧tia trebuie s¼a �e m¼arginit¼a B = 0 şi rezult¼a:

u = Ae�
v
2 = Ae�

�2

2 (4.314)

Din aceast motiv pentru ecua̧tia (4.312) vom c¼auta o solu̧tie de tipul:

u(�) = e�
�2

2 H(�) (4.315)

Atunci:

du

d�
= ��e�

�2

2 H(�) + e�
�2

2
dH(�)

d�

d2u

d�2
= (�2 � 1)e�

�2

2 H(�)� 2�e�
�2

2
dH(�)

d�
+ e�

�2

2
d2H(�)

d�2

Rezult¼a astfel ecua̧tia pentru H(�):

d2H(�)

d�2
� 2� dH(�)

d�
+ (�� 1)H(�) = 0 (4.316)

Deoarece energia poteņtial¼a este o funçtie simetric¼a V (x) = V (�x),
funçtiile proprii trebuie s¼a aib¼a o paritate bine determinat¼a. Vom discuta
cele dou¼a cazuri separat.
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Alegem pentru solu̧tia par¼a H(�) o serie care coņtine numai puteri
pare ale lui �:

H(�) =
1X
k=0

ak�
2k (4.317)

Se înlocuieşte (4.317) în (4.316) şi se ob̧tine:

1X
k=0

2k(2k � 1)ak�2(k�1) �
1X
k=0

4kak�
2k +

1X
k=0

(�� 1)ak�2k = 0 (4.318)

1X
k=0

[2(k + 1)(2k + 1)ak+1 � (4k + 1� �) ak] �2k = 0 (4.319)

Ecua̧tia este satisf¼acut¼a dac¼a coe�cieņtii �ec¼arei puteri se anuleaz¼a.
Se ob̧tine astfel o rela̧tie de recureņt¼a între coe�cieņtii seriei:

ak+1 =
4k + 1� �

2(k + 1)(2k + 1)
ak (4.320)

Dac¼a a0 6= 0, to̧ti coe�cieņtii pot � determina̧ti. Problema care se
pune este aceea a convergeņtei seriei. Dac¼a seria are un num¼ar in�nit de
termeni se observ¼a c¼a pentru valori mari ale lui k

ak+1
ak

=
4k + 1� �

2(k + 1)(2k + 1)
! 1

k + 1
(4.321)

Seria are în regiunea asimptotic¼a o comportare asem¼an¼atoare cu cea
a seriei care se ob̧tine prin dezvoltarea funçtiei exp �2:

e�
2

= 1 +
�2

1!
+
�4

2!
+ :::+

�2k

k!
+ ::

deoarece raportul coe�cieņtilor puterilor �2(k+1) şi �2k este tot 1= (k + 1).
Atunci, în domeniul asimptotic solu̧tia ar � de forma:

u (�) = e�
�2

2 e�
2

= e
�2

2 (4.322)

şi nu ar mai îndeplini condi̧tia de m¼arginire.
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Din acest motiv este necesar ca la un moment dat unul din termenii
seriei s¼a devin¼a nul. Aceasta face ca restul termenilor seriei s¼a �e nuli.
În acest fel seria se transform¼a într-un polinom. Fie N ordinul ultimului
termen al seriei diferit de zero şi N + 1 ordinul primului termen nul.
Pentru aceasta este necesar ca:

4N + 1� � = 0

Rezult¼a:

� = 4N + 1 ; N = 0; 1; 2; 3; ::: (4.323)

Astfel, �ec¼arei valori a lui N îi corespunde o valoare par¼a a funçtiei
H(�).
Pentru solu̧tia impar¼a se alege:

H(�) =
1X
k=0

bk�
2k+1 (4.324)

care înlocuit¼a în (4.316) d¼a:

1X
k=0

[2(k + 1)(2k + 3)bk+1 � (4k + 3� �) bk] �2k+1 = 0 (4.325)

Rezult¼a rela̧tia între coe�cieņti:

bk+1 =
4k + 3� �

2(k + 1)(2k + 3)
bk (4.326)

Ca şi în cazul anterior pentru a � realizat¼a condi̧tia de m¼arginire este
nevoie ca seria s¼a devin¼a un polinom, adic¼a de la un anumit grad încolo
coe�cieņtii s¼a �e nuli. Considerând c¼a pentru k = N se ob̧tine ultimul
termen diferit de zero, este necesar ca

� = 4N + 3 ; N = 0; 1; 2; 3; ::: (4.327)

Pentru aceste valori ale lui � solu̧tia ecua̧tiei Schrödinger este impar¼a.
Din rela̧tiile (4.323) şi (4.327) rezult¼a c¼a � trebuie s¼a �e de forma:

� = 2n+ 1 ; n = 0; 1; 2; 3; ::: (4.328)
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Paritatea solu̧tiei este dat¼a de paritatea num¼arului n. Ţinând cont de
expresia lui � dat¼a de rela̧tia (4.309) se ob̧tin urm¼atoarele valori permise
pentru energia oscilatorului armonic:

En =

�
n+

1

2

�
~! (4.329)

Nivelele energetice sunt echidistante:

�E = En+1 � En = ~! (4.330)

Chiar pentru n = 0 oscilatorul armonic liniar are o energie E0 = 1
2
~!

diferit¼a de zero. Valoarea acestei energii a nivelului fundamental poart¼a
denumirea de energie de zero a oscilatorului armonic liniar. Aceast¼a en-
ergie este corelat¼a direct cu principiul de nedeterminare Heisenberg. În
mecanica clasic¼a energia cea mai joas¼a ar � zero care corespunde par-
ticulei a�at¼a în origine. Acest lucru este imposibil conform rela̧tiilor de
nedeterminare Heisenberg.
Funçtiile proprii ale energiei sunt de forma:

u(�) = Nne
� �2

2 Hn(�) (4.331)

unde Hn(�) este un polinom de gradul n care satisface ecua̧tia:

d2H(�)

d�2
� 2� dH(�)

d�
+ 2nH(�) = 0 (4.332)

Polinoamele care satisfac ecua̧tia (4.332) poart¼a numele de polinoame
Hermite. Ele sunt de�nite pân¼a la o constant¼a multiplicativ¼a arbitrar¼a.
Constanta se alege în aşa fel înc¼at cea mai mare putere �2n ce apare în
H(�) s¼a aib¼a coe�cientul 2n: Exist¼a mai multe moduri de a determina
polinoamele Hermite.
a) Polinoamele Hermite sunt generate astfel:

Hn(�) = (�1)ne�
2 dn(e��

2
)

d�n
(4.333)

Se ob̧tin polinoamele:

H0(�) = 1
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H1(�) = 2�

H2(�) = 4�
2 � 2

H3(�) = 8�
3 � 12�

b) Polinoamele Hermite pot � determinate pornind de la funçtia ge-
neratoare:

S(s; �) = e�s
2+2s� =

1X
n=0

Hn(�)

n!
sn (4.334)

Aceasta înseamna c¼a dac¼a funçtia exp (�s2 + 2s�) se dezvolt¼a în serie
dup¼a puterile lui s, coe�cieņtii puterilor lui s sunt 1=n! din polinoamele
Hermite.
a) Pentru calculul diferitelor polinoame Hermite, se poate utiliza o

formul¼a de recureņt¼a. Astfel:

Hn+1(�) = (�1)n+1e�
2 dn+1

d�n+1

�
e��

2
�
= �(�1)ne�2 d

n+1

d�n+1

�
e��

2
�

dn+1

d�n+1

�
e��

2
�
=
dn

d�n

�
d

d�
e��

2

�
= �2 d

n

d�n

�
�e��

2
�

unde:

dn

d�n

�
�e��

2
�
= �

dn

d�n

�
e��

2
�
+ n

dn�1

d�n�1

�
e��

2
�

Rezult¼a:

dn+1

d�n+1

�
e��

2
�
= �2

�
�
dn

d�n

�
e��

2
�
+ n

dn�1

d�n�1

�
e��

2
��

Atunci:

Hn+1(�) = 2�(�1)ne�
2 dn

d�n

�
e��

2
�
� 2n(�1)n

�
dn�1

d�n�1

�
e��

2
��
e�

2
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Hn+1(�) = 2�Hn(�)� 2nHn�1(�) (4.335)

Funçtiile proprii ale ecua̧tiei Schrödinger posed¼a proprietatea de or-
togonalitate în intervalul (�1;+1).
Pornind de la expresia funçtiilor proprii ale energiei dat¼a de formula

(4.331) unde � = �x atunci:

u(x) = Nne
��x2

2 Hn(�x) (4.336)

Condi̧tia de normare este:Z 1

�1
jun (�x)j2 dx = 1 (4.337)

Aceasta înseamn¼a c¼a:

jNnj2

�

Z 1

�1
e�

�2

2 Hn(�)d� = 1 (4.338)

Consider¼am dou¼a funçtii generatoare ale polinoamelor Hermite:

S(s; �) = e�s
2+2s� =

1X
n=0

sn

n!
Hn(�) (4.339)

S(t; �) = e�t
2+2t� =

1X
m=0

tm

m!
Hm(�) (4.340)

Se înmuļtesc rela̧tiile (4.339) şi (4.340) şi se ob̧tine:

S(s; �)S(t; �) = e�s
2+2s�e�t

2+2t� =
1X
n=0

1X
m=0

sn

n!

tm

m!
Hn(�)Hm(�) (4.341)

Se înmuļteşte egalitatea cu e��
2
şi se integreaz¼a intre �1 şi 1.

Z 1

�1
e��

2

S(s; �)S(t; �)d� =

1X
n=0

1X
m=0

sn

n!

tm

m!

Z 1

�1
e��

2

Hn(�)Hm(�)d�

(4.342)
Integrala din stânga este:
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Z 1

�1
e��

2

S(s; �)S(t; �)d� =

Z 1

�1
e��

2+2(s+t)��(s+t)2e2std�

Z 1

�1
e��

2

S(s; �)S(t; �)d� = e2st
Z 1

�1
e�(��s�t)

2

d (� � s� t) = e2st
p
�

Z 1

�1
e��

2

S(s; �)S(t; �)d� =
p
�

1X
n=0

(2st)n

n!

Astfel:

p
�

1X
n=0

(2st)n

n!
=

1X
n=0

1X
m=0

sn

n!

tm

m!

Z 1

�1
e��

2

Hn(�)Hm(�)d� (4.343)

Rezult¼a: Z 1

�1
e��

2

Hn(�)Hm(�)d� = 0

dac¼a n 6= m şi: Z 1

�1
e��

2

H2
n(�)d� = 2

nn!
p
� (4.344)

dac¼a n = m.
Din (4.338) şi (4.344) rezult¼a:

Nn =

s
�p
�2nn!

(4.345)

Vom realiza o compara̧tie a comport¼arii unui oscilator clasic cu ener-
gia E şi a unui oscilator cuantic cu aceiaşi energie.

Un oscilator clasic are energia E =
m!2x20
2

unde x0 reprezint¼a am-

plitudinea mi̧sc¼arii. Oscilatorul clasic se deplaseaz¼a doar între punctele
x0 şi �x0: Probabilitatea de a g¼asi o particul¼a între coordonatele x şi
x + dx este egal¼a cu raportul dintre timpul în care particula se a�¼a în
acel interval şi perioad¼a:
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P (x) dx =
2dx

Tv
(4.346)

Pentru a exprima aceast¼a probabilitate vom ţine cont c¼a din ecua̧tia
de mi̧scare x = x0 sin!t şi din v = x0! cos!t rezult¼a:

x2

x20
+

v2

x20!
2
= 1 (4.347)

Din acest¼a rela̧tie se a�¼a v care se introduce în (4.346) şi rezult¼a:

P (x) dx =
1

�
p
x20 � x2

dx (4.348)

Trecând la variabila � = �x şi ţinând cont c¼a:

P (x)dx = P (�) d�

densitatea de probabilitate de localizare în variabila � este:

P (�) =
1

�
p
�20 � �2

(4.349)

Pentru a putea reprezenta aceast¼a densitate de probabilitate trebuie
s¼a vedem care este valoarea lui �0 pentru diferitele energii pe care le poate
avea oscilatorul cuantic (compara̧tia trebuie facut¼a între oscilatori care
au aceiaşi energie). Atunci:�

n+
1

2

�
~! =

m!2x20
2

=
m!2�20
2�2

=
~!�20
2

de unde rezult¼a

�0 =
p
2n+ 1 (4.350)

În Fig. 4.9 sunt reprezentate densit¼a̧tile de probabilitate funçtie de
pozi̧tia oscilatorului în cazul clasic şi cuantic. Astfel, pentru cazul st¼arii
fundamentale densitatea de probabilitate cuantic¼a este maxim¼a în x = 0,
în timp ce particula clasic¼a are densitatea de probabilitate minim¼a. Pe
m¼asur¼a ce n creşte acordul între densit¼a̧tile de probabilitate clasic¼a şi
cuantic¼a se îmbun¼at¼a̧teşte.
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Figura 4.9: Comparaţie între densitatea de probabilitate clasic¼a şi cuantic¼a
pentru diverse valori ale lui n (n = 0 cazul a, n = 1 cazul b, n = 2 cazul c,
n = 3 cazul d)
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4.6 Momentul cinetic

4.6.1 Momentul cinetic orbital

S¼a consider¼am o particul¼a de mas¼a m. Se noteaz¼a cu ~p impulsul ei şi
cu ~r vectorul de pozi̧tie în raport cu originea �x¼a O . În mecanica clasic¼a
momentul cinetic se de�neşte astfel:

~l = ~r � ~p =

������
~i ~j ~k
x y z
px py pz

������ (4.351)

În mecanica cuantic¼a operatorul ataşat momentului cinetic orbital se
noteaz¼a cu ~L; componentele sale se ob̧tin înlocuind variabilele clasice x;
y; z; px ; py; pz; cu operatorii ataşa̧ti acestora. Se ob̧tine:

Lx = Y Pz � ZPy ! Lx = �i~
�
y
@

@z
� y @

@y

�
(4.352)

Ly = ZPx �XPz ! Ly = �i~
�
z
@

@x
� x @

@z

�
(4.353)

Lz = XPy � Y Px ! Lz = �i~
�
x
@

@y
� y @

@x

�
(4.354)

Pe scurt putem nota:

~L = �i~(~r �r) (4.355)

P¼atratului momentului cinetic l2 = l2x+l
2
y+l

2
z îi corespunde operatorul:

L2 = L2x + L
2
y + L

2
z (4.356)

În cazul aplica̧tiilor este nevoie s¼a exprim¼am operatorul moment ci-
netic în coordonate sferice (r; �; '):8<:

x = r sin � cos'
y = r sin � sin'
z = r cos �

(4.357)

Rezult¼a:
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r =
p
x2 + y2 + z2 (4.358)

� = arctan

p
x2 + y2

z
(4.359)

' = arctan
y

x
(4.360)

Atunci:

@

@x
=
@r

@x

@

@r
+
@�

@x

@

@�
+
@'

@x

@

@'

Dar din (4.358), (4.359), (4.360) rezult¼a:

@r

@x
=

xp
x2 + y2 + z2

=
x

r
(4.361)

@�

@x
=

xz

r2
p
x2 + y2

=
cos � cos'

r
(4.362)

@'

@x
= � y

x2 + y2
= � sin'

r sin �
(4.363)

Atunci:

@

@x
=
x

r

@

@r
+
cos � cos'

r

@

@�
� sin'

r sin �

@

@'

În acelaşi mod se calculeaz¼a şi celelalte derivate paŗtiale @=@y şi @=@z.
Rezult¼a:

Lx = i~
�
sin'

@

@�
+ ctg� cos'

@

@'

�
(4.364)

Ly = �i~
�
cos'

@

@�
� ctg� sin' @

@'

�
(4.365)

Lz = �i~ @
@'

(4.366)

În plus operatorul p¼atratului momentului cinetic este:
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L2 = �~2
�
1

sin �

@

@�

�
sin �

@

@�

�
+

1

sin2 �

@2

@'2

�
(4.367)

Se observ¼a c¼a operatorii Lx; Ly; Lz sunt operatori unghiulari, care
nu açtioneaz¼a asupra coordonatei radiale. Prin urmare aceşti operatori
comut¼a cu orice operator care depinde de r:

[Lx; F (r)] = [Ly; F (r)] = [Lz; F (r)] =
h
~L; F (r)

i
= 0

Rela̧tiile dintre componente

Vom ar¼ata c¼a operatorii ataşa̧ti componentelor momentului cinetic nu
comut¼a între ei:

[Lx; Ly] = i~Lz (4.368)

[Ly; Lz] = i~Lx (4.369)

[Lz; Lx] = i~Ly (4.370)

sau:
~L� ~L = i~~L (4.371)

Veri�c¼am prima rela̧tie. Pentru aceasta vom ţine cont de rela̧tiile
de comutare dintre operatorii de pozi̧tie, operatorii impuls şi operatorii
pozi̧tie şi impuls. În plus ţinem cont de identit¼a̧tile:

[AB;C] = A[B;C] + [A;C]B

[A;BC] = B[A;C] + [A;B]C

Astfel:
[Lx; Ly] = [ypz � zpy; zpx � xpz]

[Lx; Ly] = [ypz; zpx]� [ypz; xpz]� [zpy; zpx] + [zpy; xpz]
Calcul¼am pe rând cei patru comutatori:

[ypz; zpx] = y[pz; zpx] + [y; zpx]pz = yz[pz; px] + y[pz; z]px = �i~ypx
[ypz; xpz] = y[pz; xpz] + [y; xpz]pz = yx[pz; pz] + y[pz; x]pz = 0

[zpy; zpx] = z[py; zpx] + [z; zpx]py = z[z; px]py + z[py; z]px = 0

[zpy; xpz] = z[py; xpz] + [z; xpz]py = x[z; pz]py + [z; x]pzpy = i~xpy
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Astfel:
[Lx; Ly] = i~[xpy � ypx] = i~Lz

În plus:
[Lx; L

2] = [Ly; L
2] = [Lz; L

2] = 0

Vom demonstra prima dintre aceste rela̧tii:

[Lx; L
2] = [Lx; L

2
x + L

2
y + L

2
z] = [Lx; L

2
x] + [Lx; L

2
y] + [Lx; L

2
z]

[Lx; L
2] = Lx[Lx; Lx] + [Lx; Lx]Lx + Ly[Lx; Ly] +

[Lx; Ly]Ly + Lz[Lx; Lz] + +[Lx; Lz]Lz

[Lx; L
2] = i~LyLz + i~LzLy � i~LzLy � i~LyLz = 0

În deducerea ultimelor rela̧tii nu s-a f¼acut apel la forma explicit¼a a
operatorilor Lx; Ly; Lz ci s-au folosit doar rela̧tiile de comutare dintre
aceştia.
Din rela̧tiile anterioare rezult¼a c¼a pot �g¼asite funçtiile proprii comune

ale lui L2 şi componentei Lz.

Valori şi funçtii proprii pentru L2şi Lz

Problema cu valori proprii asociat¼a operatorului L2 este:

L2Y = �~2Y (4.372)

S-a ales aceast¼a form¼a deoarece în L2 apare factorul ~2. Num¼arul �
este un num¼ar real adimensional. Ecua̧tia care trebuie rezolvat¼a este:�

1

sin �

@

@�

�
sin �

@

@�

�
+

1

sin2 �

@2

@'2

�
Y � �Y = 0 (4.373)

Intereseaz¼a doar solu̧tiile care satisfac condi̧tiile de derivabilitate şi
m¼arginire. Condi̧tia care opereaz¼a efectiv este condi̧tia de m¼arginire a
solu̧tiilor în punctele � = 0 şi � = �, puncte în care coe�cieņtii ecua̧tiilor
sunt singulari. Solu̧tiile exist¼a doar dac¼a � = l(l + 1) cu l = 0; 1; 2; :::
Funçtiile proprii sunt armonicele sferice.
Pentru m � 0:
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Ylm(�; ') = Plm(cos �)�m(') (4.374)

Indicele m ia valori întregi: m = 0; 1; 2; :::; l:

�m(') =
eim'p
2�

(4.375)

Notând w = cos �

Plm(w) = (�1)m
s
2l + 1

2

(l �m)!
(l +m)!

1

2ll!
(1� w2)n2 d

l+m

dwl+m
(w2 � 1)l (4.376)

Funçtiile Plm(W ) se numesc funçtii Legendre asociate.
Pentru cazul în care m � 0 adic¼a m = �l, �l + 1, .... , �2; �1 vom

ţine cont c¼a:

Ye;�m(�; ') = (�1)mY �em(�; ') (4.377)

Am preferat aceast¼a construçtie deoarece se evit¼a apari̧tia unor am-
biguit¼a̧ti în calculul funçtiilor sferice. Alte propiet¼a̧ti ale funçtiilor sferice
sunt:

Ylm (�; '+ 2�) = Ylm (�; ')

Ylm (� � �; '+ �) = (�1)l Ylm (�; ')

Yl0 (�; ') =

r
2l + 1

4�
Pl (cos �) (4.378)

unde Pl (x) reprezint¼a Polinoamele Legendre. Ele pot � calculate astfel:

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl
(x2 � 1)l (4.379)

Sunt valabile urm¼atoarele propriet¼a̧ti de ortonormare:

2�Z
0

��m(')�m0(')d' = �mm0 (4.380)
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�Z
0

Plm(cos �)Pl0m(cos �) sin(�)d� = �ll0 (4.381)

Atunci:

2�Z
0

�Z
0

Y �lm(�; ')Yl0m0(�; ') sin �d�d' = �ll0�mm0 (4.382)

Se observ¼a c¼a pentru �ecare valoare proprie l(l+1)~2 exist¼a un num¼ar
de 2l + 1 funçtii proprii independente.
Funçtiile sferice sunt funçtii ce formeaz¼a un sistem ortonormat com-

plet de funçtii de variabile � şi '. Orice funçtie ce depinde de � şi '
poate � dezvoltat¼a în funçtie de Ylm:
Deoarece L2 şi Ly comut¼a se constat¼a c¼a Ylm(�; ') sunt funçtii proprii

şi pentru Lz:

LzYlm = �i~
@Ylm
@'

= m~Ylm(�; ') (4.383)

În concluzie valorile proprii ale operatorului L2 sunt:

l(l + 1)~2 (4.384)

unde l poart¼a denumirea de num¼ar cuantic orbital iar valorile pe care le
poate lua sunt numere întregi: 0; 1; 2; 3; ::: Aceasta semni�c¼a faptul c¼a
m¼arimea momentului cinetic orbital este cuanti�cat¼a iar valoarea lui estep
l(l + 1)~.
Valorile proprii ale operatorului Lz sunt m~ unde m poart¼a numele

de num¼ar cuantic magnetic şi poate lua valorile întregi 0;�1; :::;�l; adic¼a
pentru un l dat exist¼a 2l+1 valori pentru acest num¼ar cuantic. Aceasta
semni�c¼a faptul c¼a pe lâng¼a m¼arimea momentului cinetic este cuanti�cat¼a
şi orientarea momentului cinetic (datorit¼a cuanti�c¼arii proieçtiei sale pe
o ax¼a).
Datorit¼a rela̧tiilor de comutare nu exist¼a funçtii proprii comune pen-

tru Lx şi Lz pentru Ly şi Lz:Rezult¼a c¼a funçtiile proprii de�nite anterior
nu sunt funçtii proprii pentru Lx şi Ly; dar exist¼a un set de funçtii proprii
comune pentru L2 şi Lz: Echivaleņta dintre toate direçtiile face posibil
s¼a consider¼am c¼a valorile proprii ale operatorilor Lx şi Ly sunt tot m~:
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4.6.2 Teoria general¼a a momentului cinetic

Spunem c¼a operatorul ~J reprezint¼a un moment cinetic dac¼a:
a) operatorii Jx, Jy, Jz sunt operatori hermitici şi sunt asocia̧ti cu

observabile reale.
b) este adev¼arat¼a rela̧tia:

~J � ~J = i~ ~J (4.385)

De�nind operatorul p¼atrat al momentului cinetic J2 = J2x + J
2
y + J

2
z

este adev¼arat¼a rela̧tia de comutare:�
Jz; J

2
�
= 0 (4.386)

fapt ce arat¼a c¼a operatorii Jz şi J2 vor avea un set comun de funçtii
proprii pe care le vom nota cu 	�m:

J2	�m = �~2	�m (4.387)

Jz	�m = m~	�m (4.388)

Valorile � şi m sunt legate între ele. Astfel:

J2	�m = J
2
x	�m + J

2
y	�m + J

2
z	�m

Atunci:

�
	�m; J

2	�m
�
=
�
	�m; J

2
x	�m

�
+
�
	�m; J

2
y	�m

�
+
�
	�m; J

2
z	�m

�
�
	�m; �~2	�m

�
= (Jx	�m; Jx	�m) + (Jy	�m; Jy	�m) + (Jz	�m; Jz	�m)

şi:

�~2 j	�mj2 � jJz	�mj2 = m2~2 j	�mj

Rezult¼a:

� � m2 (4.389)
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De�nim operatorii:

J+ = Jx + iJy (4.390)

J� = Jx � iJy (4.391)

unul �ind adjunctul celuilalt J+ = J+� , sau J� = J
+
+

Exist¼a o serie de rela̧tii pe care le satisfac aceşti operatori:

[Jz; J+] = ~J+ (4.392)

[Jz; J�] = �~J� (4.393)

[J+; J�] = 2~Jz (4.394)

�
J2; J�

�
= 0 (4.395)

Vom demonstra rela̧tia (4.392):

[Jz; J+] = [Jz; Jx + iJy] = [Jz; Jx] + i [Jz; Jy] = i~Jy + i (�i~Jx)

[Jz; J+] = Jx + iJy

Alte rela̧tii îndeplinite de aceşti operatori sunt:

J2 � J2z = J+J� � ~Jz (4.396)

J2 � J2z = J�J+ + ~Jz (4.397)

Vom demonstra rela̧tia (4.396):

J2 � J2z = J2x + J2y

J2 � J2z = J2x � iJxJy + iJxJy + J2z � iJyJx + iJyJx
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J2 � J2z = Jx (Jx � iJy) + iJy (Jx � iJy) + i (JxJy � JyJz)

J2 � J2z = (Jx + iJy) (Jx � iJy) + i [Jx; Jy] = J+J� � ~Jz

Deoarece [Jz; J+] = ~J+ , atunci:

JzJ+ � J+Jz = ~J+

şi:

JzJ+ = J+Jz + ~J+

JzJ+	�m = J+Jz	�m + ~J+	�m = J+m~	�m + ~J+	�m

JzJ+	�m = (m+ 1) ~J+	�m (4.398)

Astfel, J+	�m este o funçtie proprie a operatorului Jz c¼areia îi core-
spunde valoarea proprie (m+ 1) ~: Din acest motiv operatorul poart¼a
numele de operator de creştere. În mod analog se demonstreaz¼a c¼a:

JzJ�	�m = (m� 1) ~J�	�m (4.399)

Astfel, J�	�m este o funçtie proprie a operatorului Jz c¼areia îi core-
spunde valoarea proprie (m� 1) ~: Din acest motiv operatorul poart¼a
numele de operator de descreştere.

J2J�	�m = J�J
2	�m = �~2J�	�m (4.400)

deoarece [J2; J�] = 0. Atunci, J+	�m este o funçtie proprie a lui J2

corespunz¼atoare valorii proprii �~2 şi a operatorului Jz corespunz¼atoare
valorii proprii (m+ 1) ~:
Rela̧tia m2 � � arat¼a c¼a trebuie s¼a existe o valoare maxim¼a a lui m

pe care o vom nota cu mmax pentru care:

J+	�mmax = 0 (4.401)
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Atunci (mmax + 1)
2 � 0. Trebuie s¼a existe şi o valoare minim¼a a lui

m notat¼a cu mmin pentru care:

J�	�mmin
= 0 (4.402)

Atunci: (mmin � 1)2 � 0
Aplic¼am operatorul J� rela̧tiei (4.401) şi ţinem cont de J�J+ = J2 �

J2z � ~Jz care rezult¼a din (4.397):

J�J+	�mmax =
�
J2 � J2z � ~Jz

�
	�mmax = ~2

�
��m2

max �mmax

�
	�mmax = 0

Rezult¼a:

� = mmax (mmax + 1) (4.403)

Aplicând apoi operatorul J+ rela̧tiei (4.403) rezult¼a:

� = mmin (mmin � 1) (4.404)

Din rela̧tiile (4.403) şi (4.404) rezult¼a:

mmax = �mmin

Not¼am cu j = mmax şi �j = mmin: Atunci valoarea lui � se scrie:

� = j (j + 1) (4.405)

Dac¼a operatorul J2 admite valorile proprii j (j + 1) ~2 atunci oper-
atorul Jz admite mai multe valori proprii care încep de la valoarea �j~
şi ajung la valoarea j~ din ~ în ~. Acest lucru este posibil numai dac¼a j
este un num¼ar întreg sau semiîntreg. Pentru un j �xat num¼arul m poate
lua 2j + 1 valori:

�j; �j + 1; �j + 2; :::; j � 2; j + 1; j
În continuare vom discuta modul în care açtioneaz¼a operatorii de

creştere şi de descreştere. Deoarece:

J2J�	jm = j (j + 1) ~2J�	jm
şi J�	�m 6= 0 este o funçtie proprie operatorului Jz corespunz¼atoare
valorii proprii (m� 1) ~ atunci putem scrie:
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J�	jm = �jm~	j(m�1) (4.406)

Astfel:

(J�	jm; J�	jm) =
�
��jm~	j(m�1); �jm~	j(m�1)

�
= j�jmj2 ~2

(	jm; J+J�	jm) =
�
	jm;

�
J2 � J2z + ~Jz

�
	jm

�
=
��j �j + 1�m2 +m

���2 ~2
Rezult¼a:

j (j + 1)�m2 +m = j�jmj2

Atunci:

�jm =
p
(j +m) (j �m+ 1) (4.407)

Putem scrie:

J�	jm =
p
(j +m) (j �m+ 1)~	j(m�1) (4.408)

Pentru a determina şi modul de açtiune al operatorului J+ , vom
aplica acest operator egalit¼a̧tii (4.408):

J+J�	jm =
p
(j +m) (j �m+ 1)~J+	j(m�1)

�
J2 � J2z + ~Jz

�
	jm =

p
(j +m) (j �m+ 1)~J+	j(m�1)

(j +m) (j �m+ 1) ~2	jm =
p
(j +m) (j �m+ 1)~J+	j(m�1)

J+	j(m�1) =
p
(j +m) (j �m+ 1)~	jm

Se înlocuieşte m cu m+ 1 şi se ob̧tine:

J+	jm =
p
(j +m+ 1) (j �m)	j(m+1) (4.409)
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4.7 Mi̧scarea în câmp central de foŗte

O particul¼a se a�¼a într-un câmp central de foŗte dac¼a particula are o
energie poteņtial¼a care nu depinde decât de distaņta dintre particul¼a şi
centrul de foŗt¼a. Pentru aceasta operatorul energiei este de forma:

H = � ~
2

2m
�+ V (r) (4.410)

Din acest motiv problema are simetrie sferic¼a astfel c¼a operatorul
Laplace se scrie în coordonate sferice:

� =
1

r2
@

@r

�
r2
@

@r

�
+

1

r2 sin �

@

@�

�
sin �

@

@�

�
+

1

r2 sin2 �

@2

@'2
(4.411)

sau dac¼a se ţine cont de de�ni̧tia operatorului p¼atrat al momentului ci-
netic:

� =
1

r2
@

@r

�
r2
@

@r

�
� L2

~2r2
(4.412)

Ecua̧tia cu funçtii şi valori proprii pentru energie este:

� ~
2

2m

�
@

@r

�
r2
@	(~r)

@r

�
� L

2	(~r)

~2r2

�
+ V (r)	(~r) = E	(~r) (4.413)

Ţinem cont c¼a operatorii L2 şi Lz nu açtioneaz¼a asupra variabilei
radiale r. Se observ¼a c¼a:

[H;L2] = 0

[H;Lz] = 0�
L2; Lz

�
= 0

Prin urmare, este posibil s¼a se g¼aseasc¼a funçtiile proprii comune ale
operatorilor H, L2 şi Lz. Deoarece funçtiile proprii comune ale operato-
rilor L2 şi Lz sunt funçtiile sferice Ylm(�; ') solu̧tiile ecua̧tiei Schrödinger
sunt de forma:

	(~r) = R(r)Ylm(�; ') (4.414)



308

Deoarece:

L2Ylm(�; ') = l(l + 1)~2Ylm(�; ') (4.415)

din ecua̧tia (4.413) se ob̧tine:

�
� ~

2

2m

1

r2
d

dr

�
r2
d

dr

�
+
l(l + 1)~2

2mr2
+ V (r)

�
R(r) = ER(r) (4.416)

Pentru a o rezolva efectiv, trebuie cunoscut¼a forma lui V (r). Vom
face câteva considera̧tii asupra formei poteņtialului V (r):
Consider¼am c¼a la o distaņt¼a foarte mare interaçtia nu se mai simte,

astfel c¼a dac¼a particula se îndep¼arteaz¼a de centrul de foŗt¼a, foŗta de in-
teraçtie devine nul¼a şi putem considera c¼a energia poteņtial¼a este zero.
Aceasta reprezint¼a de fapt alegerea nivelului de zero al energiei poteņtiale:

lim
r!1

V (r) = 0 (4.417)

În vecin¼atatea centrului de foŗt¼a (r ! 0) vom considera c¼a:

V (r) = � a
r�
; � < 2; (a > 0) (4.418)

Fie o particul¼a care se a�¼a într-o mic¼a regiune din jurul centrului de
foŗt¼a r = 0 (de raz¼a r0). Nedeterminarea în valorile coordonatelor este
r0. În conseciņt¼a, nedeterminarea în valoarea impulsului este de ordinul
~
r0
. Atunci, valoarea medie a energiei cinetice în aceast¼a stare este de

ordinul
~2

mr20
. Valoarea medie a energiei poteņtiale este � a

r�
:

Presupunem � > 2: Suma
~2

mr20
� a

r�0
care reprezint¼a energia medie

ia valori negative, care în modul pot � arbitrar de mari (energia tinde
la minus in�nit) c¼and r ! 0: Aceasta înseamn¼a c¼a şi valorile proprii ale
operatorului energie pot � arbitrar de mari. Mi̧scarea unei particule ce
corespunde unei valori jEj arbitrar de mari este localizat¼a într-o mic¼a
regiune a spa̧tiului din jurul originii. Particula cade în centrul de foŗta
adic¼a în punctul r = 0: Dac¼a � < 2 energia nu poate lua valori negative
arbitrar de mari. Spectrul discret coņtine valori negative dar �nite ale
energiei. În acest caz nu este posibil¼a c¼aderea particulei în centrul de
foŗt¼a.
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Pentru a studia ecua̧tia radial¼a vom face urm¼atoarea substitu̧tie:

R(r) =
u(r)

r
(4.419)

Ecua̧tia (4.416) devine:

� ~
2

2m

d2u(r)

dr2
+ V (r)u(r) +

l(l � 1)u(r)
r2

= Eu(r) (4.420)

sau:

d2u(r)

dr2
+

�
2m

~2
[E � V (r)]� l(l + 1)

r2

�
u(r) = 0 (4.421)

Ecua̧tia de mai sus este identic¼a ca form¼a cu ecua̧tia Schrödinger
unidimensional¼a, cu urm¼atoarele preciz¼ari:
a) rolul energiei poteņtiale este jucat de expresia:

Vef (r) = V (r) +
l(l + 1)~2

2mr2
(4.422)

numit¼a energie poteņtial¼a efectiv¼a. Ultimul termen poart¼a numele de
termen centrifugal.
b) variabila r ia numai valori pozitive.
c) Pentru ca funçtia radial¼a R (r) s¼a �e �nit¼a în origine se impune

condi̧tia ca u(r) s¼a tind¼a la zero când r ! 0.
Vom examina în continuare solu̧tiile în vecin¼atatea originii şi la in�nit.
În origine Vef (r) are un pol de ordin doi când l 6= 0: Excep̧tie face

cazul când l = 0. Solu̧tia în vecin¼atatea originii este de forma:

u(r) = rt
1X
k=0

akr
k; a0 6= 0 (4.423)

Condi̧tia ca u(r) = 0 când r ! 0 este îndeplinit¼a dac¼a t > 0:
În vecin¼atatea originii, deoarece termenul centrifugal este predomi-

nant, ecua̧tia ia forma aproximativ¼a:

d2u

dr2
� l(l + 1)

r2
u = 0 (4.424)

Din acelaşi motiv vom considera în vecin¼atatea originii ca solu̧tie
termenul cel mai mare (predominat) din (4.423), adic¼a pe rl. Înlocuind
pe u cu rl în (4.424) se ob̧tine ecua̧tia:
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t(t� 1)� l(l + 1) = 0 (4.425)

Ea admite ca solu̧tii: �
t1 = l + 1
t2 = �l

Solu̧tia acceptabil¼a este t1 = l + 1, deoarece cealalt¼a solu̧tie face ca
u s¼a tind¼a la in�nit în apropierea originii. Astfel, funçtia radial¼a este de
forma:

R(r) = rl (4.426)

Când r este foarte mare, forma aproximativ¼a a ecua̧tiei este:

d2u

dr2
+
2mE

~2
u = 0 (4.427)

Exist¼a dou¼a cazuri:

a) Energia pozitiv¼a : E > 0. Notând cu k21 =
2mE

~2
solu̧tia ecua̧tiei

(4.427) este de forma

u(r) = C1e
�ik1r + C2e

ik1r (4.428)

Funçtia radial¼a este:

R(r) =
C1
r
e�ik1r +

C2
r
eik1r (4.429)

şi reprezint¼a o suprapunere de unde progresive şi regresive. Solu̧tia este
m¼arginit¼a oricare ar � constantele C1 şi C2.

b) Energia este negativ¼a E < 0: Not¼am cu k22 = �
2mE

~2
> 0. Solu̧tia

ecua̧tiei (4.428) este:

u(r) = D1e
�k2r +D2e

k2r (4.430)

Pentru ca solu̧tia s¼a �e m¼arginit¼a este necesar ca la distaņte foarte
mari D2 = 0.
Deoarece E şi l sunt �xa̧ti, exist¼a o singur¼a solu̧tie a ecua̧tiei radiale.

Solu̧tia general¼a a ecua̧tiei radiale R (r) = u (r) =r coņtine funçtia u (r)
de forma 4.430 cu precizarea c¼a m¼arimile D1 şi D2 nu sunt constante,
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ci funçtii care depind de E şi l. Fiind m¼arginit¼a în origine rezult¼a c¼a
şi forma asimptotic¼a a solu̧tiei este bine precizat¼a. Rezult¼a c¼a pentru
�ecare solu̧tie m¼arginit¼a în origine raportul D2D1 la distaņt¼a mare este bine
determinat de E şi l:
a) E < 0

D2

D1

= f(E; l)

În general f 6= 0 , adic¼a solu̧tia m¼arginit¼a în origine, nu este automat
m¼arginit¼a şi la distaņte mari. Dac¼a f 6= 0 , energia E corespunz¼atoare
nu este valoare proprie. Valorile proprii ale energiei sunt cele pentru care
f(E; l) = 0:
Ecua̧tia f(E; l) = 0 admite un num¼ar �nit de solu̧tii El1 ; El2 ; :::Elk :

Totalitatea r¼ad¼acinilor ecua̧tiei f(E; l) = 0 corespunde domeniului de
valori ale lui l(0; 1; 2; 3; :::) şi formeaz¼a o muļtime discret¼a.
b) E > 0
În acest caz, ambele solu̧tii particulare sunt �nite şi nu trebuie s¼a se

fac¼a nici o ipotez¼a suplimentar¼a cu privire la valorile pe care le admite
E (energia poate lua orice valoare şi spectrul este continuu).
Din comportarea asimptotic¼a a solu̧tiei, se vede c¼a în cazul E >

0 integrala:

1Z
0

r2R2Eldr

este divergent¼a. Solu̧tiile ecua̧tiei Schrödinger pentru E > 0 nu descriu
st¼ari reale ale particulei, ci st¼ari idealizate. Totuşi, din suprapuneri de
astfel de funçtii, se pot construi funçtiile care s¼a descrie st¼arile reale ale
particulei.

4.7.1 St¼ari sta̧tionare pentru particula în câmp coulom-
bian

Se consider¼a un atom hidrogenoid, cu un nucleu cu sarcina Ze şi un
electron cu sarcina �e. Energia poteņtial¼a a sistemului este:

V (r) = � Ze2

4�"0r
(4.431)
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Deoarece atomul se consider¼a stabil este necesar ca energia total¼a a
sistemului s¼a �e negativ¼a. Din acest motiv vom nota:

E = � jEj (4.432)

Ecua̧tia (4.421) devine:

d2u(r)

dr2
+
2me

~2

�
� jEj+ Ze2

4�"0r
� l(l + 1)

r2
~2

2me

�
u(r) = 0 (4.433)

Se face schimbarea de variabil¼a:

� = 2kr (4.434)

şi ecua̧tia (4.434) devine:

d2u

d�2
+

�
�me jEj
2~2k2

+
Ze2me

4�"0�~2k
� l(l + 1)

�2

�
u = 0 (4.435)

Constanta k trebuie s¼a �e în aşa fel aleas¼a astfel încât forma ecua̧tiei
s¼a �e cât mai simpl¼a. Fie:

me jEj
2~2k2

=
1

4

astfel încât forma lui k este:

k =

p
2me jEj
~

(4.436)

Se noteaz¼a:

� =
Ze2me

4�"0~2k
=

Ze2

4�"0~

r
me

2 jEj (4.437)

Ecua̧tia (4.435) devine:

d2u

d�2
+

�
�1
4
+
�

�
� l(l + 1)

�2

�
u = 0 (4.438)

Forma ecua̧tiei în zona asimptotic¼a (� este foarte mare) este:

d2u

d�2
� 1
4
u = 0 (4.439)
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Solu̧tia ecua̧tiei este de forma:

ua = D1e
� 1
2
� +D2e

1
2
� (4.440)

În cazul solu̧tiei generale, D1 şi D2 sunt funçtii de �: Pentru ca solu̧tia
s¼a �e m¼arginit¼a, este nevoie ca D2 = 0:

ua � e�
1
2
� (4.441)

Din acest motiv, vom considera o solu̧tie de forma

u = fe�
1
2
� (4.442)

Se ob̧tine ecua̧tia pentru f :

d2f

d�2
� df

d�
+

�
�

�
� l(l + 1)

�2

�
f = 0 (4.443)

Pe baza a ce s-a discutat anterior este nevoie ca

f � �l+1; � > 0 (4.444)

Atunci:

f(�) = �l+1g(�) (4.445)

Ecua̧tia satisf¼acut¼a de g este:

�
d2g

d�2
+ [2l + 2� �]dg

d�
+ [�� l � 1]g = 0 (4.446)

Alegem funçtia g de forma:

g(�) =
1X
k=0

Ck�
k; C0 6= 0 (4.447)

care se înlocuieşte în (4.446):

1X
k=0

�
k(k � 1)Ck�k�1 + (2l + 2� �)kCk�k�1 + (�� l � 1)Ck�k

�
= 0
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1X
k=0

f[k(k + 1) + 2(l + 1)(k + 1)]Ck+1 + (�� l � 1� k)Ckg �k = 0

(4.448)
Se ob̧tine o rela̧tie între coe�cieņtii sumei:

Ck+1 =
k + l + 1� �

(k + 1) (k + 2l + 2)
Ck (4.449)

Pentru k su�cient de mare raportul dintre doi coe�cieņti succesivi
este:

Ck+1
Ck

� 1

k + 1
(4.450)

Acest raport este acelaşi cu al coe�cieņtilor sumei:

e� = 1 +
1

1!
�+

1

2!
�2 + :::+

1

k!
�k +

1

(k + 1)!
�k+1 + :::

Astfel, pentru valori mari ale lui � suma se comport¼a ca seria e�:
Atunci, în domeniul asimptotic

u(r) � �l+1e
�
2

fapt ce este inacceptabil, deoarece în acest caz partea radial¼a devine
nem¼arginit¼a.
Pentru ca u(r) s¼a �e m¼arginit¼a trebuie ca seria s¼a se întrerup¼a, adic¼a

g(�) s¼a �e un polinom. Fie nr puterea maxim¼a a lui � în funçtia g(�):

nr + l + 1� � = 0 (4.451)

Num¼arul cuantic nr = 0; 1; 2; ::: poart¼a numele de num¼ar cuantic ra-
dial:

� = nr + l + 1

Introducem nota̧tia � = n; unde n poart¼a numele de num¼ar cuantic
principal. Deoarece nr = 0; 1; 2; ::: şi l = 0; 1; 2; ::: atunci n ia valoarile
1; 2; 3; :::
Din rela̧tia n = nr + l + 1 ob̧tinem:

l = n� nr � 1
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adic¼a:
l � n� 1 (4.452)

Astfel, când n este �xat, l poate lua valoarile 0; 1; 2; :::; n� 1. Odat¼a
ce parametrul � este �xat şi valorile proprii ale energiei sunt determinate:

Ze2

4"0~

r
me

2 jEj = n (4.453)

Rezult¼a:

En = �
me

2~2

�
Ze2

4�"0

�2
1

n2
; n = 1; 2; ::: (4.454)

Nivelele energetice ob̧tinute prin rezolvarea ecua̧tiei Schrödinger sunt
cele g¼asite cu ajutorul modelului Bohr. Formula nivelelor Bohr este nu-
mai un rezultat aproximativ al teoriei cuantice. Pentru ca prediçtiile
teoretice în cazul atomului de hidrogen s¼a coincid¼a cu observa̧tiile expe-
rimentale trebuie luate în considerare urm¼atoarele:
a) masa nucleului trebuie considerat¼a �nit¼a, deşi este mult mai mare

decât masa electronului. Din acest motiv în rela̧tia (4.454) masa me a

electronului trebuie înlocuit¼a cu masa redus¼a
meM

me +M
.

b) spectrul de energie este afectat de efectele relativiste în com-
portarea electronului (structur¼a �n¼a). Aceste efecte sunt legate de exis-
teņta spinului şi a momentului magnetic propriu al electronului.
c) Prezeņta momentului magnetic nuclear determin¼a o nou¼a despicare

a nivelelor de structur¼a �n¼a, nivelele având astfel o structur¼a hiper�n¼a.
O caracteristic¼a a energiei nivelelor ob̧tinute este c¼a acestea depind

doar de num¼arul cuantic principal n şi prin urmare sunt degenerate în
raport cu numerele cuantice l şi m: Astfel, pentru �ecare valoare a lui n
num¼arul cuantic orbital poate lua valorile 0; 1; 2; :::; n� 1: Pentru �ecare
valoare a lui l, num¼arul cuantic m poate lua 2l + 1 valori. Prin urmare
degenerarea total¼a este:

n�1X
l=0

(2l + 1) = 2
n(n� 1)

2
+ n = n2 (4.455)

Degenerarea în raport cu m exist¼a pentru orice poteņtial central. De-
generarea în raport cu l este speci�c¼a câmpului coulumbian.
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O alt¼a exempli�care este oferit¼a de spectrul atomilor alcalini. Aceste
metale (Li, Na, K, Rb şi Cs) au un singur electron de valeņt¼a care poate
�uşor înl¼aturat. Aceasta sugereaz¼a faptul c¼a atomii alcalini pot � consi-
dera̧ti ca şi atomi hidrogenoizi, în condi̧tiile în care electronul de valeņt¼a
se g¼aseşte într-un poteņtial datorat restului atomului (nucleul şi cei Z�1
electroni). La distaņte mari acest poteņtial este practic un poteņtial
central coulumbian (propoŗtional cu 1=r). La distaņte mici poteņtialul
deviaz¼a de la comportarea coulumbian¼a deoarece sarcina negativ¼a a celor
Z � 1 electroni este distribuit¼a spa̧tial în jurul nucleului, ecranându-l.
Considerând c¼a într-o sfer¼a de raz¼a r avem N electroni, atunci sarcina

efectiv¼a a nucleului şi a electronilor interni sferei de raz¼a r este:

eZ� = eZ � eN(r) (4.456)

Atunci:

V (r) = �e
Z
Z�(r)

4�"0r2
dr = � eZ

�

4�"0
f

�
1

r

�
(4.457)

Funçtia f
�
1
r

�
se dezvolt¼a în serie şi se rȩtin primii doi termeni astfel

c¼a (4.458) devine:

V (r) = � e
2Z�

4�"0r
� A

r2
(4.458)

unde Z� şi A sunt dou¼a constante.
Dac¼a în ecua̧tia radial¼a se introduce noul poteņtial putem face ca

noua ecua̧tie s¼a �e identic¼a cu prima punând:

l0(l0 + 1) = l(l + 1)� 2me

~2
A (4.459)

Valorile proprii ale energiei vor �:

Enl =
1

~2
e2Z�me

(nr + l0 + 1)

1

(4�"0)2
(4.460)

unde l0 = l + �(l)
Atunci:

E =
1

h2
meZ

�2'40
[n+ �(l)]2

1

(4�"0)2
(4.461)
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Se constat¼a c¼a degenerarea dup¼a l se ridic¼a şi se ob̧tin n subnivele
distincte.

4.7.2 Funçtiile proprii pentru atomul de hidrogen

Rela̧tia (4.446) poate � identi�cat¼a cu ecua̧tia:

d2g

dz2
+
� c
z
� 1
� dg
dz
� a
z
g = 0 (4.462)

dac¼a se pune z = �, a = l + 1� �, c = 2 (l + 1)
Coe�cieņtii ecua̧tiei (4.462) au poli de ordinul întâi. Solu̧tiile ecua̧tiei

se pot exprima prin serii de puteri ale variabilei z, care coņtin cel mult
un num¼ar �nit de puteri negative.

g = z�
1X
k=0

ckz
k =

1X
k=0

ckz
k+� (4.463)

Înlocuind (4.463) în rela̧tia (4.462) se ob̧tine:

1X
k=0

ck (� + k) (� + k � 1 + c) zk+��2 =
1X
k=0

ck (� + k + a) z
k+��1

sau

c0� (� � 1 + c) z��2 +
1X
k=0

ck+1 (� + k + 1) (� + k + c) z
k+��1

=

1X
k=0

ck (� + k + a) z
k+��1 (4.464)

Pentru ca aceast¼a egalitate s¼a �e adev¼arat¼a este necesar ca:

� (� � 1 + c) = 0 (4.465)

ck+1 (� + k + 1) (� + k + c) = ck (� + k + a) (4.466)

Din (4.465) rezult¼a c¼a � = 0, sau � = 1� c. Exist¼a dou¼a solu̧tii liniar
independente ale ecua̧tiei corespunz¼atoare celor dou¼a valori ale lui �:
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g1 (z) =

1X
k=0

ckz
k (4.467)

g2 (z) = z
1�c

1X
k=0

c0kz
k (4.468)

Cele dou¼a solu̧tii sunt liniar independente dac¼a c este diferit de un
întreg. Dac¼a c = 1 cele dou¼a solu̧tii coincid.
În cazul � = 0 raportul coe�cieņtilor este:

ck+1
ck

=
k + a

(k + 1) (k + c)
=
a+ k

c+ k

1

k + 1
(4.469)

Alegând c0 = 1 atunci:

c1 =
a

c

c2 = c1
a+ 1

c+ 1

1

2
=
a (a+ 1)

c (c+ 1)

1

2!

c3 =
a (a+ 1) (a+ 2)

c (c+ 1) (c+ 2)

1

3!

ck =
a (a+ 1) (a+ 2) ::: (a+ k � 1)
c (c+ 1) (c+ 2) ::: (c+ k � 1)

1

k!

Rela̧tia (4.468) devine:

g1 (z) = 1 +
1X
k=1

a (a+ 1) (a+ 2) ::: (a+ k � 1)
c (c+ 1) (c+ 2) ::: (c+ k � 1)

1

k!
zk = 1F1 (a; c; z)

(4.470)
1F1 (a; c; z) poart¼a numele de funçtia hipergeometric¼a degenerat¼a.
În cazul � = 1� c raportul coe�cieņtilor seriei este:

c0k+1
c0k

=
(1� c+ k + a)
(2� c+ k+)

�
1

k + 1

�
(4.471)

Comparând (4.471) cu (4.469) rela̧tia (4.471) se ob̧tine din (4.469)
dac¼a se fac înlocuirile:
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a! a+ 1� c
c! 2� c

Considerând c00 = 1 se ob̧tine:

g2 (z) = z
1��

1F1 (a+ 1� c; 2� c; z)
Dac¼a c este întreg doar una din solu̧tiile g1 şi g2 are sens. Dac¼a c nu

este întreg solu̧tia general¼a este:

g (z) = A1z
1�� F1 (a; c; z) + A2z

1��
1F1 (a+ 1� c; 2� c; z) (4.472)

Pentru a = �N (N - întreg) funçtia se reduce la un polinom de gradul
N . Se observ¼a din (4.469) c¼a pentru k = N , ck+1 = 0 iar restul coe�-
cieņtilor seriei sunt nuli.
Astfel, o solu̧tie a ecua̧tiei (4.435) este:

g (�) = 1F1 (l + 1� �; 2l + 2; �) (4.473)

Pentru ca solu̧tia s¼a �e acceptabil¼a din punct de vedere �zic este
necesar ca funçtia ob̧tinut¼a s¼a se reduc¼a la un polinom. Aşa cum am
discutat mai sus este necesar ca:

l + 1� � = nr (4.474)

atunci:

� = �nr + l + 1 = n (4.475)

În acest caz funçtia hipergeometric¼a degenerat¼a se reduce la un poli-
nom:

g (�) = 1 +

n�l�1X
k=1

(k + l � n) (k � 1 + l � n) ::: (1 + l � n)
(k + 2l + 1) (k � 1 + 2l + 1) ::: (2 + 2l) k!�

k (4.476)

Funçtiile radiale au expresiile:

Rnl = Nnle
��=2�l 1F1 (l + 1� n; 2l + 2; �) (4.477)
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O alt¼a modalitate de a exprima solu̧tiile ecua̧tiei (4.446) este aceea în
care intervin polinoamele Laguerre asociate. Vom de�ni pentru început
polinoamele Laguerre:

Lq (�) = e
� d

q

d�q
�
eqe��

�
(4.478)

Ele pot � ob̧tinute pornind de la funçtia generatoare:

U (�; s) =
exp [��s= (l � s)]

l � s =
1X
q=1

Lq (�)

q!
sq s < 1 (4.479)

Ecua̧tia satisf¼acut¼a de aceste polinoame este:�
�
d2

d�2
+ (1� �) d

dq
+ q

�
Lq (�) = 0 (4.480)

Polinoamele Laguerre asociate Lpq (�) se de�nesc prin rela̧tia:

Lpq (�) =
dp

d�p
Lq (p) (4.481)

Ecua̧tia satisf¼acut¼a de aceste polinoame este :�
�
d2

d�2
+ (p+ 1� �) d

d�
+ (q � p)

�
Lpq (�) = 0 (4.482)

Se observ¼a c¼a pân¼a la o constant¼a multiplicativ¼a solu̧tia g (�) a ecua̧tiei
(când � = n) este L2l+1n+l (�).
Expresia analitic¼a a acestor polinoame este:

L2l+1n+l (�) =

n�l�1X
k=0

(�1)k+1 [(n+ l)!]2

(n� l � 1� k)! (2l + 1 + k)!
�k

k!
(4.483)

Comparând expresia polinoamelor asociate cu solu̧tia (4.470) rezult¼a
rela̧tia:

L2l+1n+1 (�) =
[(n+ l)!]2

(n� l � 1)! (2l + 1)! 1F1 (l + 1� n; 2l + 2; �) (4.484)
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Funçtiile proprii ale energiei au forma:

u (r; �; ') = Rnl (r)Ylm (�; ') (4.485)

Ele trebuie s¼a îndeplineasc¼a condi̧tia de normare:ZZZ
juj2 dv = 1 (4.486)

Z 1

0

Z �

0

Z 2�

0

Rnl (r)Ylm (�; ') r
2 sin �d�d'dr = 1 (4.487)

Dac¼a se tine cont de rela̧tia care exprim¼a condi̧tia de normare a funçti-
ilor sferice şi dac¼a partea radial¼a a solu̧tiilor este exprimat¼a cu ajutorul
funçtiei hipergeometrice degenerate rezult¼a constanta de normare:

Nnl =
1

(2l + 1)!

s
(n+ l)!

2n (n� l � 1)!

�
2Z

nr0

�3
(4.488)

unde:

r0 =
~2 (4�"0)
mee2

= 0; 53� 10�10 m (4.489)

reprezint¼a raza primei orbite Bhor.
Putem exprima funçtiile radiale în funçtie şi de polinoamele Laguerre

asociate:

Rnl =

(�
2Z

nr0

�3
(n� l � 1)!
2n [(n+ l)!]3

)1=2
e��=2�lL2l+1n+1 (�) (4.490)

Deoarece probabilitatea ca electronul s¼a se a�e într-o regiune a spa̧ti-
ului astfel ca r 2 (r ; r + dr), � 2 (� ; � + d�), ' 2 (' ; '+ d') este:

dP (r; �; ') = R2nl (r) jYlm (�; ')j
2 r2 sin �d�d'dr (4.491)

Prin integrare dup¼a � şi ' se poate determina probabilitatea ca par-
ticula s¼a se a�e într-o regiune a spa̧tiului unde r 2 (r ; r + dr). Astfel,
ţinându-se cont de proprietatea de normare a funçtiilor sferice se ob̧tine:

dP (r) = R2nl (r) r
2dr (4.492)
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Figura 4.10: Funçtiile radiale: a) R10, c) R20, e) R21, precum şi funçtiile
de distibuţie de probabilitate: b) r2R210, d) r

2R220, f) r
2R221 pentru atomul de

hidrogen
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Expresiile primelor funçtii radiale ale atomilor hidrogenoizi sunt:

R10 = 2

�
Z

r0

�3=2
exp

�
�Zr
r0

�
(4.493)

R20 = 2

�
Z

2r0

�3=2�
1� Zr

2r0

�
exp

�
�Zr
2r0

�
(4.494)

R21 =
1p
3

�
Z

2r0

�3=2�
Zr

r0

�
exp

�
�Zr
2r0

�
(4.495)

R30 =

�
Z

3r0

�3=2�
1� 2Zr

3r0
+
2Z2r2

27r2o

�
exp

�
�Zr
3r0

�
(4.496)

R31 =
4
p
2

9

�
Z

3r0

�3=2�
1� Zr

6r0

��
Zr

r0

�
exp

�
�Zr
3r0

�
(4.497)

R32 =
4

27
p
10

�
Z

3r0

�3=2�
Zr

r0

�2
exp

�
�Zr
3r0

�
(4.498)

Reprezentarea unor funçtii radiale şi a distribu̧tiilor de probabilitate
corespunz¼atoare pentru atomul de hidrogen sunt date în Fig.4.10.

4.8 Spinul electronului

4.8.1 Momentul magnetic orbital al electronului

Existeņta unei sarcini electrice în mi̧scare este echivalent¼a cu un curent
electric. Atunci, mi̧scarea unui electron pe o orbit¼a închis¼a este echiva-
lent¼a cu o bucl¼a de curent. Unei bucle de curent de arie A i se poate
asocia un moment magnetic:

~� = I ~A (4.499)

unde ~A este un vector al unei m¼arimi care este egal¼a cu suprafa̧ta spirei
iar direçtia lui este perpendicular¼a pe suprafa̧ta acesteia.
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Astfel, un electron care se deplaseaz¼a cu viteza ~v pe o orbit¼a circular¼a
este echivalent cu un curent de intensitate I:

I =
e

T
=
ev

2�r
(4.500)

unde:
T =

2�r

v
(4.501)

este perioada de rota̧tie a electronului pe orbita circular¼a respectiv¼a.
Acest electron determin¼a apari̧tia unui moment magnetic:

� = I�r2 =
ev

2�r
�r2 =

e

2me

mevr =
e

2me

L (4.502)

unde L = mevr este momentul cinetic orbital al electronului. Rela̧tia
(4.502) se poate scrie şi cu vectorial:

~� = � e

2me

~L (4.503)

deoarece curentul este în sens invers mi̧sc¼arii electronului (electronul este
înc¼arcat negativ). Rela̧tia (4.503) se mai poate scrie:

~� = � e~
2me

~L

~
= ��B

~L

~
(4.504)

unde m¼arimea �B =
e~
2me

are dimensiunea unui moment magnetic. �B
poart¼a numele de magnetonul Bohr.

�B = 9; 27� 10�24 Am2 (4.505)

Rela̧tia (4.504) o consider¼am valabil¼a şi în cadrul mecanicii cuantice
prin înlocuirea lui ~� şi ~L cu operatorii hermitici corespunz¼atori.
Deoarece operatorul moment cinetic are valorile proprii

p
l(l + 1)~,

valorile proprii ale operatorului moment magnetic sunt:

e~
2me

p
l(l + 1) (4.506)

Componenta �z a momentului magnetic este:

�z = �B
Lz
~

(4.507)
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În mod analog, rela̧tia din mecanica cuantic¼a este valabil¼a dac¼a se
înlocuiesc observabilele �z şi Lz cu operatorii corespunz¼atori. Deoarece
valorile proprii ale lui Lz sunt: mz~ : 0; �~; �2~; :::� l~ atunci valorile
proprii ale lui �z sunt mz�B. Din acest motiv mz poart¼a numele de
num¼ar cuantic magnetic.
De�nim raportul giromagnetic orbital ca raportul dintre �z şi Lz


l =
�z
Lz
=

e

2me

=
�B
~

(4.508)

Se observ¼a c¼a �B = 
~

4.8.2 Experimente care au ilustrat spinul electronu-
lui

Ipoteza spinului electronului a ap¼arut în urma experimentelor refer-
itoare la comportarea atomilor. Astfel, în 1896 Zeeman a descoperit c¼a
în câmp magnetic liniile spectrale se descompun în dou¼a sau trei compo-
nente. Trebuie remarcat c¼a ecua̧tia Schrödinger prevede o descompunere
într-un num¼ar impar de componente. Experieņtele f¼acute arat¼a c¼a ma-
joritatea liniilor spectrale se descompun într-un num¼ar par de compo-
nente, prezentând astfel un efect Zeeman anomal.

Experieņta Stern - Gerlach

Ini̧tial experieņta a urm¼arit punerea în evideņt¼a a momentului mag-
netic orbital al atomilor şi m¼asurarea acestuia. Dispozitivul experimental
este prezentat în Fig. 4.11.
El const¼a dintr-un cuptor 1 în care se evapor¼a un metal uşor fuzibil

(argint). Atomii trec printr-un sistem de diafragme 2, iar apoi ajung
între polii unui electromagnet 3 care au o form¼a special¼a, astfel încât s¼a
�e asigurat un gradient puternic al induçtiei magnetice, chiar pe distaņte
foarte mici, comparabile cu dimensiunile liniare ale atomilor.
Asupra unui atom cu momentul magnetic ~� açtioneaz¼a pe direçtia

Oz din partea câmpului magnetic o foŗt¼a ~F dat¼a de rela̧tia:

F =
@ ~B

@z
~� =

@B

@z
� cos � (4.509)
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Figura 4.11: Dispozitivul experimental utilizat în experimentul Stern- Gerlach.
1. cuptor, 2. diafragme, 3, 4. polii magnetului, 5. ecran de observaţie

unde
@B

@z
este gradientul câmpului magnetic iar � este unghiul dintre ~B

şi ~�.
Devia̧tia atomilor z1 pe un ecran este propoŗtional¼a cu foŗta F , adic¼a:

z1 = kF = k
@B

@z
� cos � (4.510)

Datorit¼a agita̧tiei termice momentele magnetice pot avea toate di-
reçtiile posibile şi cos � variaz¼a practic între (�1; 1). La trecerea printre
polii electromagnetului atomii ajunşi pe ecranul de observa̧tie ar trebui
s¼a se dispun¼a simetric fa̧t¼a de regiunea de de�exie zero sub forma unei
benzi de l¼a̧time 2z1 (Fig. 4.12 a).
Experieņta a ar¼atat c¼a dispunerea nu are loc sub forma unei benzi

ci doar sub forma a dou¼a linii înguste aşezate simetric fa̧t¼a de direçtia
fascicolului incident (cazul metalelor alcaline; Fig.4.12 b).
Interpretarea rezultatelor nu se poate face considerând c¼a despicarea

fascicolului atomic apare datorit¼a interaçtiei dintre momentul magnetic
orbital ~� şi ~B.
Chiar admi̧tând o cuanti�care a proieçtiei momentului magnetic pe

axa Oz ar trebui s¼a se observe un num¼ar impar de linii deoarece pentru
un l dat, mz poate lua 2l + 1 valori distincte.
Mai mult, se observ¼a c¼a pentru atomii a�a̧ti în starea fundamental¼a

� = 0 apare despicarea fascicolului în dou¼a componente. Din m¼arimea
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Figura 4.12: a) banda de la̧time 2z1 care ar apare conform teoriei clasice b)
linii observate în experimentul Stern-Gerlach

devia̧tiei rezult¼a (pentru atomi monovaleņti) un moment magnetic egal
cu �B:
Astfel, ipoteza c¼a acest moment magnetic ar � un moment magnetic

orbital cade. Nici ipoteza c¼a acest moment ar apaŗtine restului atomului
nu se con�rm¼a deoarece ionii de argint c¼arora le lipseşte electronul de
valeņt¼a nu prezint¼a nici un fel de separare în câmp magnetic.
Rezult¼a c¼a singura ipotez¼a este aceea c¼a acest moment magnetic al

atomului de argint este datorat electronului de valeņt¼a, momentul mag-
netic �ind un moment propriu. Existeņta unui moment magnetic impune
şi existeņta unui moment cinetic propriu S (care a fost numit spin).

Experieņta Einstein - de Hass

Efectul care st¼a la baza experimentului este un efect magneto-mecanic.
O bar¼a feromagnetic¼a este suspendat¼a de un �r de cuaŗt (Fig. 4.13). Ea
se a�¼a în interiorul unei bobine. Pe �rul de cuaŗt este prins¼a o oglind¼a pe
care cade o raz¼a de lumin¼a provenit¼a de la sursa S . Raza re�ectat¼a cade
pe o rigl¼a gradat¼a, mi̧scarea razei pe aceasta punând în evideņt¼a mi̧s-
carea �rului. Prin bobin¼a se trece un curent su�cient de puternic pentru
ca proba s¼a se magnetizeze la satura̧tie. Dac¼a se inverseaz¼a sensul curen-
tului prin bobin¼a, adic¼a dac¼a se inverseaz¼a sensul câmpului magnetic, se
constat¼a c¼a are loc o rotire a cilindrului.
Aceast¼a comportare poate � explicat¼a dac¼a se consider¼a c¼a �ecare

electron prezint¼a un moment magnetic propriu, precum şi un moment
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Figura 4.13: Schema de principiu a experimentului Einstein de Hass: 1) bobin¼a
2) bar¼a feromagnetic¼a 3) oglind¼a

cinetic propriu. Între acestea se presupune o rela̧tie analoag¼a celei din
cazul momentului magnetic orbital şi momentului cinetic orbital:


S =
�s
Sz
= gS

e

2me

(4.511)

unde gS este un factor necunoscut. În cazul mi̧sc¼arii orbitale un astfel de
factor este gl = 1.
Prin inversarea câmpului magnetic, momentul magnetic al electronu-

lui se schimb¼a de la valoarea �s la valoarea ��s şi deci variaz¼a cu 2�s:
Aceast¼a varia̧tie conduce la o varia̧tie a proieçtiei momentului cinetic
propriu pe axa Oz şi anume:

�Sz =
2me

e

1

gS
2�s (4.512)

Rela̧tia r¼amâne valabil¼a şi între varia̧tia componentei pe axa Oz a
momentului cinetic rezultant şi varia̧tia momentului magnetic total.
Deoarece bara magentic¼a coņtine un num¼ar mare de electroni, o re-

la̧tie asem¼an¼atoare se stabileşte între momentul cinetic propiu rezultant
şi momentul magnetic determinat de totalitatea electronilor din bar¼a.
Momentul cinetic total al barei este o m¼arime conservativ¼a, adic¼a tre-
buie s¼a r¼amîn¼a constant tot timpul experimentului. Aceasta impune ca
bara s¼a capete un moment cinetic de rota̧tie I!, unde I este momentul
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de ineŗtie al barei, iar ! este viteza unghiular¼a. Rezult¼a:

I! =
2me

gSe
2�T (4.513)

unde �T este momentul magnetic total al cilindrului.
Din datele experimentale se ob̧tine gS = 2. Atunci:


S = 2
e

2me

= 2
e (4.514)

Aceasta reprezint¼a anomalia giromagnetic¼a a spinului. Dac¼a se ţine
cont c¼a �S = �B; gS = 2 şi de rela̧tia (4.511) rezult¼a c¼a proieçtia momen-
tului cinetic propiu pe axa Oz este SZ = ~=2.

4.8.3 Ipoteza spinului

Rezult¼a c¼a faptele experimentale nu pot � explicate decât prin con-
siderarea unei ipoteze formulat¼a în 1925 de Uhlenbeck şi Goudsmith. Ea
const¼a din urm¼atoarele a�rma̧tii:
a) Electronul posed¼a un moment cinetic propriu ~S (moment cinetic

de spin) cu componentele Sx; Sy; Sz.
b) Pentru a descrie spinul se introduce un spa̧tiu liniar nou în care

s¼a açtioneze operatorii de spin. Operatorii de spin veri�c¼a rela̧tiile de
comutare a oric¼arui moment cinetic.

[Sx; Sy] = i~Sz (4.515)

[Sy; Sz] = i~Sx (4.516)

[Sz; Sx] = i~Sy (4.517)

c) Operatorii Sx; Sy; Sz comut¼a cu operatorii coordonatelor şi ai im-
pulsurilor.

d) Valorile proprii ale operatorului Sz sunt �
~
2
, adic¼a proieçtia spin-

ului pe axa Oz ia numai valorile �~
2
:

e) M¼arimea momentului cinetic de spin este cuanti�cat¼a şi poate lua
numai valorile: ���~S��� =ps(s+ 1)~ (4.518)
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unde s = 1
2
este un num¼ar cuantic de spin.

f) Momentului cinetic de spin îi corespunde un moment magnetic de
spin:

j�Sj =
p
s(s+ 1)e

~
me

(4.519)

Proieçtia �sz a momentului magnetic poate s¼a ia valorile:

�sz =
e~
2me

= �B (4.520)

�sz = � e~
2me

= ��B (4.521)

Se observ¼a c¼a raportul giromagnetic de spin este:


S =
j�szj
jSzj

=
�B
~=2

= 2
e

2me

= 2
l (4.522)

Rezultatul este con�rmat de experimentul Einstein - de Hass şi poart¼a
numele de anomalia giromagnetic¼a a spinului. Se poate considera c¼a:

~�S = �
S ~S = �gS
e

2me

~S (4.523)

Semnul minus apare deoarece ~�S sunt orientate în sensuri contrare,
sarcina electronului �ind negativ¼a.

4.8.4 Teoria lui Pauli a spinului

Pentru mecanica cuantic¼a nerelativist¼a existeņta spinului este o ipotez¼a
impus¼a de experieņt¼a, care poate � înglobat¼a în formalismul general.
Vom ar¼ata c¼a spa̧tiul spinului este bidimensional. Din ipoteza spi-

nului rezult¼a c¼a valorile proprii pentru oricare din operatorii Sx; Sy; Sz
sunt �~=2. Fie operatorul Sz: La �ecare din cele dou¼a valori proprii
corespunde un vector propriu (aici facem ipoteza c¼a valorile proprii sunt
nedegenerate). În acest fel Sz are vectori proprii care formeaz¼a un sistem
complet, adic¼a orice vector din spa̧tiul spinului se poate dezvolta dup¼a
aceştia.
În locul operatorului ~S s-a introdus operatorul ~�, de�nit prin:
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~S =
~
2
~� (4.524)

Operatorii �x; �y; �z se numesc operatori Pauli. Rela̧tia de de�ni̧tie
arat¼a c¼a aceşti operatori sunt hermitici şi au ca valori proprii numerele
+1; şi �1: Atunci rela̧tiile de comutare se scriu:

[~� � ~�] = 2i~� (4.525)

sau în detaliu:

[�x; �y] = 2i�z (4.526)

[�y; �z] = 2i�x (4.527)

[�z; �x] = 2i�y (4.528)

Vom considera pentru operatorii Pauli o reprezentare matriceal¼a. Din
rela̧tiile de comutare rezult¼a matricile lui Pauli:

�x =

�
0 1
1 0

�
(4.529)

�y =

�
0 �i
i 0

�
(4.530)

�z =

�
1 0
0 �1

�
(4.531)

Funçtiile proprii vor � de forma:

f =

�
�
�

�
(4.532)

Vom considera ecua̧tia cu vectorii şi valorile proprii pentru �x:�
0 1
1 0

��
�
�

�
= �

�
�
�

�
Atunci: �

�
�

�
=

�
��
��

�
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astfel c¼a: �
� � �� = 0
�� � � = 0 (4.533)

Pentru ca sistemul s¼a aib¼a solu̧tii:���� 1 ��
� �1

���� = 0 =) �1 + �2 = 0;� = �1

Rezult¼a c¼a:

� = 1; � = �

� = �1; � = ��
Vectorii proprii sunt de forma:

�

�
1
1

�
pentru � = 1 (4.534)

�

�
1
�1

�
pentru � = �1 (4.535)

M¼arimea constantei � se poate determina din condi̧tia de normare.

Rezult¼a � =
1p
2
.

În acelaşi mod putem ob̧tine pentru �y vectorii proprii şi valorile
proprii.
Astfel, pentru �y se ob̧tine:

� = 1 şi
1p
2

�
1
�i

�
(4.536)

� = �1 şi 1p
2

�
1
i

�
(4.537)

Pentru �z se ob̧tine:

� = 1 şi
1p
2

�
1
0

�
(4.538)

� = �1 şi 1p
2

�
0
1

�
(4.539)



333

Matricea

�2 = �2x + �
2
y + �

2
z = 3

�
1 0
0 1

�
(4.540)

este legat¼a de operatorul S2 prin rela̧tia:

S2 =
1

4
~2(�2x + �2y + �2z) =

3

4
~2
�
1 0
0 1

�
(4.541)

Rezult¼a c¼a operatorul S2 are o singur¼a valoare proprie 3
4
~2, deoarece

matricea
�
1 0
0 1

�
este matricea unitate.

În acest spa̧tiu putem alege ca baz¼a vectorii proprii ai lui Sz.

4.8.5 Spinori

Spa̧tiul st¼arilor pentru o particul¼a f¼ar¼a spin este spa̧tiul funçtiilor
de und¼a. În cazul unei particule cu spin, dac¼a se face abstraçtie de
mi̧scarea acesteia, starea ei este descris¼a cu ajutorul unor vectori din
spa̧tiul bidimensional al spinului. Atunci, în cazul unei particule cu spin,
funçtia de und¼a a unei particule va � descris¼a de ni̧ste vectori dintr-
un spa̧tiu, care este produsul direct dintre spa̧tiul funçtiilor de und¼a
şi spa̧tiul spinului. Vectorii din acest spa̧tiu ce caracterizeaz¼a starea
particulei poart¼a denumirea de spinori.
Putem scrie c¼a vectorul care include dependeņta de pozi̧tie şi cea de

spin este:

	s = 	1

�
1
0

�
+	2

�
0
1

�
=

�
	1
	2

�
(4.542)

Condi̧tia de normare se scrie:

(	s;	s) =

Z
1

(	�1	1 +	
�
2	2)dv = 1 (4.543)

Rela̧tia de mai sus de�neşte şi produsul scalar în spa̧tiul spinorilor.
Rela̧tia de mai sus trebuie îņteleas¼a în sensul c¼a dac¼ams =

1
2
;	s = 	1; iar

dac¼a ms = �1
2
;	s = 	2 ; atunci expresia 	�1	1dv poate � interpretat¼a

ca probabilitatea ca electronul s¼a aib¼a proieçtia spinului pe axa Oz egal¼a
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cu ~
2
şi s¼a se a�e în volumul dv; iar 	�2	2dv poate � interpretat¼a ca prob-

abilitatea ca electronul s¼a aib¼a proieçtia spinului pe axa Oz egal¼a cu �~
2

şi ca acesta s¼a se a�e în volumul dv. În general, putem spune c¼a o astfel
de funçtie de und¼a depinde de patru variabile (x; y; z; sz) :

	s = 	s (x; y; z; sz) (4.544)

4.9 Sisteme de particule identice

În mod curent, sistemele �zice sunt formate din mai multe particule:
nucleul este o aglomerare de protoni şi neutroni, atomul este format din
nucleu şi electroni, moleculele din atomi. Propriet¼a̧tile acestor sisteme
pot � îņtelese numai pe baza mecanicii cuantice cu condi̧tia ca în cazul
sistemelor ce coņtin particule identice s¼a se impun¼a o restriçtie suplimen-
tar¼a funçtiilor de stare - principiul indiscernabilit¼a̧tii - care ţine seama
de imposibilitatea de a distinge microparticulele identice.
Fie un sistem din N particule identice. Funçtiile de und¼a vor depinde

de coordonatele xi; yi; zi şi coordonatele de spin �i: Introducem nota̧tia:

	 = 	(x1; y1; z1; �1; :::; xN ; yN ; zN ; �N ; t) = 	(1; 2; :::; N; t) (4.545)

Cu ui vom nota energia particulei i într-un câmp exterior iar cu
w(j; k) energia ce apare datorit¼a interaçtiei dintre dou¼a particule. Atunci
hamiltonianul sistemului este:

H =
N

�
i=1

�
� ~

2

2m
r2
i + ui(t)

�
+

N

�
j 6=k

N

�
k=1
w(i; j) (4.546)

Trebuie observat c¼a:
a) În cazul clasic putem distinge particulele identice prin interaçtiile

ce le au.
b) În cazul cuantic acest lucru nu este posibil din cauza suprapunerii

zonelor de localizare, fapt ce conduce la imposibilitatea de a distinge
aceste particule. Acest fapt face ca o eventual¼a numerotare a particulelor
la momentul ini̧tial s¼a se piard¼a în timp.
Indiscernabilitatea particulelor se manifest¼a prin faptul c¼a m¼arimile

observabile pentru un sistem de particule identice sunt m¼arimi sime-
trice la permutarea particulelor sistemului. În particular hamiltonianul
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sistemului trebuie s¼a �e simetric la interschimbarea a dou¼a particule.
Starea unui sistem nu se schimb¼a prin comutarea a dou¼a particule.
Astfel, �ec¼arei transpozi̧tii îi asociem un operator Pij în spa̧tiul st¼arilor

unui sistem de particule identice, denumit operator de transpozi̧tie.

Pij	(1; 2; :::i; :::; j; :::N) = 	(1; 2; :::j; :::; i; :::N) (4.547)

În plus, ţinând cont de expresia hamiltonianului:

PijH(1; 2; :::i; :::; j; :::N) = H(1; 2; :::j; :::; i; :::N) (4.548)

adic¼a operatorul hamiltonian r¼amâne neschimbat. Mai mult, operatorii
simetrici în coordonate şi spin comut¼a cu operatorul transpozi̧tie.
Punem condi̧tia ca starea sistemului s¼a nu �e afectat¼a de o transpoz-

i̧tie particular¼a.

Pij	(1; 2; :::; i; :::j; :::; N) = �ij	(1; 2; :::; i; :::; j; :::N) (4.549)

Pij [Pij	(1; 2; :::; i; :::j; :::N)] = �ijPij	(1; 2; :::; j; :::; i; :::N)

	(1; 2; :::N) = �2ij	(1; 2; :::N) (4.550)

Atunci:

�ij = �1
Rezult¼a c¼a schimbând dou¼a particule între ele avem dou¼a tipuri de

funçtii de stare:
Când �ij = 1 atunci:

Pij	(1; 2; :::; i; :::; j; :::N) = 	(1; 2; :::; j; :::; i; :::N) (4.551)

= 	(1; 2; :::; i; :::; j; :::N)

Funçtiile care îndeplinesc aceast¼a condi̧tie poart¼a numele de funçtii
simetrice la transpozi̧tia Pij.
Când �ij = �1 atunci:
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Pij	(1; 2; :::; i; :::; j; :::N) = 	(1; 2; :::; j; :::; i; :::N) (4.552)

= �	(1; 2; :::; i; :::; j; :::N)

Funçtiile care îndeplinesc aceast¼a condi̧tie poart¼a numele de funçtii
antisimetrice la transpozi̧tia Pij:
De�nim operatorul permutare P operatorul care schimb¼a particula 1

cu particula a1; particula 2 cu particula a2, ....particula N cu particula
aN: Dac¼a exist¼a N particule exist¼a N ! permut¼ari distincte. O permutare
este par¼a dac¼a num¼arul de transpozi̧tii ce conduce la acea permutare
este par şi este impar¼a dac¼a num¼arul de transpozi̧tii ce conduce la acea
permutare este impar. Funçtiile proprii ale lui H nu sunt în general
funçtii proprii pentru to̧ti cei N ! operatori de permutare. Exist¼a dou¼a
st¼ari deosebite ale c¼aror funçtii de stare pot � funçtii proprii ale lui H
şi ale operatorilor de permutare. Acestea sunt st¼arile total simetrice şi
total antisimetrice.
O funçtie de stare este total simetric¼a dac¼a pentru orice operator

permutare:

P	S = 	S (4.553)

O funçtie de stare este total antisimetric¼a dac¼a:

P	A =

�
+	A pentru o permutare par¼a
�	A pentru o permutare impar¼a

(4.554)

4.9.1 Postulatul de simetrizare

Starea unui sistem format din particule identice este descris¼a de:
a) funçtii de stare complet simetrice în coordonate speci�ce parti-

culelor cu spini întregi numite bozoni (mezoni, fotoni).
b) funçtii de stare complet antisimetrice speci�ce particulelor cu spin

semiîntreg numite fermioni (electroni, neutroni, protoni).

4.9.2 Construirea funçtiilor de und¼a total simetrice
sau antisimetrice

Fie dou¼a particule identice. Not¼am cu 	(1; 2) o funçtie proprie a lui
H nesimetrizabil¼a, ce corespunde valorii proprii E: Atunci se pot construi



337

funçtiile proprii simetrice şi antisimetrice:

	S(1; 2) =
1p
2
[	(1; 2) + 	(2; 1)] (4.555)

	A(1; 2) =
1p
2
[	(1; 2)�	(2; 1)] (4.556)

În concordaņt¼a cu discu̧tia anterioar¼a funçtia de und¼a este simetric¼a
în cazul unui sistem de doi bozoni şi antisimetric¼a în cazul unui sistem
format din doi fermioni.
Un caz special este acela în care hamiltonianul H al unui sistem de

N particule identice este suma a N hamiltonieni uniparticul¼a hi:

H =
NX
i=1

hi (4.557)

hiu�(i) = E�u�(i) (4.558)

O solu̧tie a ecua̧tiei Schrödinger:

H	(1; 2; :::; n) = E	(1; 2; :::; N) (4.559)

este de forma:

	(1; 2; :::n) = u�(1)u�(2):::u�(N) (4.560)

unde �; �; :::� sunt un set de numere cuantice ce caracterizeaz¼a st¼arile
individuale uniparticul¼a.
În cazul unui sistem de dou¼a particule energia total¼a E este suma

energiilor individuale.

E = Ea + E� (4.561)

Funçtiile de und¼a simetric¼a şi antisimetric¼a sunt:

	S(1; 2) =
1p
2
[u�(1)u�(2) + u�(2)u�(1)] (4.562)

	A(1; 2) =
1p
2
[u�(1)u�(2)� u�(2)u�(1)] (4.563)
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În cazul a N particule funçtia de und¼a simetric¼a este:

	S(1; 2; :::; N) =
1p
N !

X
P

Pu�(1)u�(2):::u�(N) (4.564)

unde sumarea se face pe totalitatea permut¼arilor posibile.
Funçtia de und¼a antisimetric¼a se poate scrie sub forma unui determi-

nant numit determinantul Slater.

	A(1; 2; :::; N) =
1p
N !

�������
u�(1) :::::: u�(1)
u�(2) :::::: u�(2)

:::

u�(N) :::::: u�(N)

������� (4.565)

Schimbarea a dou¼a particule înseamn¼a permutarea a dou¼a linii, fapt
ce duce la o schimbare de semn.

4.9.3 Principiul de excluziune al lui Pauli

Dac¼a în determinantul Slater dou¼a seturi de numere cuantice � şi
� sunt identice, înseamn¼a c¼a dou¼a coloane sunt identice şi funçtia se
anuleaz¼a.
În conseciņt¼a o stare cuantic¼a individual¼a poate � ocupat¼a doar de

un singur fermion. Aceast¼a a�rma̧tie exprim¼a principiul de excluziune al
lui Pauli.
Acest principiu a fost aplicat în scopul determin¼arii modului în care

sunt populate nivelele energetice în atomi. Dac¼a facem abstraçtie de
spin, o stare cuantic¼a determinat¼a de numerele cuantice n; l;m poate �
populat¼a de doi electroni. Dac¼a se ia în considerare spinul, starea poate
�caracterizat¼a de numerele cuantice n; l;m;ms şi poate �ocupat¼a de un
singur electron.

4.10 Teoria perturba̧tiilor

Ca şi în mecanica clasic¼a în mecanica cuantic¼a marea majoritate a
problemelor nu pot �rezolvate exact. Rezult¼a c¼a metodele de aproximare
prezint¼a un mare interes. Metodele de aproximare pot � împ¼aŗtite în
dou¼a categorii dup¼a cum hamiltonianul sistemului depinde sau nu de
timp.
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4.10.1 Teoria perturba̧tiilor independente de timp

Vom discuta cazul în care asupra sistemului açtioneaz¼a o mic¼a per-
turba̧tie. Vom prezenta teoria perturba̧tiei Rayleight - Schrödinger care
analizeaz¼a modul în care nivelele energetice ale sistemului se modi�c¼a
sub açtiunea perturba̧tiei.
Presupunem c¼a Hamiltonianul sistemului este împ¼aŗtit în dou¼a p¼aŗti:

H = H0 +H
0 (4.566)

unde H0 este hamiltonianul sistemului neperturbat iar H 0 reprezint¼a per-
turba̧tia. Pentru rezolvarea problemei se introduce operatorul:

H (�) = H0 + �H
0 (4.567)

unde � este un parametru real. La �nalul calculelor se pune � = 1 şi
se ob̧tin rezultatele corespunz¼atoare operatorului ini̧tial. Când � = 0
operatorul se reduce la operatorul neperturbat.
Mai mult, consider¼am c¼a problema cu funçtii şi valori proprii în cazul

hamiltonianului neperturbat este rezolvat¼a:

H0	
(0)
k = E

(0)
k 	

(0)
k (4.568)

Cazul sistemului nedegenerat

Vom considera problema cu valori şi funçtii proprii pentru operatorul
H0 + �H

0:

(H0 + �H
0)	k = Ek	k (4.569)

Ideea de baz¼a în acest caz este c¼a funçtia de stare 	k şi energia Ek
se pot dezvolta în serie de puteri în funçtie de �:

	k = 	
(0)
k + �	

(1)
k + �2	

(2)
k + ::: (4.570)

Ek = E
(0)
k + �E

(1)
k + �2E

(2)
k + ::: (4.571)

Înlocuind rela̧tiile (4.570) şi (4.571) în (4.569) se ob̧tine:

(H0 + �H
0)
�
	
(0)
k + �	

(1)
k + :::

�
=
�
E
(0)
k + �E

(1)
k + :::

��
	
(0)
k + �	

(1)
k + :::

�
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Identi�când coe�cieņtii aceloraşi puteri ale lui � se ob̧tine:

H0	
(0)
k = E

(0)
k 	

(0)
k (4.572)

H0	
(1)
k +H 0	

(0)
k = E

(0)
k 	

(1)
k + E

(1)
k 	

(0)
k (4.573)

H0	
(2)
k +H 0	

(1)
k = E

(0)
k 	

(2)
k + E

(1)
k 	

(1)
k + E

(2)
k 	

(0)
k (4.574)

Ecua̧tia (4.572) reprezint¼a aproxima̧tia de ordin zero, ecua̧tia (4.573)
coreçtia de ordin 1, iar ecua̧tia (4.574) coreçtia de ordin 2. Ecua̧tia care
d¼a coreçtia de ordin zero a fost presupus¼a ca �ind rezolvat¼a. Ecua̧tia
(4.573) se scrie:�

H0 � E(0)k
�
	
(1)
k +

�
H 0 � E(1)k

�
	
(0)
k = 0 (4.575)

Se efectueaz¼a produsul scalar:

�
	
(0)
k ;
�
H0 � E(0)k

�
	
(1)
k

�
+
�
	
(0)
k ;
�
H 0 � E(1)k

�
	
(0)
k

�
= 0 (4.576)

sau:

�
	
(0)
k ; H0	

(1)
k

�
�
�
	
(0)
k ; E

(0)
k 	

(1)
k

�
+
�
	
(0)
k ; H

0	
(0)
k

�
�
�
	
(0)
k ; E

(1)
k 	

(0)
k

�
= 0

�
H0	

(0)
k ;	

(1)
k

�
�E(0)k

�
	
(0)
k ;	

(1)
k

�
+
�
	
(0)
k ; H

0	
(0)
k

�
�E(1)k

�
	
(0)
k ;	

(0)
k

�
= 0

Deoarece H0	
(0)
k = E

(0)
k 	

(0)
k şi

�
	
(0)
k ;	

(0)
k

�
= 1 atunci:

E
(1)
k =

�
	
(0)
k ; H

0	
(0)
k

�
(4.577)

În mod analog se poate calcula şi coreçtia de ordin doi la energie:

E
(2)
k =

�
	
(0)
k ;
�
H 0 � E(1)k

�
	
(0)
k

�
(4.578)

Deoarece funçtiile 	(0)k formeaz¼a un sistem complet de funçtii proprii
atunci:
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(1)
k =

1X
m=1

akm	
(0)
m (4.579)

Înlocuind în (4.573) se ob̧tine

H0

1X
m=1

akm	
(0)
m +H 0	

(0)
k = E

(0)
k

1X
m=1

akm	
(0)
m + E

(1)
k 	

(0)
k (4.580)

sau: �
H0 � E(0)k

� 1X
m=1

akm	
(0)
m +

�
H 0 � E(1)k

�
	
(0)
k = 0 (4.581)

Rezult¼a:

 
	
(0)
l ;
�
H0 � E(0)k

� 1X
m=1

akm	
(0)
m

!
+
�
	
(0)
l ;
�
H 0 � E(1)k

�
	
(0)
k

�
= 0

(4.582)

 
	
(0)
l ;
�
E(0)m � E(0)k

� 1X
m=1

akm	
(0)
m

!
+
�
	
(0)
l ; H

0	
(0)
k

�
�E(1)k

�
	
(0)
l ;	

(0)
k

�
= 0

Deoarece
�
	
(0)
l ;	

(0)
k

�
= �lk atunci:

�
E(0)m � E(0)k

� 1X
m=1

akm

�
	
(0)
l ;	

(0)
m

�
+
�
H 0
lk � E

(1)
k �lk

�
= 0 (4.583)

unde H 0
lk =

�
	
(0)
l ; H

0	
(0)
k

�
�
E
(0)
l � E(0)k

�
akl + (H

0
lk � E 0l�lk) = 0 (4.584)

Pentru k 6= l

akl =
H 0
lk

E
(0)
k � E(0)l

(4.585)
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Se observ¼a c¼a akk r¼amâne nedeterminat. Pentru determinarea acestui
coe�cient se pune condi̧tia de normare pentru funçtia 	k = 	

(0)
k +�	

(1)
k :

(	k;	k) =
�
	
(0)
k + �	

(1)
k ;	

(0)
k + �	

(1)
k

�
= 1 (4.586)

Ţinand cont de expreria funçtiei 	(1)k atunci:

�
	
(0)
k ;	

(0)
k

�
+�akm

1X
m=1

�
	
(0)
k ;	

(0)
m

�
+�a�mk

1X
m=1

�
	(0)m ;	

(0)
k

�
= 1 (4.587)

Deoarece am considerat parametrul � foarte mic atunci termenii care
coņtin p¼atratul acestuia se neglijeaz¼a.

1 + � (akk + a
�
kk) = 1 + 2�Re akk = 1 (4.588)

Rela̧tia este îndeplinit¼a pentru akk = 0.

Cazul sistemului degenerat

Dac¼a o stare este degenerat¼a, unei valori a energiei E(0)k îi corespund
n funçtii independente 	(0)k� cu � = 1; 2; :::; n.
Consider¼am funçtia de und¼a a st¼arii perturbate:

	k� =
nX
�=1

ak�	
(0)
k� + �	

(1)
k� (4.589)

Energia st¼arii este:

Ek = E
(0)
k + �E

(1)
k + �2E

(2)
k + ::: (4.590)

Înlocuind în rela̧tia (4.569) se ob̧tine:

(H0 + �H
0)

 
nX
�=1

ak�	
(0)
k� + �	

(1)
k�

!
=
�
E
(0)
k + �E

(1)
k

� nX
�=1

ak�	
(0)
k� + �	

(1)
k�

!
Ca şi în cazul anterior pentru perturba̧tia de ordin unu se ob̧tine:�

H0 � E(0)k
�
	
(1)
k� +

nX
�=1

ak�

�
H 0 � E(1)k

�
	
(0)
k� = 0 (4.591)
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Alegem coreçtia la funçtia de und¼a ca �ind:

	
(1)
k� =

X
s;


ck�;s
	
(0)
s
 (4.592)

Se înlocuieşte (4.592) în (4.591). Atunci:

X
s;


�
H0 � E(0)k

�
ck�;s
	

(0)
s
 +

nX
�=1

ak�

�
H 0 � E(1)k

�
	
(0)
k� = 0 (4.593)

Se înmuļteşte la stânga cu	(0)k� efectuându-se produsul scalar. Atunci:

X
s;


ck�;s


�
	
(0)
k� ; H0	

(0)
s


�
�
X
s


E
(0)
k ck�;s


�
	
(0)
k� ;	

(0)
s


�
=

nX
�=1

ak�

�
	
(0)
k� ; H

0	
(0)
k�

�
� E(1)k

nX
�=1

�
	
(0)
k� ;	

(0)
k�

�
(4.594)

sau:

X
s;


ck�;s


�
E(0)s � E(0)k

��
	
(0)
k� ;	

(0)
s


�
=

nX
�=1

ak�Hk�;k� � E(1)k
nX
�=1

�
	
(0)
k� ;	

(0)
k�

�
(4.595)

unde

Hk�;k� =
�
	
(0)
k� ; H

0	
(0)
k�

�
(4.596)

Dac¼a s 6= k,
�
	
(0)
k� ;	

(0)
s


�
= 0 iar dac¼a s = k, E(0)s �E(0)k = 0 astfel c¼a

primul membru al ecua̧tiei de mai sus este nul. Rezult¼a:

nX
�=1

ak�

�
Hk�;k� � E(1)k ���

�
= 0 (4.597)

Rela̧tiile (4.597) sunt valabile pentru � = 1; 2; ::::; n. Se ob̧tine un
sistem de ecua̧tii pe care-l vom scrie desf¼aşurat:
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ak1

�
Hk1;k1 � E(1)k

�
+ ak2Hk1;k2 + ::::+ aknHk1;kn = 0

ak1Hk2;k1 + ak2

�
Hk2;k2 � E(1)k

�
+ ::::+ aknHk2;kn = 0

ak1Hkn;k1 + ak2Hkn;k2 + ::::+ akn

�
Hkn;kn � E(1)k

�
= 0

Acesta este un sistem omogen de n ecua̧tii cu n necunoscute. Pentru
ca acest sistem s¼a �e compatibil este necesar ca determinantul s¼au s¼a �e
nul. Rezult¼a:

���������
Hk1;k1 � E(1)k Hk1;k2 ::: Hk1;kn
Hk2;k1 Hk2;k2 � E(1)k ::: Hk2;kn
::: ::: ::: :::

Hkn;k1 Hkn;k2 ::: Hkn;kn � E(1)k

��������� = 0 (4.598)

Se ob̧tine astfel o ecua̧tie de gradul n în E(1)k . R¼ad¼acinile ecua̧tiei le
vom nota cu E(1)k� unde � = 1; 2; 3::::n. Dac¼a exist¼a toate cele n solu̧tii
perturba̧tia ridic¼a complet degenerarea, în caz contrar degenerarea este
ridicat¼a paŗtial. Energiile subnivelelor devin:

Ek� = E
(0)
k + E

(1)
k� (4.599)

4.10.2 Metoda perturba̧tiilor dependente de timp

În cazul unor sisteme supuse unor perturba̧tii dependente de timp
energia nu mai este o constant¼a a mi̧sc¼arii şi din acest motiv hamiltoni-
anul sistemului este dependent de timp iar ecua̧tia de mi̧scare nu poate
� rezolvat¼a exact.
Vom considera c¼a perturba̧tia în timp a hamiltonianului este mic¼a

în compara̧tie cu partea sta̧tionar¼a a acestuia. Fie un sistem al c¼arui
hamiltonian dependent de timp este:

H (t) = H0 +H
0 (t) (4.600)

undeH0 este independent de timp şi pentru care se presupune c¼a funçtiile
proprii 	0k şi valorile proprii E

(0)
k sunt cunoscute. Aceasta este echivalent



345

cu a cunoaşte st¼arile sta̧tionare sistemului şi funçtiile de stare corespun-
z¼atoare. Ecua̧tia Schrödinger temporal¼a pentru cazul hamiltonianului
neperturbat este:

i~
@	(t)

@t
= H0	(t) (4.601)

O solu̧tie general¼a a acestei ecua̧tii este:

	(0) (t) =
X
k

a
(0)
k 	k (t) =

X
k

a
(0)
k 	

(0)
k exp

"
�iE

(0)
k t

~

#
(4.602)

Considerând c¼a ecua̧tia de mai sus este funçtia de stare a sistemului

dat putem interpreta pe
���a(0)k ���2 ca �ind probabilitatea sistemului s¼a se a�e

în starea k: Deoarece funçtia 	(0) (t) se presupune normat¼a la unitate,
atunci: X

k

���a(0)k ���2 = 1 (4.603)

În cazul c¼a hamiltonianul este dependent de timp nu exist¼a solu̧tii
sta̧tionare ale ecua̧tiei Schrödinger:

i~
@	(t)

@t
= H	(t) (4.604)

şi energia nu se conserv¼a, astfel c¼a nu vom c¼auta coreçtii ale nivelelor
de energie. În schimb se poate determina în mod aproximativ funçtia
de und¼a perturbat¼a 	 în funçtie de funçtiile neperturbate 	(0)k (t). Pen-
tru aceasta vom folosi metoda varia̧tiei constantelor. Deoarece 	(0)k (t)
formeaz¼a un set complet de funçtii atunci funçtia 	 se poate scrie ca:

	 =
X
k

ak (t)	k (t) =
X
k

ak (t)	
(0)
k exp

"
�iE

(0)
k t

~

#
(4.605)

Ca şi în cazul anterior vom considera ecua̧tia Schrödinger pentru un
hamiltonian de forma:

H (t) = H0 + �H
0 (t) (4.606)
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unde � este considerat un parametru foarte mic. Atunci, ecua̧tia (4.604)
devine:

i~
X
k

�
dak (t)

dt
� iEk

~
ak (t)

�
	
(0)
k exp

"
�iE

(0)
k t

~

#

=
X
k

[H0 + �H
0 (t)] ak (t)	

(0)
k exp

"
�iE

(0)
k t

~

#
(4.607)

Dac¼a se ţine cont de ecua̧tia neperturbat¼a, rezult¼a:

i~
X
k

dak
dt
	
(0)
k exp

"
�iE

(0)
k t

~

#
= �

X
k

H 0ak	
(0)
k exp

"
�iE

(0)
k t

~

#
(4.608)

unde ak depind de timp.

i~
X
k

dak
dt

�
	(0)n ;	

(0)
k

�
e�

iE
(0)
k

t

~ = �
X
k

ak

�
	(0)n ; H

0	
(0)
k

�
e�

iE
(0)
k

t

~

Not¼am cu:

H 0
nk =

�
	(0)n ; H

0	
(0)
k

�
(4.609)

Cum
�
	
(0)
n ;	

(0)
k

�
= �nk, atunci:

i~
X
k

dak
dt
�nk exp

"
�iE

(0)
k t

~

#
= �

X
k

akH
0
nk exp

"
�iE

(0)
k t

~

#

i~
dan
dt
exp

"
�iE

(0)
n t

~

#
= �

X
k

akH
0
nk exp

"
�iE

(0)
k t

~

#

i~
dan
dt

= �
X
k

akH
0
nk exp

24i
�
E
(0)
n � E(0)k

�
t

~

35 (4.610)

Dac¼a se noteaz¼a cu:
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!nk =

�
E
(0)
n � E(0)k

�
~

(4.611)

ecua̧tia devine:

i~
dan
dt

= �
X
k

akH
0
nk exp (i!nkt) (4.612)

Pentru toate valorile lui n m¼arimea
dan
dt

depinde de toate st¼arile prin

intermediul elementului de matrice H 0
nk. Din acest motiv vom considera

dezvoltarea în serie a lui ak (t):

ak (t) = a
(0)
k + �a

(1)
k + �2a

(2)
k + ::: =

X
s

�sa
(s)
k (t) (4.613)

Introducând (4.613) în ecua̧tia (4.612) se ob̧tine:

i~
X
s

�s
da

(s)
n

dt
= �

X
k

X
s

�sa
(s)
k H

0
nk exp (i!nkt) (4.614)

Prin egalarea coe�cieņtilor lui � se ob̧tin ecua̧tiile:

da
(0)
n

dt
= 0 (4.615)

i~
da

(1)
n

dt
=
X
k

a
(0)
k H

0
nk exp (i!nkt) (4.616)

...........................

i~
da

(s)
n

dt
=
X
k

a
(0)
k H

0
nk exp (i!nkt) (4.617)

Din ecua̧tiile (4.615) rezult¼a c¼a m¼arimile a(0)n sunt constante. Celelalte
m¼arimi se determin¼a în funçtie de acestea.
Consider¼am c¼a ini̧tial sistemul se a�¼a într-o stare sta̧tionar¼a neper-

turbat¼a cu energia Ei caracterizat¼a de funçtia de stare 	
(0)
i . Atunci

a
(0)
k = �ki. În acest caz ecua̧tia (4.615) devine:
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da
(1)
n

dt
= (i~)�1H 0

ni exp (i!nit) (4.618)

Atunci:

a(1)n = (i~)�1
Z �

0

H 0
ni exp (i!nit) dt (4.619)

Astfel, în aproxima̧tia de ordinul întâi funçtia de stare corespunde

unei suprapuneri de st¼ari. M¼arimea
���a(1)n ���2 reprezint¼a probabilitatea ca

sistemul s¼a se a�e în starea n. Putem interpreta modulul p¼atrat al coe-
�cientului a(1)n ca �ind probabilitatea ca sistemul s¼a fac¼a o tranzi̧tie din
starea i în starea n:

Pi!n =
��a(1)n ��2 (4.620)

Dac¼a perturba̧tia este constant¼a în timp atunci termenul H 0
ni este

constant şi iese de sub semnul integralei. Rezult¼a:

a(1)n =
H 0
ni

i~

Z �

0

exp (i!nit) dt =
H 0
ni

i~
exp (i!ni�)� 1

i!ni
(4.621)

Atunci:

Pi!n =
4 jH 0

nij
2

~2
sin2 !ni�

2

!2ni
(4.622)

Aceast¼a probabilitate mai poate � exprimat¼a astfel:

Pi!n =
2

~2
jH 0

nij
2
f (� ; !ni) (4.623)

unde:

f (� ; !) =
2 sin2 (!�=2)

!2
(4.624)

Se observ¼a c¼a f (� ; 0) = � 2=2: Pentru un � �xat funçtia prezint¼a un
maxim pentru ! ! 0 şi are l¼argimea la semiîn¼a̧time aproximativ egal¼a
cu 2�=� : Punând x = !�=2 se observ¼a c¼a:
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Z +1

�1
f (� ; !) d! = ~

Z +1

�1

sin2 x

x2
dx = �� (4.625)

Vor � favorizate acele tranzi̧tii pentru care �! = 2�=� ; adic¼a pentru
care energia se g¼aseşte în intervalul �E = 2�~=� :

Tranzi̧tia spre un grup de st¼ari. Regula de aur a mecanicii
cuantice

În loc s¼a se considere o tranzi̧tie c¼atre o stare �nal¼a n ne intereseaz¼a
tranzi̧tia c¼atre un grup de st¼ari f a c¼aror energie se a�¼a în intervalul
(En ��E ; En +�E) centrat pe valoarea En. Acest lucru se întâmpl¼a
atunci când au loc tranzi̧tii în spectrul continuu de energii.
Vom nota cu � (En) densitatea de nivele energetice pe scara energiei,

astfel c¼a � (En) dEn reprezint¼a num¼arul de st¼ari �nale într-un interval
energetic dEn centrat pe energia En. Vom presupune în continuare c¼a
perturba̧tia este constant¼a în intervalul de timp (0 ; �).
Probabilitatea de tranzi̧tie în aproxima̧tia de ordin unu c¼atre grupul

de st¼ari �nale a c¼aror energie este în intervalul (En��E ; En+�E) se
ob̧tine multiplicând probabilitatea Pi!n cu � (En) dEn şi apoi integrând
în raport cu energia En.

Pi!f =
2

~2

Z En+�E

En��E
jH 0

nij
2
f (� ; !ni) � (En) dEn (4.626)

unde:

!ni =
En � Ei
~

(4.627)

Dac¼a presupunem c¼a �E este su�cient de mic atunci H 0
ni şi � (En) pe

intervalul energetic considerat sunt aproximativ constante. Atunci:

Pi!f =
2

~2
jH 0

nij
2
� (En)

Z En+�E

En��E
f (� ; !ni) dEn (4.628)

Putem presupune c¼a durata perturba̧tiei este su�cient de lung¼a astfel
c¼a �E � 2�~=� integrala din (4.628) putând �extins¼a de la �1 la +1.
Rezult¼a:
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Z En+�E

En��E
f (� ; !ni) dEn ' ~

Z +1

�1
f (� ; !ni) d!ni = ~�� (4.629)

şi rela̧tia (4.628) devine:

Pi!f =
2�

~
jH 0

nij
2
� (En) � (4.630)

Se poate de�ni probabilitatea de tranzi̧tie în unitatea de timp

Wi!f =
Pi!f
�

=
2�

~
jH 0

nij
2
� (En) (4.631)

Formula a fost ob̧tinut¼a pentru prima dat¼a de Dirac iar apoi a fost
denumit¼a de Fermi "Regula de aur a mecanicii cuantice". Deşi a fost sta-
bilit¼a în cazul unei perturba̧tii constante în timp ea poate � generalizat¼a
şi în alte cazuri având o aplicabilitate extrem de mare în �zica atomic¼a şi
nuclear¼a (împr¼aştiere elastic¼a, interaçtie cu radia̧tia electromagnetic¼a).


