Capitolul 4

Mecanica cuantica

4.1 Unde si particule. Ideile fundamentale
ale mecanicii cuantice

Newton a considerat ca lumina are un caracter corpuscular si ca este
formatd dintr-un jet de particule. In prima juméitate a secolului XIX a
fost pus in evidenta caracterul ondulatoriu al luminii, fapt ce a permis
integrarea opticii in teoria electromagnetica. S-a aratat ca viteza luminii
depinde de constantele ¢y si i, iar fenomenul de polarizare a fost in-
terpretat ca o manifestare a caracterului vectorial si transversal al undei
electromagnetice.

Din studiul radiatiei corpului negru, Planck a emis ipoteza cuan-
tificarii energiei, astfel ca pentru o unda electromagnetica de frecventa v
singurele energii posibile sunt multipli de hv. Einstein a adoptat ipoteza
ca lumina este formata din corpusculi numiti fotoni care poseda energia
hv. Astfel a fost explicat efectul fotoelectric si efectul Compton. Aceste
rezultate conduc la concluzia ca interactia unei unde electromagnetice cu
materia se face prin procese elementare in care radiatia pare a fi consti-
tuita din corpusculi.

4.1.1 Dualitatea unda-corpuscul

Fenomenele tipice ondulatorii puse in evidenta prin experientele de in-
terferenta si difractie a electronilor sunt inexplicabiledin punct de vedere
corpuscular. Analizdnd binecunoscuta experienta Young vom ajunge la
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I,

Figura 4.1: Experimentul Young. I; este intensitatea luminoasa data de fanta
F1, I este intensitatea luminoasa datd de fanta Fh, iar I este intensitatea
luminoasa datd de ambele fante

urmatoarea concluzie: interpretarea completa a fenomenului nu se poate
obtine considerand numai aspectul corpuscular sau numai aspectul on-
dulatoriu. Schema experientei este aratata in Fig.4.1.

Lumina emisa de sursa S cade pe fantele I} si I3 dupa care lumina
ajunge pe ecranul E. Daca se obtureaza fanta F; pe ecran se obtine o
intensitate luminoas# I; (x). In acelasi fel dacs se obtureazs fanta Fy se
obtine intensitatea I5 (x). Cand fantele sunt deschise se observa pe ecran
un sistem de franje de interferentd. Se constatd cd intensitatea I (x) nu
corespunde sumei intensitatilor produse de F} si Fs.

I(x) # 1 (2) + I () (4.1)

Din punct de vedere corpuscular se poate explica forma intensitatilor
I (x) si Iy (x) prin interactia fotonilor cu marginile fantelor. Problema
care se pune este aceea de a explica forma intensitatii I (z) cand ambele
fante sunt deschise. O ipoteza ar sa se considere interactia dintre fotonii
ce trec prin fantele Fj si Fy. O astfel de ipoteza ne conduce la concluzia
ca daca se diminueaza intensitatea sursei S pana ce pe ecran ajunge cate
un singur foton, interactia dintre fotonii proveniti de la cele doua fante
dispare si deci ar trebui sa dispara si figura de interferenta.

Interpretarea rezultatului din punct de vedere al teoriei ondulatorii
este simpla. Intensitatea luminoasa a unui punct pe ecran este pro-
portionala cu patratul modulului amplitudinii cAmpului electric. Daca
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Ey(x) si Ey(x) reprezintd amplitudinile intensitétilor cAmpului electric
produs in punctul de coordonata = produs pe ecran de fantele Fi si F5
atunci:

E(2) = Ei(2) + Es(2) (4.2)

Tinand cont de faptul ca intensitatea luminoasa este proportionala
cu modulul patrat al amplitudinii cAmpului electric rezulta:

I(x) ~ |E(x)]" = B (x) + Ex (2)]° (4.3)

Cum [, (z) ~ |Ey (2)| i I, (z) ~ |Ey (z)]? formula aratd ci I (z) #
I (x) + I3 (z) . Intensitatea I (x) depinde de diferenta de fazd dintre E;
si F». Daca se micsoreaza intensitatea sursei S, franjele de interferenta
obtinute ar trebui sa-si diminueze intensitatea.

Trebuie remarcat ca daca sursa S emite fotoni unul cite unul nici
predictiile teoriei ondulatorii, nici cele ale teoriei corpusculare nu sunt
verificate in practica.

Astfel, in acest caz, daca se acopera ecranul cu o placa fotografica si
se mareste suficient de mult timpul de expunere pentru a fi inregistrati
un numar mare de fotoni, franjele de interferenta nu dispar. Rezultatul
experientei conduce la un paradox aparent care in cadrul teoriei corpus-
culare nu poate fi explicat. Deoarece interactia dintre fotoni este exclusa
ei trebuie considerati in mod separat. Dar atunci nu se poate intelege de
ce fenomenele se schimba cdnd avem o singura fanta fata de cazul cand
ambele sunt deschise. Astfel, interpretarea pur corpusculara a fenomenu-
lui nu poate explica aparitia figurii de interferenta.

Din contra, daca placa fotografica este expusa un timp suficient de
scurt atunci se constata ca pe ea apar doar puncte de impact local. Acest
lucru nu poate fi interpretat in cadrul unei teorii pur ondulatorii. Din
punct de vedere corpuscular aparitia punctelor de impact este datorata
ciocnirii fotonilor cu placa fotografica.

Daca inregistrarea punctelor de impact ale fotonilor cu placa fo-
tografica este urmarita in timp se constata ca acestea se repartizeaza
intr-o o maniera aleatorie, iar ciAnd un numar suficient de mare de fotoni
ajung pe ecran repartitia pare a avea un aspect continuu. Densitatea
punctelor de impact poate fi legata de existenta franjelor de interferenta.
Acolo unde densitatea punctelor de impact este mare se obtin maxime de
interferenta, iar acolo unde densitatea punctelor de impact este mica sau
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chiar nula se obtin minime de interferenta. Putem spune ca prin inregis-
trarea fotonilor pe ecran in timp, se reconstituie figura de interferenta.

Trebuie remarcat ca in cursul experimentului nu s-a incercat sa se
determine prin ce fanta trece fiecare foton ce ajunge pe ecran. Pentru
a obtine acest lucru vom plasa fotomultiplicatori in spatele fantelor Fj
si 5. Vom constata ca daca fotonii pleaca de la sursa S unul cate unul
fiecare foton va atinge unul din detectori, adica un singur detector va da
semnal. Evident detectorii vor absorbi fotonii care nu vor mai ajunge
la ecran. Daca unul din detectori este indepartat cel care va raméane va
inregistra un mare numar de fotoni. Pe ecran insa nu se va mai forma o
figura de interferenta deoarece una din fante este obturata.

Analiza precedenta arata ca este imposibil de a explica fenomenele
observate printr-o singura teorie fie corpusculara fie ondulatorie. Cele
doua aspecte par ca se exclud reciproc. Pentru a surmonta dificultatile
trebuie sa revizuim conceptele fizicii clasice si sa admitem ca experienta
cotidiana nu mai este valabila in domeniul microscopic. De exemplu una
din caracteristicile esentiale a domeniului microscopic este aceea ca efec-
tuarea unei masuratori asupra unui sistem il perturba de o maniera fun-
damental. In cazul domeniului macroscopic suntem obisnuiti cu ideea
ca putem face influenta aparatului de masura suficient de mica pentru a
putea fi neglijata.

Daca ne referim la experimentul anterior, un foton care trece printr-o
fanta se comporta diferit daca cealalata fanta este inchisa sau deschisa.
In plus, dacg dorim si vedem pe unde trece un foton il impiedicim si
ajunga la ecran. Putem spune ca e imposibil sa se observe figura de
interferenta si sa stabileasca in acelasi timp prin ce fanta trece fotonul.
Din acest motiv trebuie sa renuntam la ideea ca fotonul trece printr-
o fanta bine determinata. Pe de alta parte fotonii ce ajung pe ecran
reconstituie in timp figura de difractie. Din acest motiv nu vom gti
dinainte cu certitudine unde vor lovi fotonii ecranul.

Singurul lucru care poate fi spus este ca un foton va atinge ecranul
intr-un punct cu o probabilitate care este proportionalad cu intensitatea
I (z) adic proportionali cu |F (z)[%. Aceasta duce la ideea ci notiunea
de traiectorie nu are sens. In plus nu mai este valabil nici ideea clasici
conform careia migcarea unei particule este determinatd de conditiile
initiale.

Putem introduce notiunea de dualitate unda-corpuscul:

1. Aspectele ondulatorii si corpusculare sunt inseparabile. In unele
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cazuri avem o comportare ondulatorie, in altele corpusculara.

2. Previziunile asupra comportarii unui foton se pot face numai prob-
abilistic.

3. Informatia asupra unui foton la momentul ¢ este data de unda
E (7,t), solutie a ecuatiei Maxwell. Spunem c& aceastd unda caracte-
rizeaza starea fotonului la momentul ¢t. FE (7,t) este interpretata ca o
amplitudine de probabilitate pentru ca un foton sa-si manifeste prezenta
in punctul 7 la momentul ¢t. Probabiliatea aceasta este proportionala
cu |E (7, t)[>. Ecuatiile Maxwell fiind liniare si omogene principiul de
superpozitie este valabil. Astfel, daca El si E2 sunt cele doua solutii ale
ecuatiilor Maxwell atunci expresia

E = ME| 4+ \E, (4.4)

unde \; si Ay sunt constante este si ea solutie a acestor ecuatii.

Ca o concluzie la cele discutate anterior trebuie sa remarcam ca teoria
permite doar calculul probabilitatii ca un eveniment sa se produca.

Paralel cu descoperirea fotonilor, studiul spectrelor de emisie si ab-
sorbtie ale atomilor pune in evidenta un fapt pe care fizica clasica nu-1
poate explica. Spectrele sunt formate din linii fine, adica atomii nu emit
si nici nu absorb decét fotoni de frecventa bine determinata. Aceasta se
explica considerand ca energia este cuantificata. Bohr a formulat primele
reguli de calcul ale cuantelor absorbite. In 1923 de Broglie a emis ipoteza
ca particulele materiale ca si fotonii pot avea un aspect ondulatoriu. Ex-
perientele lui Davisson gi Germer au venit sa confirme aspectul ondu-
latoriu al materiei aratand ca figurile de interferenta se pot obtine cu
ajutorul electronilor. Pornind de la ipoteza lui de Broglie vom extinde
asupra tuturor particulelor toate notiunile introduse in cazul fotonilor.

4.1.2 Functia de unda. Conceptul de stare

Avéand in vedere cele discutate mai sus putem trage urmatoarele con-
cluzii:

1. Conceptul de traiectorie trebuie substituit cu cel de stare la mo-
mentul ¢. Starea cuantica a unui sistem este caracterizata de o functie
de stare W (7, t) care contine toate informatiile posibile asupra particulei.
Pentru o particuld marimea W (7, t) poarta numele si de functie de unda.
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2. U (7, t) este interpretata ca o amplitudine de probabilitate de lo-
calizare. Remarcim cit W (7, ¢) inlocuieste E (7, ¢) din discutia anterioar.
Astfel, probabilitatea ca o particula data sa se gaseasca la momentul ¢
intr-un element de volum dv = dxdydz caracterizat de vectorul de pozitie
7 este proportionals cu elementul de volum dv si are valoarea dP (77, ).
Interpretand pe |¥ (7,t)|* ca o densitate de probabilitate de localizare
putem scrie:

dP (F,t) = | W (F,t)]* dv = Pdv (4.5)

Astfel, in experimentul prezentat cu ajutorul dispozitivului Young
putem considera ca ¥y este functia de unda provenind din Fy, Up, este
functia de unda provenind din F,. Céand ambele fante sunt deschise,
functia de unda este: ¥ = Uy, + WUp,, iar densitatea de probabilitate de
localizare a fotonului este:

P~ |\IIF1 + \IJF2|2 (46)

In cazul c& doar o singuri fantd este deschisg densititile de probabi-
litate de localizare sunt P ~ [Up |* si Py ~ |¥p,|. Atunci:

P#P + P, (4.7)

Interpretarea datda modulului patrat al functiei de stare conduce la
concluzia ca probabilitatea pentru a gasi particula in spatiu la momentul
t este egala cu 1.

/mmﬁm%wzl (4.8)

Relatia 4.8 poarta numele de conditie de normare. Acest fapt impune
anumite conditii care trebuiesc indeplinite de ¥ (7, ¢):

- Functia W (7, t) trebuie sa tinda la zero la distante mari.

- Functia WU (7, t) nu trebuie sa aiba singularitati fiindca integrala nu
ar avea fara sens. Ea trebuie sa fie o functie continua si derivabild (s& nu
prezinte varfuri).

- Functia WU (7, t) trebuie s& aiba o evolutie in timp astfel incat conditia
de normare sa fie indeplinité la orice moment de timp.

Se poate remarca astfel diferenta dintre modul de caracterizarea a
starii clasice si a starii cuantice. Starea in cazul unei particule clasice este
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caracterizata la momentul ¢ de sase parametri: z,y, 2z, v,, vy, V.. Starea
cuantica a unei particule este determinata de o infinitate de parametri:
valorile in diverse puncte a functiei ¥ (7, ¢). Notiunii clasice de traiectorie
ii este substituita notiunea de functie de unda. Existenta acestei functii
de unda este expresia proprietatilor ondulatorii. Spre deosebire de undele
clasice (sonore de exemplu), functia de unda este o marime abstractad a
carei interpretare este de natura statistica.

Inainte de a discuta mai in detaliu despre conceptul cuantic de stare
vom revedea inca o data principalele caracteristici ale starii unei particule
clasice:

1. Starea particulei la un moment dat este caracterizata de sase para-
metri aga cum am precizat mai inainte (trei de pozitie si trei de viteza).
Din cunoagterea starii rezultd toate proprietétile particulei (energie, im-
puls etc ).

2. Starea poate fi aflata prin masuratori simultane asupra pozitiei si
impulsului.

3. Influenta aparatelor de masura poate fi facuta sa fie extrem de
mica, astfel incadt o masuratoare sa nu influenteze starea particulei.

4. Variabilele de pozitie si impuls pot fi inlocuite cu alte sase variabile
(evident ca provenind din acestea).

5. Cunoagterea starii la un moment dat si a factorilor externi ce
actioneaza asupra particulei determina cunoasterea in mod univoc a
evolutiei sale in timp.

Pentru a intelege mai bine notiunea de stare vom descrie in continuare
inca doua experimente.

Primul dintre ele se refera la difractia particulelor pe o fanta. Sa
consideram ca un flux de particule trece printr-o fanta extrem de ingusta
pentru a putea fi pus in evidenta caracterul ondulatoriu al particulelor.
Desi o astfel de experienta nu a fost efectiv realizata, se poate prevedea
rezultatul care se obtine pe baza cunoagterii comportarii microparti-
culelor in alte situatii. S-a efectuat totusi un experiment cu electroni
care este analogul celui de interferenta cu biprisma Fresnel. Un fir metalic
foarte subtire incarcat pozitiv este pus in fata unui fascicol de electroni
care il deviaza din drumul lor. Pe un ecran sau pe o placa fotografica se
obtine o figura analoaga cu cea data de lumina care strabate o biprisma
Fresnel.

Dupa trecerea prin fanta particulele ajung pe ecranul £ (Fig.4.2). Pe
acest ecran se obtine o figura de difractie similara cu cea obtinuta in
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Figura 4.2: Difractia unui fascicol de particle pe o fanta

cazul trecerii luminii (care poate fi considerata ca fiind formata dintr-un
flux de fotoni).

Deoarece particulele trec prin fanta pozitia acestora in momentul tre-
cerii este cunoscuta cu o precizie egala cu Ay ~ d unde d este deschiderea
fantei. Pe ecran se constata ca majoritatea particulelor sunt deviate in
interiorul unghiului #. Din teoria difractiei se stie ca:

sinf = —

d

Pentru particulele materiale, conform ipotezei lui de Broglie:

A= (4.9)

O deviatie 6 # 0 dupa trecerea particulei prin fanta implica faptul ca
py 7 0. Intervalul in care poate varia componenta p, corespunde devierii
in cazul deschiderii 6 si este dat de:

Ap, ~ psinf = %siné’ (4.10)

Astfel se observa ca:

h
AyAp, = dX sinf) ~ h (4.11)

Relatia dintre nedeterminarile Ay si Ap, arata ca pozitia si impul-
sul particulelor nu pot fi masurate simultan. Relatia poarta numele de
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relatia de nedeterminare a lui Heisemberg. Cu cat deschiderea fantei
este mai mica cu atat incertitudinea in determinarea impulsului este mai
mare. Pentru a micgora incertitudinea in determinarea impulsului tre-
buie largita fanta. Aceasta insa implicd o crestere in nedeterminarea
pozitiei.

Trebuie remarcat ca inainte de trecerea particulei prin fanta p, = 0.
Dupa trecere, adica dupa localizarea particulei, particula dobandeste un
impuls paralel cu ecranul. Aceasta inseamna cé procesul de mésurare (in
acest caz al pozitiei), afecteaza proprietitile microsistemului.

4.1.3 Principiul descompunerii spectrale

Vom considera o alta experienta simpla de optica in care intervine
polarizarea luminii. Aceasta permite introducerea unor concepte funda-
mentale cu privire la masurarea marimilor fizice. O undd monocromatica
plana a carei directie de polarizare este descrisa de vectorul unitar €, este
trimisa pe un analizor (polarizor). Oz desemneaza directia de propagare
a acestei unde. Analizorul transmite unda daca este polarizata paralel
cu axa Ox si o absoarbe dacd este polarizatd paralel cu axa Oy (Fig.
4.3). Interpretarea clasica a acestei experiente (descriere valabild pentru
unde luminoase) este urmatoarea: Unda polarizatd este caracterizata de
un camp electric sub forma:

E (7,t) = Eyé, exp[i (kz — wt)] (4.12)
unde Ej este amplitudinea, intensitatea luminoasa [ fiind proportionala
cu |E0|2. Dupa trecerea prin analizorul A, se obtine o unda polarizata,
dupa axa Ox:

E'(7,t) = E\éyexpi (kz — wt)] (4.13)

a cérel intensitate I’ este proportionald cu ’Eéf si este data de legea lui
Malus:

I' = Icos?0 (4.14)

Sa consideram ca facem ca intensitatea I sa devina suficient de mica
pentru ca fotonii sa ajunga unul cate unul pe analizor (Plasam detec-
torul dupa analizor). Nu vom inregistra o "fractie de fotoni": fotonul
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Analizor

Y

Figura 4.3: Und4 luminoasa care trece printr-un analizor (polarizor).

fie trece prin analizor fie este absorbit in totalitate. Nu putem preciza
cu certitudine daca fotonul ce ajunge pe analizor va fi absorbit sau va
trece; nu putem cunoaste decét probabilitatea corespunzatoare ca el sa
fie absorbit sau lasat sa treaca.

Daca pe analizor cade un numar mare N de fotoni, detectorul va
inregistra un numsér N cos? 6 de fotoni. Astfel, probabilitatea ca fotonul
sa treacd de analizor este egald cu cos? ), iar probabilitatea ca fotonul si
nu treacd de analizor este 1 — cos? § = sin?#. Rezultd cé:

1. Aparatul de masura nu poate furniza decat anumite rezultate pri-
vilegiate pe care le vom numi rezultate proprii. Din experienta de mai sus
rezulta ca nu exista decat doua rezultate posibile: fotonul trece prin ana-
lizor sau este absorbit. Spunem ca exista o cuantificare a rezultatului de
misurs in contradictie cu formula clasicd in care I’ poate varia continuu,
cand 6 variaza.

2. Fiecare rezultat corespunde unei stari particulare a sistemului, care
face parte dintr-o multime de st&ri numite stiri proprii. In cazul de mai
sus exista doua stari proprii caracterizate prin vectorii de polarizare:

€p = €

€Ep = €y
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Daca ¢, = €, avem certitudinea ca fotonul va trece prin analizor;
Daca €, = ¢, fotonul este absorbit.

Corespondenta intre rezultatele proprii si starea proprie este urma-
toarea: daca sistemul se gasegte inainte de masurare intr-o stare proprie,
rezultatul masuratorii este determinat cu o probabilitate egala cu 1.

3. Daca starea dinainte de masuratoare este oarecare, nu putem
prezice decat probabilitatea de obtinere a rezultatelor proprii. Pentru
a gisi aceastd probabilitate descompunem starea sitemului (in cazul nos-
tru starea fotonului) intr-o combinatie liniara a diverselor stari proprii.

Astfel:

€, = €, cosf + €, sinf (4.15)

Asa cum am discutat mai inainte cos? f reprezints probabilitatea ca
fotonul s& treacd prin analizor iar sin? @ reprezintd probabilitatea ca fo-
tonul sa fie absorbit (cos2 0 +sin® ) = 1). Rezulta ca probabilitatea de
a obtine un rezultat propriu este proportionala cu patratul modulului
coeficientului atasat vectorului starii proprii corespunzatoare.

Aceasta reguld poartd numele de principiul de descompunere spec-
trala.

Trebuie remarcat ca descompunerea depinde de tipul aparatului de
misurst deoarece se face utilizand starea proprie ce-i corespunde. In
Fig.4.3 ambele axe Ox si Oy sunt fixate de analizor.

4. Dupa trecerea prin analizor lumina este complet polarizata avand
vectorul de polarizare é,. Daca dispunem dupa primul analizor un altul,
A’ avand aceiagi axa opticd, toti fotonii ce trec prin analizorul A, vor trece
prin A’. Aceasta se datoreaza faptului ca dupa ce traverseaza analizorul A
fotonul este intr-o stare proprie caracterizata de vectorul de polarizare €.
Exista o schimbare brusca a starii particulei: dupa masurare starea este
definitd prin vectorul E (7,¢) colinear cu vectorul &,. Astfel misurarea
perturba sistemul microscopic intr-un mod fundamental.

Principiul de descompunere spectrala se aplica gi in cazul masurarii
unei marimi fizice oarecare A. Rezultatele formeaza un ansamblu de date
proprii pe care-1 notdm cu {a}. Fiecarui rezultat propriu ii este asociata
o stare proprie caracterizatd de o functie proprie ¥, (7).

Pentru o functie de stare W (7, ¢) probabilitatea P, de a obtine la
momentul ¢ prin masurare valoarea proprie a, se obtine descompunand

U (7, t) dupd ¥, (7):
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V(7 1) =Dl (T) (4.16)

Generalizand cele discutate anterior rezulta:

|Ca|2
Za |Ca|2

Pentru un sistem fizic exista o serie de marimi ce pot fi masurate; ele
poarta numele de observabile. Ele sunt marimi ce apar si in cazul clasic
si care sunt masurate folosind aparate macroscopice. Starea sistemului
se modificd in timpul masuratorii. Raspunsul obtinut la m&surarea unei
variabile nu este univoc deoarece sistemul asculta de legi statistice care
sunt determinate de conditiile experientei.

Existd marimi pentru care gisim orice valoare posibila (pozitie, im-
puls) iar pentru altele (de exemplu energia unui electron intr-un atom)
numai anumite valori. Observabilele pentru care la masurare obtinem
orice valoare posibila poarta numele de masurabile necuantificabile. Ob-
servabilele care la masurare dau doar valori discrete poarta numele de
marimi cuantificabile.

In cazul clasic din cunoagterea pozitiei si impulsului rezulti cunoasterea
tuturor celorlalte observabile. In cazul cuantic cunoagterea simultang a
pozitiei si impulsului acestor marimi nu e posibila si de aceea nu rezulta
si cunoagterea celorlalte observabile. Din acest motiv pentru a cunoaste
starea sistemului trebuie cunoscuta statistica tuturor observabilelor.

P, = (4.17)

4.2 Aparatul matematic al mecanicii cuan-
tice

4.2.1 Spatiul functiilor de unda

Structura spatiului functiilor de unda Interpretarea probabilistica
a functiei de unda V¥ (7, t) a unei particule a fost datd in sectiunea prece-
dents. | (7,t)|* dv reprezint# probabilitatea ca la momentul ¢ particula
sa se gaseasca in volumul dv centrat pe punctul determinat de vectorul
de porzitie 7. Probabilitatea de a gasi particula in tot spatiul impune
conditia:
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/// O (7 1) 2 dv = 1 (4.18)

Ansamblul functiilor de unda este inclus in clasa de functii de modul
patrat integrabil. Aceste functii trebuie sa indeplineasca in plus si asa
numitele conditii care rezulta din interpretarea functiei de unda. Astfel:

a) conditia de normare se poate realiza numai daca functia de undd
este finita in tot spatiul, adica daca este marginita. Ea trebuie sa tinda
la zero atunci cand |7] — oc.

b) deoarece particula din punct de vedere fizic se poate afla intr-un
singur loc la un moment dat este necesar ca functia de unda sa fie o
functie univoca de 7.

c) functiile de unda trebuie sa fie continue si derivabile, deoarece nu
pot exista discontinuitati in probabilitatea de a gasi particula intr-un
punct, iar variatia acesteia trebuie sa fie lina.

d) deoarece semnificatie fizicd are doar patratul modulului, functiile
de unda sunt definite pana la un factor de faza expi¢p.

Vom nota cu F ansamblul functiilor de unda.

In cazul general al unor sisteme complexe formate nu neapirat dintr-
o particula starea este caracterizata de o functie de stare sau vector de
stare (notiune ce generalizeaza notiunea de functie de unda). Functia de
stare apartine unui spatiu abstract £ numit spatiul starilor, care este de
fapt un subspatiu Hilbert.

In continuare ne vom axa asupra studiului functiilor de unds ¥ din
spatiul F , multe din proprietatile obtinute pentru acestea putandu-se
generaliza pentru functiile de stare.

Se demonstreaza ca F satisface proprietatile unui spatiu vectorial.

Se defineste pe aceasta multime operatia de adunare a doua functii
de unda care stabilegte ca pentru orice doua functii de unda ¥y si s,
exista suma ¥, + Wy, fiind indeplinite proprietatile:

a) comutativitate:

Uy + Wy =W, + U,

b) asociativitate:

(U +WUy) + U3 =Ty 4 (U + Ty)

c) exista element neutru 0:
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UV4+0=U
d) existd element invers —W, pentru fiecare functie ¥:

U4+ (-¥)=0

Se definegte inmultirea cu un scalar (care in general este un numar
complex) si care stabileste ca oricarei functii de stare ¥ si oricarui scalar
A ii corespunde o alta functie AU cu proprietatile:

a) asociativitate:

()\1)\2) U = )\1 (/\2‘1/)

b) prezenta elementul unitate:

1w =yv

c) distributivitatea in raport cu adunarea scalarilor:

()\1 + /\2) \I/ - /\1\11 + /\2\11
d) distributivitatea in raport cu adunarea functiilor de unda.

AT+ Ty) = AT, + AT,

Produs scalar
Definitie Intr-un spatiu vectorial tuturor perechilor de doua elemente
v g1 U luate in aceasta ordine li se poate asocia un numar complex numit

produs scalar:
(0, 0) = / / / o (F) U (F) do (4.19)

Proprietatile produsului scalar rezulta din definitia de mai sus:

(0, ¥) = (¥, )" (4.20)

Produsul scalar este liniar in al doilea termen:

(0, M1+ AWs) = A1 (0, W1) + A2 (0, ¥2) (4.21)

Produsul scalar este antiliniar in primul termen:

(A1oy + Aagog, U) = AT (01, ¥) + A5 (pq, V) (4.22)
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Definitie Functiile ¢ (7) i W () sunt ortogonale daca produsul lor
scalar este nul (p, V) =0

Definitie Marimea /(V, V) poartd numele de norma si se noteazd
cu || 9.

Din defintia produsului scalar rezulta ca:

(¥, %) >0

Egalitatea cu 0 are loc atunci cand ¥ = 0.

Baza ortonormata in F

Definitie Fie un ansamblu de functii din F, u; (F) € F reprezentat
de un indice i (i=1,2...). Ansamblul {u; (7)} este ortonormat daca:

unde ¢;; este simbolul lui Kronneker:

_J 1, pentrui =j
0ij = { 0, pentru i # j (4.24)

Definitie Sistemul de functii ortonormat {u; (7")} este complet daca sin-
gura functie ortogonala pe sistemul ortonormat este functia nula.

Atunci, orice functie de unda ¥ (7) € F se poate descompune in mod
unic dupa ansamblul de functii {u; (7)} :

U (F) = Z ciu; (7) (4.25)

unde coeficientii ¢; sunt numere complexe.

Un astfel de sistem poarta numele de baza ortonormata. Daca sis-
temul complet de functii ortonormate este format dintr-un numar infinit
de functii spunem ca spatiul vectorial corespunzator este infinit dimen-
sional.

Componentele unei functii de unda in baza {u; ()}

Inmultim relatia 4.25 cu u} () si integram pe tot spatiu. Rezulta:

(uj, V) = (uj, Z ciui> = Z ¢ (uj,u;) = Z cidij = ¢ (4.26)

)
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adica:

¢; = (u;, ) = / / / Wl (F) U (F) dv (4.27)

Spunem ca ansamblul numerelor ¢; reprezintd functia ¥ (7) in baza
{uw: (7)}-

Expresia produsului scalar in functie de componente

Fie ¢ (7) si ¥ (7) doud functii de unda care se pot dezvolta dupa
functiile u; astfel:

o (F) =Y bu; (7) (4.28)
U (i) = cuy (i) (4.29)

Produsul celor doua functii de unda este:

(QO, \Ij) = <Z bi'UJZ', Z CjUj) = Z b;ij (Ui, Uj) = Z b:Cjéij = Z b:Cl
i i 1,j 1, i

(4.30)
In particular norma functiei de unda este:

W] = (U, %) = > e (4.31)

i
Functia Dirac

Definitie Functia ¢ (z) a fost introdusd de Dirac in anul 1930 si
reprezintd mai degraba o trecere la limitd. Pentru a intelege functia
d (z) vom considera functia é, () (Fig. 4.4) definita prin :

8o (1) = 2 2 (4.32)

1/a, pentru ~ 2t
0, pentru |z| > §

unde « este un numar pozitiv.
Calculam integrala

/:O do () f () dx

unde f (z) este functia definitd intr-un interval care-l contine pe x =
0. Daca « este suficient de mic, variatia functiei f (x) pe intervalul de
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-a/2 aol/2 x

Figura 4.4: Functia 0, ()

integrare [—%, %] este neglijabild si f () rdmane practic egald cu f (0),
astfel ca:

400 +00
/ do (z) f(x)dax >~ f (O)/ do (z)dz = f(0) (4.33)

o0

Aproximatia de mai sus este cu atdt mai buna cu cat a este mai mic.
Trecem la limitd in (4.33) facand o — 0 si definim functia 0 (z) prin
relatia:

[ Tiwrwa=ro (434)

o0

Generalizand se poate defini § (x — zp):

+oo
| - f@de = £ w) (4.35)
Proprietati

Din cele discutate mai sus se pot sintetiza proprietétile functiei ¢ (x):
a) ¢ (x) =0 pentru = # 0

b) 0 (0) are o valoare nemarginit de mare

¢) [126(x) f () dz = f(0)

d) Punand in (4.35) f () = 1 rezulta:

/%O §(x —x9)dr =1 (4.36)

o0
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e) 0 (—x) =0 (x)

£) 0 (cx) = ri’&(x)

g) x6 () =0

Proprietétile enuntate la punctele e) , f) , g) se demonstreaza prin
multiplicarea ambilor termeni ai egalitatii printr-o functie f(x), dupa
care se integreaza; rezulta ca rezultatele obtinute sunt egale.

Teorema Orice sistem ortonormat complet de functii (o baza orto-
normata) genereaza o functie 0 ().

Fie {u, (z)} un sistem de functii ce formeaza o baza ortonormata in
spatiul functiilor de unda F.

/_00 u; (x) u; (z) do = ;5 (4.37)

o0

Deoarece o functie de unda se poate exprima in functie de componen-
tele sistemului ortonormat:

U(2') =) e (o) (4.38)
unde:

¢ — /_ Tt (2) @ (2) da (4.39)

[e.o]

Inlocuind (4.39) in (4.38):

v (g;) - /_ :O [Z ul (z) u; (2)

rezultd ca:

U (x)dx (4.40)

Z i (x)u; (') =6 (x — ) (4.41)

Baze ortonormate continue

Definitie Numim baza ortonormata continud ansamblul de functii
{wq (F)} descris prin parametrul o care variaza continuu satisfacand re-
latiile:

(o) = [[[wt ) (o =5@-a)  (@a2)
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/w (F)we (F)da =6 (F—7") (4.43)

Proprietatea definita prin relatia (4.42) este cea de ortonormare iar
proprietatea definita prin relatia (4.43) este cea de completitudine. Pen-
tru functiile de unda definite pe axa Ox

/ N wr (x) wy (') da =6 (z — ) (4.44)

—0o0

Mentionam cazul particular important in care sistemul complet de
functii il constituie multimea functiilor Fourier:

exp (ikx)
= — " 4.45
Relatia (4.44) se scrie in acest caz:
2i/ exp ik (x — 2')]dk = 6 (x — 2') (4.46)
™ —0o0

Functia ) definita in spatiul tridimensional Ea se noteaza sim-
plu d (7) si este definitad printr-o relatie analoaga relatiei (4.34):

/ / / 5 (7) f (F)dv = f(0) (4.47)
///f(F)é(F—FO)dv = £ (/) (4.48)

Ea se poate descompune in:
6 (F—=170) = (x —20) 6 (Y — yo) d (2 — 20) (4.49)

Descompunerea in componente
Punem:

Mai general:

U (F) = / U(7') 6 (7' — 7) dvf (4.50)

Consideram ca 0 (7" — ) este exprimata de (4.43). Se obtine:

() /// () [/ W (FYw, (F)da| dv' (451)
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Deoarece:

U (7) = / ¢ () wa (F) da (4.52)

prin comparare cu relatia (4.51) se obtine:

c(a) = / / / W (7)) (7') dv’ (4.53)

Expresia unui produs scalar in functie de componente Fie
doud functii de unda care sunt descompuse in baza ortonormata w, (7):

o (F) = / b(a) wa (F) da (4.54)

U () = /c(o/) W (7) da! (4.55)

Produsul lor scalar este:

= [[[e@v
(mf):/// [/bm)wa(mda] [/c(a’)wa/ (f)d@] v
(%\I’)z/{{/b* (oz)c(o/)do/} U//wa (7)) Wer (F)dv”da

Ultima integrala este:

/wa () wor (F)dv =6 (a0 — &) (4.56)

si astfel:

(0, T) = / b* (a) ¢ (a) da (4.57)

In particular:

(U, 0) = / e ()] da (4.58)
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4.2.2 Operatori
Definitie si proprietati

Un operator dintr-un spatiu vectorial pune in corespondenta un vector
al spatiului cu un alt vector al spatiului.

Y —X

x = Ap (4.59)

Definitie Spunem ca operatorul A este liniar daca pentru orice numere
complexe c1 §i co:

A(crpy + capy) = 1A, + caAp, (4.60)

Intr-un spatiu vectorial pot fi definiti operatorii:
a) operatorul unitate I:
Ip=y¢p (4.61)

b) operatorul nul 0:
0p =0 (4.62)

Un operator liniar transforma vectorul nul in vector nul:
A0=0 (4.63)

Operatii cu operatori

Putem defini urmatoarele operatii cu operatori:
a) Suma a doi operatori C' = A+ B

Co=Ap+ By (4.64)

b) Inmultirea unui operator cu un scalar (numér complex) A, C' = \A

Co = Np = \NAyp) (4.65)

¢) Inmultirea a doi operatori C' = AB

C(p) = A(By) (4.66)
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Ordinea factorilor intr-un produs de operatori este importants. In
general AB # BA.
Definitie Comutatorul a doi operatori este:

C =[A,B]=AB— BA (4.67)

Proprietatile comutatorului:

[A,B] = — [B, 4] (4.68)
[A,B+C] =[A,B]+[AC] (4.69)
[A, BC] = B[A,C] + [A, B]C (4.70)
[AB,C] = A[B,C] +[A,C] B (4.71)

Aceste proprietati se demonstreaza pornind direct de la definitia co-
mutatorului.

Definitie Un operator A este nesingular daca exista un alt operator
B cu proprietatea ca:

AB=BA=1 (4.72)

Operatorul B se numeste inversul operatorului A sgi se noteaza cu
A~!. Rezultd imediat ci:

(A1) =4 (4.73)

Dac# operatorul A~! nu exist#, operatorul A este singular.
Definitie Operatorul A' este operatorul adjunct al unui operator A
daca:

(¢, AW) = (AT, U)

Teorema Operatorul adjunct al unui operator liniar este tot un ope-
rator liniar.
Fie un operator liniar A si operatorul sau adjunct A*. Notdm cu:

X1 = A+<P1
X2 = A+902
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care sunt definite de relatiile:

((plaA\Il) = (A+9017\Ij) = (le\Ij)

(9027‘4\11) - (A+§027\I!) = (X27 \Il)

Notam cu: ¢ = c10; + cap5. Atunci:

(A+()07 \Il) = (gp, A\Ij) = <01901 + CoPs, A\II) - CT (9017 A\I]) + C; (9027 AX)

(Ao, W) =} (AT, U) 4¢3 (AT, U) = (14T, U) + (c2AT 0y, T)

(AJF% \Ij) = (ClAJrSDl + 02A+§027 \Ij)

Rezulta:
AT =c1ATp, + AT,

Proprietati ale operatorilor adjuncti

(A+B)" = A" +B*
(AT = At
(AB)" = BTA"

Aceste proprietati se demonstreaza pornind direct de la definitia ope-

ratorului adjunct.
Definitie Operatorul A se numeste hermitic sau autoadjunct daca

A= AT,
(0, AV) = (Ap, ¥) = (AV, )" (4.74)
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Reprezentarea unui operator

Fiind dat un operator liniar i o bazd w; () ii asociem o serie de
numere

In cazul unei baze continuue w, (7) avem:

Ape = / / / W (F) Awgs (F) dv (4.76)

Numerele astfel definite sunt elementele unei matrice patrate avand o
multime infinita de linii i coloane. Aceste numere caracterizeaza complet
operatorul respectiv.

4.2.3 Ecuatia cu valori si vectori proprii pentru un
operator

Vectori proprii

Definitie Spunem ca ¥ este un vector propriu operatorului liniar A
daca:
AV = \U (4.77)

unde A este un numar complex.

Ecuatia de mai sus poarta numele de ecuatia cu valori proprii a ope-
ratorului liniar A. Aceasta ecuatie are in general solutii doar pentru an-
umite valori ale lui A\, numite valori proprii ale operatorului A.

Observam ca dacd ¥ este un vector propriu al lui A cu valoarea
proprie A\, oV unde a poate fi §i un numar complex este si ea valoare
proprie a lui A.

A(a¥) = aA¥ = a\¥ = \(aV) (4.78)

Valoarea proprie A se numeste nedegenerata daca 1i corespunde un
vector propriu determinat pana la un factor multiplicativ.

Daca existda mai multi vectori proprii liniari independenti ai lui A
pentru aceiagi valoare proprie, spunem despre aceasta ca este degenerata;
ordinul sau gradul de degenerare este egal cu numarul de vectori proprii
liniari independenti care-i sunt asociati.
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Daca A are gradul de degenerare g, lui ii corespund g vectori proprii
independenti W:
AT® = \p ) (4.79)
Atunci toti vectorii de forma:

g

U=> ot (4.80)

=1

sunt vectori proprii ai lui A :

9 9
AT =) " ATD =AY 600 = A (4.81)

=1 =1

In consecintd, ansamblul vectorilor proprii ai lui A constituie un
spatiu vectorial de dimensiune g (care poate fi i infinit) numit subspatiul
propriu al valorii proprii A.

Determinarea valorilor si vectorilor proprii

Vom face rationamentele intr-un spatiu N dimensional gi vom pre-
supune ca rezultatele obtinute sunt adevarate si intr-un spatiu infinit
dimensional. Fie {u;} o baza in spatiul considerat.

Sa consideram ecuatia cu vectori i valori proprii:

AT = AP (4.82)

Scriem W in functie de vectorii de baza:

N
i=1

Se inlocuiegte (4.83) in (4.82):
N N
A Z Cilly = A Z Cill
i=1 i=1
N N
¢ Z Au; = A Z Cil;
i=1 i=1
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Atunci:

N N

¢ Z (uj, Au;) = A Z(Uj, ci;)

i=1 =1

N N
C; Z Aji =\ Z Ciaji
i=1 =1

N

Z(ciAji — CZ)\éﬂ) =0

=1
N

In (4.84) j=1,2,3,..N

Atunci relatiile (4.84) formeaza un sistem omogen de N ecuatii alge-
brice cu N necunoscute ¢; (i = 1,2,...N). Pentru ca sistemul si admitd
o alta solutie decat solutia banala este necesar ca determinantul coefi-
cientilor sai sa fie nul:

Ecuatia de mai sus este numita ecuatie caracteristica si permite deter-
minarea tuturor valorilor proprii operatorului A. Putem explicita ecuatia
sub forma:

Ant Ano Ang ... Ann — A

Aceasta ecuatie este de gradul N in A si va avea N radacini reale
sau imaginare, distincte sau confundate. Se poate demonstra ca valorile
proprii nu depind de baza aleasa in spatiul cu N dimensiuni.

Teorema Valoarile proprii unui operator hermitic sunt reale.

Considerand ecuatia (4.82) cu vectori si valori proprii putem scrie:

(U, AT) = (U, \I) = \ (W, )
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(U, A¥) = (AT, 0) = (U, AT0)" = (T, AD)"

adica (U, AV) este un numar real. Deoarece (¥, ¥) este un numar real
din relatiile de mai sus rezulta:

astfel ca A\ este un numar real.

Teorema Vectorii proprii ai unui operator hermitic, corespunzatori
unor valori proprit diferite sunt ortogonali.

Fie A1 si Ay doua valori proprii distincte ale operatorului A:

A\Ijl = )\1\111
A\IIQ = )\2\112
Atunci:
(\IJQ,A\Ill) - )\1 (\112, \Ijl) - (A+\I’2, \Ijl)
Dar AT = A.
(AWy, W) = A (Uo, Uy) (4.87)
In plus:
(AWq, Uq) = (AgWq, Uy) = Ay (Uy, Uy) (4.88)

deoarece Ay este un numar real. Atunci din (4.87) si (4.88) rezulta:

0= (A1 — \o) (U, T))

Deoarece \; # A\ rezulta:

(\112, \111) - 0

adica cei doi vectori de stare sunt ortogonali.
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4.3 Principiile mecanicii cuantice

4.3.1 Principiul descrierii starii unui sistem cuantic

Starea unui sistem este descrisa (in anumite cazuri) cu ajutorul unei
functii ¥ numita functie de stare sau vector de stare dintr-un spatiu
Hilbert care contine toata informatia despre sistem. Aceasta este situatia
starilor pure.

In cazul cel mai general starea sistemului este caracterizatda de mai
multt vectori de stare Wi, Wy, W3, ... , Wy si ponderile lor asociate

D1, P2, P3, - » Dk (Zle P = 1). Probabilitatea ca sistemul sa se afle

intr-o stare caracterizata de functia de stare V; este egala cu ponderea
corespunzatoare p;. Acesta este cazul starilor mizte.

Observatii:

a) Notiunea de functie de stare sau vector de stare generalizeaza noti-
unea de functie de unda. Spatiul functiilor de stare este un spatiu Hilbert
si poarta numele de spatiul starilor.

b) Pentru o singurd particuld functia de stare este functia de unda
U (7, t) cu proprietatile enuntate in sectiunea precedenta. Astfel, patratul
modulului functiei de unda este densitatea de probabilitate de localizare
a particulei.

c¢) Pentru un sistem format din N particule functia de stare este o
functie ce depinde de vectorii de pozitie 7, 75, ...7n ai particulelor si de
timpul ¢. Ea este integrabila de modul patrat:

/|\11(f1, Py, iy, 12 dvidus...doy = 1 (4.89)

Marimea P (7, 7o, ...7N, t) = |V (7, Ta,...TN, t)|2 este interpretata
ca o densitate de probabilitate de localizare, in sensul ca Pduv,...dv,, este
probabilitatea de a gasi la momentul ¢ particula 1 in elementul de volum
dv; centrat pe vectorul de pozitie 77, particula 2 in elementul de volum
dvy centrat pe vectorul de pozitie 75 si asa mai departe.

4.3.2 Principiul descrierii marimilor fizice

Marimile fizice caracteristice unui sistem care pot fi masurate sunt
numite observabile.
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Oricarei marimi observabile A a unui sistem fizic i se asociazd un
operator hermitic care actioneaza in spatiul functiilor de stare a sistemu-
lui considerat. Operatorul hermitic respectiv trebuie sa admita un sistem
complet de vectort proprii.

Valorile proprii ale operatorului asociat observabilei reprezinta sin-
gurele valori pe care le poate avea observabila respectiva.

Pentru un sistem de particule, operatorii () asociati coordonatelor
generalizate qi §i operatorii Py asociali impulsurilor pp (k=1,2,..., f)
satisfac relatiile de comutare:

[Qi, Q;] =0 (4.90)
[P, Pj] =0 (4.91)
[Qi, Pj] =ihd;; (4.92)

In cazul observabilelor care au un corespondent clasic (momentul ci-
netic, energia) operatorul corespunzator se obline inlocuind in expresia
clasica coordonatele generalizate si impulsurile generalizate cu operatorii
corespuzatori. Pentru marimile fizice (observabile) care nu au un core-
spondent clasic se utilizeaza alte modalitati de construire a operatorilor
respectivi.

Observatii:

a) Interpretarea care se da valorilor proprii unui operator este justifi-
cata de faptul ca pentru operatorii hermitici valorile proprii sunt reale.

b) Relatiile dintre operatorii impuls si coordonate in mecanica cuan-
tica au fost postulate pornindu-se de la analogia comutatorului cu paran-
tezele Poisson din mecanica clasica.

Operatorii pozitie si impuls pentru o particula

Vom considera o particula aflata intr-un cAmp de forte ce deriva dintr-
o energie potentiald V' (x,y, z) . Notdm cu X, Y, Z operatorii de pozitie
si cu Py, Py, P, operatorii impulsului. Conform principiului descrierii
marimilor fizice intre acesti operatori exista relatiile:

[X,Y]=[V,X]=[X,Z] =0 (4.93)
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[anpy]:[P?ﬁPZ]:[Pvax]:O (494)

[J},Py] = [:L‘,PZ] = [y7Pac] = [y,PZ] = [Zapx] = [Z7Py] =0 (4'95)

[z, o] =y, By)] = [z, P.] = ih (4.96)

Pentru o particula functia de stare este functia de undd W (x,y, 2).
Alegem operatorii de pozitie ca fiind operatori multiplicativi:

X=gz, Y=y Z=2 (4.97)
Atunci:

XV (z,y,2) =2V (z,y, 2) (4.98)

YV (z,y,2) = yV(x,y, 2) (4.99)

ZV (z,y,2) = 2V (x,y, 2) (4.100)

Ei indeplinesc conditiile anterioare si sunt liniari si hermitici. Intr-un
caz mai general un operator multiplicativ care depinde doar de pozitia
particulei si care este definit de functia reald f (7) este hermitic:

(o, fT) = / o fUdr® = / (fo) Wdv = (fi, W)

Operatorii atagati impulsurilor trebuie sa satisfaca relatiile (4.93),
(4.94), (4.95). Ei nu pot fi operatori multiplicativi. Pentru cei trei oper-
atori se aleg formulele:

0
P, = —ih—
* ! ox
L0

Py = by (4.101)
L0
Pz = —’Lha
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Operatorii impuls satisfac relatiile (4.95). Vom demonstra doar una
din aceste relatii:

L0 L0
XPIY = (X7 - PX) = (—ingw) +ing (o0)
ov

g
X, )0 — —ine2Y 4 inelY 4 ihw — ihw
oz ox

Pentru a demonstra hermiticitatea acestor operatori trebuie aratat
ca:

(0, PoV) = (P, V) (4.102)

unde pentru simplificare vom considera functiile ¢ si ¥ care depind doar
de variabila x. Atunci:

(p, P,Y) _/ © (—zhax\ﬂ) dx = —zh/_ [ o v pe dx

—00 o0

Deoarece functiile ¢* si ¥ tind la zero suficient de rapid cdnd: © —

+o0 3
P _
/ (v )dm = gp*‘l’|x*+°° =0

ox r=—o0

—00

Si:

. op* AN
(p, P,V) = zh/ U e dv = /OO (—zhagc) Udv = (Pup, V)

o

Valorile proprii si functiile proprii a impulsului

Ecuatia cu functii si valori proprii pentru componenta impulsului pe
axa Ox este:

P.u(x) = pyu(x) (4.103)
Tinand cont de defintia operatorului P, se obtine ecuatia diferentiala:

Ou ()

_ih
! ox

= pyu (2) (4.104)
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cu solutia:

u(x) = Cexp <%px:c) (4.105)

Astfel oricérei valori proprii p, ii corespunde un vector propriu u ().
Aceasta inseamna ca spectrul valorilor proprii operatorului este con-
tinu. Functiile obtinute nu sunt functii de modul patrat integrabile si
nu apartin spatiului starilor. Asemenea functii pot fi normate in sens
general, iar constanta C' trebuie aleasa in asga fel incat:

/ W (9o @) (3, 7) da = 8 (py — ) (4.106)
Se obtine:
C*C/ exp {% (px — %) fﬂ] dz =6 (p; — p,,) (4.107)
Se face schimbarea de variabila: % = y. Atunci:
crch [ explit ~ p)uldy =5 (v~ 50) (4.108)
Deoarece:
/ exp [i (p, — pa) yl dy = 276 (pl, — pz)
se obtine:
C*Ch2md (pl, — pz) = 6 (e — 1))
Rezulta:
2
2rh |C)" =1
1
C = (4.109)
2mh

Trebuie remarcat ca C' este determinata pana la un factor de faza pe
care nu-l1 vom mai considera. Atunci:
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1 l
U (pg,x) = Nz exp (5])%:5) (4.110)

Functiile proprii ale impulsului formeaza un sistem complet. Faptul
ca spectrul de valori proprii ale impulsului este continuu arata ca la ma-
surarea impulsului pe o axa se poate obtine orice valoare, adica impulsul
nu este cuantificat. In mod analog se obtin:

1 1

1 l

u(p.,z) = Vo <£pzz) (4.112)

Se poate astfel scrie sistemul complet de functii proprii comune pentru
operatorii impuls:

— —

u (p,7) = u(ps, x) u(py, y) u(ps z) = —):,,exp <%ﬁf>

unde p este vectorul de componente p,, py, p..

Observabile care comuta

Date fiind doua observabile A si B fie:

C =[A,B]=AB - BA

comutatorul operatorilor asociati. Daca C' = 0 observabilele se numesc
compatibile, iar daca C' # 0, observabilele se numesc incompatibile.

Este foarte importanta urmatoarea teorema:

Teorema Conditia necesard si suficienta ca doua observabile A si B
sa comute este ca ele sa admitd un sistem complet de functii proprii.

Valorile proprii si functiile proprii a pozitiei

Ecuatia cu valori si functii proprii pentru operatorul pozitie dupa axa
Ox este:
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X v(z) = v (x) (4.113)

Tinand cont de defintia acestui operator rezulta:

zv (z) = M (2) (4.114)

Sau:

(x—=ANv(x)=0 (4.115)

Ecuatia (4.115) admite solutii doar pentru A real. Punand \ = x,
—00 < Iy < 00, se obtine pentru v (z):

v (@) = { 0. =7 (4.116)

C, z=ux

unde C' este un numar complex.
Constanta C' poate fi determinata in acelasi mod ca si in cazul ante-
rior, dintr-o conditie generala de normare.

/00 v (o, x) v (zg,x)de = ¢ <£L’0 — a:é) (4.117)

—00

Functiile proprii ale operatorului x care satisfac conditiile de orto-
normare sunt:

v (zg,x) = d (x — xp) (4.118)

Ca si in cazul impulsului aceste functi proprii nu apartin nici ele
spatiului starilor, dar ele formeaza un sistem complet.
Operatorii Y si Z admit functii proprii de acelasi tip:

v(yo,y) = 0(y— o) (4.119)
v(20,2) = 0(z— 20) (4.120)

Sistemul complet de functii proprii comune pentru operatorii de po-
zitie este:

v (70, 7) = v(xo, )V (Yo,y) v (20, 2) = 6 (' — 70) (4.121)
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Operatorul energie

O particula aflata intr-un cAmp conservativ de forte are energia potentiala
V (7). Energia totald a particulei este:

2 2+ 2+ 2
oI S VT W s TR (4.122)

2m 2m
si ea se conserva.
In mecanica cuantici energiei ii corespunde operatorul energie, no-
tat cu H. Pentru obtinerea operatorului asociat energiei se inlocuiesc
variabilele de pozitie si impulsurile cu operatorii corespunzatori:

r — X, y—-Y z—-7
Pz — an py_>Py> pz_>Pz

Rezulta ca:

2 2 , 0
P — 2
Pe ™ e Ox?

0? 0? 02
P pitpt o PI4 PRy PR = R (7+—+7) BRI

Operatorul energie este:

2

h
H=-2A+V(F
o + V (7)

Operatorul este liniar si hermitic ca o consecinta a modului in care
este construit. Ecuatia cu valori proprii asociata operatorului energie:

Hu (7)) = Eu (1) (4.123)

Sau:

_% Au(7) +V (7)u(F) = Bu (7) (4.124)

este ecuatia Schrodinger independenta de timp pentru o singura parti-
cula.
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4.3.3 Principiul interpretarii statistice

Deoarece multimea valorilor proprii ale unui operator poate fi una
discreta sau continua vom considera separat cele doua cazuri.
a) Cazul unui spectru discret
Daca toate valorile proprii a, ale operatorul A asociat observabilei
A sunt nedegenerate, fiecareia ii este asociat un vector propriu u,:

Au,=a,u, (4.125)

Deoarece ansamblul vectorilor proprii, presupusi normati, constituie
o baza in spatiul starilor, functia de stare se poate scrie ca:

U=>"cou, (4.126)

La o masurare a variabilei A in starea descrisa de functia ¥, proba-
bilitatea de a se obtine o valoare a,, nedegenerata din spectrul discret are
valoarea:

P (an) = |enl? = |(tn, ©)? (4.127)

Daca valorile proprii a, sunt degenerate cu gradul de degenerare gy,
lor le corespund mai multi vectori proprii uﬁf) :

A0 = apu®; i =1,2, .9, (4.128)

n

Atunci:

T=>" QZ Dy (D (4.129)
=1

n =
La o masurare a observabilei A in starea descrisa de functia de stare
U normata, probabilitatea P (a,) de a obtine valoarea a, este

gn gn
Pan) = |0 = |, w)[* (4.130)
=1 =1

b) Cazul unui spectru continuu
Presupunem ca spectrul operatorului A este continuu $i pentru sim-
plificare vom presupune ca este nedegenerat.
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Av, = au, (4.131)

unde « se considera ca variaza in mod continua.

Sistemul ortonormat, in sens generalizat, de vectori proprii v, formeaza
o0 baza continud in spatiul functiilor de stare, astfel ca o functie de stare
se exprima:

U= /cavada (4.132)

Astfel, la masurarea unei observabile A asupra unui sistem aflat in
starea ¥ normata, probabilitatea dP («) de a obtine rezultatele in inter-
valul o , o+ da este:

dP (o) = |c(@))? do = | (va, U) | dox (4.133)

Observatii

a) Se poate verifica faptul ca in fiecare caz, suma probabilitatilor este
egala cu 1. Consideram cazul unui spectru discret in care valorile proprii
ale observabilei A sunt nedegenerate.

ZP(an) = Z len]? = Zc;cn = ZCZ (U, W) =

n

= Z (cptin, ¥) = (Z cnun,\I/> =1

n n=1

b) Interpretarea statisticd ne permite sa afirmam ca dacd doud functii
de stare difera printr-un factor de faza constant ele reprezinta aceiasi
stare.

S4 considerdm doi vectori ¥ si ¥’ = ¢V,

(U, 0) = (e, "W) = e " (T, ¥) =1

|C'In|2 = |<una‘1ﬂ)|2 = |(un7€iaqj)‘2 = |(unv\P)|2 = |Cn|2

c) Fazele relative ale termenilor dintr-o combinatie liniara au semnifi-
catie fizica. Presupunem:
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\Ij = )\1\111 -+ )\2\112 (4134)

unde )\; si Ay sunt numere complexe. Este clar ci e’ WU, reprezintd
aceiagi stare fizica ca gi ¥, iar e'*2W, reprezinta aceiasi stare fizica ca si
Y, . Dar:

© = A\ Wy + \pe' 20, (4.135)

nu descrie aceiagi stare ca si .

Valoarea medie a unei observabile intr-o stare data Predictiile
furnizate de acest principiu sunt probabilistice. Pentru a le verifica este
necesar sa se facd un numar mare de masuratori in conditii identice,
adica sa se faca un mare numar de masuratori asupra unui mare numar
de sisteme toate in aceleasi stari cuantice. Daca ipotezele sunt corecte,
se constata ca dupa un mare numar de experimente identice, proportia
acelora care dau un anumit rezultat tinde catre proportia calculata din
teorie.

Valoarea medie a observabilei A (vom desemna in continuare prin
observabila nu numai operatorul asociat ci gi marimea fizica respectivi)
in starea U pe care o notdm cu (A) este definita ca valoarea medie a
rezultatelor obtinute prin efectuarea unui numar mare N de masuratori
asupra observabilei A pe sisteme aflate in aceiasi stare initiala U.

Vom considera cazul unui operator ale carui valori proprii sunt dis-
crete si nedegenerate. Deoarece valoarea a, se obtine cu probabilitatea
P (a,) valoarea medie obtinutd in cazul méasurarii observabilei A este:

(A) = a P (ay) = ay|cal (4.136)

n

(A) = Zancncfl = Zancn (¥, u,) = ch (U, ayuy,) = Z cn (U, Auy,) =

n

(A) = \If,chAun = \II,Achun = (U, AV)

n

(A) = (U, A) (4.137)
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Presupunem ca pentru un sistem aflat in starea ¥ valorile pe care le
gasim la masurarea lui A sunt cuprinse intr-un interval de largime JA ce
cuprinde pe (A). Cu cat §A este mai mic cu atat mai mult rezultatele se
concentreaza in jurul lui (A).

Problema care se pune este aceea a definirii lui 0A. Consideram
pentru fiecare masuratoare diferenta dintre valoarea obtinuta si valoarea
medie (A). Pentru a defini A se poate incerca si se calculeze media
acestor diferente.

(A=(A4) =({4) - {4) =0

Deoarece valoarea obtinuta este nula pentru a evita acest lucru definim
pe 0 A astfel:

(0A4)* = (A~ (4))?) (4.138)

Atunci:

(A= (A4)7) = (4% = 24(4) + (4)") = (&%) — (4)°

(6A)? = (A?) — (A)? (4.139)

0 A poartd numele de abatere patratica medie:

0A = \/(A%) = (4)?

4.3.4 Principiul evolutiei temporale

FEvolutia in timp a functiei de stare este descrisa de ecuatia Schrodinger
temporala:

d
iha\ll =H(t) ¥ (t) (4.140)
unde H (t) este operatorul hamiltonian. Cdnd este posibil operatorul
hamiltonian este construit pornind de la functia lui Hamilton. Daca
sistemul evolueaza in conditii externe independente de timp, operatorul
Hamiltonian coincide cu operatorul energier.
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Observatii asupra ecuatiei lui Schrédinger

Ecuatia lui Schrodinger este o ecuatie cu derivate partiale de ordinul
intai in timp. Aceasta inseamnd ca fiind datd starea initiald W (¢y) se
poate determina o functie de stare ¥ (¢) la fiecare moment de timp ulte-
rior. Proprietatea este analoaga cu cea din cazul clasic caAnd cunoasterea
conditiilor initiale determind in mod univoc evolutia sistemului (princi-
piul cauzalitatii).

b) Principiul superpozitiei

Ecuatia (4.140) este liniara si omogena. O combinatie liniara a mai
multor solutii particulare este tot o solutie a ecuatiei Schrodinger.

Daca Wy gi ¥, sunt solutii ale ecuatiei Schrodinger atunci i W =
MUy + AWy, unde Ay si Ay sunt numere complexe, este o solutie a
ecuatiei Schrodinger.

c) Conservarea probabilitatii

a) Evolutia in timp a normei functiei de stare.

Hermiticitatea operatorului Hamilton H implica faptul ca norma vec-
torului de stare raméne constanta in timp. Vom arata ca:

d (¥, ¥)
dt
Efectuand derivata normei functiei de unda se obtine:

d d dv
— (v, ¥) = =", ¥ v, — 4.142
o= (gow)+ (v 5) (1.142)
Din ecuatia (4.140) rezulta:

=0 (4.141)

av 1
— = —HVY 4.14
dt ihH (4.143)

iar ecuatia (4.143) devine:
d 1 1
— (U, U) = —HTV. U U —HU
7Y <mH’ )+(’ihH>
d

= (0, v) =

1
~ (MW, W) + — (¥, H¥) = 0

1
ih

deoarece:
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(U, HU) = (HT, T)

‘H fiind hermitic.

b) Densitatea curentului de probabilitate

Ne limitam la cazul unui sistem format dintr-o singura particula. Con-
siderdm ca particula este descrisd de functia de stare normata W (7, t).
Atunci densitatea de probabilitate de localiare este:

p (7 t) = |0 (7, 1) (4.144)

Probabilitatea dP (r,t) de a gési particula in intervalul infinitezimal
dv centrat pe vectorul de pozitie 7 este:

dP (7,t) = p(7,t) dv
Integrand pe tot spatiul:

/ / / p(F ) do = 1 (4.145)

Aceasta relatie poate fi interpretata ca fiind relatia de conservare a
probabilitatii. Situatia este analoaga cu aceea din electromagnetism.
Daca intr-un sistem fizic sarcina se repartizeaza in spatiu cu densitatea
volumica p (7, t) sarcina totald (adica integrala lui p (7,¢) ) se conserva in
timp. In timp repartitia spatiald a sarcinii poate varia datoriti curentilor.

Conservarea globala a sarcinii se bazeaza pe o lege de conservare lo-
cala: daca sarcinile () continute intr-un volum fix V' variaza in timp,
suprafata S care limiteaza V' este traversata de un curent electric. Legea
de conservare a sarcinii se exprima printr-o relatie numita relatie de con-
tinuitate:

% (F,t) + Vi (Ft) =0 (4.146)
unde J (7, t) este densitatea de curent.

Vom demonstra ca este posibil sa gasim un vector ;(F, t) numit curent
de probabilitate care sd satisfacd o ecuatie de tipul (4.146). Totul se
petrece ca si cum am avea de-a face cu un "fluid de probabilitate" cu
densitate p (7,t) si densitate de curent j (7,t). Daci probabilitatea cu
care o particula este gasita in volumul fix dv din jurul lui 7, variaza in
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timp, un curent de probabilitate traverseaza suprafata ce limiteaza acel
volum.

Presupunem ca particula se afla intr-un cAmp potential ce-i determina
o energie potentiald V' (7, t) . Hamiltonianul sistemului este:

A
= —— r 4.14
H o + V(7 t) (4.147)
Ecuatia Schrodinger este:

zhg\ll (rt) = —h—gA\I! (7 t) + V(7 t) ¥ (7, 1) (4.148)

ot T 2m ’ ’ ’ '
—'FLQ\IJ*(“t)——h—QA\IJ*(*t)qLV(*t)\IJ*(“t) (4.149)

e O (1 1) = —o — T, T, T .

Se inmultesc, prima ecuatie cu U* (7,t) iar cea de a doua cu V (7, 1)
si se aduna. Se obtine:

zhg(\I/\If*) = —h—2 [(U*AT — UATH
ot - 2m
zhg(\IJ\IJ*) + h—2 (U*AY — TAT*] =0 (4.150)
ot 2m B .
Dar:
VAU — VAT =V (U*'VU — V™)
Atunci:
0 (ryt) + h V(¥*'VU — VI*) =0 (4.151)
ot T o - ‘
Astfel, putem defini curentul de probabilitate ca:
j= i(qj*vqf — UVV) (4.152)
I omi ‘

Atunci, legea locala a conservarii probabilitatii ia forma:

0

50 (1) + Vj (7 t) =0 (4.153)
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In cazul particular al miscarii unidimensionale densitatea si curentul
de probabilitate vor depinde doar de o singura variabila x. Daca se tine
cont ci p (z,t) = |U (z,t)| relatiile (4.151) si (4.152) devin:

0 , h O [ .00 0T

2mi O0x

j(x,t — -V — 4.155
j (1) - (4155)
Fvolutia in timp a valorii medii a unei observabile
Fie A o observabila. Daca sistemul se afla in starea caracterizata de
functia de stare care depinde explicit de timp ¥(¢), valoarea medie a

observabilei la momentul ¢ este:

:i{w*a@ \118\11]
2ma

(A@) = (T (@), A1)V (1)) (4.156)

Se observa ca valoarea medie depinde de timp prin intermediul lui
U () cat si datoritd variatiei in mod explicit de timp a operatorului A (t).
In continuare vom presupune implicit aceasta dependenta pe care nu o
vom mai pune in evidentd in mod explicit. Derivand relatia (4.156) in
raport cu timpul:

d%;t» _ %(\D,A\If) _ (%\IJ,A\D) + (qf %xp) 4 (\IJ,A%)

(4.157)

Deoarece:

relatia (4.157) devine:

d L 1 DA
5 (U, AY) = —— (R, AV) + — (¥, AHD) + (qf Em)
d L 1 DA
o (W AY) = —— (U, HAY) + — (U, AH) + <\11 E‘I’>



260

Obtinem:
d 1 0A
pr (U, AV) = ey (U, (AH —HA) V) + (\Il, E\P) (4.158)
adica:
d 1 0A
SUA) = = (A, M) +(50) (1159)
< . - . . ,0A .
Daca operatorul nu depinde explicit de timp atunci <E> =0gi
©(4) = —{[AH) (1160)
7 A '

Cazul sistemului conservativ

Fie un sistem fizic al cirui hamiltonian nu depinde explicit de timp. In
acest caz operatorul hamiltonian coincide cu operatorul energie. Spunem
ci sistemul este conservativ. In mecanica clasici consecinta cea mai
importanta a acestei situatii este conservarea energiei. Spunem ca energia
totala este o constanta de migcare. Sa consideram ecuatia cu valori
proprii pentru energie:

Hu, = E,u, (4.161)

Vom arata ca daca se cunosc energiile F, si functiile proprii corespun-
zatoare WU, ecuatia Schrodinger dependenta de timp se rezolva foarte
usor.

Deoarece u,, formeaza o baza in spatiul starilor functia de stare se
poate scrie ca o dezvoltare dupa acestea:

U(t) = cn(t)un (4.162)

unde: ¢, (t) = (u,, ¥ (t))
Ecuatia (4.140) devine:

L d
Zh% <; Cn (1) un> =H Z Cn () uy, (4.163)
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adica:

ihy %cn ()t =Y cn (t) Enuy (4.164)

Se obtin ecuatiile:

L d
zhacn (t) = Enc, (1) (4.165)

Solutiile acestor ecuatii sunt:

@En(th - toq

Solutia generala a ecuatiei Schrodinger este:

cn (t) = ¢, (to) exp [— (4.166)

U (t) = Z UnCp (to) €Xp {—M] (4.167)

Stari stationare

Un caz particular important este acela in care operatorul hamiltonian
‘H, este independent de timp si concide cu operatorul energie H. Con-
sideram functia:

—1 Bt
U(t) = Uy, exp l y } (4.168)
unde u,, este o functie proprie a operatorului energiei corespunzatoare

valorii F,,.
Se verificd cd la orice moment:

HU(t) = B, U(t)
In plus functia W(t) verifici si ecuatia Schrodinger temporali:

L0U(t)
zﬁT = HU(t)

Aceasta inseamnd cd functia W(t) descrie starea unui sistem in care
energia acestuia este F,, la orice moment. O astfel de stare se numeste
stare stationara.
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Intr-o stare stationard statistica unei observabile rdmane constants
in timp.

Fie observabila A care are valorile proprii a, carora le corespund
vectorii proprii ¢,. Consideram cazul caind nu avem degenerare:

Ap,, = anp, (4.169)

Statistica observabilei rezulta din descompunerea functie de stare:

U (t) = Uy, exp {—iimt} = ; iy, (4.170)
Atunci:
cn = (@, V() = (gpn,um exp [— iimt]) (4.171)
Astfel
Cpn = €xp [— thmt] (@, Um) (4.172)

Probabilitatea de a se obtine rezultatul a,, este constanta:

[eal” = (s ttm)|* (4.173)

Denumirea de stare stationara provine de la faptul ca intr-o stare
stationara statistica observabilelor este independenta de timp.

Constante de miscare

Fie A o observabila. Evolutia ei in timp este data de ecuatia:

d{A) 9(A)

dt ot

Prin definitie, numim constanta de miscare observabila a carei valoare
medie este constanta in timp, adica:

+ A, H) (4.174)

d(A)
dt
Pentru aceasta este necesar ca:

—0 (4.175)
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0(A) _

5 = 0 (4.176)
si:

[A,H] =0 (4.177)

Din relatia (4.177) rezultd ca A si H sunt compatibile astfel cd admit
un sistem comun de functii proprii. Daca sistemul se afla intr-o stare in
care functia de stare este functie proprie comuna pentru A si H sistemul
va ramane in starea respectiva si la un moment ulterior de timp. Daca
operatorul A nu depinde explicit de timp atunci conditia ca observabila
respectiva sa ramana constanta in timp este ca sa fie indeplinita conditia

(4.177).

Relatiile de incertitudine ale lui Heisemberg

Fie doua observabile A si B. (A) = (¥, AV) este valoarea medie a
lui A, iar (B) = (U, BY) este valoarea medie a lui B. Definim operatorii
hermitici:

AA= A — (A) (4.178)

AB =B —(B) (4.179)
cu semnificatia de "abatere de la medie".

Construim operatorul C' = AA + i\AB, liniar, dar care nu este her-
mitic. Adjunctul operatorului C este C* = AA — iAAB. Calculdm
valoarea medie:

(CCH) = (W,0CHW) = (CHU,C0) = [CTU)* >0 (4.180)

Se tine cont de relatiile (4.178) si (4.179), si rezulta:

(CCH) = (AA+iMAB) (AA —iAAB))

(CCT) = ((AA)®) + N ((AB)*) —iA (AAAB — ABAA)  (4.181)
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(CCT) = ((AA)*) + N ((AA)?*) —iX ([AA,AD]) (4.182)

Astfel, in relatia (4.182) intervin abaterile patratice medii ale lui A si
B. Atunci:

((AA)?) = (A%) — (A)? (4.183)

{((AB)*) = (B*) — (B)” (4.184)

De asemenea:

[AA,AB] = [A—(A),B—(B)] = |4, B] (4.185)
Din (4.180), (4.182) si (4.185) rezults ci:
F () = ((AA)*) + X ((AB)*) —iA([A,B]) > 0 (4.186)

Deoarece f () este reald si pozitiva rezultd ca ([A, B]) este un numaér
pur imaginar. Functia are un minim pentru

(4, B]) B]>

((aBy)
)

(4.187)

MI@

0—

Valoarea minima a functiei f (\) este:

Deoarece valoarea functiei este pozitiva atunci:

(4.188)

(AAP) (ABY) > — (A, B) (4.189)

Se noteaza cu 0 A gi § B abaterile patratice medii:

0A = \/{(AA))

58 =\/(ABY)

Daca se tine cont ca [A, B] este pur imaginar rezulta:
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SASB > % (A, B])| (4.190)

In particular pentru variabilele canonic conjugate, ca de exemplu
(X, P,), se obtine:

(X, P]) =ih (4.191)
Atunci:
h
OXOP; 2 5 (4.192)

De multe ori aceasta relatie se scrie

AxAp > h

iar in locul lui h se foloseste simplu constanta Planck h. Relatiile de
tipul AzAp > h si AzAp > h au fost gasite initial in urma sintezei
bazei experimentale. In aceste relatii, notiunea de "incertitudine" nu
este preccizata. Daca se defineste "incertitudinea" ca "abaterea patratica
medie" se obtin relatiile (4.192).

Relatii analoage se pot scrie si pentru componentele dupa axele Oy
si Oz. Relatia (4.192) aratd cd dacd comutatorul a doud observabile
nu este zero ele nu pot fi masurate simultan cu o precizie foarte buna.
Cunoagterea uneia din observabile determina o incertitudine mare in
cunoasterea celei de-a doua observabile. In cazul particular considerat
rezulta ca pozitia si impulsul unei particule nu pot fi masurate simultan
cu oricare precizie.

O alta relatie care poate fi demonstrata este relatia de incertitudine
timp-energie.

AtAE > R (4.193)

Daca o particula se afla intr-o stare cu energia E, At este "timpul
mediu de viata" al particulei pentru aceasta stare. AFE este "largimea
naturala a nivelului energetic".
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4.3.5 Principiul prepararii starii

Asa cum am discutat anterior, o masuratoare realizatd asupra unui
sistem cuantic modifici starea acestuia. In urma masuritorii sistemul ia
valori bine determinate pentru observabila masurata.

Se considera cazul in care pentru A se obtine o valoare proprie a,.
Starea sistemului imediat dupa aceasta masuratoare este data de vectorul
propriv U, asociat lui a,.

Observatii:

a) Daca in continuare se efectueaza din nou o masurare asupra lui
A vom gasi acelagi rezultat a,, iar starea sistemului este caracterizata de
vectorul de stare wu,.

Au,, = anu,

b) Principiul afirma producerea unui salt al functiei de stare in urma
unei masuratori, in contrast cu evolutia lina a vectorului de stare cand
asupra sistemului nu se actioneaza. Rezultatul este diferit fata de situatia
intalnita in cazul fizicii clasice, unde efectuarea unei masuratori se poate
realiza in asa fel incat practic sa nu se modifice starea sistemului.

c) Starea in care ajunge sistemul dupad o masuratoare este bine de-
terminata numai daca valoarea a, este o valoare proprie nedegenerata
a observabilei A. Daca starea este degenerata, principiul spune doar ca
vectorul de stare este un vector propriu al operatorului pentru valoarea
propie a,.

d) Starea obtinuta in urma masuratorii este determinatd nu numai de
starea anterioara masuratorii ci si de interactia dintre sistem si aparatul
de masura. Situatia este diferita de cea din fizica clasica unde rezultatele
unei masuratori depind numai de proprietatile sistemului si permit de-
terminarea starii.

4.4 Ecuatia Schrodinger unidimensionala

Problemele unidimensionale prezinta inters deoarece exista numeroase
cazuri unidimensionale, dar si deoarece altele mai complicate pot fi reduse
la tipuri de probleme unidimensionale. Vom considera cazul in care par-
ticula de masa m se deplaseaza intr-o regiune din spatiu in care fortele
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ce actioneaza asupra ei deriva dintr-o energie potentiala V. Ecuatia
Schrodinger temporala devine:
ih—=———+V(x)V (4.194)

Daca V' nu depinde de timp solutia ecuatiei Schrodinger este de forma:

U(x,t) = e’%u(x) (4.195)

unde functia u(x) satisface ecuatia cu valori si functii proprii pentru
energie (ecuatia Schrodinger atemporald):

)
2m  dx?

Ecuatia (4.196) se mai poate scrie sub forma:

+V(x)u(zr) = Eu(x) (4.196)

du® () 2m
dx? h?
Deoarece aceasta este o ecuatie diferentiala liniara de ordinul doi,
ea are doua solutii liniar independente pentru orice energie E. Aceasta
inseamna ca ordinul maxim de degenerare al energiei este doi.
Presupunem ca expresia energiei potentiale are discontinuitati doar
de speta intai si ca este marginita inferior. Solutia ecuatiei (4.197) trebuie
sa satisfaca conditiile:
a) Functia u (z) trebuie sd fie marginitd pentru a putea fi indeplinita
conditia de normare:

[V (2) — Elu(z) =0 (4.197)

/OO lu ()] de =1 (4.198)

o0

b) Considerand c& V' (x) este finitd in regiunile in care cautdm solutiile
du? (x)
dx?
Functia u (z) precum si prima ei derivata trebuie sa fie functii continue.

Deoarece V (z) si E sunt marimi reale, dacd u (z) este o solutie a
ecuatiei Schrodinger atemporale atunci si conjugata u* (z) este o solutie
a ecuatiei. Din acest motiv rezulta ca partea reala cit si partea imaginara
a lui u (z) sunt solutii ale ecuatiei Schrodinger.

In cazul unidimensional, densitatea de probabilitate este:

este finita.

ecuatiei Schrodinger, rezulta ca si derivata a doua
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P(a,t) = U (2,)]° = |u ()] (4.199)

Densitatea curentului de probabilitate este:

. h LoV ov*

Tinand cont de relatia (4.195) rezultd expresia densitétii curentului
de probabilitate:

T omi dx dx

jo (u*d—“ e ) (4.201)

In cazul in care energia potentiald este o functie para V(z) = V(—x),
functia proprie ¥(x) corespunzitoare unei valori proprii nedegenerate F
a energiei, este fie pard fie impara. Fie u (x) o solutie a ecuatiei (4.196).
Schimbam in aceastd ecuatie pe x cu —z si tinem cont cd V (z) = V(—x).
Functia u (—z) satisface ecuatia:

n? d*u(—x)
2m da?
Se observa ca functia u (—x) satisface aceiasi ecuatie ca si u (x). Daci
E este o valoare proprie nedegenerata a ecuatiei Schrodinger atunci intre
cele doua functii trebuie sa existe relatia:

+ V(z)u(—2z) = Bu(—x) (4.202)

u(r) = Mu(—x) (4.203)
Astfel:
u(—) = du(r) = Nu(—2) (4.204)
Rezulta:
A==+l

Solutia u(z) fiind unica ea este fie o solutie pard u(—z) = u(z) fie
una impard u(—z) = —u(x).

Daci E este o valoare propie degenerata, u () nu are o paritate bine
determinata. Totusi se pot construi doua solutii liniar independente care
sunt para, respectiv impara:
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w, (z) = u () +2u (—x)
u(z) —u(—x)
u_ (x) = 5

Rezulta ca pentru o energie potentiala definita pe un interval simetric
in jurul originii sau pe intrega axa este suficient sa se rezolve ecuatia
Schrodinger doar in regiunea pozitiva. Se tine cont ca solutia impara se
anuleaza in origine in timp ce in cazul solutiei impare prima derivata a
acesteia se anuleaza in origine.

4.4.1 Particula libera

In acest caz V = 0, si ecuatia Schrédinger atemporald devine:

& 2
;‘x@ + h—?Eu () =0 (4.205)

2m

Notam k? = =

E. Atunci solutia acestei ecuatii este:

u(z) = Are™ 4+ Age ™ (4.206)

Pentru ca solutia sa fie finita este necesar ca parametrul k sa fie real
(in caz contrar una din exponentiale va tinde la infinit cind z — oo si
nu va mai fi indeplinitd conditia de mérginire. Atunci k& > 0 si £ > 0.
Se observa ca pentru orice valoare a energiei exista o solutie a ecuatiei
u(r) = Ae® + Aye=*® atemporali, adicd spectrul energetic al particulei
libere este continuu si se intinde de la 0 la +c0. Fiecare valoare proprie a
energiei este dublu degenerata deoarece exista doua functii proprii liniar
independente u; (1) = €™ gi uy (x) = e~**. Acestora le corespund dous
solutii ale ecuatiei Schrodinger temporale:

—ikx

U, (x,t) = Ajexp [z (kx — %)} = Ajexp {% (P2 — Et)} (4.207)

Et

Wy (x,1) = Ay exp [@ <—k;x — 7)1 = Ajexp [—% (pox + Et)] (4.208)
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unde am considerat ca:

2mE  p,
k= == 4.209
h? h ( )

Ele reprezinta doua unde plane monocromatice de pulsatii w = 7

Acestea sunt chiar unde de Broglie asociate particulei. Prima dintre ele
corespunde unei unde (particule) care se deplaseazi in sensul pozitiv al
axei, iar cea de-a doua unei unde (particule) care se deplaseaza in sensul
negativ al axei.

Remarcim ca u; () = € corespunde undei (particulei) ce se de-
plaseazd in sensul pozitiv al axei, iar us () = e~** corespunde undei
(particulei) ce se deplaseaza in sensul negativ al axei.

ikx

ipxr T

e siug(z)=

Trebuie observat ci cele doud functii u; (z) = e =
—i _ ipzz .s .. . .
e~ — ¢~ sunt functii proprii ale impulsului:

Pouy = —th—e " = —ith—e i+ = p,uy
ox h

Pouy = —ih—e 1 = —ih (—&) e = —pyus

Densitatea de probabilitate corespunzatoare undei data de ecuatia
(4.207) este:

P =0y (z, )] = | 4] (4.210)

Aceasta este independenta de timp si de pozitie. Din acest motiv
pozitia particulei pe axa Ox ramane complet nedeterminata. Aceasta
concluzie este in acord cu principiul de incertitudine Heisenberg, deoarece
am considerat o particuld cu un impuls p? = v2mFE bine determinat
(Ap, = 0). In acest caz nedeterminarea in pozitie este infinitd Az = oco.

Densitatea curentului de probabilitate este:

. h Ldu du* _hk s )
I omi (u dx —udx) ~m [Ar]" = v |A4] (4.211)

Solutiile de mai sus nu pot reprezenta o stare reala a particulei deoarece
nu sunt integrabile in modul patrat.
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Se pot construi si alte solutii ale ecuatiei particulei libere. Astfel
putem sa consideram o suprapunere de un numar finit de unde de Broglie:

W) = Y At (4212)
j=1

Functia de mai sus nu mai este atagata unei valori bine determinate a
impulsului si nici a energiei. Functia construitd dintr-un numar finit de
unde de Broglie este neintegrabila in modul patrat si reprezinta o stare
ideala.

Pentru descrierea unei stari reale a particulei trebuie considerata o
suprapunere continua de unde de Broglie:

1 i
vor g R (1.213)

Aceasta functie este un pachet de unde de Broglie. Pachetul de unde
este caracterizat de functia ¢(p). Impulsul nu mai este bine determinat
chiar daca functia ¢(p) poate avea valori diferite de zero intr-un interval
din jurul unei valori py.

U(x,t) =

4.4.2 Groapa de potential cu pereti infiniti

Sa consideram ca particula se afla intr-o gropa de potential cu pereti
infiniti (Fig.4.5):

V(x)—{ oo pentru z < 0 si x> 0

0 pentru z € [0, d] (4.214)

Aceasta inseamna ca particula se poate deplasa liber intre 0 si a dar nu
poate depasi aceste limite oricdt de mare ar fi energia sa. Cum particula
se afld doar in interiorul gropii de potential, in exteriorul ei ¥(x,t) = 0.
Atunci ¢i w (z) = 0 1in afara gropii de potential.

Deoarece functia u(x) trebuie si indeplineascd conditia de continui-
tate, rezultd ca u(0) = u(a) = 0. Ecuatia Schrodinger atemporala este
pentru x € [0, al:

d*u(z) 2m

Notam k2 =

;’; si ecuatia (4.215) devine:
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0 a x

Figura 4.5: Groapa de potential cu pereti infiniti

% + ku(z) =0 (4.216)

Solutia generala a ecuatiei de mai sus este:

u(z) = Asinkx + B cos kx (4.217)

Ea trebuie sa indeplineasca conditiile de continuitate:

lim u (z) = lim u (z)
z—0 xz—0
<0 >0

lim v (x) = lim u (x)

r—a

r<a :;;g
Rezulta:
Bcos0=0 (4.218)
Asinka =0 (4.219)

Din ecuatia (4.218) rezultda B = 0 , iar din (4.219)

2mFE

k:
“ n

a=nr ; n=1273.. (4.220)
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de unde:

nm?h?

E —
" 2ma?

;o n=1273.. (4.221)

Se constata ca valorile pe care le poate lua energia sunt cuantificate.
Pentru n = 1 se obtine cea mai mica valoare pentru energia pe care o
poate avea particula. Starea care are energie minima poarta numele de
stare fundamentala.

Functiile proprii ale energiei:

u(r) = Asinkx = Asin %T:L‘ (4.222)

pot fi normate:

a

/ () dz = 1 (4.223)

0

Rezulta:

a

A2/Sin2 Txdx =1
a
0

De aici:

A = \/g (4.224)

Atunci, functiile proprii ale energiei pana la un factor de faza sunt:

2
Up () = \/;sin %T (4.225)

Astfel, starile stationare sunt caracterizate de functiile de unda:

U, (z,t) = \/g [exp (—ZEh”tﬂ sin % (4.226)
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Figura 4.6: Treapta de potential

4.4.3 Treapta de potential

Fie o particula de masa m care se migca in sensul axei Ox intr-un
camp de forte conservativ care deriva dintr-o energie potentiala de forma
(Fig.4.6):

0 ; =<0
V(x){Vo ;o r2>0

Conform mecanicii clasice, particula va fi reflectata pe treapta de
potential daca F < Vj si va trece peste aceasta daca E > V. Deoarece
potentialul este independent de timp, miscarea particulei de energie F
este descrisa de functii de forma:

(4.227)

U(z,t) = u(z)e " (4.228)
unde u(z) este solutie a ecuatiei Schrédinger atemporale. Vom considera
doua cazuri:

1) Energia particulei este mai mica decét inalimea treptei de potential
E < V.
Ecuatia Schrodinger in cele doua regiuni este:

d*u(z) 2m
. + T Fu(x)=0 pentru <0 (4.229)
du? () 2m

Notand:
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(4.231)

ko = 2—me—E 4.232
\/[h2< ) (1:232)

se obtin ecuatiile:

d2
% +Kku(r)=0 pentru <0 (4.233)
2
d;(zx) —Kk3u(r) =0 pentru x>0 (4.234)
x

Solutia u (z) a ecuatiei Schrodinger atemporale are doud expresii pe
cele doua intervale:

uy(r) = Ae™® 4 Be™* 17 pentru 1z <0 (4.235)

ug(x) = Ce*® + De 2% pentru >0 (4.236)

Pentru ca functia us (z) sa fie marginita este necesar ca C' = 0.
Rezulta:

uy(r) = De™™* pentru x>0 (4.237)

Functia u (z) precum si prima sa derivatd trebuie si fie continue in
punctul x = 0:

u1(0) = uz(0) (4.238)
duy ()  duy(x)
i i (4.239)

Tinand cont de relatiile (4.235) si (4.237) se obtine sistemul de ecuatii:

A+B=D (4.240)

A—B=i2D (4.241)
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Conditiile (4.239) si (4.239) sunt indeplinite pentru toate valorile en-
ergiei E astfel ca spectrul este continuu. Din (4.240) si (4.241) rezulta:

ky + iks
A= D 4.242
o (4.242)
ey — ik
B= D 4.24
2k (4.243)

Densitatea de curent de probabilitate in regiunea x < 0 este:

, h [ ., dui(z) du} h 9 9
j= ui(z) . ul(ar:)d—x1 = Ekl [|A\ — | B] ] (4.244)

T 2im

Revenind la functia v (x) datd de relatia (4.235) se observa cd primul
termen Ae™? in zona x < 0 corespunde unei unde plane incidente, iar
al doilea termen Be~ 1% corespunde unei unde plane reflectate. Astfel,
densitatea curentului de probabilitate poate fi descompusa in doi termeni:

a) densitatrea curentului de probabilitate incident:

m
b) densitatea curentului de probabilitate reflectat:
hkq
m
Coeficientul de reflexie, tinand cont de (4.245), (4.246), (4.242) si
(4.243) este:

jref = ‘3’2 (4246)

jinc |A’2

Densitatea de curent de probabilitate in regiunea x > 0 este:

1 (4.247)

T L L

- 2im

dus

=0 4.248

o (4.248)
Rezulta ca are loc o reflexie totala pe treapta de potential. Rezul-

tatul este in concordanta cu cel obtinut in mecanica clasica. Totusi in

regiunea x > 0 exista o probabilitate de localizare a particulei care scade

exponential cu distanta:
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P(x) = |up|* = D?e~2k2" (4.249)

Fenomenul poarta numele de penetrare a treptei de potential si este
in contradictie cu predictiile mecanicii clasice. Fenomenul este de natura
pur cuantica.

2) Energia particulei este mai mare decat indltimea treptei de potential
E>V

Ecuatia Schrodinger in cele doua regiuni este data ca si in cazul an-
terior de expresiile (4.229) si (4.230). Notand:

2mE
72

ko = \/{%(E - VO)} (4.251)

(4.250)

acestea devin:

d2

CZU(;:) +ku(r) =0 pentru 2z <0 (4.252)
d2

;;(f) + ku(z) =0 pentru x> 0 (4.253)

Solutiile ecuatiei in cele doud regiuni sunt:

u; = Ae™* 4 Be™™®*  pentru  x <0 (4.254)

uy = Ce*2® 4 De™ 2% pentru x>0 (4.255)

unde A, B, C, D sunt constante de integrare. Vom considera ca particula
vine din regiunea negativa a axei Ox. Din acest motiv in regiunea x > 0
exista doar unda transmisa, astfel ca D = 0.

Conditiile de continuitate sunt cele puse in cazul anterior: (4.238) si
(4.239). Rezulta sistemul de ecuatii:

A+B=0 (4.256)

k(A — B) = Chs (4.257)
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Exprimam constantele B si C in functie de A.

k1 — ko

B = A 4.258
ki + ko ( )

2k,
= A 4.259
ky + ko ( )

Densitatea curentului de probabilitate in cele doud regiuni este:
a) in regiunea x < 0

) hk
ji=""t[l4]" - |BP’] (4.260)

b) in regiunea x > 0

i — @ O (4.261)

Daca se tine cont de relatiile (4.258) si (4.259) rezulta ci j; = jo adicd
densitatea curentului de probabilitate este aceiagi de-a lungul intregii

axe Ox. Ca si in cazul anterior se poate defini densitatea curentului de
probabilitate incident:

hk
Jine = —= AP (4.262)
reflectat:
Ik
Jrep = —2 B[ (4.263)
si transmis:
hk
jtrans = _2 |O‘ (4264)

Coeficientul de reflexie este:

Vi 1

_ﬁd_wﬁ_%—@f_ﬁ—ﬂ—ﬁﬂ

B e T AF Gathaf = (4.265)
e

Coeficientul de transmisie este:
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(0] a x

Figura 4.7: Bariera de potential

_ jtTans _ @ |C‘2 _ 4]€1k2 _ 4 (1 — %
Y R

Se observa ca:

R+T=1 (4.267)

Se constata ca o particula cu energie mai mare decat inaltimea treptei
de potential se poate reflecta (R # 0), transmisia ei fiind 7' < 1. Acest
rezultat difera de cel clasic, conform caruia o particuld avand E > V; va
trece sigur peste o treapta de potential.

Daca particula vine dinspre treapta de potential se gaseste ca noii
coeficienti de reflexie si transmisie sunt egali cu cei gasiti in cazul anterior.
Aceasta inseamna ca reflexia partiala nu este datorata unei cresteri in
valoare a energiei potentiale in directia miscarii ci este datorata saltului
energiei potentiale.

4.4.4 Bariera de potential

Vom considera migcarea unei particule in cazul in care energia potentiala
are forma unei bariere dreptunghiulare (Fig. 4.7).
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0 pentru x <0
V(z) =41 W pentru 0 < z < a (4.268)
0 pentru x > a

Conform mecanicii clasice, o particula de energie totala F, incidenta
pe aceasta bariera, va fi reflectata intotdeauna daca E < Vj si transmisa
daca E > V. In regiunile x < 0 si « > a particula este libera iar ecuatia
Schrodinger este:

d*u(x)  2m

T2 + ﬁEu(x) =0 (4.269)

m . o G
Punand k% = ﬁE solutiile ecuatiei in cele doua regiuni sunt:

uy (z) = Ae™® + Be™™* pentru z <0 (4.270)

us (z) = Ce™ pentru z > a (4.271)

Solutia in regiunea > a nu contine unda reflectata deoarece am con-
siderat ca particula vine din regiunea negativa spre bariera de potential.
Densitatea curentului de probabilitate in regiunea = < 0 este:

) . . hk
J1 = Jine = Jrefl = Fl |:|A‘2 - |B|2] (4272)
si In regiunea cu x > a este:
hk
js = — |C? (4.273)
m

Consideram cazul in care energia particulei este mai mica decét inalti-
mea barierei de potential, adica E < V4. Ecuatia Schrodinger in inter-
valul z € (0, a) este:

du®(z) 2m

Tz 2 Vo~ Elu(z) =0 (4.274)

Notand cu:

2m(Vo — E)
72

solutia ecuatiei in aceasta regiune este:

k3 = (4.275)
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uy(x) = Fek2® 4 Gekee (4.276)

Din conditiile de continuitate si derivabilitate puse in punctul x = 0

du1 dUQ
— = — 4.278
dz |,_q dz |,_q ( )
rezulta ecuatiile:
A+B=F+G (4.279)
iki1(A— B) = ky(F — G) (4.280)

Din conditiile de continuitate si derivabilitate puse in punctul x = a:

us(a) = us(a) (4.281)
d’UQ dU3
— = — 4.282
dr |,_, dv|,._, ( )
rezulta ecuatiile:
Fek2t 4 Ge™F20 = Ceihra (4.283)
ky (Fe* — Ge %) = iCkye™* (4.284)
Din (4.279) si (4.280) se obtine:
1 ,]fl 1 .]‘Cl
=—|1+i—|A+=-(1—i—|B 4.2
F 2( +@k2) —|—2< zk2) (4.285)
1 Ky 1 Ky
=—|1—-i—|A+=-|1+i— | B 4.286
G 2< Zl@) —|—2< +zk2) ( )

Din 4.283 si 4.284 rezulta:

k )
F = (1 + zk—1> Celkrag=haa (4.287)

2

N | —
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2 ko
Din (4.285) si (4.286) se obtine:

k . ky k
14it) Cemaehe = (142 ) A+ (1—i-2)B  (4.289)
ko ko k2

Din (4.286) si (4.287) se obtine:

k . ey k
1—i— ) Cetehee = (1 — i) A4+ (1+i~ | B (4.290)
ka ka ko

Coeficientul de transmisie este:

1 k -
G = <1 — z—l) Cekraghza (4.288)

_ Joans _ |C° (4.291)
jinc |A’2
Din ecuatiile (4.289) si (4.290) se va calcula raportul C'/A:
c 41k ko ikua
A (kg +ikp)2e k20 — [(ky — ikp)2ek2q]
~ e
A k3(e e — eh2a) — k2(e—kea — eh2a) 4 2k ko (k20 4 eh2a)
Vom exprima acest raport cu ajutorul functiilor hiperbolice:
sinhx = c ¢
2
et +e*
hp=2"1¢"
cosh 5
C ik koo~ ke
A (4.292)

A~ —(k2 — k2) sinh ksa + 2iky ks cosh kaa

Atunci, coeficientul de transmisie este:



2 Ak )2

C
T=|Z
;

(k3 — k})2sinh? kya + 4k7k3 cosh® kqa
Deoarece 1 + sinh? kya = cosh? kya

4k3k3
(k3 4 k)2 sinh? kya + 4k3k3

Deoarece:

4m?
kiks = FE(VO —E)

coeficientul de transmisie pentru bariera de potential devine:
4B —B)
 V2sinh? kya + 4E(Vy — E)

Coeficientul de reflexie este:

Vi sinh? kqa

R=1-T= —
V@ sinh® koa + 4E(Vy — E)
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(4.293)

(4.294)

(4.295)

Ecuatiile de mai sus conduc la concluzia ca o particula are o anu-
mita probabilitate de a "trece printr-o bariera". Din punct de vedere
al mecanicii clasice, bariera de potential este complet opaca. Efectul de
penetrare a unei bariere de catre o particula este numit efect tunel. Pe
baza acestui efect este explicatd emisie o din nuclee precum si emisie

autoelectronica.
In cazul cand F <« Vj

N 4E(Vo — E) L AE(Vo — E)
~ VZsinh®kya +4E(Vy — E) — VZsinh® kya
Cand kqa > 1:

2koa

sinh? koa ~ >1

Coeficientul de transmisie devine:
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Figura 4.8: Bariera de potential de o forma oarecare

16E(Vy — F)
%2
Cazul unei bariere de potential de o forma arbitrara
Consideram o bariera de potential ca in Fig.4.8.
impéri;im domeniul in intervale Ax; = x;,1 — z; astfel incat sa con-
sideram trecerea particulei printr-o succesiune de bariere de potential.
Alegem Ax; astfel incat:

T ~ e 2 < 1 (4.296)

2m(V; — E)
h2
Astfel, coeficientul de transmisie pentru bariera de latime Ax; poate
fi aproximat cu:

Az > 1 (4.297)

BE(Vi—E) 1 jv |

7

Exponentiala este factorul predominant, astfel incat:

T; ~ exp <—%\/8m(‘/;(x) - E)Axl) (4.298)

Atunci

T = LT, = e i VEmVi@—B)Azi _ o—3 3 v/8m(Vile) - E)Az;
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Facand ca numarul de intervale in care este impartit domeniul bari-
erei sa tinda spre infinit in relatia de mai sus suma se inlocuieste cu o
integrala. Se obtine:

b

T = Tyexp —%/\/Sm(‘/(:c) — E)dx (4.299)

a

unde T este constanta.

4.5 Oscilatorul armonic liniar

Oscilatorul liniar este un sistem ideal care consta dintr-o particula de
masa m, de dimensiuni neglijabile, ce se poate deplasa sub influenta unei
forte elastice dirijata dupa o axa:

F=—ka (4.300)

unde k este constanta de elasticitate. Deoarece fortele elastice sunt con-
servative ele deriva dintr-o energie potentiald de forma:

ka?
T2
O astfel de energie potentiala este foarte importanta deoarece poate fi
utilizata in aproximarea energiilor potentiale in vecinatatea unei pozitii
de echilibru stabil. In pozitia de echilibru stabil energia potential a
sistemului este minima. Considerand pozitia de echilibru ca fiind originea
sistemului de cooordonate se dezvolta V' (x) in serie Taylor in jurul acestui
punct:

V(z) (4.301)

av 1, dV
V(z)=V(0 — —at — 4.302
(2) = V(0) + o — x:0+ 2 @ |, (4.302)
. - . . . dV
Deoarece in x = 0 energia potentiala are un minim, atunci — =
z =0

0. Alegand V (0) = 0 (prin aceasta se fixeazd nivelul de zero al energiei
potentiale) atunci (4.302) devine:

2
Vi(z) = 13:2 v

7 T (4.303)

=0
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adicd energia potentiald este de forma data de (4.301).
Ecuatia Schrodinger atemporala este:

h2 d2 ka?

Punand k = mw? ecuatia (4.304) devine:
Py 2 2 2
d—;;—i-h—TZ(E—mu;x)u:O (4.305)

Efectudm schimbarea de variabila:

§=px (4.306)
Ecuatia (4.305) devine:
d*u 2mE _ mPw?

Punem conditia ca valoarea coeficientului lui ¢? si fie 1. Rezulta:

mw

p= 5 (4.308)
Notam: omE  9E
= =y =+ (4.309)
Ecuatia (4.307) devine:
Pu
@t A=) u= (4.310)

Pentru studierea comportarii asimptotice (pentru valori mari ale vari-
abilei x, si deci si a variabilei ¢), notdm £ = v. Astfel:

du  dudv du

B __2 bl

d¢  dvd€ £ \/Edv
2 2
du_Qd_+4vdu

e dv dv?
Ecuatia (4.310) devine:
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d*>v  _du
42}W + 2% +A=v)u=0 (4.311)
sau prin impartire la v se obtine:
d>uv  2du A
4— + —— ——1 =0 4.312
dv? * v dv * (v ) " ( )

Vom considera aceasta ecuatie in regiunea asimptotica pentru x foarte
mare. Atunci si variabila v este foarte mare astfel ca vom neglija termenii
ce-1 contin pe v la numitor. In aceasta regiune, ecuatia devine:

4— —u=0 (4.313)
Ecuatia are solutia:
u(v) = Ae”2 + Be2
Deoarece solutia trebuie sa fie marginita B = 0 si rezulta:

u=Ae 2 =Ae 2 (4.314)

Din aceast motiv pentru ecuatia (4.312) vom ciuta o solutie de tipul:

u(€) = TH(E) (4:315)
Atunci:
du e @ dH()
d—g——ﬁe H() +e it
Pu o, e e dH() | e dHE
d—gz—(fa—l)e H(§) — 2e Tz +e T
Rezultd astfel ecuatia pentru H (§):
¢*H(E) , dH(E) _
e 2=+ = DH( =0 (4.316)

Deoarece energia potentiald este o functie simetrica V (z) =V (—x),
functiile proprii trebuie sa aiba o paritate bine determinata. Vom discuta
cele doua cazuri separat.
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Alegem pentru solutia pard H (&) o serie care contine numai puteri
pare ale lui &:

H(E) =) ar™ (4.317)

Se inlocuiegte (4.317) in (4.316) si se obtine:

D 2k (2k — D™D =3 “Akap™ + Y (A - Dar™ =0 (4.318)
k=0 k=0 k=0

Ecuatia este satisfacuta daca coeficientii fiecarei puteri se anuleaza.
Se obtine astfel o relatie de recurenta intre coeficientii seriei:

dk+1—-X
i1 = a
Tk 4+ 1)(2k + 1)
Daca ag # 0, toti coeficientii pot fi determinati. Problema care se

pune este aceea a convergentei seriei. Daca seria are un numar infinit de
termeni se observa ca pentru valori mari ale lui &

k (4.320)

ay, 2(k+1)(2k+1) E+1
Seria are in regiunea asimptotica o comportare asemanatoare cu cea
a seriei care se obtine prin dezvoltarea functiei exp £*:
2 4 2k
e_1,.8 & &
e =1+ 1 + ol + ...+ 7l + ..
deoarece raportul coeficientilor puterilor £2* 1) gi ¢2% este tot 1/ (k + 1).
Atunci, in domeniul asimptotic solutia ar fi de forma:

2 2
u(€) = e T = e (4.322)

si nu ar mai indeplini conditia de marginire.
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Din acest motiv este necesar ca la un moment dat unul din termenii
seriei si devind nul. Aceasta face ca restul termenilor seriei sa fie nuli.
In acest fel seria se transforms intr-un polinom. Fie N ordinul ultimului
termen al seriei diferit de zero si N + 1 ordinul primului termen nul.
Pentru aceasta este necesar ca:

AN+1-X=0

Rezulta:

A=4N+1 ; N=0,1,2,3,... (4.323)

Astfel, fiecarei valori a lui N 1i corespunde o valoare para a functiei

H(E).

Pentru solutia impara se alege:

H(E) = ibkﬁ%“ (4.324)
k=0

care inlocuitd in (4.316) da:

i 2(k + 1)(2k + 3)bryr — (4k +3 = A) b) & =0 (4.325)

k=0
Rezulta relatia intre coeficienti:

4k +3 - A
2(k+1)(2k + 3)

Ca si in cazul anterior pentru a fi realizata conditia de marginire este
nevoie ca seria sa devina un polinom, adica de la un anumit grad incolo
coeficientii sa fie nuli. Considerand ca pentru & = N se obtine ultimul
termen diferit de zero, este necesar ca

b (4.326)

bk+1 =

A=4N+3 ; N=0,1,2,3,... (4.327)

Pentru aceste valori ale lui \ solutia ecuatiei Schrodinger este impara.
Din relatiile (4.323) si (4.327) rezultd ca A trebuie s& fie de forma:

A=2n+1 ; n=0,1,2,3,.. (4.328)



290

Paritatea solutiei este data de paritatea numarului n. Tindnd cont de
expresia lui A data de relatia (4.309) se obtin urméatoarele valori permise
pentru energia oscilatorului armonic:

E, = (n + %) hw (4.329)

Nivelele energetice sunt echidistante:

AE = FEp1 — B, = hw (4.330)

Chiar pentru n = 0 oscilatorul armonic liniar are o energie Fy = %hw
diferita de zero. Valoarea acestei energii a nivelului fundamental poarta
denumirea de energie de zero a oscilatorului armonic liniar. Aceasta en-
ergie este corelatd direct cu principiul de nedeterminare Heisenberg. In
mecanica clasica energia cea mai joasa ar fi zero care corespunde par-
ticulei aflata in origine. Acest lucru este imposibil conform relatiilor de
nedeterminare Heisenberg.

Functiile proprii ale energiei sunt de forma:

w() = Noe™ % Hy(€) (4.331)

unde H,(§) este un polinom de gradul n care satisface ecuatia:

¢*H(§) , dH(E)
e 2¢ i +2nH(&) =0 (4.332)
Polinoamele care satisfac ecuatia (4.332) poarta numele de polinoame
Hermite. Ele sunt definite pana la o constanta multiplicativa arbitrara.
Constanta se alege in aga fel incat cea mai mare putere 52" ce apare in
H () sd aiba coeficientul 2". Existd mai multe moduri de a determina
polinoamele Hermite.
a) Polinoamele Hermite sunt generate astfel:

n(,—&2
n€§2 d (6 )

Hy(€) = (—1) i (4.333)

Se obtin polinoamele:

HO(S) =1
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Hl(f) =2
Hy(§) = 4¢° -2

Hs (&) = 8¢% — 12¢

b) Polinoamele Hermite pot fi determinate pornind de la functia ge-
neratoare:

S(s,£) = e 52 = iHn—(g)s” (4.334)

n!
n=0

Aceasta inseamna ci daci functia exp (—s? + 2s€) se dezvolta in serie
dupa puterile lui s, coeficientii puterilor lui s sunt 1/n! din polinoamele
Hermite.

a) Pentru calculul diferitelor polinoame Hermite, se poate utiliza o
formula de recurenta. Astfel:

2 d’l’b-‘rl _ 2 n 2 dn+1 _ 2
Haa(€) = (1) fo (7€) =~ fmr ()

) ()

unde:

Rezulta:

o) =2 () e ()

Atunci:




292

Hyi1(€) = 26 H, (€) — 2nH, 1 (€) (4.335)

Functiile proprii ale ecuatiei Schrodinger poseda proprietatea de or-
togonalitate in intervalul (—oo, +00).

Pornind de la expresia functiilor proprii ale energiei data de formula
(4.331) unde ¢ = Sz atunci:

22
u(z) = Nye 5 H,(z) (4.336)
Conditia de normare este:
/ |y (Bz)|” dz =1 (4.337)
Aceasta inseamna ca:
N> [® _e
| 6| / e T H,(¢)d¢ = 1 (4.338)
Consideram doua functii generatoare ale polinoamelor Hermite:
__—s242s¢ _ - i
S(s,§) =" = ZO — Ha (€) (4.339)
— tPH2tE N L
S(t,€) =1 = ZO —Hin(€) (4.340)

Se inmultesc relatiile (4.339) si (4.340) si se obtine:

/ TS5t =3 3 S / T H (O H()de

o0

Integrala din stanga este:
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/ 6_525(8, €>S(t, €>d€ —_ / 6—£2+2(s+t)§—(s+t)2625td§

[e.e]

/ TS5, )S(1, €)de = ¢ / T s h) =

[e 9] (e o]

/mef (5, )S(t, €)d¢ = fz (2s1)"

oo '

Astfel:

VT @y > Z o / TS HOHOdE (4313)

Rezulta:

daca n # m si:

/ h e H2(&)d¢ = 2"nl/7 (4.344)

daca n = m.
Din (4.338) si (4.344) rezulta:

Vom realiza o comparatie a comportarii unui oscilator clasic cu ener-
gia F si a unui oscilator cuantic cu aceiagi energle.

) ) ) mw?z?
Un oscilator clasic are energia F =

unde z reprezinta am-

plitudinea migcarii. Oscilatorul clasic se deplaseaza doar intre punctele
Ty §i —xg. Probabilitatea de a gasi o particula intre coordonatele = si
x + dx este egala cu raportul dintre timpul in care particula se afla in
acel interval si perioada:
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2dx
CTv

Pentru a exprima aceasta probabilitate vom tine cont ca din ecuatia
de miscare x = xgsinwt gi din v = zow coswt rezulta:

P (z)dz (4.346)

x? V2
S 4.347
z3 + T3w? ( )

Din acesta relatie se afld v care se introduce in (4.346) si rezulta:

P(z)dx = ;dx (4.348)

2 _ 2
T\ Ty —

Trecénd la variabila & = Sz si tindnd cont ca:

P(x)dz = P(§) d¢
densitatea de probabilitate de localizare in variabila ¢ este:

Ple) = — (4.349)

/e ;2
& — &

Pentru a putea reprezenta aceasta densitate de probabilitate trebuie
sa vedem care este valoarea lui ¢, pentru diferitele energii pe care le poate
avea oscilatorul cuantic (comparatia trebuie facutd intre oscilatori care
au aceiagi energie). Atunci:

. —I—l f — mw?z? _ mw?; _ hwé?
2 2 23 2

de unde rezulta

£o=V2n+1 (4.350)

In Fig. 4.9 sunt reprezentate densititile de probabilitate functie de
pozitia oscilatorului in cazul clasic si cuantic. Astfel, pentru cazul starii
fundamentale densitatea de probabilitate cuantica este maxima in x = 0,
in timp ce particula clasica are densitatea de probabilitate minima. Pe
masura ce n creste acordul intre densitatile de probabilitate clasica si
cuantica se imbunatateste.
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c) d)

Figura 4.9: Comparatie intre densitatea de probabilitate clasicd si cuantica
pentru diverse valori ale lui n (n = 0 cazul a, n = 1 cazul b, n = 2 cazul c,
n = 3 cazul d)
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4.6 Momentul cinetic

4.6.1 Momentul cinetic orbital

Sa consideram o particula de masa m. Se noteaza cu p impulsul ei si
cu 7 vectorul de pozitie in raport cu originea fixa O . In mecanica clasica
momentul cinetic se defineste astfel:

) P 7R
l=rxp=|z vy =z (4.351)
Pz Py D:

In mecanica cuantica operatorul atagat momentului cinetic orbital se
noteaza cu L; componentele sale se obtin inlocuind variabilele clasice z,
Y, Z, Dz ,Py, D=, Cu Operatorii atasati acestora. Se obtine:

L, = YP,—ZP,— L, = —ih <y% - ya%> (4.352)

: 0 0
L, = ZP,—XP,— L,=—ih (zﬁ_m — xa) (4.353)

L. = XP,—YP, — L, = —ih (xa% - ya%) (4.354)

Pe scurt putem nota:
L =—ih(Fx V) (4.355)
Patratului momentului cinetic 12 = Zfﬁ—l;—l—lz ii corespunde operatorul:
=L+ L+ L2 (4.356)

In cazul aplicatiilor este nevoie sa exprimam operatorul moment ci-
netic in coordonate sferice (r, 6, ¢):

x =rsinfcosy
y = rsinfsinp (4.357)
z =rcost

Rezulta:
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r=+\a%+y>+ 22 (4.358)
2,2
0 = arctan VXY (4.359)
z
_ Y
¢ = arctan = (4.360)
T

Atunci:

0 _o0 000 050
oxr  Oxdr 0x00  Ox dyp
Dar din (4.358), (4.359), (4.360) rezulta:

or _ ’ . (4.361)
O \Jr24y2+22 T

00 xz cos 6 cos ¢

- = 4.362

6$ 7“2‘ /33'2 -+ y2 T ( )
Op ___y __swme (4.363)

dr #2442  rsinf
Atunci:

2 gg_i_cos@cosgog_ sin i
oxr  ror r 00  rsinf dp

In acelasi mod se calculeazi si celelalte derivate partiale /9y si 0/0z.
Rezulta:

L, = ih <sin<p%+ctg€cosgp%) (4.364)
L, = —in(cospl — ctghsinp-- (4.365)
v~ L A ‘
o
= —ih— 4.
L, ihg (4.366)

In plus operatorul pitratului momentului cinetic este:
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2_ 2| L 0 (40 L &
Lr==h Lmeaa Sinb55 )t a0 0,7 (4.367)

Se observa ca operatorii L,, L,, L, sunt operatori unghiulari, care
nu actioneaza asupra coordonatei radiale. Prin urmare acesti operatori
comuta cu orice operator care depinde de r:

[Les F(r)] = [Ly, F()] = [L2, F(r)] = [, F(r)| =0

Relatiile dintre componente

Vom arata ca operatorii atasati componentelor momentului cinetic nu
comuta intre ei:

[L,,L,) = ihL, (4.368)
(L, L.] = ihL, (4.369)
(L., L)) = ihL, (4.370)
sau: . . .
L x L =ihL (4.371)

Verificam prima relatie. Pentru aceasta vom tine cont de relatiile
de comutare dintre operatorii de pozitie, operatorii impuls si operatorii
pozitie si impuls. In plus tinem cont de identitatile:

[AB,C] = A[B,C]+[A,C|B
[A, BC] = B[A,C]+ [A, B|C

Astfel:

[an Ly] = [ypz — 2Py, ZPx — -sz]

[an Ly] - [yp27 Zpa;] - [ypzy mpz] - [Zpy7 Zpac] + [Zpy7 mpz]
Calculam pe rand cei patru comutatori:

(D=, 2p2] = YDz, 20:] + [, 20e|D2 = Y2 (P2, Da] + P2, 2]pe = —iliyp.
lypz, xp:] = ylpz, wp:] + [y, p:lp. = yx[p=, p2] + ylp=, 2]p. = 0

[2py, 2pa] = 2[py, 2pa] + [, 2palpy = 2[2, Palpy + 2[py, 2]pe = 0

[zpy, xp:] = z[py, xp:| + |2, 2p:]py = x[2, p.py + [2, 2]p:py = thap,
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Astfel:
(L, Ly| = ihlxp, — yps) = ihL,

In plus:
[LI>L2] = [Lyv Lz] = [LZ>L2] =0

Vom demonstra prima dintre aceste relatii:
2 2 2 2 2 2 2

[Lm L2] - Lx[Lm Lm] + [L:Jca Lw]Lm + Ly[Lza Ly] +
[Lay Lyl Ly + Le[La, L] + +[Ls, L] L,

(L, L*| =ihL,L, +ihL,L, —ihL,L, —ihL,L, =0

In deducerea ultimelor relatii nu s-a ficut apel la forma explicitd a
operatorilor L,, L,, L, ci s-au folosit doar relatiile de comutare dintre
acegtia.

Din relatiile anterioare rezulta ca pot fi gasite functiile proprii comune
ale lui L? si componentei L.

Valori si functii proprii pentru L%si L,

Problema cu valori proprii asociatd operatorului L? este:

L?Y = \R*Y (4.372)

S-a ales aceasta formé deoarece in L? apare factorul A?. Numarul A
este un numar real adimensional. Ecuatia care trebuie rezolvata este:

1 90 (. 0 1 02

Intereseaza doar solutiile care satisfac conditiile de derivabilitate si
marginire. Conditia care opereaza efectiv este conditia de marginire a
solutiilor in punctele § = 0 si 6 = 7, puncte in care coeficientii ecuatiilor
sunt singulari. Solutiile exista doar daca A = [(I + 1) cul = 0,1,2, ...
Functiile proprii sunt armonicele sferice.

Pentru m > 0:
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Yim (0, ) = Pipm(cos 0)®,,(p) (4.374)
Indicele m ia valori intregi: m =0, 1, 2,..., [.
eimcp
P () = (4.375)

Notand w = cos 8

Pra) = <—1>m\/ (= v (= 1) (4370

|3

Functiile P,,,,(W) se numesc functii Legendre asociate.
Pentru cazul in care m < 0 adica m = —I, -l +1, .... , =2, —1 vom
tine cont ca:

Yem(0,0) = (=1)"Y, (0, ¢) (4.377)

Am preferat aceasta constructie deoarece se evita aparitia unor am-
biguitati in calculul functiilor sferice. Alte propietati ale functiilor sferice
sunt:

Yim (0, +27m) = Yir (0, )

Yzm (7T—(9,90+7T) = (—1)lY2m (9790>

20+1
Yio (0,0) =4/ i P, (cosf) (4.378)

unde P, (z) reprezintd Polinoamele Legendre. Ele pot fi calculate astfel:

1 d

P(x) = =——

/(z) 21! dat

Sunt valabile urmatoarele proprietati de ortonormare:

(z* — 1) (4.379)

2w

/ @7, (0) P (9)dip = Oy (4.380)
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™

/le(cos 0) Py (cos ) sin(0)dl = (4.381)
0
Atunci:
2 W
//%;(67 SO)YZ'm’(Qa SO) sin edgdgo = 51[’5mm’ (4382)
00

Se observi ci pentru fiecare valoare proprie (I +1)h? existd un numar
de 2] + 1 functii proprii independente.

Functiile sferice sunt functii ce formeaza un sistem ortonormat com-
plet de functii de variabile 6 si ¢. Orice functie ce depinde de 6 si ¢
poate fi dezvoltata in functie de Y},,.

Deoarece L* si L, comutd se constatd ci Y, (6, ¢) sunt functii proprii
si pentru L,:

Yim
Oy

In concluzie valorile proprii ale operatorului L? sunt:

(14 1)R? (4.384)

unde [ poarta denumirea de numar cuantic orbital iar valorile pe care le
poate lua sunt numere intregi: 0,1,2,3,... Aceasta semnifica faptul ca
marimea momentului cinetic orbital este cuantificata iar valoarea lui este
VI + 1)h.

Valorile proprii ale operatorului L, sunt mh unde m poarta numele
de numar cuantic magnetic si poate lua valorile intregi 0, &1, ..., +[, adica
pentru un [ dat exista 2/ 4+ 1 valori pentru acest numar cuantic. Aceasta
semnifica faptul ca pe langa marimea momentului cinetic este cuantificata
si orientarea momentului cinetic (datorita cuantificarii proiectiei sale pe
0 axa).

Datorita relatiilor de comutare nu exista functii proprii comune pen-
tru L, si L, pentru L, si L. .Rezulta ca functiile proprii definite anterior
nu sunt functii proprii pentru L, si L,, dar exista un set de functii proprii
comune pentru L? si L,. Echivalenta dintre toate directiile face posibil
sa consideram ca valorile proprii ale operatorilor L, si L, sunt tot mh.
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4.6.2 Teoria generala a momentului cinetic

Spunem ca operatorul J reprezinta un moment cinetic daca:

a) operatorii J,, J,, J, sunt operatori hermitici si sunt asociati cu
observabile reale.

b) este adevarata relatia:

Jx J=ihJ (4.385)

Definind operatorul patrat al momentului cinetic J* = J2 + J7 + J?
este adevarata relatia de comutare:

[J., 2] =0 (4.386)

fapt ce aratd ci operatorii J, si J? vor avea un set comun de functii
proprii pe care le vom nota cu Wy,,:

T2y, = AR, (4.387)
LU Am = mhWy, (4.388)
Valorile A gi m sunt legate intre ele. Astfel:

J2\I}/\m = Jg?qj)\m + J;\P/\m + JZQ\P)\m

Atunci:

(‘I’Am J2\I’>\m) = (‘I’Am quj)\m) + (‘If,\m, JyQ‘I’,\m) + (‘I’Am quj)\m)

(\I/)\my /\h2\11/\m) = (‘]$\Ij>\m7 Jz\IJ)\m) + (qujAm7 Jy\P)\m) + (quj)mm JZ\IJ)\m)
si:
A2 U > |0 = m2h2 ||

Rezulta:

A >m? (4.389)
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Definim operatorii:
Jp=Jp+1dy (4.390)

J_=J,—il, (4.391)

unul fiind adjunctul celuilalt J, = J*, sau J_ = J;
Exista o serie de relatii pe care le satisfac acesti operatori:

[T, Jy] = hJ, (4.392)
[, J.] = —hJ_ (4.393)
[Ty, J_] = 2hJ. (4.394)
[J2,J] =0 (4.395)

Vom demonstra relatia (4.392):
[z, Jy) = [, Jo + iy = [, Ju) + 0|2, Jy] = thdy + i (—ihJ,)

[, Jy] = J, +iJ,

Alte relatii indeplinite de acesti operatori sunt:

JP—J=J.J —hJ, (4.396)

JE—J*=J J,+hJ, (4.397)

Vom demonstra relatia (4.396):

ST =0+ T

JE— T2 =0 —id dy vidyd, IR —id, iy,
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JP =T =T (Jp —idy) +idy (Jo —idy) +i(Judy — JyJ.)

T2 T2 = (Jy +id) (Jo —idy) +i [ Je, T, = JoJ_ — R,
Deoarece [J,, J,| = hJ, , atunci:

JZJ+ - J+JZ = hJ+

JZJ+ == J+JZ + hJ+

T T W = T LW + Ty U = JomhiW, + BT, Uy

Astfel, J,W,,, este o functie proprie a operatorului J, cireia ii core-
spunde valoarea proprie (m + 1) h. Din acest motiv operatorul poartd
numele de operator de cregtere. In mod analog se demonstreaza ca:

J.J Uy = (m — 1) hJ_Uy, (4.399)

Astfel, J_W,,, este o functie proprie a operatorului J, careia ii core-
spunde valoarea proprie (m — 1) i. Din acest motiv operatorul poartd
numele de operator de descrestere.

T2y = JLJ?Wy, = A2 T2y, (4.400)

deoarece [J?,Ji] = 0. Atunci, J, ¥, este o functie proprie a lui J?
corespunzitoare valorii proprii Ah? si a operatorului J, corespunzitoare
valorii proprii (m + 1) A.

Relatia m? < X aratd ci trebuie s& existe o valoare maxim4 a lui m
pe care o vom nota cu mmy,x pentru care:

J Wy =0 (4.401)
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. 2 L . e .
Atunci (Mmpax +1)° > 0. Trebuie s& existe si o valoare minima a lui
m notata cu my, pentru care:

J Wy =0 (4.402)

Atunci: (mpin — 1)2 >0
Aplicdm operatorul J_ relatiei (4.401) si tinem cont de J_J, = J? —
J? — hJ, care rezultd din (4.397):

J_ T Wsmne = (J> = T2 = BL) U = B2 (A = My — Minax) Ui

Rezulta:

A = Mumax (Mumax + 1) (4.403)
Aplicand apoi operatorul J, relatiei (4.403) rezulta:

)\ = Mmin (mmin — 1) (4404)
Din relatiile (4.403) si (4.404) rezulta:

Mmax = —Mmin

Notam cu j = Muyax $1 —J = M- Atunci valoarea lui A se scrie:

A=j(+1) (4.405)

Dacd operatorul J? admite valorile proprii j (j + 1) 4? atunci oper-
atorul J, admite mai multe valori proprii care incep de la valoarea —jh
si ajung la valoarea jh din i in h. Acest lucru este posibil numai daca j
este un numar intreg sau semiintreg. Pentru un j fixat numarul m poate
lua 2j + 1 valori:

_jv _]+1a _]+277j_2a ]+17 ]
In continuare vom discuta modul in care actioneazi operatorii de
crestere si de descregtere. Deoarece:
ST Wi =35+ 1) R T_Ujpp

si J_ WUy, # 0 este o functie proprie operatorului J, corespunzatoare
valorii proprii (m — 1) i atunci putem scrie:

=0



306

J_\I/jm = Cijh\IJj(mfl) (4406)
Astfel:

(J-W s J-W ) = (05, o1y, QA 1) = [t |*

(W T W) = (W (2 = J2 4 RI) W) = [ (4 1 = i m) 12

Rezulta:
JGHD) —m?+m = |ajul
Atunci:
Qjm =/ (G+m) (G —m+1) (4.407)
Putem scrie:
J Wi = /(G +m) (j —m+ DAY, (4.408)

Pentru a determina si modul de actiune al operatorului J, , vom
aplica acest operator egalitatii (4.408):

Jed W = /(G +m) (j —m+ DA W1

(J2 = T2+ ) Uy = /(G +m) (j —m + DRJ Vi)

G+m)(G—m+1) R = /(G +m) ([ —m+ 1)V

TVt =V (G +m) (j —m+1)h¥,,

Se inlocuieste m cu m + 1 si se obtine:

Sy Wjm = \/(J +m+1) (G —m) i) (4.409)
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4.7 Miscarea in cAmp central de forte

O particula se afla intr-un cAmp central de forte daca particula are o
energie potentiala care nu depinde decéit de distanta dintre particula si
centrul de forta. Pentru aceasta operatorul energiei este de forma:

h2
H=—A+V 4.410
AV () (4.410)

Din acest motiv problema are simetrie sferica astfel ca operatorul
Laplace se scrie in coordonate sferice:

10 0 1 0 0 1 0?
A= ——(r= ———— [ sinf— _— 4.411
r2 or (r 87’) Y 00 (sm 89) N 2 sin? 0 Op? ( )
sau daca se tine cont de definitia operatorului patrat al momentului ci-
netic:

10 0 L?

Ecuatia cu functii si valori proprii pentru energie este:

_P P (ﬁ wm) _ LQ‘I’(F)] LV = BU(R) (4.413)

2m | dr or h2r?

Tinem cont ci operatorii L? si L, nu actioneazi asupra variabilei
radiale . Se observa ca:

[H,L%] =
[H ) LZ] =
[L*,L.] = 0
Prin urmare, este posibil sa se gaseasca functiile proprii comune ale
operatorilor H, L? si L,. Deoarece functiile proprii comune ale operato-

rilor L2 si L, sunt functiile sferice Y, (6, ¢) solutiile ecuatiei Schrodinger
sunt de forma:

U(r) = R(r)Yim(0, ) (4.414)
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Deoarece:

L5 (0, 9) = 11 + 1)h*Yim (6, ) (4.415)
din ecuatia (4.413) se obtine:

[_ﬁ_ii (di) O v Ry = 2RO (16)

Pentru a o rezolva efectiv, trebuie cunoscuta forma lui V(r). Vom
face cateva consideratii asupra formei potentialului V' (r).

Consideram ca la o distanta foarte mare interactia nu se mai simte,
astfel ca daca particula se indeparteaza de centrul de forta, forta de in-
teractie devine nula si putem considera ca energia potentiala este zero.
Aceasta reprezinta de fapt alegerea nivelului de zero al energiei potentiale:

limV(r) =0 (4.417)

T—00

In vecindtatea centrului de fortd (r — 0) vom considera ca:

V(ir)=——, a<2 (a>0) (4.418)

/}nOé
Fie o particula care se afla intr-o mica regiune din jurul centrului de
fortd r = 0 (de razad ry). Nedeterminarea in valorile coordonatelor este
ro. In consecinta, nedeterminarea in valoarea impulsului este de ordinul

%. Atunci, valoarea medie a energiei cinetice in aceasta stare este de
2

. . . . . a
ordinul —. Valoarea medie a energiei potentiale este ——.
mrg re
h2
Presupunem o > 2. Suma — — — care reprezinta energia medie
mr T
0 0

ia valori negative, care in modul pot fi arbitrar de mari (energia tinde
la minus infinit) cdnd r — 0. Aceasta inseamna ca si valorile proprii ale
operatorului energie pot fi arbitrar de mari. Miscarea unei particule ce
corespunde unei valori |F| arbitrar de mari este localizata intr-o micéa
regiune a spatiului din jurul originii. Particula cade in centrul de forta
adica in punctul » = 0. Daca a < 2 energia nu poate lua valori negative
arbitrar de mari. Spectrul discret contine valori negative dar finite ale
energiei. In acest caz nu este posibild ciderea particulei in centrul de
forta.
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Pentru a studia ecuatia radiala vom face urmatoarea substitutie:

R(r) = @ (4.419)

Ecuatia (4.416) devine:
_%diz"(;) + V(r)u(r) + l(l_rw = Fu(r) (4.420)
Tulr) {% - vy - 2D } u(r) = 0 (4.421)

Ecuatia de mai sus este identica ca forma cu ecuatia Schrodinger
unidimensionala, cu urmatoarele precizari:
a) rolul energiei potentiale este jucat de expresia:

I(l+ 1)
2mr?
numita energie potentiala efectivd. Ultimul termen poartd numele de

termen centrifugal.

b) variabila 7 ia numai valori pozitive.

c) Pentru ca functia radiald R (r) sa fie finitd in origine se impune
conditia ca u(r) s tind4 la zero cand r — 0.

Vom examina in continuare solutiile in vecinatatea originii si la infinit.

In origine V,;(r) are un pol de ordin doi cand I # 0. Exceptie face
cazul cdnd [ = 0. Solutia in vecinatatea originii este de forma:

Ver(r) =V(r) + (4.422)

u(r) = rtZakrk, ag # 0 (4.423)
k=0

Conditia ca u(r) = 0 cand r — 0 este indeplinitd daca ¢ > 0.
In vecinitatea originii, deoarece termenul centrifugal este predomi-
nant, ecuatia ia forma aproximativa:
u U1+ 1)
dr? r2
Din acelasi motiv vom considera in vecinatatea originii ca solutie
termenul cel mai mare (predominat) din (4.423), adica pe r'. Inlocuind
pe u cu r! in (4.424) se obtine ecuatia:

uw=0 (4.424)
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tt—1)—1(l+1)=0 (4.425)
Ea admite ca solutii:
th=1+1
to = —I

Solutia acceptabila este t; = [ 4 1, deoarece cealalta solutie face ca
u s tinda la infinit in apropierea originii. Astfel, functia radiala este de
forma:

R(r) =7 (4.426)
Cand r este foarte mare, forma aproximativa a ecuatiei este:
d?u  2mE
W + 72 u=20 (4427)

Exista doua cazuri:
a) Energia pozitivd : £ > 0. Notand cu k% =
(4.427) este de forma

R solutia ecuatiei

u(r) = Cre™ ™" 4 Cye*rr (4.428)

Functia radiala este:

R(r) = %e_ik” + %eik” (4.429)

si reprezinta o suprapunere de unde progresive si regresive. Solutia este

marginita oricare ar fi constantele C; si Cs.
2mkE

hZ

b) Energia este negativd E < 0. Notdm cu k3 = — > (. Solutia

ecuatiei (4.428) este:

u(r) = Dye ™" 4 Dyek2" (4.430)

Pentru ca solutia sa fie marginita este necesar ca la distante foarte
mari Dy = 0.

Deoarece F si [ sunt fixati, exista o singura solutie a ecuatiei radiale.
Solutia generald a ecuatiei radiale R (r) = u (1) /r contine functia wu (r)
de forma 4.430 cu precizarea ca marimile D; si Dy nu sunt constante,
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ci functii care depind de FE si [. Fiind marginita in origine rezulta ca
si forma asimptotica a solutiei este bine precizata. Rezulta ca pentru
fiecare solutie marginita in origine raportul g—f la distanta mare este bine
determinat de F si [.

a) £ <0

Dy
2= J(E.)

In general f # 0, adicd solutia marginits in origine, nu este automat
marginita gi la distante mari. Daca f # 0 , energia E corespunzatoare
nu este valoare proprie. Valorile proprii ale energiei sunt cele pentru care
f(El)=0.

Ecuatia f(F,l) = 0 admite un numdr finit de solutii Ej,, E,, ... Ej, .
Totalitatea raddcinilor ecuatiei f(F,l) = 0 corespunde domeniului de
valori ale lui [(0, 1,2, 3, ...) si formeaza o multime discreta.

b) E >0

In acest caz, ambele solutii particulare sunt finite si nu trebuie si se
faca nici o ipoteza suplimentara cu privire la valorile pe care le admite
E (energia poate lua orice valoare si spectrul este continuu).

Din comportarea asimptotica a solutiei, se vede ca in cazul £ >

O integrala:
/ r*R2,dr
0

este divergenta. Solutiile ecuatiei Schriodinger pentru £ > 0 nu descriu
stari reale ale particulei, ci stari idealizate. Totusi, din suprapuneri de
astfel de functii, se pot construi functiile care sa descrie starile reale ale
particulei.

4.7.1 Stari stationare pentru particula in cAmp coulom-
bian

Se considera un atom hidrogenoid, cu un nucleu cu sarcina Ze gi un
electron cu sarcina —e. Energia potentiala a sistemului este:

Ze?
=— 4.431
Vi) dmeor (4.431)
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Deoarece atomul se considera stabil este necesar ca energia totala a
sistemului sa fie negativa. Din acest motiv vom nota:

E=—|E| (4.432)
Ecuatia (4.421) devine:
d*u(r) | 2m. [ B+ Ze Ul +1) u(r) = 0 (4.433)
dr? h? 4dregr r2  2m. N ‘

Se face schimbarea de variabila:

p = 2kr (4.434)
si ecuatia (4.434) devine:

(4.435)

d*u me |E]| N Ze*m,  l(1+1) 0
_ J— — u =
dp? 2h%k?  Amwegphlk p?

Constanta k trebuie sa fie in aga fel aleasa astfel incat forma ecuatiei
sa fie cat mai simpla. Fie:

me |E| 1

2h2 k2 4
astfel incat forma lui k este:

V2m. |E
g V2melE| (4.436)

h
Se noteaza:
Ze*m zZer ['m
A\ = ° — = 4.437
47T€0h2/€ 471'5071 2 |E| ( )
Ecuatia (4.435) devine:
d*u I X I(l+1)
eI I =0 4.438
dp? i { . p 2 )" ( )
Forma ecuatiei in zona asimptotica (p este foarte mare) este:
d? 1
oY Cu= (4.439)
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Solutia ecuatiei este de forma:

Uy = Dye"2” + Dye?’ (4.440)

In cazul solutiei generale, D si D, sunt functii de p. Pentru ca solutia
sa fie marginita, este nevoie ca Dy = 0.

Ug ~ 2P (4.441)
Din acest motiv, vom considera o solutie de forma

u= fe 2" (4.442)

Se obtine ecuatia pentru f:

2f df P_ I(1+1)

T nt }f:o (4.443)

dp? dp

Pe baza a ce s-a discutat anterior este nevoie ca

fr~p™ p>0 (4.444)

Atunci:

flp)=p""g(p) (4.445)
Ecuatia satisfacuta de g este:

2

d*g dg

— 4+ 204+2—-p]=+[N=-1—-1]g=0 4.446
P TRIF2= g+ lg (4.446)
Alegem functia g de forma:
9(p) = chﬂk, Co#0 (4.447)
k=0

care se inlocuiegte in (4.446):

Z [k(k — DCp 4+ (20 +2 — p)kCrp 4+ (A =1 — 1)C’k,0k] =0
k=0
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S {E(k+ 1)+ 20+ 1)(k+1)] Crr + (A= 1= 1= k) Ci} pF =0

o0

" (4.448)

Se obtine o relatie intre coeficientii sumei:

E+l+1— )
(k+ 1) (k+2+2)

Pentru k suficient de mare raportul dintre doi coeficienti succesivi
este:

Cr1 = Ch (4.449)

Chrs1 N 1
Ch kE+1
Acest raport este acelasi cu al coeficientilor sumei:

(4.450)

1 1 1
e’ =1+—p+ =P+ ..+ —p"+ —p" 4
TRT KT+’
Astfel, pentru valori mari ale lui p suma se comporta ca seria e’.
Atunci, in domeniul asimptotic
I+1 2
u(r) ~ pe
fapt ce este inacceptabil, deoarece in acest caz partea radiala devine
nemarginita.
Pentru ca u(r) sa fie marginita trebuie ca seria sa se intrerupa, adica
g(p) sa fie un polinom. Fie n, puterea maxima a lui p in functia g(p):

n+l+1-XA=0 (4.451)

Numarul cuantic n, = 0,1, 2, ... poarta numele de numar cuantic ra-

dial:
A=n,+1+1

Introducem notatia A\ = n, unde n poartd numele de numar cuantic
principal. Deoarece n, = 0,1,2,... si [ = 0,1,2,... atunci n ia valoarile
1,2,3, ...

Din relatia n = n, + [ + 1 obtinem:

l=n—-n,—1
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adica:
I<n-—1 (4.452)

Astfel, cand n este fixat, [ poate lua valoarile 0, 1,2, ...,n — 1. Odata
ce parametrul \ este fixat gi valorile proprii ale energiei sunt determinate:

Ze? m
° = 4.4
1eon\ 21E] " (4.453)

o [ Ze2\? 1
E, = -2 ( e) n=1,2,.. (4.454)

Rezulta:

B 2h?2 477'50 ﬁ7

Nivelele energetice obtinute prin rezolvarea ecuatiei Schrodinger sunt
cele gasite cu ajutorul modelului Bohr. Formula nivelelor Bohr este nu-
mai un rezultat aproximativ al teoriei cuantice. Pentru ca predictiile
teoretice in cazul atomului de hidrogen sa coincida cu observatiile expe-
rimentale trebuie luate in considerare urmatoarele:

a) masa nucleului trebuie considerata finita, desi este mult mai mare
decat masa electronului. Din acest motiv in relatia (4.454) masa m. a

Me
me + M~

b) spectrul de energie este afectat de efectele relativiste in com-
portarea electronului (structura find). Aceste efecte sunt legate de exis-
tenta spinului si a momentului magnetic propriu al electronului.

c¢) Prezenta momentului magnetic nuclear determina o noud despicare
a nivelelor de structura find, nivelele avand astfel o structura hiperfina.

O caracteristicad a energiei nivelelor obtinute este ca acestea depind
doar de numarul cuantic principal n si prin urmare sunt degenerate in
raport cu numerele cuantice [ si m. Astfel, pentru fiecare valoare a lui n
numarul cuantic orbital poate lua valorile 0, 1,2, ...,n — 1. Pentru fiecare
valoare a lui [, numarul cuantic m poate lua 2/ + 1 valori. Prin urmare
degenerarea totala este:

electronului trebuie inlocuitd cu masa redusa

n—1

;(21 +1) = 2”017_1) +n =n? (4.455)

Degenerarea in raport cu m exista pentru orice potential central. De-
generarea in raport cu [ este specifica cAampului coulumbian.
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O alta exemplificare este oferita de spectrul atomilor alcalini. Aceste
metale (Li, Na, K, Rb si Cs) au un singur electron de valenta care poate
fi ugor inlaturat. Aceasta sugereaza faptul ca atomii alcalini pot fi consi-
derati ca si atomi hidrogenoizi, in conditiile in care electronul de valenta
se gasegte intr-un potential datorat restului atomului (nucleul i cei Z—1
electroni). La distante mari acest potential este practic un potential
central coulumbian (proportional cu 1/7). La distante mici potentialul
deviaza de la comportarea coulumbiana deoarece sarcina negativa a celor
Z — 1 electroni este distribuita spatial in jurul nucleului, ecranandu-1.

Considerand ca intr-o sfera de raza r» avem N electroni, atunci sarcina
efectiva a nucleului si a electronilor interni sferei de raza r este:

eZ* =eZ —eN(r) (4.456)

Atunci:

V@):—e/)Z%mdr: eZ*f(l) (4.457)

4egr? 4req r

Functia f (%) se dezvolta in serie si se retin primii doi termeni astfel
cd (4.458) devine:

V&%=—¥Z* - (4.458)

dreor 72

unde Z* si A sunt doua constante.
Daca in ecuatia radiald se introduce noul potential putem face ca
noua ecuatie sa fie identica cu prima punéand:

2m,

FW+D:W+D—h2

A (4.459)

Valorile proprii ale energiei vor fi:

B, - i e2Z*m, 1

4.460
h? (n, + 1+ 1) (4mep)? ( )

unde I' =1+ o(l)
Atunci:

1 m Z*2<,04 1
E=——° 0 4.461
h2 [n+ o (1)) (4meo)? ( )
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Se constata ca degenerarea dupa [ se ridica si se obtin n subnivele
distincte.

4.7.2 Functiile proprii pentru atomul de hidrogen
Relatia (4.446) poate fi identificata cu ecuatia:

d’g C 1) dg _a, (4.462)

dz =z
dacd sepune z =p,a=101+1-X\ c=2(l+1)

Coeficientii ecuatiei (4.462) au poli de ordinul intai. Solutiile ecuatiei
se pot exprima prin serii de puteri ale variabilei z, care contin cel mult
un numar finit de puteri negative.

g=2"Y =) o’ (4.463)
k=0 k=0
Inlocuind (4.463) in relatia (4.462) se obtine:

o0 o0

S e(BHE)(BHEk—1+0) =D "0 (B+k+a) P

k=0 k=0

Sau

B(B-1+0)P 2+ e (B+E+1)(B+k+c) P
k=0

= Y a(Btk+a) (4.464)
k=0
Pentru ca aceasta egalitate sa fie adevarata este necesar ca:
B(B—=14¢)=0 (4.465)

1 (B+k+1)(B+k+c)=c(B+Ek+a) (4.466)

Din (4.465) rezulta ca 5 = 0, sau § = 1 — ¢. Existd doud solutii liniar
independente ale ecuatiei corespunzatoare celor doua valori ale lui 5:
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g1 () = Z 2" (4.467)
k=0
g2 (2) = 2'¢ Z .2 (4.468)
k=0

Cele doua solutii sunt liniar independente daca ¢ este diferit de un
intreg. Daca ¢ = 1 cele doua solutii coincid.
In cazul 8 = 0 raportul coeficientilor este:

Cri1 k+a a+k 1
= = 4.469
Ch (k+1)(k+¢) c+kk+1 ( )

Alegand ¢q = 1 atunci:

a
C1T — —
C

a+11 a(a+1)1
c == —
cr12 clc+1)2

Cy =

ala+1)(a+2)1

“= clc+1)(c+2) 3!
afa+1)(a+2)..(a+k-1)1
clec+1)(c+2)...(c+k—1) k!
Relatia (4.468) devine:

C —

“ala+1)(a+2)..(a+k—-1)1 ,
91(2) +; clc+1)(c+2)...(c+k—1) KT 1(a,¢2)

(4.470)
1F (a, ¢, z) poartd numele de functia hipergeometrica degenerata.
In cazul § = 1 — ¢ raportul coeficientilor seriei este:

1 (l—c+k+a) 1
= 4.471
c, 2—c+k+) \k+1 (4.471)

Comparand (4.471) cu (4.469) relatia (4.471) se obtine din (4.469)
daca se fac inlocuirile:
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a—a+1—c
c—2—c

Considerand ¢j, = 1 se obtine:

92(2)221_6 1Fira+1—¢2—-c¢z)

Daca c este intreg doar una din solutiile g; si g» are sens. Daca ¢ nu
este intreg solutia generala este:

g(2) = A2 PR (a,0,2) + Az P 1 Fi(a+1—¢,2—cz2) (4472)

Pentrua = —N (N - intreg) functia se reduce la un polinom de gradul
N. Se observa din (4.469) c& pentru k = N, ¢x41 = 0 iar restul coefi-
cientilor seriei sunt nuli.

Astfel, o solutie a ecuatiei (4.435) este:

g(p)= 1FA(+1-=X201+20p) (4.473)

Pentru ca solutia sa fie acceptabila din punct de vedere fizic este
necesar ca functia obtinuta sa se reduca la un polinom. Asa cum am
discutat mai sus este necesar ca:

[+1-A=n, (4.474)

atunci:

A=-n,+l+1=n (4.475)

In acest caz functia hipergeometrica degenerata se reduce la un poli-
nom:

(k+l—n)(k—=14+1l—-n)..(1+1—n) ,
) =1
* Z k+2l+ 1) (k—1+20+1)...2+2) k"

(4.476)

Functiile radiale au expresiile:

Ry = Nye ?2pt [Fy(14+1—n,20+2,p) (4.477)
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O alta modalitate de a exprima solutiile ecuatiei (4.446) este aceea in
care intervin polinoamele Laguerre asociate. Vom defini pentru inceput
polinoamele Laguerre:

da
L,(p) = e'”dpq (e?e™?) (4.478)

Ele pot fi obtinute pornind de la functia generatoare:

U (p,s) = SRLps/ (L= 5)] iLq(p s<1  (4.479)

— !
l—s =

Ecuatia satisfacuta de aceste polinoame este:

pas (=) ] L) =0 (1.450)

Polinoamele Laguerre asociate L} (p) se definesc prin relatia:

12 (p) = %L ») (4.481)

Ecuatia satisfacuta de aceste polinoame este :

s 1) =) B =0 (1.482)

Se observa ci pana la o constanta multiplicativa solutia g (p) a ecuatiei

(cand A = n) este L1 (p).

Expresia analitica a acestor polinoame este:

+ D)1 oF
L21+1 k‘+1 [(n — 4.483
)= (- (n—1—-1—Fk)! 20+ 14+Ek) k! ( )

Comparand expresia polinoamelor asociate cu solutia (4.470) rezulta
relatia:

[(n+ D1

ol 22 (4480

Lilill (P) =
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Functiile proprii ale energiei au forma:

u (r,0,0) = Ru (r) Yim (0, ) (4.485)

Ele trebuie sa indeplineasca conditia de normare:

/// lul>dv =1 (4.486)

oo ™ 2
/ / / Ryt (1) Yo (0, ) r* sin 0dfdpdr = 1 (4.487)
0 0 0

Daca se tine cont de relatia care exprima conditia de normare a functi-
ilor sferice si daca partea radiala a solutiilor este exprimata cu ajutorul
functiei hipergeometrice degenerate rezulta constanta de normare:

1 (n+1)! 27\°
ot = (20 + 1)!\/2n (n—1—1)! <n_7“0> (4.488)

. h? (47’(’60)

To =

unde:

=0,53 x 107" m (4.489)

mee?
reprezinta raza primei orbite Bhor.

Putem exprima functiile radiale in functie si de polinoamele Laguerre
asociate:

1/2
2Z\° (n—1-1)!
R, = 22 A2 0 ) e P2l 2l+1 4.490
l {<nro) on [(n+l)!]3} p Ly (p) ( )

Deoarece probabilitatea ca electronul sa se afle intr-o regiune a spati-
ului astfel car € (r, r+dr),0 € (0, 04+db), p € (¢, ¢+ dp) este:
dP (r,0,0) = R2,(r) |Yim (8, 0)|” r* sin 0dOdpdr (4.491)

Prin integrare dupa 0 si ¢ se poate determina probabilitatea ca par-
ticula s se afle intr-o regiune a spatiului unde r € (r , r + dr). Astfel,
tinAndu-se cont de proprietatea de normare a functiilor sferice se obtine:

dP (r) = R%, (r) rdr (4.492)



322

3.5 0.5
R, =R
3
0.4
25
2 0.3
1.5
0.2
1
0.5 0.1
1 2 3 4 1 2 3 4
r
>
a) b)
R, Y . d 20 ©175
0.3 0.15
02 0.125
0.1
0.1
0.075
2 4 8 10 0.05
—oa ; A
—0.2 }
2 4 3 8 10
r
c) d)
0.4
R,, R 21 035
0.3
0.3
0.25
02 02
0.15
0.1 0.1
0.05
2 4 6 8 10 ' 2 4 6 8 10
>
e) e r

Figura 4.10: Functiile radiale: a) Rig, ¢) Rao, €) Ro1, precum si functiile
de distibutie de probabilitate: b) 2R3, d) 2R3, f) 7R3, pentru atomul de
hidrogen
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Expresiile primelor functii radiale ale atomilor hidrogenoizi sunt:

Z\*? A
Rip =2 (—> exp <——T) (4.493)
To To
7 \*? Zr Zr
Ry =2 2= 1— 2= 2 4,494
20 (2T0> < 2T0> eXp( 27’0) ( 9 )
1/ 2N\ /a2r Zr
S il i 4.4
o V3 (27“0> <7“0>exp< 27"0) (4.495)
7 \*/? oTr 2722 Zr
Ray = | = 1- 220 addl 4.4
30 <3r0) ( 30 | 272 )eXp( 37“0) (4.496)
42 [ 7 \? Zr\ [ Zr Zr
Ry = Y2 2 -2 ) (22 20 4.497
w2 (3) ( 67»0) ()p( 3T0) (4.497)

4 ZN\*"? [ 7r\? Zr
Ry = il ) exp (-2 4.498
27 97/10 (3ro) (7’0> Xp( 37’0) (4.49)

Reprezentarea unor functii radiale si a distributiilor de probabilitate
corespunzatoare pentru atomul de hidrogen sunt date in Fig.4.10.

4.8 Spinul electronului

4.8.1 Momentul magnetic orbital al electronului

Existenta unei sarcini electrice in miscare este echivalenta cu un curent
electric. Atunci, miscarea unui electron pe o orbita inchisa este echiva-
lenta cu o bucla de curent. Unei bucle de curent de arie A i se poate
asocia un moment magnetic:

=14 (4.499)

unde A este un vector al unei marimi care este egala cu suprafata spirei
iar directia lui este perpendiculara pe suprafata acesteia.
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Astfel, un electron care se deplaseaza cu viteza ¢ pe o orbita circulara
este echivalent cu un curent de intensitate I:

e ev
[=2 ="

= 4.
T 2rr ( 500)

unde:

s

4.501
j (4501)
este perioada de rotatie a electronului pe orbita circulara respectiva.
Acest electron determina aparitia unui moment magnetic:

ev e e

=Imr?=_—"—nar? = MUT = L 4.502
a 2rr 2m. 2me ( )
unde L = mgvr este momentul cinetic orbital al electronului. Relatia
(4.502) se poate scrie si cu vectorial:

(& —
L 4.503
e (4.503)

deoarece curentul este in sens invers migcarii electronului (electronul este
incarcat negativ). Relatia (4.503) se mai poate scrie:

fim-

eh L L
0= — — = —lUp— 4.504
M om, MBh (4.504)

" eh : : : :

unde marimea pp = o5, 2re dimensiunea unui moment magnetic. g
Me

poarta numele de magnetonul Bohr.

py=9,27 x 107%* Am? (4.505)
Relatia (4.504) o consideram valabild si in cadrul mecanicii cuantice

prin inlocuirea lui i i L cu operatorii hermitici corespunzatori.

Deoarece operatorul moment cinetic are valorile proprii \/I(l + 1),
valorile proprii ale operatorului moment magnetic sunt:

eh
I(l+1 4.506
3o VI D) (4:506)
Componenta (1, a momentului magnetic este:
L,
He = = (4.507)
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In mod analog, relatia din mecanica cuantici este valabili daci se
inlocuiesc observabilele p, si L, cu operatorii corespunzatori. Deoarece
valorile proprii ale lui L, sunt: m_,h : 0, £h, £2A, ... £ [h atunci valorile
proprii ale lui g, sunt m.pup. Din acest motiv m, poarta numele de
numar cuantic magnetic.

Definim raportul giromagnetic orbital ca raportul dintre p, si L,

ey € Up

= —_— = = -— 4'
NEL T om T on (4.508)

Se observa ca pp = vh

4.8.2 Experimente care au ilustrat spinul electronu-
lui

Ipoteza spinului electronului a aparut in urma experimentelor refer-
itoare la comportarea atomilor. Astfel, in 1896 Zeeman a descoperit ca
in cAmp magnetic liniile spectrale se descompun in doua sau trei compo-
nente. Trebuie remarcat ca ecuatia Schrédinger prevede o descompunere
intr-un numar impar de componente. Experientele facute arata ca ma-
joritatea liniilor spectrale se descompun intr-un numar par de compo-
nente, prezentand astfel un efect Zeeman anomal.

Experienta Stern - Gerlach

Initial experienta a urmarit punerea in evidenta a momentului mag-
netic orbital al atomilor gi masurarea acestuia. Dispozitivul experimental
este prezentat in Fig. 4.11.

El consta dintr-un cuptor 1 in care se evapora un metal usor fuzibil
(argint). Atomii trec printr-un sistem de diafragme 2, iar apoi ajung
intre polii unui electromagnet 3 care au o forma speciala, astfel incat sa
fie asigurat un gradient puternic al inductiei magnetice, chiar pe distante
foarte mici, comparabile cu dimensiunile liniare ale atomilor.

Asupra unui atom cu momentul magnetic /i actioneaza pe directia
Oz din partea cAmpului magnetic o forta F datd de relatia:

9B 0B

F= =%

fcos 6 (4.509)



326

/'3 z
L ]
N \ ?vx
1 \/ g

2 5/ -

Figura 4.11: Dispogzitivul experimental utilizat in experimentul Stern- Gerlach.
1. cuptor, 2. diafragme, 3, 4. polii magnetului, 5. ecran de observatie

0B .,
unde — este gradientul campului magnetic iar 6 este unghiul dintre B

.. Oz
si fi.
Deviatia atomilor z; pe un ecran este proportionala cu forta F', adica:

2 =kF = k:a—B,uCOSH (4.510)
0z

Datorita agitatiei termice momentele magnetice pot avea toate di-
rectiile posibile si cos @ variaza practic intre (—1,1). La trecerea printre
polii electromagnetului atomii ajunsi pe ecranul de observatie ar trebui
sa se dispuna simetric fata de regiunea de deflexie zero sub forma unei
benzi de latime 2z; (Fig. 4.12 a).

Experienta a aratat ca dispunerea nu are loc sub forma unei benzi
ci doar sub forma a doua linii inguste agezate simetric fata de directia
fascicolului incident (cazul metalelor alcaline; Fig.4.12 b).

Interpretarea rezultatelor nu se poate face considerand ca despicarea
fascicolului atomic apare datorita interactiei dintre momentul magnetic
orbital ji si B.

Chiar admitand o cuantificare a proiectiei momentului magnetic pe
axa Oz ar trebui sa se observe un numar impar de linii deoarece pentru
un [ dat, m, poate lua 2] 4 1 valori distincte.

Mai mult, se observa ca pentru atomii aflati in starea fundamentala
i = 0 apare despicarea fascicolului in doud componente. Din marimea
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2z, 2z,
a) b)

Figura 4.12: a) banda de latime 2z; care ar apare conform teoriei clasice b)
linii observate in experimentul Stern-Gerlach

deviatiei rezultd (pentru atomi monovalenti) un moment magnetic egal
cu fp.

Astfel, ipoteza cid acest moment magnetic ar fi un moment magnetic
orbital cade. Nici ipoteza ca acest moment ar apartine restului atomului
nu se confirma deoarece ionii de argint carora le lipseste electronul de
valenta nu prezinta nici un fel de separare in cAmp magnetic.

Rezulta ca singura ipoteza este aceea ca acest moment magnetic al
atomului de argint este datorat electronului de valenta, momentul mag-
netic fiind un moment propriu. Existenta unui moment magnetic impune
si existenta unui moment cinetic propriu S (care a fost numit spin).

Experienta Einstein - de Hass

Efectul care sta la baza experimentului este un efect magneto-mecanic.
O bara feromagnetica este suspendata de un fir de cuart (Fig. 4.13). Ea
se afla in interiorul unei bobine. Pe firul de cuart este prinsa o oglinda pe
care cade o raza de lumina provenita de la sursa S. Raza reflectata cade
pe o rigla gradata, migcarea razei pe aceasta punadnd in evidenta mis-
carea firului. Prin bobina se trece un curent suficient de puternic pentru
ca proba sa se magnetizeze la saturatie. Daca se inverseaza sensul curen-
tului prin bobina, adica daca se inverseaza sensul cAmpului magnetic, se
constata ca are loc o rotire a cilindrului.

Aceasta comportare poate fi explicatd daca se considerd ca fiecare
electron prezinta un moment magnetic propriu, precum si un moment
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Figura 4.13: Schema de principiu a experimentului Einstein de Hass: 1) bobina
2) bard feromagnetica 3) oglinda

0000000000

cinetic propriu. Intre acestea se presupune o relatie analoaga celei din
cazul momentului magnetic orbital si momentului cinetic orbital:

e
Ts =g =055 (4.511)
unde gg este un factor necunoscut. In cazul miscirii orbitale un astfel de
factor este g, = 1.
Prin inversarea cAmpului magnetic, momentul magnetic al electronu-
lui se schimba de la valoarea p, la valoarea —p, si deci variaza cu 2.
Aceasta variatie conduce la o variatie a proiectiei momentului cinetic
propriu pe axa Oz si anume:

2m, 1
AS, = = oy (4.512)
€ gs

Relatia raméne valabila si intre variatia componentei pe axa Oz a
momentului cinetic rezultant si variatia momentului magnetic total.

Deoarece bara magentica contine un numar mare de electroni, o re-
latie asemanatoare se stabileste intre momentul cinetic propiu rezultant
si momentul magnetic determinat de totalitatea electronilor din bara.
Momentul cinetic total al barei este o marime conservativa, adica tre-
buie s& ramina constant tot timpul experimentului. Aceasta impune ca
bara sa capete un moment cinetic de rotatie /w, unde I este momentul
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de inertie al barei, iar w este viteza unghiulara. Rezulta:

2m,

gseé

Tw = 2pp (4.513)

unde i este momentul magnetic total al cilindrului.
Din datele experimentale se obtine gg = 2. Atunci:

e
s =25 — =27, (4.514)

Aceasta reprezinta anomalia giromagnetica a spinului. Daca se tine
cont ca pg = g, gs = 2 si de relatia (4.511) rezulta ca proiectia momen-
tului cinetic propiu pe axa Oz este Sz = h/2.

4.8.3 Ipoteza spinului

Rezulta ca faptele experimentale nu pot fi explicate decat prin con-
siderarea unei ipoteze formulata in 1925 de Uhlenbeck si Goudsmith. Ea
consta din urmatoarele afirmatii:

a) Electronul posedd un moment cinetic propriu S (moment cinetic
de spin) cu componentele S, S, S.

b) Pentru a descrie spinul se introduce un spatiu liniar nou in care
sa actioneze operatorii de spin. Operatorii de spin verifica relatiile de
comutare a oricarui moment cinetic.

S,,8,] = ihS, (4.515)
[S,,5.] = ihS, (4.516)
[S.,8,] = ihS, (4.517)

c) Operatorii S, S,, S, comuta cu operatorii coordonatelor si ai im-
pulsurilor.

h
d) Valorile proprii ale operatorului S, sunt i§, adica proiectia spin-

h
ului pe axa Oz ia numai valorile j:E.

e) Marimea momentului cinetic de spin este cuantificatad gi poate lua
numai valorile:

(5‘ = V/s(s+ D) (4.518)



330

unde s = % este un numar cuantic de spin.
f) Momentului cinetic de spin ii corespunde un moment magnetic de
spin:

lngl = V/s(s+ 1)emi (4.519)

e

Proiectia u,, a momentului magnetic poate sa ia valorile:

eh

— = 4.520
Mg 2me 125;; ( )
eh
= — = — 4.521
K 2me Up ( )

Se observa ca raportul giromagnetic de spin este:

|ﬂsz| Up €
= = =2 =2 4.522
Vs |Sz| h/2 2me Vi ( )

Rezultatul este confirmat de experimentul Einstein - de Hass si poarta
numele de anomalia giromagnetica a spinului. Se poate considera ca:

S (4.523)

i == — g = —
Ks Vs gs om,

Semnul minus apare deoarece jig sunt orientate in sensuri contrare,
sarcina electronului fiind negativa.

4.8.4 Teoria lui Pauli a spinului

Pentru mecanica cuantica nerelativista existenta spinului este o ipoteza
impusa de experienta, care poate fi inglobata in formalismul general.

Vom arata ca spatiul spinului este bidimensional. Din ipoteza spi-
nului rezulta ca valorile proprii pentru oricare din operatorii S, S, S.
sunt +h/2. Fie operatorul S,. La fiecare din cele doud valori proprii
corespunde un vector propriu (aici facem ipoteza ca valorile proprii sunt
nedegenerate). In acest fel S, are vectori proprii care formeaza un sistem
complet, adica orice vector din spatiul spinului se poate dezvolta dupa
acegtia.

In locul operatorului S s-a introdus operatorul &, definit prin:
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- h_
—0

§=3 (4.524)

Operatorii 0,, 0y, 0, se numesc operatori Pauli. Relatia de definitie
arata ca acesti operatori sunt hermitici si au ca valori proprii numerele
+1, si —1. Atunci relatiile de comutare se scriu:

G x 5] = 2i (4.525)
sau in detaliu:
02,04 = 2i0, (4.526)
loy,0.] = 2io, (4.527)
0.,0,] = 2i0, (4.528)

Vom considera pentru operatorii Pauli o reprezentare matriceala. Din
relatiile de comutare rezulta matricile lui Pauli:

oy = (? é) (4.529)
o, = (? 82) (4.530)
v, — (é (11) (4.531)

Functiile proprii vor fi de forma:

f= ( g > (4.532)

Vom considera ecuatia cu vectorii si valorile proprii pentru o,.

(Vo) (5)=(5)
(2)-(3%)

Atunci:
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astfel ca:

b—Xa=0
{ A3 —a =0 (4.533)
Pentru ca sistemul sa aiba solutii:

' 1 =

_ _ 2 _ .\ —
\ _1'_0:> 1+ =0;\ = +£1

Rezulta ca:

A =1 a=p
A= -1, a=-0

Vectorii proprii sunt de forma:

o ( 1 ) pentru A = 1 (4.534)
1
a ( _q ) pentru A = -1 (4.535)

Marimea constantei o se poate determina din conditia de normare.

1
Rezultd o = —.

V2
In acelasi mod putem obtine pentru o, vectorii proprii si valorile
proprii.
Astfel, pentru o, se obtine:

A = lsi % ( 1_@ ) (4.536)
A= 1 % ( ; ) (4.537)

Pentru o, se obtine:

) (4.538)
0
1

) (4.539)
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Matricea
02:0i+a§+02:3<é (1)) (4.540)
este legatd de operatorul S? prin relatia:
1 3 10
2 120 9 2 2y _ 932
S = 4h (03 +o,+03) 4h ( 0 1 ) (4.541)

Rezult# ci operatorul S? are o singuri valoare proprie %h2, deoarece

matricea < ) este matricea unitate.

01
In acest spatiu putem alege ca baz vectorii proprii ai lui S,.

4.8.5 Spinori

Spatiul starilor pentru o particula fara spin este spatiul functiilor
de unds. In cazul unei particule cu spin, daci se face abstractie de
miscarea acesteia, starea ei este descrisa cu ajutorul unor vectori din
spatiul bidimensional al spinului. Atunci, in cazul unei particule cu spin,
functia de unda a unei particule va fi descrisa de niste vectori dintr-
un spatiu, care este produsul direct dintre spatiul functiilor de unda
si spatiul spinului. Vectorii din acest spatiu ce caracterizeaza starea
particulei poarta denumirea de spinori.

Putem scrie ca vectorul care include dependenta de pozitie si cea de

spin este:
- 1 0y (¥
v (D) en(0) - (B) s

Conditia de normare se scrie:

(U, 0,) = /(\If{\I!l F Uy do = 1 (4.543)

[e o]

Relatia de mai sus defineste si produsul scalar in spatiul spinorilor.
Relatia de mai sus trebuie inteleasa in sensul ca daca m, = %, VU, = Wy, iar
daca m, = —%, U, = U, ; atunci expresia WiV;dv poate fi interpretata
ca probabilitatea ca electronul sa aiba proiectia spinului pe axa Oz egala
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cu g si sa se afle in volumul dv, iar U5W,dv poate fi interpretata ca prob-
abilitatea ca electronul sa aiba proiectia spinului pe axa Oz egala cu —g
si ca acesta s§ se afle in volumul dv. In general, putem spune c& o astfel
de functie de unda depinde de patru variabile (z,y, z, s,) .

U, =V, (z,y,2,8.) (4.544)

4.9 Sisteme de particule identice

In mod curent, sistemele fizice sunt formate din mai multe particule:
nucleul este o aglomerare de protoni si neutroni, atomul este format din
nucleu si electroni, moleculele din atomi. Proprietatile acestor sisteme
pot fi intelese numai pe baza mecanicii cuantice cu conditia ca in cazul
sistemelor ce contin particule identice sa se impuna o restrictie suplimen-
tara functiilor de stare - principiul indiscernabilitatii - care tine seama
de imposibilitatea de a distinge microparticulele identice.

Fie un sistem din NV particule identice. Functiile de unda vor depinde
de coordonatele x;, y;, z; si coordonatele de spin ;. Introducem notatia:

U = \If(xl,yl, 21,01y ..., TN, YN, ZN,O'N,t) = \11(1,2, ceny N, t) (4545)

Cu u; vom nota energia particulei ¢ intr-un cdmp exterior iar cu
w(j, k) energia ce apare datoritd interactiei dintre doud particule. Atunci
hamiltonianul sistemului este:

N h2 ) N N o
H=X {—%Vi + uz(t)] +j§kk§1w(z,j) (4.546)

Trebuie observat ca:

a) In cazul clasic putem distinge particulele identice prin interactiile
ce le au.

b) In cazul cuantic acest lucru nu este posibil din cauza suprapunerii
zonelor de localizare, fapt ce conduce la imposibilitatea de a distinge
aceste particule. Acest fapt face ca o eventuald numerotare a particulelor
la momentul initial sa se piarda in timp.

Indiscernabilitatea particulelor se manifesta prin faptul ca mérimile
observabile pentru un sistem de particule identice sunt marimi sime-
trice la permutarea particulelor sistemului. In particular hamiltonianul
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sistemului trebuie sa fie simetric la interschimbarea a doua particule.

Starea unui sistem nu se schimba prin comutarea a doua particule.
Astfel, fiecarei transpozitii ii asociem un operator P;; in spatiul starilor

unui sistem de particule identice, denumit operator de transpozitie.

PyU(1,2, ., .N) = U(1,2,...5, .., ...N) (4.547)

In plus, tinand cont de expresia hamiltonianului:

P;H(1,2, .., ....j,..N) = H(1,2,...j, ... i, ...N) (4.548)

adica operatorul hamiltonian raméne neschimbat. Mai mult, operatorii
simetrici in coordonate si spin comuta cu operatorul transpozitie.

Punem conditia ca starea sistemului sa nu fie afectata de o transpoz-
itie particulara.

PyU(1,2, ., N) = Ay ®(1,2, i, j, N (4.549)

v

2
U(1,2,..N) = A, ¥(1,2,...N) (4.550)

Atunci:

>\ij = +1

Rezulta ca schimband doua particule intre ele avem doua tipuri de
functii de stare:
Cand )\;; = 1 atunci:

PyU(1,2, .0, j, o N) = U(1,2,....4,....i,...N)  (4.551)
= U(1,2,...,0,.,jo . N)

Functiile care indeplinesc aceasta conditie poarta numele de functii
simetrice la transpozitia F;;.
Cand \;; = —1 atunci:
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PyU(1,2, .0y gy N) = W(1,2,...5,.00,..N)  (4.552)
= —U(1,2,....4,....j,..N)

Functiile care indeplinesc aceasta conditie poartda numele de functii
antisimetrice la transpozitia Pj;.

Definim operatorul permutare P operatorul care schimba particula 1
cu particula al, particula 2 cu particula a2, ....particula N cu particula
aN. Daca exista N particule exista N! permutari distincte. O permutare
este para daca numarul de transpozitii ce conduce la acea permutare
este par si este impara daca numarul de transpozitii ce conduce la acea
permutare este impar. Functiile proprii ale lui H nu sunt in general
functii proprii pentru toti cei N! operatori de permutare. Exista doua
stari deosebite ale caror functii de stare pot fi functii proprii ale lui H
si ale operatorilor de permutare. Acestea sunt starile total simetrice si
total antisimetrice.

O functie de stare este total simetricd daca pentru orice operator
permutare:

PUg=Ug (4.553)
O functie de stare este total antisimetrica daca:

(4.554)

PV, — +W 4 pentru o permutare para
A7 —wy, pentru o permutare impara

4.9.1 Postulatul de simetrizare

Starea unui sistem format din particule identice este descrisa de:

a) functii de stare complet simetrice in coordonate specifice parti-
culelor cu spini intregi numite bozoni (mezoni, fotoni).

b) functii de stare complet antisimetrice specifice particulelor cu spin
semiintreg numite fermioni (electroni, neutroni, protoni).

4.9.2 Construirea functiilor de unda total simetrice
sau antisimetrice

Fie doud particule identice. Notam cu ¥(1,2) o functie proprie a lui
H nesimetrizabila, ce corespunde valorii proprii £. Atunci se pot construi
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functiile proprii simetrice si antisimetrice:

Uo(1,2) = —[B(1,2) + T(2,1)] (4.555)

-5

U,(1,2) = E[\11(1,2)—\1/(2,1)] (4.556)

In concordantd cu discutia anterioars functia de undi este simetrics
in cazul unui sistem de doi bozoni si antisimetrica in cazul unui sistem
format din doi fermioni.

Un caz special este acela in care hamiltonianul H al unui sistem de
N particule identice este suma a N hamiltonieni uniparticula h;.

N
H=> h (4.557)
i=1
O solutie a ecuatiei Schrodinger:
HY(1,2,...n) = E¥(1,2,...,N) (4.559)
este de forma:
U(1,2,..n) = ua(1)ug(2)...u,(N) (4.560)

unde «, 3,...v sunt un set de numere cuantice ce caracterizeaza starile
individuale uniparticula.

In cazul unui sistem de doui particule energia totali F este suma
energiilor individuale.

E=E,+ Eg (4.561)

Functiile de unda simetrica si antisimetrica sunt:
Us(1,2) = —=[ua(Dus(2) + ua(Qus(1)]  (4.562)

Va(l,2) = [ta(1)up(2) = ta(2)us(1)] (4.563)

Sl Sl
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In cazul a N particule functia de unda simetrica este:

Ug(1,2,...,N) = \/%Zpuau)uﬁ(z)...uy(m (4.564)

unde sumarea se face pe totalitatea permutarilor posibile.
Functia de unda antisimetrica se poate scrie sub forma unui determi-
nant numit determinantul Slater.

U (1) o u, (1)
U,(1,2, ... N) = \/% UQEQ)) ...... UVEQ)) (4.565)
U (N) ... u, (N

Schimbarea a doua particule inseamna permutarea a doua linii, fapt
ce duce la o schimbare de semn.

4.9.3 Principiul de excluziune al lui Pauli

Daca in determinantul Slater doua seturi de numere cuantice « si
[ sunt identice, inseamna ca doua coloane sunt identice si functia se
anuleaza.

In consecinti o stare cuanticd individuald poate fi ocupatd doar de
un singur fermion. Aceasta afirmatie exprima principiul de excluziune al
lui Pauli.

Acest principiu a fost aplicat in scopul determinarii modului in care
sunt populate nivelele energetice in atomi. Daca facem abstractie de
spin, o stare cuantica determinatd de numerele cuantice n, [, m poate fi
populata de doi electroni. Daca se ia in considerare spinul, starea poate
fi caracterizata de numerele cuantice n, [, m, m, si poate fi ocupata de un
singur electron.

4.10 Teoria perturbatiilor

Ca si in mecanica clasica in mecanica cuanticd marea majoritate a
problemelor nu pot fi rezolvate exact. Rezulta ca metodele de aproximare
prezinta un mare interes. Metodele de aproximare pot fi impartite in
doua categorii dupa cum hamiltonianul sistemului depinde sau nu de
timp.
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4.10.1 Teoria perturbatiilor independente de timp

Vom discuta cazul in care asupra sistemului actioneaza o mica per-
turbatie. Vom prezenta teoria perturbatiei Rayleight - Schrodinger care
analizeaza modul in care nivelele energetice ale sistemului se modifica
sub actiunea perturbatiei.

Presupunem ca Hamiltonianul sistemului este impartit in doua parti:

H=H,+ H' (4.566)
unde Hj este hamiltonianul sistemului neperturbat iar H' reprezinta per-
turbatia. Pentru rezolvarea problemei se introduce operatorul:

H(\) = Hy+ \H' (4.567)

unde A este un parametru real. La finalul calculelor se pune A = 1 si
se obtin rezultatele corespunzatoare operatorului initial. Cand A = 0
operatorul se reduce la operatorul neperturbat.

Mai mult, consideram ca problema cu functii si valori proprii in cazul
hamiltonianului neperturbat este rezolvata:

Hyo? = EOw® (4.568)

Cazul sistemului nedegenerat
Vom considera problema cu valori si functii proprii pentru operatorul
Ho + )\H /2
(Ho+ \H') U, = £, (4.569)

Ideea de baza in acest caz este ca functia de stare Uy si energia Fj
se pot dezvolta in serie de puteri in functie de A:

U, =00 L awl) pa2el? (4.570)
By = EY 4+ B + XEP + . (4.571)

Inlocuind relatiile (4.570) si (4.571) in (4.569) se obtine:

(Ho + \H') (\If,(f) + A 4 ) = (E,EO) +AED ) (\If,(f) + A 4 )
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IdentificaAnd coeficientii acelorasi puteri ale lui A se obtine:

Hyo'" = EOg” (4.572)
Hov'V + g9 = OV ¢ gD g (4.573)
Hyu? + B = EOv? + EVe) + P v (4.574)

Ecuatia (4.572) reprezinta aproximatia de ordin zero, ecuatia (4.573)
corectia de ordin 1, iar ecuatia (4.574) corectia de ordin 2. Ecuatia care

da corectia de ordin zero a fost presupusa ca fiind rezolvata. Ecuatia
(4.573)  se scrie:

(Ho— E)wi + (1 - ") w® =0 (4.575)

Se efectueaza produsul scalar:

(0, (Ho — B”) wi”) + (0, (' = E) o) =0 (4.576)

Sau:

(00,10 — (90, EW) 4 (42,1980 — (940, E901) ~0

(0w, o)~ (v w)+ (0, me?) - £ (v, v)”) =0
Deoarece HO\IJ,(CO) = E,go)\I/,(CO) si (QJ,(CO), \I/,(CO)> = 1 atunci:
B = (v, me) (4.577)
In mod analog se poate calcula si corectia de ordin doi la energie:

B = (v, (0 - B) v?) (4.578)

Deoarece functiile \If,(f) formeaza un sistem complet de functii proprii

atunci:
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o0

v =3 ), 00 (4.579)
m=1
Inlocuind in (4.573) se obtine
H, i 4 VO + H'O” = B i U0 + EN0O (4.580)
m=1 m=1
Sau.
(o~ E) i a9+ (H = EP) 9 =0 (4.581)
Rezulta: "

(\Ijl(g)7 (HO . E]E;O)) Z akm\Ilg]L)) + (\Ijl(O)a (Hl o E]gl)) \II]E;O)) =0
m=1

(4.582)

(\Ifl(o), (ET(S) _ E}iﬂ)) Z akmll/fg)) +<‘1’z(0)’ H'\I';(CO)>_E/9) (xpgo), ‘1’549)> =0

m=1

Deoarece (\I/l(o), \I/,(co)) = {;, atunci:

o0

< EO _ E;Cm) S i (\plw), q;S})) + ( HY, — E,gl)alk> —0  (4.583)

m=1
unde HY, = (\IJZ(O), H@,@)

(EZ(O) B E}go)) aw + (Hj, — El6) = 0 (4.584)
Pentru k # [
Hy,

_ 4.585)
E;(go) _ E.Z(O) (

Qg =
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Se observa ci ay, rdmane nedeterminat. Pentru determinarea acestui
. . . 0 1
coeficient se pune conditia de normare pentru functia ¥, = \IlfC )4 )\\Ifé );

(0, ) = (0 + 2w, v 4 2wf) =1 (4.586)

Tinand cont de expreria functiei \I/,(gl)atunci:

(2. 017) D (2, 02 2 S (2, ") =1 (1.58)
m=1

m=1

Deoarece am considerat parametrul A foarte mic atunci termenii care
contin patratul acestuia se neglijeaza.

14 A(age +aly) = 1+ 2AReag, = 1 (4.588)

Relatia este indeplinita pentru ag; = 0.

Cazul sistemului degenerat

v v . . . . 0) A
Daca o stare este degeneraté, unei valori a energiei E,i ) 1 corespund
. 0
n functii independente \If,(“z cua=1,2 ..n.
Consideram functia de unda a starii perturbate:

Vo = Y apaVho + AUL (4.589)
a=1
Energia starii este:
E.=E” + AEV + X EP + .. (4.590)

Inlocuind in relatia (4.569) se obtine:

a=1

(Ho + AH') (Z 0¥ + w,ﬁ{j) = (BY +2ED) (Z VL) + Wii.f)
a=1

Ca si in cazul anterior pentru perturbatia de ordin unu se obtine:

(Ho— E) i)+ 3 ae (B = B ) w0 =0 (4.591)
a=1
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Alegem corectia la functia de unda ca fiind:

o) — Z Chansy ¥ (4.592)

Se inlocuiegte (4.592) in (4.591). Atunci:

S (Ho— B o 09 + Za (0 —EBP)w =0 (4593)

877

Se inmulteste la stdnga cu ‘1’1(4(,)3) efectuandu-se produsul scalar. Atunci:

cha sy (\PkﬁaHO ) ZE O)Cka ,8Y ( kﬁaqj(o >

Za,m (i, 1wl - E;)Z (v, o) (4.594)

a=1

Sau:

> e o (B9 - B7) (v v)

Z&kaHkﬁka E<1)Z< g ¥ ) (4.595)

unde
Hig o = (\1'2,05) H’\If(o)) (4.596)

Daca s # k, <\Ilkﬁ, \I/g7)> = 0 iar daca s =k, EO — E,go) = 0 astfel ca

primul membru al ecuatiei de mai sus este nul. Rezulta:

Z Ao, (Hkﬁ,ka - E;(gl)%a) =0 (4.597)

a=1

Relatiile (4.597) sunt valabile pentru 5 = 1,2,....,n. Se obtine un
sistem de ecuatii pe care-1 vom scrie desfasurat:
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ak1 (Hkl,kl — E;(Cl)) +areHpipe + ... +apnHp1jon = 0

a1 Hia g1 + ag <Hk2,k2 — E,i”) + .ot apmHpy = 0

g1 Hign g1 + apoHpn g2 + ... + Qpp, (Hkn,kn — E,E”) =0

Acesta este un sistem omogen de n ecuatii cu n necunoscute. Pentru
ca acest sistem sa fie compatibil este necesar ca determinantul sau sa fie
nul. Rezulta:

Hi i — E,i” Hi ko Hyi pon,
Hya pa Hpa 2 — E]E,‘l) Hiz,pn =0 (4.598)
Hin i1 Hin 2 o Hypgn — E,i”

Se obtine astfel o ecuatie de gradul n in E,(gl). Radacinile ecuatiei le

vom nota cu E,&) unde a = 1,2, 3....n. Daca exista toate cele n solutii

perturbatia ridica complet degenerarea, in caz contrar degenerarea este
ridicata partial. Energiile subnivelelor devin:

Epo = EQ + B (4.599)

4.10.2 Metoda perturbatiilor dependente de timp

In cazul unor sisteme supuse unor perturbatii dependente de timp
energia nu mai este o constanta a miscarii si din acest motiv hamiltoni-
anul sistemului este dependent de timp iar ecuatia de miscare nu poate
fi rezolvata exact.

Vom considera ca perturbatia in timp a hamiltonianului este mica
in comparatie cu partea stationara a acestuia. Fie un sistem al carui
hamiltonian dependent de timp este:

H(t) = Ho+ H (1) (4.600)

unde Hj este independent de timp si pentru care se presupune ca functiile
proprii ¥ si valorile proprii Elio) sunt cunoscute. Aceasta este echivalent



345

cu a cunoaste starile stationare sistemului si functiile de stare corespun-
zatoare. Ecuatia Schrodinger temporala pentru cazul hamiltonianului
neperturbat este:
ov (t
zh% = HyV (t) (4.601)

O solutie generala a acestei ecuatii este:

iE"t
h

vO (1) =" ay Z a0 ex

k

(4.602)

Considerand ca ecuatia de mai sus este functia de stare a sistemului

2
dat putem interpreta pe ‘a,io) ’ ca fiind probabilitatea sistemului sa se afle

in starea k. Deoarece functia ¥ () se presupune normats la unitate,
atunci:

2

O =1 (4.603)

D |
k
In cazul c& hamiltonianul este dependent de timp nu existd solutii
stationare ale ecuatiei Schrodinger:

oV (t)
ot
si energia nu se conserva, astfel ca nu vom cauta corectii ale nivelelor
de energie. In schimb se poate determina in mod aproximativ functia
de unda perturbata ¥ in functie de functiile neperturbate \If,(f) (t). Pen-

ih = HU (t) (4.604)

tru aceasta vom folosi metoda variatiei constantelor. Deoarece \I!](;)) (1)
formeaza un set complet de functii atunci functia ¥ se poate scrie ca:

iE"t

: (4.605)

\D:Zak (t) W Za \I/,(Co)e
K

Ca gi in cazul anterior vom considera ecuatia Schrodinger pentru un
hamiltonian de forma:

H (t) = Hy+ \H' (t) (4.606)
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unde A este considerat un parametru foarte mic. Atunci, ecuatia (4.604)
devine:

th {dak zEkak (t)] ‘I’z(go) exp _@‘E;(;U)t
= Y [Ho+AH' (t)] aj, (1) ¥ exp —$ (4.607)
k
Daca se tine cont de ecuatia neperturbata, rezulta:
zhzk: %\P(O) E( ) = )\Z H'ak\I/ exp [ Eg)t] (4.608)
unde aj depind de timp.
20y

@'hg % (v, w) e ™

Notam cu:

AL (W)
k

i, = (q:;°>, H’\If,(f)) (4.609)

Cum <\I!£LO), \If,go)) = Ok, atunci:

4 da EY E(O)t
zhz d—kénk By ] _)\ZakH 1 €XD 7’;
k
da, Bt , iE"t
zﬁﬁ exp W =A g apH,, exp | — N
, 0 0
d 1 ET(L ) _ E,g )> t

(4.610)

CLn
=\ Z apH), exp -

Daca se noteaza cu:
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(4.611)
ecuatia devine:

zh% =\ Z apH) . exp (iwnit) (4.612)
k

a
Pentru toate valorile lui n marimea d_tn depinde de toate starile prin

intermediul elementului de matrice H,,. Din acest motiv vom considera
dezvoltarea in serie a lui ay (t):

ag (t) = a,(f) + )\a,(:) + Aza,(f) +..= Z )\Sa,(:) (1) (4.613)

Introducand (4.613) in ecuatia (4.612) se obtine:

(s)
ih Z z® d“” =\ Z Z NalVH, exp (iwpt) (4.614)

Prin egalarea coeﬁ(:len‘gllor lui A\ se obtin ecuatiile:

da
Zt =0 (4.615)
dan 0) 777
Za H, exp (iwnkt) (4.616)
4 S)
¢ Zak ! exp (iwpit) (4.617)

) sunt constante. Celelalte

Din ecuatiile (4.615) rezulta ca marimile ar,
marimi se determina in functie de acestea.

Consideram ca initial sistemul se afla intr-o stare stationara neper-
turbata cu energia F; caracterizata de functia de stare \IIEO). Atunci

aéo) = 0j;. In acest caz ecuatia (4.615) devine:
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da'V
= (ih) " H exp (iwnit) (4.618)
Atunci:
all) = (ih)l/ H), exp (iwp;t) dt (4.619)
0

Astfel, in aproximatia de ordinul intai functia de stare corespunde

2
. . o . o 1 . o
unei suprapuneri de stari. Marimea ‘a% )’ reprezinta probabilitatea ca

sistemul sa se afle in starea n. Putem interpreta modulul patrat al coe-

ficientului @ ca fiind probabilitatea ca sistemul sa faca o tranzitie din

starea ¢ in starea n.

Py = |a|” (4.620)

Daca perturbatia este constantda in timp atunci termenul H/. este
constant si iese de sub semnul integralei. Rezulta:

H. [T , H! . exp (iwp7) — 1
(1) _ ni 1) dt = m 4.621
“ = in /0 exp (iwnit) ih i (4.621)
Atunci:
4 |H717,z'|2 sin? ¥miT
P, = = ng (4.622)
Aceasta probabilitate mai poate fi exprimata astfel:
2 9
Pion = 3 [ Hyl ™ f (7, wni) (4.623)
unde:
2 sin” 2
w

Se observd ci f (7,0) = 72/2. Pentru un 7 fixat functia prezintd un
maxim pentru w — 0 si are largimea la semiinatime aproximativ egala
cu 27/7. Punand = = w7 /2 se observa ca:
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2

+oo T gin? x

5—dr =mT (4.625)
x

f(r,w)dw="h /
—c0 —00

Vor fi favorizate acele tranzitii pentru care Aw = 27/7, adicd pentru
care energia se giseste in intervalul AE = 27h/7.

Tranzitia spre un grup de stari. Regula de aur a mecanicii
cuantice

In loc s& se considere o tranzitie catre o stare finala n ne intereseaza
tranzitia catre un grup de stari f a cdror energie se afla in intervalul
(E, — AE |, E, + AFE) centrat pe valoarea F,. Acest lucru se intAmpla
atunci cand au loc tranzitii in spectrul continuu de energii.

Vom nota cu p (F,) densitatea de nivele energetice pe scara energiei,
astfel cd p (F,)dE, reprezintd numarul de stari finale intr-un interval
energetic dF, centrat pe energia E,. Vom presupune in continuare ca
perturbatia este constantd in intervalul de timp (0 , 7).

Probabilitatea de tranzitie in aproximatia de ordin unu catre grupul
de stari finale a cdror energie este in intervalul (£, — AE | E, + AFE) se
obtine multiplicand probabilitatea P;_.,, cu p(E,)dFE, si apoi integrand
in raport cu energia F,.

2 E,+AFE
Piy=— \HL,? f (7, w0) p (B dE, (4.626)
h2 E,—AFE

unde:

(4.627)

Daca presupunem ca AFE este suficient de mic atunci H); si p (E,) pe
intervalul energetic considerat sunt aproximativ constante. Atunci:

9 , En+AE
Pey= LoD [ frwdE,  (6)
En—AE
Putem presupune ca durata perturbatiei este suficient de lunga astfel
cd AE > 27h/T integrala din (4.628) putand fi extinsa de la —oo la 4o00.
Rezulta:
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E,+AE +o0
/ f(m,wpi)dE, ~h f (7, wni) dwy; = hor (4.629)

nw—AFE —00

si relatia (4.628) devine:

2
Py = | H P 0 (B) 7 (4.630)
Se poate defini probabilitatea de tranzitie in unitatea de timp

Pi—»f _

2
Wiy = [ p(E) (4.631)

Formula a fost obtinuta pentru prima data de Dirac iar apoi a fost
denumita de Fermi "Regula de aur a mecanicii cuantice". Desi a fost sta-
bilita in cazul unei perturbatii constante in timp ea poate fi generalizata
si in alte cazuri avand o aplicabilitate extrem de mare in fizica atomica si
nucleard (impragtiere elasticd, interactie cu radiatia electromagnetici).



