
Capitolul 2

Teoria Relativit¼a̧tii

2.1 Introducere

Studiul legilor �zicii se face în general în sisteme de referiņt¼a ineŗtiale.
Problema care se pune este aceea de a formula legile �zicii în diverse
sisteme de referiņt¼a. Aceast¼a problem¼a a fost rezolvat¼a prin creerea de
c¼atre Albert Einstein începând din 1905 a teoriei relativit¼a̧tii restrânse şi
generale.
Teoria relativit¼a̧tii restrânse se refer¼a doar la sistemele de referiņt¼a

ineŗtiale şi la invariaņta legilor �zicii fa̧t¼a de aceste sisteme. În Teo-
ria relativit¼a̧tii generale se abordeaz¼a legile �zicii în sisteme arbitrare şi
neineŗtiale. Apari̧tia teoriei relativit¼a̧tii a negat sistemul deja constituit
al mecanicii newtoniene care fusese construit pe baza unor concepte ca
spa̧tiul şi timpul absolut şi al unor viteze in�nite de propagare a inte-
raçtiilor. Formularea de c¼atre Maxwell a legilor electromagnetismului a
permis s¼a se stabileasc¼a c¼a interaçtiile de acest tip se propag¼a cu vitez¼a
�nit¼a, vitez¼a care în vid este egal¼a cu viteza luminii c:

c =
1

p
"0�0

(2.1)

Având în vedere importaņta acesteia vom meņtiona câteva caracter-
istici ale sale:
1. Ea este viteza tuturor undelor electromagnetice în vid independent

de frecveņt¼a.
2. Nici un semnal nu poate � transmis în vid sau în alt mediu cu o

vitez¼a mai mare decât viteza luminii.
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3. Din rela̧tia (2.1) rezult¼a c¼a viteza luminii depinde de dou¼a con-
stante universale "0 permitivitatea vidului şi �0 permeabilitatea vidului.
Aceasta înseamn¼a c¼a ea va avea aceiaşi valoare c = 2; 99733 � 108 m/s
în orice sistem de referiņt¼a galilean. Rezult¼a astfel o prim¼a concluzie şi
anume c¼a principiul relativit¼a̧tii galileene nu se aplic¼a în cazul luminii.
4. Se poate arata c¼a ecua̧tiile Maxwell nu sunt invariante în raport

cu transform¼arile Galilei.

2.2 Bazele experimentale ale teoriei rela-
tivit¼a̧tii

Studiul fenomenelor magnetice şi electrice a condus la sfâŗsitul secolu-
lui XIX la introducerea ipotezei eterului. Eterul era considerat un mediu
deosebit de restul mediilor materiale în care se presupune c¼a p¼atrunde.
El era considerat suportul material al câmpului electromagnetic. Au ex-
istat dou¼a modalit¼a̧ti de a formula legile fenomenelor electromagnetice
pentru corpurile în mi̧scare:
a) Ipoteza antren¼arii complete a eterului. Aceast¼a ipotez¼a a fost for-

mulat¼a de Hertz şi presupune c¼a eterul este antrenat de corpurile în
mi̧scare, antrenarea �ind complet¼a în apropierea lor. Ipoteza a fost in-
trodus¼a pentru ca s¼a se p¼astreze invariaņta legilor electrodinamicii fa̧t¼a
de transform¼arile lui Galilei. Ipoteza a fost in�rmat¼a experimental de
fenomenul abera̧tiei stelare (Bradlay) şi experieņta Fizeau pentru deter-
minarea vitezei de propagare a luminii în medii în mi̧scare.
b) Ipoteza neantren¼arii eterului. Eterul nu particip¼a la mi̧scarea cor-

purilor. Din aceat motiv la suprafa̧ta P¼amântului ar exista un vânt eteric
a c¼arui vitez¼a este de 30 km/s (viteza de deplasare a P¼amântului în
jurul Soarelui). Ipoteza a fost propus¼a de Lorentz care a renuņtat la
aplicarea principiului relativit¼a̧tii fenomenelor electromagnetice. Astfel,
eterul devine un sistem de referiņt¼a ineŗtial privilegiat, viteza luminii
fa̧t¼a de acesta �ind c iar fa̧t¼a de alt sistem de referiņt¼a valoarea vitezei
luminii este dat¼a de rela̧tia galilean¼a de compunere a vitezelor.
Deoarece propriet¼a̧tile optice, electrice şi magnetice ale substaņtelor

depind de pozi̧tiile şi vitezele relative ale constitueņtilor microscopici
purt¼atori de sarcin¼a, teoria lui Lorentz era în bun¼a concordaņt¼a cu expe-
rieņta. Lorentz a demonstrat c¼a principiul relativit¼a̧tii se p¼astreaz¼a pân¼a
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Figura 2.1: Dispozitivul experimental folosit de Michelson şi Morley

la efecte care sunt de ordinul unu în raport cu v=c.
R¼amânea posibilitatea ca s¼a se pun¼a în evideņt¼a mi̧scarea unui sistem

de referiņt¼a fa̧t¼a de eterul �x prin efecte de ordinul doi în v=c. O astfel
de experieņt¼a î̧si propune s¼a m¼asoare viteza vântului de eter fa̧t¼a de
P¼amânt prin m¼asurarea vitezei luminii dintr-un sistem de referiņt¼a legat
de P¼amânt.

2.2.1 Experieņta Michelson şi Morley

Dispozitivul experimental (Fig.2.1) const¼a dintr-o surs¼a de lumin¼a
(S), o oglind¼a (O) semitransparent¼a care s¼a permit¼a împ¼aŗtirea fasci-
colului în dou¼a componente şi dou¼a oglinzi ( O1 şi O2): Bra̧tul OO1 are
lungimea l1, bra̧tul OO2 are lungimea l2.
Fasciculul de lumin¼a ce pleac¼a din S este separat în O în dou¼a fasci-

cole, unul care se propag¼a spre O1 şi altul care se propag¼a spre O2 care
apoi dup¼a re�exii şi transmisii pe oglinzi ajung s¼a interfere în punctul I.
Deoarece poŗtiunile SO şi OI sunt comune difereņta de drum optic între
cele dou¼a fascicule se datoreaz¼a poŗtiunilor OO1 şi OO2:
S¼a consider¼am deplasarea prin eter cu viteza v, a interferometrului.

Calcul¼am timpii în care fascicolele de lumin¼a parcurg drumurile OO1O şi
OO2O: Pentru aceasta vom considera valabile transform¼arile Galilei pen-
tru viteze. Calculul timpului în care raza ce str¼abate bra̧tul OO1O îl vom
face în sistemul de referiņt¼a legat de interferometru care se deplaseaz¼a



146

Figura 2.2: Schem¼a pentru calculul lui t2 în sistemul de referinţ¼a al eterului

fa̧t¼a de eter cu v.

t1 =
l1
c� v +

l1
c+ v

=
2l1
c

1

1� v2=c2 (2.2)

Calculul timpului în care raza ce str¼abate bra̧tul OO2O îl vom face
în sistemul de referiņt¼a al eterului (Fig. 2.2).
Pentru aceasta vom aplica teorema lui Pitagora:

l22 +

�
1

2
vt2

�2
=

�
1

2
ct2

�2
(2.3)

De aici rezult¼a:

t2 =
2l2
c

1p
1� v2=c2

(2.4)

Difereņta de timp între cele dou¼a raze este:

�t = t1 � t2 =
2

c

 
l1

1� v2=c2 �
l2p

1� v2=c2

!
(2.5)

Rotind interferometrul cu 90o rezult¼a c¼a:

t01 =
2l1
c

1p
1� v2=c2

(2.6)

şi:

t02 =
2l2
c

1

1� v2=c2 (2.7)
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Astfel:

�t0 = t01 � t02 =
2

c

 
l1p

1� v2=c2
� l2
1� v2=c2

!
(2.8)

Corespunz¼ator difereņtelor de timp �t şi �t0 în I se înregistreaz¼a
anumite franje de interfereņt¼a. Prin rotirea întregului dispozitiv cu 900

ar trebui s¼a se observe o deplasare a sistemului de franje corespunz¼atoare
difereņtei de timp �T .

�T = �t��t0 = 2 (l1 + l2)

c

"
1

1� �2
� 1p

1� �2

#
(2.9)

Pentru viteze mult mai mici decât viteza luminii se ob̧tine:

�T ' 2 (l1 + l2)

c

�
1 + v2=c2 � 1� 1

2
v2=c2

�
(2.10)

�T ' 2 (l1 + l2)

c

v2

c2
(2.11)

Efectul observabil este de ordin 2 în v=c: Rezultatul experieņtelor a
fost unul negativ, adic¼a nu s-a observat nici o deplasare a sistemului de
franje de interfereņt¼a deşi precizia experimentelor ini̧tiale ar �putut pune
în evideņt¼a vitezele de ordinul a 10 km/s, iar experieņtele mai recente
chiar de ordinul metrilor pe secund¼a.
Au existat o serie de încerc¼ari de explicare a acestor rezultate.
a) ipoteza eterului antrenat - care a fost in�rmat¼a de alte experieņte;
b) ipoteza c¼a viteza luminii are valoare absolut¼a în sistemul de refe-

riņt¼a al sursei (teoria balistic¼a a lui Ritz). Ea a fost in�rmat¼a deoarece
aceiaşi experieņt¼a realizat¼a cu o surs¼a extraterestr¼a d¼a un rezultat tot
negativ.
c) ipoteza contraçtiei Lorentz-Fitzgerald. Orice corp în mi̧scare fa̧t¼a

de eterul �x se contract¼a pe direçtia de mi̧scare conform rela̧tiei:

l(v) = l0
p
1� v2=c2 (2.12)

unde l0 este lungimea corpului în repaus fa̧t¼a de sistemul de referiņt¼a al
eterului.
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Chiar cu aceast¼a ipotez¼a mi̧scarea P¼amântului fa̧t¼a de un sistem de
referiņt¼a privilegiat s-ar pune în evideņt¼a prin efectuarea unui experiment
de tip Michelson şi Morley cu aceiaşi pozi̧tie a dispozitivului şi observarea
sistemului de franje la dou¼a momente astfel alese încât valorile corespun-
z¼atoare vitezei P¼amântului s¼a difere eseņtial. Ipoteza a fost in�rmat¼a de
experimentul realizat în 1935 de Kennedy şi Thorndyke.

2.2.2 Experieņta lui Bertozzi

Rezultatele experimetului au fost publicate de W. Bertozzi în Amer-
ican Journal of Physics 32, 1964 p 551. Experimentul a r¼aspuns la în-
trebarea: viteza luminii poate � dep¼aşit¼a? Pentru aceasta se consider¼a
mi̧scarea unor electroni într-un accelerator Van-der Gra¤. Electronii sunt
accelera̧ti la o difereņt¼a de poteņtial U care este cunoscut¼a cu o bun¼a pre-
cizie. Energia cinetic¼a c¼ap¼atat¼a de electroni este:

Ec = eU (2.13)

Electronii cad pe un disc de aluminiu c¼aruia îi cedeaz¼a energia lor
şi-i m¼aresc temperatura. Astfel poate �m¼asurat¼a cu precizie energia pe
care electronii o cedeaz¼a discului în unitatea de timp. Pe baza mecanicii
nerelativiste ar trebui ca p¼atratul vitezei s¼a �e egal cu:

v2 =
2

m
Ec (2.14)

Viteza este m¼asurat¼a prin determinarea timpului în care electronii
accelera̧ti str¼abat o regiune în care nu exist¼a câmp electric pân¼a ce ajung
la discul considerat.
Astfel gra�cul v2 = v2(Ec) ar trebui s¼a �e o dreapt¼a. Se constat¼a

c¼a pentru energii ale electronilor mai mari decât 105 eV gra�cul teoretic
nu corespunde cu cel experimental şi se observ¼a c¼a pe m¼asur¼a ce energia
cinetic¼a creşte, viteza se apropie asimptotic de valoarea limit¼a c (Fig.2.3).
Concluziile care se trag din totalitatea experimentelor realizate sunt:
a) Teoriile câmpului electromagnetic bazate pe ipoteza eterului sunt

inconsistente, deoarece eterul ar trebui s¼a aib¼a propriet¼a̧ti contradictorii.
b) Prin nici o experieņt¼a nu a putut s¼a �e pus¼a în evideņt¼a mi̧scarea

uniform¼a a sistemului de referiņt¼a propriu fa̧t¼a de un sistem de referiņt¼a
privilegiat (eterul).
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Figura 2.3: Rezultatul experimentului Bertozi: p¼atratul vitezei tinde asimtotic
c¼atre o anumit¼a limit¼a

c) Experimentele de tip Michelson şi Morley pot � explicate dac¼a
admitem c¼a viteza luminii în vid are aceiaşi valoare indiferent de mi̧scarea
sursei sau observatorului.

2.3 Postulatele teoriei relativit¼a̧tii

Teoria relativit¼a̧tii se bazeaz¼a pe dou¼a principii fundamentale:
1. Principiul relativit¼aţii restrânse:
Legile �zicii şi rezultatele tuturor experienţelor efectuate sunt aceleaşi

în toate sistemele de referinţ¼a inerţiale; nu exist¼a sistem de referinţ¼a
inerţial preferenţial.
2. Principiul constanţei vitezei luminii:
Valoarea vitezei de propagare a luminii în vid este aceiaşi în toate

sistemele de referinţ¼a inerţiale.
Primul principiu constituie o generalizare la toate fenomenele �zice

a propriet¼a̧tii de invariaņt¼a în raport cu transla̧tia la vitez¼a constant¼a,
proprietate admis¼a în �zica nerelativist¼a la fenomene mecanice.
Dac¼a se admite valabilitatea ecua̧tiilor Maxwell într-un sistem ineŗtial

având în vedere incompatibilitatea acestora cu transform¼arile Galilei, tre-
buie s¼a renuņt¼am la valabilitatea acestora din urm¼a. Aceasta duce la
reformularea legilor mecanicii şi la g¼asirea altor transform¼ari fa̧t¼a de care
acestea şi ecua̧tiile Maxwell trebuie s¼a �e invariante. Trebuie remar-
cat c¼a valabilitatea legilor lui Maxwell şi a primului principiu al teoriei
relativit¼a̧tii duce la rezultatul privind invariaņta vitezei luminii în vid.
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Aceasta îns¼a nu înseamn¼a c¼a cel de-al doilea principiu poate �considerat
ca derivat din primul principiu. Aceasta deoarece teoria relativit¼a̧tii este
o teorie general¼a iar electromagnetismul este o teorie particular¼a care
trebuie s¼a satisfac¼a condi̧tiile impuse de teoria relativit¼a̧tii restrânse.

Al doilea principiu are o formulare ce pare particular¼a datorit¼a referirii
la un fenomen �zic particular - şi anume acela al propag¼arii luminii în
vid. Se va constata c¼a orice alt fenomen particular de propagare cu viteza
c într-un anumit sistem de referiņt¼a ineŗtial, satisface în mod obligatoriu
aceiaşi proprietate de invariaņt¼a (adic¼a valoarea vitezei de propagare se
p¼astreaz¼a constant¼a în orice alt sistem de referiņt¼a). Principiul al doilea
duce la recunoaşterea unei viteze invariante. Atunci când ne referim la
viteza luminii o facem pentru a preciza valoarea acesteia.

Determinarea pozi̧tiilor şi momentelor presupune existeņta unor rigle
şi ceasornice proprii �ec¼arui sistem de referiņt¼a ineŗtial. Referitor la
m¼asurarea lungimilor trebuie remarcat c¼a etaloanele sunt identice în
mecanica newtonian¼a. Ele pot � alese arbitrar, deoarece legile �zicii
se exprim¼a la fel indiferent de etalon.

M¼asurarea timpului nu poate � considerat¼a în afara evenimentelor
ce-i m¼asoar¼a scurgerea. Practic nu se m¼asoar¼a timpul ci se precizeaz¼a
momente. Reperul temporal presupune m¼asurarea timpului în �ecare
loc prin considerarea unor ceasornice locale. Posibilitatea de a de�ni
ceasornice identice în orice punct din spa̧tiu rezult¼a din proprietatea de
omogenitate a spa̧tiului (legile �zicii sunt independente de locurile unde
se produc procesele respective).

Problema care se pune este aceea a de�nirii unui timp comun pen-
tru punctele A şi B, adic¼a de a corela indica̧tiile din cele dou¼a puncte
(într-un sistem de referiņt¼a ineŗtial dat). Aceasta înseamn¼a s¼a se dea o
semni�ca̧tie pentru simultaneitate. Vom utiliza în continuare de�ni̧tia
pentru sincronizare dat¼a de Einstein. S¼a consider¼am de exemplu c¼a la
momentul tA (m¼asurat de ceasornicul din A) este emis un semnal luminos
care ajunge în B unde se consider¼a c¼a se re�ect¼a şi c¼a ajunge din nou în
A la momentul t0A. Vom considera c¼a momentul în care semnalul ajunge
în punctul B este tB (m¼asurat cu ceasornicul din B). Timpul necesar
parcurgerii drumului AB şi BA este �t = t0A� tA. Duratele în care sem-
nalele parcurg drumurile AB şi BA sunt egale. Atunci momentul asociat
evenimentului care const¼a în ajungerea semnalului luminos în B va �:
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tA + t
0
A

2

indicat de ceasornicul din A.
În mod natural vom considera c¼a pentru ca cele dou¼a ceasornice din A

şi B s¼a �e simultane este necesar ca indica̧tia tB a ceasornicului din B s¼a
coincid¼a cu indica̧tia ceasornicului din A considerat¼a pentru evenimentul
respectiv. Rezult¼a c¼a pentru ca cele dou¼a ceasornice s¼a �e sincrone este
necesar ca:

tB =
1

2
(tA + t

0
A) (2.15)

În acest mod pot � sincronizate toate ceasornicele din sistemul de
referiņt¼a considerat. Pe baza opera̧tiei de sincronizare, simultaneitatea
pentru dou¼a evenimente ce se desf¼aşoar¼a în locuri diferite, se poate intro-
duce prin egalitatea momentelor de timp tA şi tB indicate de ceasornicele
din punctele respective.
Introducem acum şi al doilea principiu al teoriei relativit¼a̧tii prin

considerarea distaņtei D dintre punctele A şi B şi a vitezei luminii c.
Momentul emisiei semnalului din A, tA şi cel al recep̧tiei semnalului în
punctul B adic¼a tB sunt legate prin rela̧tia:

tB � tA =
D

c
(2.16)

În virtutea principiilor teoriei relativit¼a̧tii ecua̧tia de mai sus trebuie
s¼a se veri�ce în orice alt sistem de referiņt¼a ineŗtial, adic¼a:

t0B � t0A =
D0

c
(2.17)

În general spunem c¼a dou¼a evenimente sunt corelabile printr-un sem-
nal luminos dac¼a momentele când au loc evenimentele şi distaņta dintre
ele satisfac o rela̧tie de tipul (2.16).

2.3.1 Intervalul spa̧tio-temporal

Aşa cum am discutat, un eveniment este de�nit prin locul unde se
petrece şi momentul de timp când se petrece, adic¼a poate � caracterizat
cu ajutorul a trei coordonate spa̧tiale şi una temporal¼a. Adesea este
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comod s¼a utiliz¼am un spa̧tiu reprezentativ cu patru dimensiuni, trei axe
�ind axele de coordonate, iar a patra axa timpului. În acest spa̧tiu un
eveniment va � reprezentat printr-un punct. Astfel de puncte se numesc
puncte de univers. În cursul evolu̧tiei spa̧tio-temporale a unei particule,
punctul de univers descrie o anumit¼a curb¼a în acest spa̧tiu. Curba poart¼a
numele de linie de univers. Pentru o particul¼a �x¼a, linia de univers este
o dreapt¼a paralel¼a cu axa timpului.
S¼a transcriem principiul invariaņtei vitezelor în limbaj matematic.

Pentru aceasta vom considera dou¼a sisteme de referiņt¼a S şi S 0 care se
deplaseaz¼a unul fa̧t¼a de altul cu viteza v, astfel încât axele Ox şi O0x0

coincid, iar axele Oy şi Oz s¼a �e paralele cu O0y0 şi respectiv cu O0z0.
S¼a consider¼am primul eveniment, emisia unui semnal luminos din

punctul de coordonate (x1;y1;z1) la momentul t1 în sistemul de referiņt¼a
S şi cel de-al doilea eveniment sosirea acestui semnal în punctul caracte-
rizat de coordonatele (x2; y2; z2) la momentul t2. Semnalul se propag¼a cu
viteza c astfel c¼a spa̧tiul parcurs este c (t2 � t1) : Pe de alt¼a parte drumul
parcurs este: �

(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + (z2 � z1)2
�1=2

Atunci:

(x2 � x1)2 + (y2 � y1)2 + (z2 � z1)2 � c2 (t2 � t1)2 = 0 (2.18)

Aceleaşi dou¼a evenimente pot � observate şi în sistemul S 0. Fie
x01; y

0
1; z

0
1 şi t

0
1 coordonatele primului eveniment şi x

0
2; y

0
2; z

0
2 şi t

0
2 coor-

donatele celui de-al doilea eveniment. Viteza luminii �ind aceiaşi avem
o rela̧tie analoag¼a cu cea dat¼a de (2.18):

(x02 � x01)
2
+ (y02 � y01)

2
+ (z02 � z01)2 � c2 (t02 � t01)

2
= 0 (2.19)

Dac¼a (x1; y1; z1; t1) şi (x2; y2; z2; t2) sunt coordonatele a dou¼a eveni-
mente oarecare, cantitatea:

s212 = c
2 (t2 � t1)2 � (x2 � x1)2 � (y2 � y21)� (z2 � z1)2 (2.20)

este numit¼a intervalul spa̧tio-temporal dintre cele dou¼a evenimente (sau
interval de univers).
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Dac¼a dou¼a evenimente sunt in�nitezimal vecine intervalul se scrie:

ds2 = c2dt2 � dx2 � dy2 � dz2 (2.21)

Expresiile anterioare permit s¼a se considere c¼a intervalul din punct de
vedere formal este o distaņt¼a între dou¼a puncte ale spa̧tiului reprezen-
tativ. Astfel, dac¼a ds2 = 0 într-un sistem de referiņt¼a ineŗtial atunci
ds02 = 0 în alt sistem de referiņt¼a ineŗtial iar ds2 şi ds02 trebuie s¼a �e
propoŗtionale:

ds2 = ads02 (2.22)

Coe�cientul a trebuie s¼a depind¼a doar de viteza relativ¼a a celor dou¼a
sisteme. Dac¼a a ar depinde de coordonate şi de timp, diferitele puncte
din spa̧tiu nu ar mai � echivalente. Coe�cientul a nu depinde nici de
direçtia vitezei c¼aci în acest caz ar contrazice izotropia spa̧tiului.
S¼a consider¼am trei sisteme de referint¼a ineŗtiale S; S1; S2. Fie ~v1 viteza

relativ¼a a lui S1 fa̧t¼a de S şi ~v2 viteza relativ¼a a lui S2 fa̧t¼a de S. Atunci:

ds2 = a (v1) ds
2
1 (2.23)

ds2 = a (v2) ds
2
2 (2.24)

şi
ds21 = a (v12) ds

2
2 (2.25)

De aici rezult¼a:
a (v1)

a (v2)
= a (v12) (2.26)

Dar v12 depinde nu numai de valorile absolute ale lui ~v1 şi ~v2 ci şi
de unghiul dintre ele. Acest unghi îns¼a nu trebuie s¼a apar¼a în membrul
drept al rela̧tiei (2.26). Din rela̧tia (2.26) rezult¼a c¼a aceast¼a constant¼a
este egal¼a cu unitatea. Rezult¼a c¼a:

ds2 = ds02 (2.27)

Egalitatea intervalelor in�nitezimale determin¼a şi egalitatea inter-
valelor �nite:

s = s0 (2.28)

Rezult¼a o concluzie foarte important¼a şi anume aceia c¼a intervalul
dintre dou¼a evenimente este acelaşi în toate sistemele de referiņt¼a
ineŗtiale.
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Figura 2.4: Sistemul S0 este în mi̧scare cu viteza ~u fa̧t¼a de sistemul S.

2.4 Transform¼arile Lorentz

2.4.1 Transform¼arile Lorentz speciale

Ne propunem s¼a g¼asim formulele de transformare de la un sistem de
referiņt¼a la altul adic¼a s¼a g¼asim formulele ce exprim¼a coordonatele x0;
y0; z0; t0 ale unui eveniment într-un sistem de referiņt¼a S 0 în funçtie de
coordonatele x; y; z; t ale aceluiaşi eveniment raportat la sistemul de
referiņt¼a S (Fig.2.4).
Noile transform¼ari trebuie s¼a �e liniare ca şi transform¼arile lui Galilei,

deoarece ecua̧tiile de grad mai înalt au mai multe solu̧tii şi atunci obser-
va̧tiile dintr-un sistem de referiņt¼a s-ar interpreta în mod neunivoc în
alte sisteme de referiņt¼a. Trebuie s¼a existe o corespondeņt¼a biunivoc¼a
între coordonatele aceluiaşi eveniment în diverse sisteme de referiņt¼a. În
plus pentru fenomenele mecanice obi̧snuite noile transform¼ari trebuie s¼a
se reduc¼a la transform¼arile lui Galilei.
Vom considera cele dou¼a sisteme de referiņt¼a ca în Fig. 2.4 (axele Ox

şi O0x0 se suprapun iar axele Oy şi Oz sunt paralele cu Oy0 şi respectiv
Oz0). Sistemul S 0 se deplaseaz¼a cu viteza u constant¼a de-a lungul axei
Ox. În cazul celor dou¼a sisteme coordonatele y şi z nu sunt afectate de
mi̧scarea reciproc¼a a sistemelor adic¼a y0 = y şi z0 = z. Într-adev¼ar s¼a
presupunem:

y0 = ax+ by + cz + dt (2.29)
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Pentru un eveniment din planul Oxz avem y = 0 şi y0 = 0 adic¼a:

0 = ax+ cz + dt

pentru orice x, z şi t. Aceasta implic¼a a = 0, c = 0 şi d = 0.
Rezult¼a:

y0 = by (2.30)

Sistemele �ind echivalente este necesar ca şi

y = by0 (2.31)

De aici rezult¼a b2 = 1 adic¼a b = �1: Pentru aceiaşi orientare a axelor,
b = 1 şi y = y0. Dac¼a axele sunt în sensuri contrare b = �1: În mod
analog ajungem la concluzia c¼a z = z0.
Pentru coordonatele x0, x rela̧tia de transformare nu trebuie s¼a de-

pind¼a de coordonatatele y şi z.

x0 = � (x� ut) (2.32)

unde � nu depinde de coordonate ci eventual de viteza u de transla̧tie
dintre cele dou¼a sisteme de referiņt¼a. În mod analog dac¼a consider¼am
transformarea invers¼a ea trebuie s¼a aib¼a aceiaşi form¼a, singura schimbare
este aceea c¼a viteza relativ¼a a lui S fa̧t¼a de S 0 este �u:

x = � (x0 + ut0) (2.33)

Coe�cientul � trebuie s¼a �e acelaşi în virtutea echivaleņtei sistemelor
de referiņt¼a. Pentru determinarea lui � vom aplica principiul constaņtei
vitezei luminii în vid. S¼a consider¼am c¼a în momentul în care originile
celor dou¼a sisteme O şi O0 coincid se emite un semnal luminos. Un punct
oarecare în care ajunge semnalul luminos are coordonatele x = ct în S şi
x0 = ct0 în S 0. Aplic¼am transform¼arile pentru acest punct:

ct0 = � (c� u) t (2.34)

şi:
ct = � (c+ u) t0 (2.35)

Înmuļtind membru cu membru rela̧tiile (2.34) şi (2.35) rezult¼a:

c2tt0 = �2
�
c2 � u2

�
tt0
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Atunci:

� =
1p

1� u2=c2
(2.36)

Rezult¼a:

x0 =
x� utp
1� u2=c2

(2.37)

şi:

x =
x0 + ut0p
1� u2=c2

(2.38)

Pentru a determina transformarea timpului vom înlocui (2.37) în re-
la̧tia (2.38). Atunci:

x =
x� ut
1� u2=c2 +

ut0p
1� u2=c2

(2.39)

Rezult¼a:

t0 =
t� ux

c2p
1� u2=c2

(2.40)

În mod analog:

t =
t0 +

ux0

c2p
1� u2=c2

(2.41)

Rezumând: transform¼arile Lorentz exprim¼a trecerea de la un sistem
de referiņt¼a la altul care se mi̧sc¼a fa̧t¼a de primul cu vitez¼a constant¼a. Ele
sunt:

x0 =
x� utp
1� u2=c2

(2.42)

y0 = y (2.43)

z0 = z (2.44)

t0 =
t� ux

c2p
1� u2=c2

(2.45)
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sau:

x =
x0 + ut0p
1� u2=c2

(2.46)

y = y0 (2.47)

z = z0 (2.48)

t =
t0 +

ux0

c2p
1� u2=c2

(2.49)

Transform¼arile lui Galilei se ob̧tin ca un caz limit¼a când c ! 1 sau
în mod aproximativ când u� c:

2.4.2 Conseciņte ale transform¼arilor Lorentz

Contraçtia lungimilor

S¼a consider¼am o bar¼a în repaus fa̧t¼a de sistemul S 0 care este în mi̧scare
uniform¼a cu viteza u fa̧t¼a de sistemul S. Deoarece bara este în repaus fa̧t¼a
de sistemul S 0, coordonatele extremit¼a̧tilor sale x01 şi x

0
2 sunt independente

de momentul m¼asur¼arii. Lungimea:

l0 = x
0
2 � x01 (2.50)

reprezint¼a lungimea de repaus sau lungimea proprie a barei.
Pentru a determina lungimea barei din sistemul S m¼asur¼am coordo-

natele capetelor barei x1 şi x2 la acelaşi moment de timp. Leg¼aturile
dintre coordonatele x1, x2 şi x02, x

0
1 se ob̧tin cu ajutorul transform¼arilor

Lorentz:

x02 =
x1 � utq
1� u2

c2

(2.51)

x01 =
x2 � utq
1� u2

c2

(2.52)

l0 = x
0
2 � x01 =

x2 � x1q
1� u2

c2

(2.53)
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Notând cu l = x2�x1 lungimea barei m¼asurate din sistemul S atunci:

l = l0

r
1� u

2

c2
(2.54)

Rezult¼a c¼a la m¼asurarea unei bare în mi̧scare se ob̧tine o lungime mai
mic¼a decât atunci când bara este m¼asurat¼a în repaus. Aceast¼a contraçtie
se numeşte contraçtia Lorentz.

Relativitatea simultaneit¼a̧tii

S¼a consider¼am dou¼a evenimente A şi B simultane în sistemul S.
Aceasta înseamn¼a c¼a evenimentele au loc la acelaşi moment de timp.
Consider¼am c¼a ele au loc în punctele de coordonate (x1; 0; 0) şi (x2; 0; 0).
În sistemul S 0 evenimentul A se petrece la momentul:

t1 =
t� u

c2
x1q

1� u2

c2

(2.55)

iar evenimentul B se petrece la momentul:

t2 =
t� u

c2
x2q

1� u2

c2

(2.56)

Se observ¼a c¼a:

t1 � t2 =
u

c2
(x2 � x1)q
1� u2

c2

6= 0 (2.57)

Rezult¼a c¼a în sistemul S 0 cele dou¼a evenimente nu sunt simultane.

Dilatarea duratelor

S¼a consider¼am dou¼a evenimente care au loc în acelaşi punct de co-
ordonate (x0; y0; z0) din sistemul S 0, la momentele t01 şi t

0
2. Timpul care

separ¼a cele dou¼a evenimente în sistemul S 0 este �t0 = t02 � t01 şi poart¼a
numele de timp propriu.
Dac¼a m¼asur¼am intervalul de timp dintre cele dou¼a evenimente în sis-

temul S, fa̧t¼a de care S 0 se deplaseaz¼a cu viteza u de-a lungul axei Ox
ob̧tinem:

�t = t2 � t1 (2.58)
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Leg¼atura dintre momentele de timp din cele dou¼a sisteme de referiņt¼a
se ob̧tine cu ajutorul transform¼arilor Lorentz:

t1 =
t01 +

u
c2
x0q

1� u2

c2

(2.59)

şi

t2 =
t02 +

u
c2
x0q

1� u2

c2

(2.60)

Atunci:

�t = t2 � t1 =
t02 � t01q
1� v2

c2

=
�t0q
1� v2

c2

(2.61)

Efectul poart¼a numele de dilatare a timpului, deoarece timpul m¼a-
surat în sistemul S este mai mare decât cel m¼asurat în sistemul propriu.
Rezult¼a c¼a ceasurile în mi̧scare par a r¼amâne în urma celor a�ate în
repaus.

Compunerea vitezelor

Consider¼am în continuare c¼a sistemul S 0 se deplaseaz¼a cu viteza u
de-a lungul axei Ox. Difereņtiind rela̧tiile (2.46)-(2.49) se ob̧tine:

dx =
dx0 + udt0q
1� u2

c2

(2.62)

dy = dy0 (2.63)

dz = dz0 (2.64)

dt =
dt0 + u

c2
� dx0q

1� u2

c2

(2.65)

Atunci prin împ¼aŗtirea rela̧tiei (2.62) la (2.65) rezult¼a:

vx =
dx

dt
=
dx0 + udt0

dt0 + u
c2
dt0

(2.66)

Deoarece v0x = dx
0=dt0 din rela̧tia (2.66):
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vx =
v0x + u

1 + u
c2

(2.67)

Prin împ¼aŗtirea lui (2.63) la (2.65) rezult¼a:

vy =
dy

dt
=
dy0
q
1� u2

c2

dt0 + u
c2
dx0

=
v0y

q
1� u2

c2

1 + u
c2
v0x

(2.68)

În mod analog:

vz =
v0z

q
1� u2

c2

1 + u
c2
� v0x

(2.69)

În cazul limit¼a când c ! 1 se reg¼asesc formulele de compunere a
vitezelor din mecanica clasic¼a: vx = v0x + u, vy = v

0
y; vz = v

0
z.

2.5 Universul cuadrimensional

2.5.1 Cuadrivectorul spa̧tiu- timp

În relativitate evenimentul este no̧tiunea fundamental¼a. El este ca-
racterizat de trei coordonate spa̧tiale (x; y; z) şi una temporal¼a (t).
Vom utiliza pentru coordonatele spa̧tiale nota̧tia x1 = x, x2 = y,

x3 = z. Astfel, într-un sistem S un eveniment va � speci�cat prin co-
ordonate (x1; x2; x3; t) iar într-un alt sistem de referiņt¼a S 0 prin coordo-
natele (x01; x

0
2; x

0
3; t

0). Dac¼a consider¼am dou¼a evenimente E1(x1; x2; x3; t1)
şi E2(y1; y2; y3; t2) în S şi aceleaşi dou¼a evenimente în alt sistem S 0,
E1(x

0
1; x

0
2; x

0
3; t

0
1) şi E2(y

0
1; y

0
2; y

0
3; t

0
2) atunci m¼arimile care reprezint¼a in-

tervalele spa̧tio-temporale în cele dou¼a sisteme de referiņt¼a:

�s2 = (x1 � y1)2 + (x2 � y2)2 + (x3 � y3)2 � c2 (t1 � t2)2

şi:
�s02 = (x01 � y01)

2
+ (x02 � y02)

2
+ (x03 � y03)

2 � c2 (t01 � t02)
2

sunt egale.
�s2 = �s02 (2.70)

Aceast¼a proprietate sugereaz¼a, din punct de vedere matematic, o stuc-
tur¼a de tip spa̧tiu vectorial a muļtimii evenimentelor. Fiec¼arui eveniment
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îi corespunde în acest spa̧tiu un punct, m¼arimea�s2 având în acest spa̧tiu
rolul de norm¼a deoarece ea este un invariant.
În acest nou spa̧tiu, cuadrimensional introducem formal nota̧tia x4 =

ix0 = ict. Se poate astfel scrie:

�s2 =

4X
�=1

(�x�)
2 =

3X
k=1

(�xk)
2 � (�x0)2 (2.71)

Aceast¼a m¼arime o putem considera ca o de�ņtie a �lungimii� în
spa̧tiul respectiv. Trebuie remarcat c¼a aceast¼a �lungime�nu este afectat¼a
de schimbarea sistemului de coordonate.
De�nim cuadrivectorul spa̧tiu-timp ca �ind ansamblul de patru coor-

doante ce caracterizeaz¼a un eveniment (trei spa̧tiale şi una temporal¼a).
(x1; x2; x3; x4 = ix0 = ict): Mai mult, cele patru coordonate pot � con-
siderate ca �ind componentele unei raze vectoare cuadrimensionale, care
poate �privit¼a ca �ind echivalentul vectorului de pozi̧tie în spa̧tiul tridi-
mensional.
Pentru a uşura modul în care se vor exprima m¼arimile ce vor interveni

în continuare vom utiliza nota̧tiile:

� =
u

c
(2.72)

� =
1q
1� u2

c2

(2.73)

Dac¼a se ţine cont de nota̧tiile introduse mai sus, atunci rela̧tiile de
transformare (2.42-2.45) dintre coordonatele unui eveniment în S (x1; x2; x3; x4)
şi ale aceluiaşi eveniment în S 0 (x01; x

0
2; x

0
3; x

0
4) se scriu:

x01 =
x1 + i

u
c
(ict)p

1� u2=c2
= � (x1 + i�x4) (2.74)

x02 = x2 (2.75)

x03 = x3 (2.76)

x04 = ict
0 = ic

t� ux
c2p

1� u2=c2
= � (x4 � i�x1) (2.77)



162

Dac¼a reprezent¼am cuadrivectorul spa̧tiu-timp printr-o matrice coloan¼a
atunci putem introduce o matrice de transformare, astfel c¼a rela̧tiile
(2.74-2.77) se pot scrie astfel:0BB@

x01
x02
x03
x04

1CCA =

0BB@
� 0 0 i��
0 1 0 0
0 0 1 0

�i�� 0 0 �

1CCA
0BB@
x1
x2
x3
x4

1CCA (2.78)

Putem generaliza şi vom de�ni un cuadrivector ca �ind ansamblul
m¼arimilor A1, A2, A3, A4 care se transform¼a la trecerea de la un sistem
de referiņt¼a la alt sistem de referiņt¼a cu ajutorul aceleiaşi matrice de
transformare ca şi cuadrivectorul spa̧tiu-timp. Se poate de�ni norma în
acest spa̧tiu:

4X
�=1

A2� = A
2
1 + A

2
2 + A

2
3 + A

2
4 (2.79)

Se poate demonstra c¼a aceast¼a m¼arime este un invariant în orice sis-
tem de referiņt¼a ineŗtial.

Timpul propiu

Pentru a de�ni acest concept ne imagin¼am c¼a se observ¼a dintr-un
sistem de referiņt¼a ineŗtial un corp care este în mi̧scare arbitrar¼a, de care
este legat un ceasornic. Mi̧scarea corpului poate � considerat¼a uniform¼a
la orice moment de timp. Rezult¼a c¼a se poate ataşa de corp un sistem de
referiņt¼a ineŗtial pentru un interval de timp in�nitezimal. În intervalul
de timp dt m¼asurat de ceasornicul a�at în repaus, ceasornicul a�at în
mi̧scare parcurge distaņta:q

dx21 + dx
2
2 + dx

2
3

Problema care se pune este aceea de a determina timpul indicat de
ceasornicul a�at în mi̧scare. El este în repaus fa̧t¼a de sistemul de referiņta
ataşat de el. Atunci x01 = x

0
2 = x

0
3 = 0: Se ţine cont c¼a intervalul spatio-

temporal este constant:

ds2 = dx21 + dx
2
2 + dx

2
3 � c2dt2 = �c2d� 2 (2.80)
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unde � reprezint¼a timpul m¼asurat de ceasornicul mobil în sistemul de
referiņt¼a legat de el. El poart¼a denumirea de timp propriu.
Deoarece:

dx21 + dx
2
2 + dx

2
3

dt2
= v2

rezult¼a:

d� = dt

r
1� dx

2
1 + dx

2
2 + dx

2
3

c2dt2
= dt

r
1� v

2dt2

c2dt2
= dt

r
1� v

2

c2
(2.81)

Semni�ca̧tia lui d� este aceea de interval de timp in�nitezimal m¼a-
surat în sistemul instantaneu propriu de referiņt¼a al corpului.
Integrând aceast¼a expresie rezult¼a timpul indicat de ceasornicul mobil

fa̧ta de cel indicat de ceasornicul �x. Dac¼a viteza este constant¼a:

�� = � 2 � � 1 = (t2 � t1)
r
1� v

2

c2
= �t

r
1� v

2

c2
(2.82)

Formula arat¼a c¼a timpul propriu al unui corp în mi̧scare este mai scurt
decât timpul în sistemul de referiņt¼a fa̧t¼a de care se deplaseaz¼a corpul.

2.5.2 Cuadrivectorii vitez¼a şi accelera̧tie

Pornind de la cuadrivectorul spa̧tiu-timp, este posibil s¼a form¼am un
nou cuadrivector:

ui =
dxi
d�

(2.83)

El poart¼a numele de cuadrivitez¼a a unei particule. Componentele sale se
expliciteaz¼a astfel:

ui =
dxi
d�

=
dxi

dt
q
1� v2

c2

= �vi , i = 1; 2; 3 (2.84)

u4 =
dx4
d�

=
icdt

dt
q
1� v2

c2

=
icq
1� v2

c2

= i�c (2.85)

Putem face nota̧tia:

ui =
dxi
d�

= (�v1; �v2; �v3; i�c) = (�~v; ic�) (2.86)
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Se observ¼a c¼a:
4X
i=1

uiui = �
2v2 � �2c2 = �c2 (2.87)

Din punct de vedere geometric ui este un cuadrivector tangent la linia
de univers.
În mod analog se poate de�ni cuadrivectorul accelera̧tie:

wi =
dui
d�

(2.88)

Astfel:

wi =
dui
d�

=
d (�vi)

dt
q
1� v2

c2

= �

�
vi
d�

dt
+ �ai

�
, i = 1; 2; 3 (2.89)

unde ai = dvi=dt. Deoarece:

d�

dt
=
d

dt

0@ 1q
1� v2

c2

1A =
�3

c2
(~v~a) (2.90)

rela̧tia (2.89) devine:

wi = �
2ai +

�4

c2
(~v~a) vi, i = 1::3 (2.91)

w4 =
du4
d�

= ic
d�

dt
q
1� v2

c2

=
i�4 (~v~a)

c
(2.92)

Atunci:

wi =
dui
d�

=

�
�2~a+

�2

c2
(~v~a)~v;

i�4 (~v~a)

c

�
(2.93a)

Dac¼a se deriveaz¼a rela̧tia (2.87) la � se ob̧tine:

4X
i=1

uiwi = 0 (2.94)

Cuadrivectorul accelera̧tie este ortogonal pe cuadrivectorul vitez¼a.
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Figura 2.5: Împ¼aŗtirea în trei regiuni a spaţiului cuadridimensional de c¼atre
conul luminos

2.5.3 Intervale spa̧tiale şi temporale

Un eveniment se poate reprezenta într-un spa̧tiu cuadridimensional
care are trei axe pe care se reprezint¼a coordonatele spa̧tiale (x1; x2; şi
x3) şi a patra pe care se reprezint¼a coordonata temporal¼a (x0 = ct). Un
eveniment care are loc într-un anumit loc şi la un anumit moment de
timp este reprezentat printr-un punct în acest spa̧tiu, punct care este
numit punct de univers.
Muļtimea tuturor evenimentelor (punctelor de univers) corelabile cu

evenimentul 0 (evenimentul caracterizat de coordonatele nule) este dat¼a
de ecua̧tia:

x21 + x
2
2 + x

3
3 � c2t2 = 0 (2.95)

Aceasta este ecua̧tia unei hipersuprafȩte tridimensionale în spa̧tiul
k(4) numit¼a hipercon luminos.
Deoarece nu putem reprezenta un spa̧tiu cuadridimensional vom con-

sidera interseçtia hiperconului luminos cu planul de coordonate (x1; x0)
(Fig. 2.5). Dreptele de interseçtie a hiperconului luminos cu planul con-
siderat satisfac ecua̧tiile x1 = �x0 = �ct. Hiperconul luminos împarte
spa̧tiul în trei regiuni:
R+: muļtimea evenimentelor separate de origine prin intervalul�s2 <
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0 şi caracterizate prin t > 0; (intervalul�s2 este considerat între un punct
din spatiu şi evenimentul 0)
R�: muļtimea evenimentelor separate de origine prin intervalul�s2 <

0 şi caracterizate prin t < 0;
R: muļtimea evenimentelor separate de origine prin intervalul �s2 >

0.
Vom considera un nou sistem de referiņta S 0 care se deplaseaz¼a cu

viteza u de-a lungul axei Ox1 şi care are axele paralele cu axele sistemului
S ini̧tial. Trebuie remarcat c¼a evenimentul caracterizat prin coordonatele
x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0 şi x0 = 0 (t = 0) prin aplicarea rela̧tiilor de
transformare Lorentz în noul sistem de coordonate este caracterizat de
coordonatele x01 = 0, x02 = 0, x03 = 0 şi x00 = 0. Aceasta arat¼a c¼a
evenimentul 0 are coordonatele nule în toate sistemele de referiņt¼a. În
cazul unui eveniment caracterizat de coordonatele (x1; x2; x3; x0) aplicând
transform¼arile lui Lorentz, noile coordonate (x01; x

0
2; x

0
3; x

0
0) în sistemul S

0

sunt:

x01 = � (x1 � �x0) (2.96)

x02 = x2 (2.97)

x03 = x3 (2.98)

x00 = � (x0 � �x1) (2.99)

În Fig. 2.6 reprezent¼am axele Ox1; Ox0 ale sistemului S şi axele
Ox01; Ox

0
0 sistemului S

0.
Ecua̧tia axei Ox01 se ob̧tine punând x

0
0 = 0, de unde rezult¼a x0 =

�x1:Aceasta este ecua̧tia unei drepte care face unghiul

� = arctan
x0
x1
= arctan � (2.100)

cu axa Ox1.
Ecua̧tia axei Ox00 se ob̧tine pentru x

0
1 = 0, adic¼a x1 = �x0 care este o

dreapt¼a ce face tot unghiul:

� = arctan
x1
x0
= arctan � (2.101)

cu axa Ox0.
Unghiul cu care sunt rotite noile axe fa̧t¼a de cele vechi este mai mic

decât �=4, deoarece � = u=c < 1.
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Figura 2.6: Reprezentarea sistemului S şi a sistemului S0

Intervale de tip spa̧tial

Spunem c¼a dou¼a evenimente sunt separate printr-un interval de tip
spa̧tial dac¼a �s2 > 0. Datorit¼a caracterului invariant al intervalului
spa̧tio-temporal, în orice sistem de referint¼a �s2 > 0. Exist¼a câteva
propriet¼a̧ti pe care le au aceste intervale:
a) Nu exist¼a sistem de referiņt¼a în care evenimentele s¼a se petreac¼a

în acelaşi loc (de aici denumirea de separare spa̧tial¼a). Presupunând c¼a
exist¼a un astfel de sistem de referiņt¼a ar rezulta c¼a:

�s2 = �c2t2 � 0 (2.102)

ceea ce contrazice ipoteza separ¼arii spa̧tiale.
b) Exist¼a un sistem de referiņt¼a pentru care evenimentele sunt simul-

tane.
Pentru a demonstra posibilitatea ca cele dou¼a evenimente s¼a �e simul-

tane vom considera pentru simpli�care evenimentul EA ca �ind eveni-
mentul 0 şi un eveniment EB din regiunea considerat¼a. Pentru ca eveni-
mentele EA şi EB s¼a �e simultane este necesar ca s¼a g¼asim un sistem de
referiņt¼a a c¼arui ax¼a Ox01 s¼a treac¼a prin EB. Acest lucru este posibil
deoarece se poate g¼asi o ax¼a Ox01, care trece prin EB: ea trebuie rotit¼a
cu un unghi � < �=4 fa̧t¼a de Ox1; fapt ce este posibil.
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Figura 2.7: Evenimentul EB în sistemul S este ulterior evenimentului 0, iar
în sistemul S0 este anterior evenimentului 0.

c) Ordinea în timp a dou¼a evenimente separate spa̧tial poate � inver-
sat¼a.
Consider¼am din nou originea O în EA şi evenimentul EB reprezentat

printr-un punct al planului, B(x1; x0) cu x0(B) > 0 (Fig.2.7).
Vom considera un nou sistem de referiņt¼a astfel încât unghiul dintre

Ox1 şi Ox01 s¼a �e � > �0.
Atunci x00(B) < 0, adic¼a în noul sistem de referiņt¼a evenimentul EB

este anterior evenimentului EA. Rezult¼a c¼a ordinea temporal¼a a celor
dou¼a evenimente este inversat¼a în cele dou¼a sisteme de referiņt¼a.
Caracterul relativ al ordinii în timp a celor dou¼a evenimente face

ca pe baza reprezent¼arilor obi̧snuite privind corelarea �zic¼a a diferitelor
evenimente, s¼a excludem posibilitatea unei leg¼aturi de tip cauz¼a efect în
cazul unei separ¼ari de tip spa̧tial.

Intervale de tip temporal

Spunem c¼a dou¼a evenimente sunt separate printr-un interval de tip
temporal dac¼a �s2 < 0. În cazul a dou¼a evenimente desp¼aŗtite printr-
un astfel de interval exist¼a posibilitatea corel¼arii lor printr-un semnal cu
viteza v < c.
Invers se poate a�rma c¼a dac¼a dou¼a evenimente pot �corelate printr-
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Figura 2.8: Evenimentele EB şi O se petrec în acelaşi loc în sistemul S0

un semnal cu vitez¼a mai mic¼a decât cea a luminii intevalul care le separ¼a
este unul de tip temporal:

�s2 = (~rB � ~rA)2�c2 (tB � tA)2 = v2�t2�c2�t2 =
�
v2 � c2

�
(tB � tA)2 < 0

Exist¼a o serie de propriet¼a̧ti pe care le satisface intervalul de tip tem-
poral.
a) Nu exist¼a nici un sistem de referiņt¼a în care cele dou¼a evenimente

s¼a �e simultane. Dac¼a tB = tA, atunci rezult¼a c¼a �s2 > 0; fapt ce ar
contrazice de�ni̧tia dat¼a intervalului temporal �s2 < 0.
b) Exist¼a un sistem de referiņt¼a în care cele dou¼a evenimente se petrec

în acelaşi loc. Pentru acestea trebuie g¼asit un sistem de referiņt¼a a c¼arui
ax¼a Ox00 s¼a treac¼a prin EB. Acest lucru este posibil deoarece � < �=4
(Fig. 2.8).
c) Ordinea în timp a dou¼a evenimente separate printr-un interval

temporal nu se modi�c¼a. Acest lucru se poate justi�ca considerând tot
o reprezentarea gra�c¼a. Faptul c¼a ordinea temporal¼a a acestor tipuri de
evenimente nu poate � schimbat¼a arat¼a faptul c¼a ele pot � evenimente
legate cauzal. Invers intervalul spa̧tio temporal dintre dou¼a evenimente
legate cauzal este de tip temporal.
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Intervalul izotrop

Este cazul când �s2 = 0. În acest caz EB se a�¼a pe hiperconul
luminos cu vârful în EA. Acest interval poate � considerat ca o limit¼a
a intervalului temporal în sensul c¼a astfel de evenimente por � corelate
printr-un semnal luminos (viteza luminii �ind viteza maxim¼a în univers).

2.6 Elemente de dinamic¼a relativist¼a

2.6.1 Funçtia lui Lagrange

În mecanica clasic¼a formularea cea mai general¼a a legilor de mi̧scare
se ob̧tine din principiul varia̧tional al minimei açtiuni care postuleaz¼a c¼a
în mi̧scarea între dou¼a puncte A şi B integrala numit¼a açtiune:

S =

Z B

A

Ldt (2.103a)

are valoare minim¼a.
M¼arimea L este funçtia lui Lagrange şi ea depinde de coordonate

şi viteze (pentru sistemele în care exist¼a leg¼aturi funçtia lui Lagrange
depinde de coordonatele şi vitezele generalizate). Ea este invariant¼a la
transform¼arile Galilei. Funçtia Lagrange trebuie construit¼a pentru �ecare
sistem în parte. Astfel pentru sistemul particul¼a liber¼a ea are forma:

L =
3X
i=1

m0 _xi
2

=
3X
i=1

m0v
2
i

2
=
m0v

2

2
(2.104)

unde v2 = v21 + v
2
2 + v

2
3:

Impulsul asociat coordonatei xi este:

pi =
@L

@ _xi
(2.105)

În teoria relativit¼a̧tii formularea principiului varia̧tional trebuie f¼a-
cut¼a în aşa fel încât acesta şi conseciņtele sale s¼a �e în concordaņt¼a
cu principiile acestei teorii. Pentru o particul¼a liber¼a integrala care de-
�neşte açtiunea trebuie construit¼a cu ajutorul unui scalar invariant la
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schimbarea sistemului de referiņt¼a. Deoarece un scalar invariant este
intervalul spatio-temporal atunci vom de�ni açtiunea astfel:

S = k

Z B

A

ds (2.106)

Dac¼a se ţine cont c¼a:

ds = �cdt
r
1� v

2

c2
(2.107)

şi de rela̧tia (2.81) funçtia lui Lagrange are forma:

L = �kc
r
1� v

2

c2
(2.108)

Pentru determinarea constantei k se ţine cont c¼a pentru o particul¼a
liber¼a atunci când v � c funçtia lui Lagrange este dat¼a de rela̧tia (2.104).
Pentru viteze mici rela̧tia (2.108) devine:

L ' �kc
�
1� 1

2

v2

c2

�
= �kc+ k

2

v2

c
(2.109)

Termenul kc este o constant¼a care nu are nici o importaņt¼a. Atunci
prin identi�carea lui (2.109) şi (2.103a) se ob̧tine:

m0v
2

2
=
k

2

v2

c
(2.110)

Rezult¼a:

k = m0c (2.111)

Funçtia lui Lagrange are astfel forma:

L = �m0c
2

r
1� v

2

c2
(2.112)
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2.6.2 Energia şi impulsul

Prin de�ni̧tie impulsul particulei are componentele:

pi =
@L

@ _xi
=
@L

@vi
=

m0viq
1� v2

c2

unde i = 1; 2; 3 (2.113)

Atunci putem scrie c¼a:

~p = m0�~v (2.114)

Energia particulei o vom de�ni ca şi în cazul nerelativist:

W =
3X
i=1

pi _xi � L =
3X
i=1

pivi � L = ~p~v � L (2.115)

W = m0�v
2 +m0c

2

r
1� v

2

c2
= m0�c

2 (2.116)

Aceasta insemn¼a c¼a energia particulei nu se anuleaz¼a când viteza par-
ticulei devine zero. Aceast¼a energie poart¼a numele de energie de repaus
a particulei. Ţinând cont de expresia cuadrivectorului vitez¼a:

u = (�~v; ic�)

şi observând c¼a ~p = m0�~v , iar W = m0�c
2 = �im0cu4 se poate de�ni

cuadrivectorul energie-impuls:

p = m0u =

�
~p;

i

c
W

�
(2.117)

Ţinând cont de (2.87) norma cuadrivectorului energie-impuls este:

4X
i=1

p2i =
4X
i=1

m2
0u
2
i = �m2

0c
2 (2.118)

Explicit¼am rela̧tia (2.118) şi ob̧tinem:

p21 + p
2
2 + p

2
3 �

W 2

c2
= �m2

0c
2

p2 � W
2

c2
= �m2

0c
2
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Rezult¼a:

W 2 = p2c2 +m2
0c
4 (2.119)

Aceasta este rela̧tia care leag¼a energia unei particule de impulsul s¼au
în mecanica relativist¼a.
a) Rezult¼a c¼a masa nu mai este o constant¼a ci depinde de viteza

particulei. Pentru a determina varia̧tia masei cu viteza se porneşte de la
de�ni̧tia impulsului:

~p = m~v (2.120)

Dar s-a dedus c¼a:

~p = m0�~v (2.121)

Atunci din (2.120) şi (2.121) rezult¼a:

m = m0� =
m0q
1� v2

c2

(2.122)

b) Pornind de la expresia varia̧tiei masei cu viteza (2.122) şi rela̧tia
(2.116) rezult¼a pentru energia total¼a expresia:

W = mc2 (2.123)

c) Energia cinetic¼a se de�neşte ca �ind difereņta dintre energia total¼a
şi energia de repaus:

Ec = W �W0 = mc
2 �m0c

2 (2.124)

Pentru viteze mici v � c se ob̧tine:

Ec = m0

0@ 1q
1� v2

c2

� 1

1A � m0

�
1

1� v2=2c2 � 1
�

Ec = m0

�
1 +

v2

2c2
� 1
�
� m0v

2

2
(2.125)

Aceasta este expresia energiei cinetice din mecanica clasic¼a.
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d) De�ni̧tiile anterioare sunt compatibile cu existeņta particulelor cu
mas¼a de repaus nul¼a. Pentru acestea leg¼atura dintre energie şi impuls
este:

W = cp (2.126)

În plus dac¼a se consider¼a c¼a ele nu au mas¼a de repaus este necesar ca
viteza lor s¼a �e v = c:

2.6.3 Particul¼a a�at¼a sub açtiunea unei foŗte

Dac¼a asupra particulei açtioneaz¼a o foŗt¼a impulsul şi energia parti-
culei variaz¼a. De�nim componentele cuadrivectorului foŗt¼a pornind de la
analogia cu cazul tridimensional:

Ki =
dpi
d�

i = 1; 2; 3; 4 (2.127)

unde pi sunt componentele cuadrivectorului energie-impuls. Din (2.127):

Ki = m0
dui
d�

= m0wi (2.128)

Componentele cuadrivectorului foŗt¼a pot � puse în leg¼atur¼a cu com-
ponentele vectorului foŗt¼a din spa̧tiul tridimensional. Dac¼a se ţine cont
de (2.81) atunci:

Ki = �
dpi
dt
= �Fi ; i = 1; 2; 3 (2.129)

unde Fi sunt componentele vectorului foŗt¼a.
Se înmuļteşte rela̧tia 2.128 cu ui şi apoi se însumeaz¼a dup¼a indicele i.

Se ob̧tine:

4X
i=1

Kiui =
4X
i=1

m0wiui = m0

4X
i=1

wiui = 0 (2.130)

deoarece cuadrivectorii accelera̧tie şi vitez¼a sunt ortogonali. Rezult¼a c¼a
şi cuadrivectorii foŗt¼a şi vitez¼a sunt ortogonali. Rescriem rela̧tia (2.130)
desf¼aşurat:

K1ui +K2u2 +K3u3 +K4u4 = 0
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K4u4 = �K1u1 �K2u2 �K3u3 (2.131)

Deoarece u4 = ic� şi Ki = �Fi, ui = �vi pentru i = 1; 2; 3 atunci
(2.131) devine:

ic�K4 = ��2 (F1v1 + F2v2 + F3v3) = ��2 ~F~v

Astfel:

K4 =
i

c
� ~F~v (2.132)

Ştiind c¼a prosdusul ~F~v reprezint¼a tocmai puterea, cuadrivectorul K
se mai numeşte cuadrivectorul foŗta-putere. El poate � scris astfel:

K =
dp

d�
=
�
�~F ; i

�

c
~F~v
�

(2.133)

2.6.4 Echivaleņta dintre mas¼a şi energie

Pentru a determina aceast¼a leg¼atur¼a vom considera rela̧tia:

dp4
d�

= K4 (2.134)

Deoarece:

p4 =
i

c
W ; d� =

dt

�
; K4 = i

�

c
~F~v (2.135)

se ob̧tine:

dW

dt
= ~F~v (2.136)

unde:

~F =
d~p

dt
= m0

d (�~v)

dt
= m0

�
~v
d�

dt
+ �

d~v

dt

�
Atunci:

dW

dt
= m0v

2d�

dt
+m0�~v

d~v

dt
(2.137)



176

Pentru determiarea expresiei ~vd~v=dt vom deriva pe �. Avem:

d�

dt
=
d

dt

1q
1� ~v~v

c2

=
�3

c2
~v
d~v

dt

Rezult¼a:

~v
d~v

dt
=
c2

�3
d�

dt
(2.138)

Atunci rela̧tia 2.137 devine:

dW

dt
= m0v

2d�

dt
+
m0c

2

�2
d�

dt
= m0c

2d�

dt
(2.139)

Se integreaz¼a rela̧tia 2.139 între dou¼a momente de timp:

W2 �W1 = m0c
2

0@ 1q
1� v21

c2

� 1q
1� v22

c2

1A = m2c
2 �m1c

2 (2.140)

sau:

�W = �mc2 (2.141)

Rezult¼a c¼a:

�m =
�W

c2
(2.142)

Rela̧tia de mai sus arat¼a c¼a unei varia̧tii a energiei particulei îi cores-
punde o varia̧tie a masei acesteia. Deşi rela̧tia a fost stabilit¼a între vari-
a̧tia masei unei particule şi varia̧tia energiei sale cinetice rela̧tiei (2.142)
i se atribuie o semni�ca̧tie universal¼a.


