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Capitolul 1

Elemente de mecanica
Newtoniana

1.1 Cinematica punctului material

Studiul migcarii unui corp se face relativ la un sistem de referintad (SR).
Un sistem de referinta consta din:

1. un sistem de coordonate (de obicei se alege un sistem de coordonate
ortogonal deoarece ecuatiile de migcare se scriu cel mai ugor in acesta)

2. un ceasornic pentru masurarea timpului.

In principiu se poate alege orice sistem de referinti, dar practic se alege
sistemul in care fenomenul poate fi studiat in cel mai simplu mod.

Un corp este un sistem complex. O prima simplificare este aceea in
care nu se ia in considerare deformarea corpului. In acest caz spunem ca
avem de-a face cu un solid rigid. A doua simplificare se face atunci cand
dimensiunile corpului nu conteaza in problema datd. Atunci se poate lucra
cu notiunea de punct material. Punctul material este caracterizat doar de
masa sa.

1.1.1 Marimi fundamentale

Traiectoria Se numeste traiectorie curba descrisa de un mobil in timpul
miscarii sale. Pozitia unui punct pe traiectorie este descrisa cu ajutorul
vectorului de pozitie 7 (Fig. 1.1a).
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Figura 1.1: a) Vectorul de pozitie b) Vectorul deplasare si vectorul viteza.

7= x(t)e, + y(t)e, + z(t)e, (1.1)

Fie vectorul de pozitie 7 a corpului la momentul de timp ¢; si 75 vectorul
de pozitie al aceluiagi corp la momentul de timp t,. Diferenta vectoriala
A7 = 7% — 7} poartd numele de deplasare (Fig. 1.1b).

Viteza Fie rvectorul de pozitie al particulei la momentul ¢; i 75 vectorul
de porzitie la momentul t5 = t; + Aty (Fig. 1.1b). Definim viteza medie ca:

AT
Upp = — 1.2
At (1.2)
Pentru a caracteriza mai bine comportarea particulei este necesar sa se
lucreze cu viteza instantanee obtinuta atunci cand At — O:
Ar dr dx dy , dz

oy
v T

im — = —
At—0 At dt

Cand At — 0, P; se apropie de P;. Din acest motiv vectorul Ar se
apropie de tangenta la traiectorie in punctul P;. Rezulta ca viteza instan-
tanee este tangenta la traiectorie. Daca exprimam viteza in functie de
componentele sale pe cele trei axe de coordonate se obtine:

U = 0,6, + Uy€y + V€, (1.4)
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Figura 1.2: Acceleratia normala si acceleratia tangentiala.

Din relatiile (1.3) si (1.4) se obtin pentru componentele vitezei urmé-
toarele expresii:
dx dy _dz

Ve = —75 Uyzg, Uz—%

= (1.5)

Acceleratia In cursul miscirii viteza variaza atat in marime (modul) cat
si in directie. Pentru a caracteriza aceasta variatie este necesar sa definim
o noud marime. Aceastd marime poartd numele de acceleratie. Se poate
defini o acceleratie medie:

Av
Ay = — 1.6
si o acceleratie instantanee cand At — 0:
R . Av  dv dvy, ., dv, .,  dvu,
R A T T BT .7

Expriméand acceleratia in functie de proiectiile sale pe cele trei axe de
coordonate:

a = ;€ + ay€, + a,€, (1.8)

se obtine:

dv,  dP _dyy d*y dv,  d’z

= —_— a, = = —_— az

dt a2’ Y dt dt?’

dt — di?

Qg

Acceleratia nu este un vector tangent la traiectorie. In general ea se
poate descompune in doud componente d; si @, (Fig. 1.2).Componenta d;
poarta numele de acceleratie tangentiala si masoara variatia in directie a
vectorului viteza, iar componenta d, poarta numele de acceleratie normala
si caracterizeaza variatia in directie a vectorului viteza. Este posibil ca
acceleratia sa aiba doar una din cele doua componente.
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1.1.2 Miscarea rectiline uniform variata

Deoarece miscarea este rectilinie, acceleratia are doar componenta tan-
gentiald (@ = d;). Aceasta este indreptata in aceeasi directie (nu neapérat
si in acelati sens) ca vectorul vitezd. Migcarea se studiaza intr-un sistem
de coordonate unidimensional, motiv pentru care vom renunta la lucrul cu
vectori, considerand marimea respectiva pozitiva atunci cdnd vectorul core-
spunzator este orientat in sensul pozitiv al axei si negativa daca vectorul
este orientat in sens opus axei. Atunci:

d
a= d_:f} = const. (1.9)
Integrand:
/dv = /adt (1.10)
rezulta:
v=at+c (1.11)

Constanta ¢; se determina din conditiile initiale. Daca la to = 0, v = vy
atunci ¢; = vy si:

v =1+ at (1.12)
Pentru a determina legea de miscare pornim de la definitia vitezei in-
stantanee: p
x
= = 1.13
de unde:
dr = vdt = (vy + at)dt (1.14)
Rezulta:
at?
x = [ (vo + at)dtz = vot + > + ¢ (1.15)

Constanta ¢y se determina ludnd in considerare pozitia mobilului la mo-
mentul initial zy. Astfel daca la t = 0, © = xq se obtine ¢y = xq si;
t2

Eliminand timpul intre relatiile (1.12) si (1.16) se obtine o relatie inde-
pendenta de timp intre viteza, acceleratie si coordonata numita relatia lui
Galilei:

v? = 2 + 2a(x — ) (1.17)
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Figura 1.3: a) Migcarea circulard uniforma. b) Deducerea acceleratiei centripete.

1.1.3 Miscarea circulara uniforma

Este migcarea care se efectueaza pe o traiectorie circulara si in care
modulul vectorului vitezs este constant in timp. In acest caz acceleratia nu
are decidt componenta normala.

Putem defini T" perioada miscarii care reprezinta timpul in care are loc o
rotatie completa si frecventa v care reprezinta numarul de rotatii efectuate
in unitatea de timp. Relatia dintre cele doua marimi este:

(1.18)

UV =

N[ =

Deoarece migcarea are loc pe un cerc (Fig. 1.3a), ea poate fi caracterizatd
prin variatia unghiului 6 facut de vectorul de pozitie cu axa Oz, Af =
6 — 0. Variatia in unitatea de timp a unghiului 6, poarta numele de viteza

unghiulara:
Al

= — 1.19
Y (1.19)
care in cazul migcarii circulare uniforme este constanta.
Spatiul parcurs poate fi exprimat in doua moduri:
As=vAt ; As= RAO = RwAt (1.20)

Rezulta astfel relatia dintre viteza liniara si viteza unghiulara:

v=wR (1.21)
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Deoarece modulul vitezei este constanta acceleratia are numai compo-
nenta normala. In acest caz ea poarta denumirea de acceleratie centripeta
(Fig. 1.3b). Astfel:

AT |C_L,|_|Az7|
At VN

Cand At — 0, As ~ A;A,. Se observa ca triunghiul O A; A, este aseme-
nea cu triunghiul vitezelor. Rezulta:

a=da,=

Av  AjAs
— = 1.22
» 7 (1.22)

Cum A; Ay = As = vAt:

Av  vAt
—_— = — 1.23
” 7 (1.23)

Si:
Av  0?

= — === 1.24
an, Niuly w'R ( )

1.2 Legile mecanicii

1.2.1 Legea I (Principiul inertiei)

Experimental s-a constat ca daca asupra unui corp aflat in stare de
repaus nu se exercita actiunea altor corpuri, aceasta stare se mentine un
timp nedefinit. Daca se lanseaza pe un plan slefuit o bila se constata ca
traiectoria acesteia este o dreapta iar in intervale de timp scurte miscarea
este aproape o miscare uniforma, in sensul ca viteza se micsoreaza foarte
putin. Repetand experienta pe alte plane se consta ca cu cat suprafata
planului este mai bine slefuita, micgorarea vitezei in acelagi interval de timp
este mai mica. Aceste fapte duc la concluziile urmatoare:

- in punctul de contact dintre bila si plan apar interactii care se opun
miscarii;

- daca interactiile care se opun miscarii ar fi eliminate atunci miscarea
bilei ar fi o migcare rectilinie uniforma.
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Generalizand, se poate formula principiul inertiei:

Un corp i-si mentine starea de repaus sau de migcare rectilinie §i uni-
forma atdta timp cdt asupra lui nu actioneaza alte corpuri care sa-i modifice
aceasta stare.

Principiul nu a putut fi verificat in mod absolut in practica, deoarece
nici un corp nu poate fi izolat complet de actiunea celorlalte corpuri care-1
inconjoara. Experientele care au dus la aceasta concluzie, au minimizat cat
s-a putut de mult sau au anulat intr-un fel actiunile exterioare corpului.

Proprietatea unui corp de a-si mentine starea de repaus sau de miscare
rectilinie gi uniforma poarta numele de inertie.

Sistemele de referinta in care este valabil principiul inertiei poarta nu-
mele de sisteme inertiale. Ca o observatie trebuie remarcat ca sistemele de
referinta legate de Paméant nu sunt riguros inertiale, datorita miscarii aces-
tuia. Abaterile sunt insa mici, astfel incat aceste sisteme pot fi considerate
ca inertiale.

1.2.2 Legea a II-a (Legea fundamentald a mecanicii)

In mecanicg se considers doud feluri de interactiuni dintre doui corpuri:

a) interactiuni in urma cérora viteza unuia din corpuri se modificd (in
marime si directie), adicd corpul este accelerat.

b) interactiuni in urma carora corpurile se deformeaza.

Interactiunile se misoars cu ajutorul unei marimi numits forta. In con-
tinuare ne vom limita la primului caz.

Experimental s-a constatat ca acceleratia capatata de un corp este pro-
portionald cu forta care actioneaza asupra lui.

a-F

Atunci legea a doua se formuleaza astfel:
O forta care actioneazda asupra unui corp i va imprima acestuia o ac-
celeratie direct proportionala cu forta, avind directia i sensul forter..

a=

S|

In relatia de mai sus m este un parametru ce caracterizeaza corpul res-
pectiv si poarta numele de masa. Newton a interpretat acest parametru ca
fiind cantitatea de substanta continuta intr-un corp. Deoarece cu cit masa
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este mai mare acceleratia imprimata este mai mica, se poate spune ca masa
unui corp este o masura a inertiei sale. Din acest motiv masa m poarta
numele de masa inertiala.

Legea a doua poate fi exprimata gi in alt mod. Pentru aceasta se
defineste impulsul ca fiind produsul dintre masa si viteza:

p=mv (1.25)

Daca se considera masa ca fiind o constanta:
dv  d(mv) dp
m— = = —
dt dt dt
Relatia (1.26) reprezinta o alta forma a legii a II-a a dinamicii. Ea este
valabila si in cadrul mecanicii relativiste unde masa este o marime variabila.

F=mid= (1.26)

1.2.3 Legea a III-a (Principiul actiunii si reactiunii)

Experimental se constata ca fortele cu care un corp actioneaza asupra
altuia determina instantaneu din partea celui de-al doilea o reactiune asupra
primului. Se gaseste ca cele doua forte sunt egale dar de sens contrar. Prin
generalizarea acestor fapte s-a obtinut principiul actiunii si reactiunii:

Daca un corp actioneazda asupra altui corp cu o fortd numitd actiune
(ﬁlg), cel de-al doilea corp va actiona asupra primului cu o forta egala si
de sens contrar numiti reactiune (F).

FZIZ_F12

1.3 Dinamica

1.3.1 Impulsul
Teorema impulsului pentru un punct material.
Din legea a II-a a mecanicii:

D Fy - dp (1.27)

2 2 . to .
Aﬁ:/ dﬁ:/ th:/ Fat (1.28)
1 1 t1

se obtine:
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)

Figura 1.4: Teorema impulsului pentru un sistem de doua puncte materiale.

unde cu 1 am indexat starea initiala de la momentul ¢; iar cu 2 am notat
starea finala de la momentul 5.
Daca rezultanta fortelor care actioneaza asupra punctului material este
nula:
Ap=0 s p = const. (1.29)

Aceasta este legea conservarii impulsului:
Daca rezultanta fortelor care actioneaza asupra unui punct material este
nula, impulsul acestuia ramdne constant.

Teorema impulsului pentru un sistem de puncte materiale

Pentru simplificare vom considera un sistem format doar din doua puncte
materiale, rezultatele obtinute fiind valabile si pentru un sistem format din
N puncte materiale.

In Fig. 1.4 sunt reprezentate cele doud corpuri. Cu F si F, am notat
fortele externe care actioneaza asupra celor doua corpuri. Cu Fa1 s-a notat
forta cu care corpul 1 actioneaza asupra corpului 2 iar cu ]?21 s-a notat
forta cu care corpul 2 actioneaza asupra corpului 1. Conform legii actiunii
si reactiunii cele doua forte sunt egale si actioneaza in sensuri opuse, adica:

Fro=—-Faxu (1.30)
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Daca p; si ps sunt impulsurile celor doua corpuri, se defineste impulsul
total al sistemului ca suma a impulsurilor particulelor individuale:

—

P =p1 + ps (1.31)

Legea a doua pentru fiecare corp in parte se scrie astfel:

— — d_)
Fi+Fn = % (1.32)
— — d_)
Byt By = % (1.33)

Se adung relatiile (1.32) si (1.33), si se tine cont ci Fip + Foy = 0.
Atunci: .
S d dP

Fi4+ F= —(p) +D5) = — 1.34

1+ F2 0 (1 + p2) 0t (1.34)

Notand cu F. = F; + Fy rezultanta fortelor externe ce actioneaza asupra

sistemului rezulta: .
F=— 1.35
o (1.35)
Aceasta este legea impulsului pentru un sistem de puncte materiale:
Derivata in raport cu timpul a itmpulsulut total al unui sistem de particule
este egal cu rezultanta fortelor ce actioneaza asupra sistemulusi.
Daca rezultanta fortelor externe este nula, F, = 0, atunci:
dP _
— =0; P = const. 1.36
o (1.36)
Se obtine astfel legea conservarii impulsului:
Impulsul unui sistem de puncte materiale se conserva cind rezultanta
fortelor externe este nula.

1.3.2 Lucru mecanic

Fie o forta F constanta, care actioneaza asupra unui corp si produce o
deplasare a acestuia pe distanta Ar. Se considera ca F face cu vectorul
deplasare un unghi «. Prin definitie lucrul mecanic este egal cu produsul
scalar dintre forta si deplasare:

L = FAF = FArcos o (1.37)
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Se observa ca daca o = 0 forta si deplasarea au aceeasi directie si:
L= FAr (1.38)
iar dacid o = /2 forta este perpendiculard pe directia deplasarii, astfel ca:
L=FArcosm/2=0 (1.39)

Consideram o particula ce se deplaseaza de-a lungul axei Oz sub actiunea
unei forte care nu mai este constanta si care variaza in functie de pozitia
particulei. In acest caz se defineste un lucru mecanic elementar, adici lucrul
mecanic efectuat de forta cand particula sufera o delasare infinitezimala dzx:

L = Fdx (1.40)

Lucrul mecanic total se obtine prin sumarea lucrurilor mecanice ele-
mentare:

€2
L:/ Fdx (1.41)

unde z; este pozitia initiald, iar x5 este pozitia finala.

Lucrul mecanic al fortei de greutate.

Forta de greutate este forta care actioneaza asupra oricarui corp aflat in
apropiere de suprafata pamantului si este egala cu produsul dintre masa si
acceleratie gravitationald g = 9,8 m/s?.

G =mg (1.42)

Consideram ca deplasarea corpului are loc intre punctele A si B. Pe
traiectoria (1) (Fig. 1.5a)

Ly = mg(hy — ha) = —mg (ha — hy) (1.43)

Pe acest drum particula se deplaseaza liber, deoarece asupra ei actioneaza
doar forta de greutate. Pe traiectoria (2) particula nu se poate deplasa liber.
Ea este constransa sa urmeze aceasta traiectorie si acest lucru nu se poate
realiza decat daca se actioneaza din exterior cu alte forte decat forta de
greutate. Totusi aici intereseazad doar lucrul mecanic al fortei de greutate.
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Figura 1.5: a) Lucrul mecanic al fortei de greutate. b) Lucrul mecanic al fortei
elastice.

El este egal in acest caz cu suma lucrurilor mecanice efectuate pe portiunile
AC si CB.

Ly = Lac+ Lo =mg(AC) cosa + mg(CB) cosg
= mg[AC cosa] = mg(hy — hy) = —mg (hy — hy) (1.44)

Se observa ca valoarea lucrului mecanic efectuat de forta de greutate nu
depinde de drumul parcurs, ci doar de pozitia initiala si finala. O forta al
carei lucru mecanic depinde doar de pozitiile initiala si finala se numeste
forta conservativa, iar regiunea din spatiu in care actioneaza astfel de forte
poarta numele de cdmp conservativ.

Lucrul mecanic al fortei elastice

O astfel de forta apare cAnd un resort este comprimat sau alungit sub
actiunea unei forte externe (Fig. 1.5b)

Experimental se constata ca daca asupra unui resort, se actioneaza cu
forta F , alungirea maxima a resortului este proportionala cu deformarea
acestuia. Constanta de proportionalitate se noteaza cu k si poarta numele
de constanta elastica. Astfel:

F =kx (1.45)

Deoarece resortul nu se mai poate deforma, inseamna ca in interiorul
resortului actioneaza o forta egala cu externa si de sens contrar cu aceasta.
Aceasta forta poartd numele de forta elastica:

F,.=—F=—kz (1.46)
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Lucrul mecanic efectuat de forta elastica cand deferomatia resortului
variaza de la valoarea x; la valoarea xy:

2 k k k
L= / —kxdr = 5 (23 —23) = — <§x§ - §$%) (1.47)

1

Ca si in cazul fortei de greutate, lucrul mecanic depinde doar de pozitia
initiala si finala. Rezulta ca forta elastica este o forta conservativa.

Lucrul fortei de frecare

Cand un corp este deplasat pe o suprafata plana, in sens invers deplasarii
actioneaza forte de frecare Iy = pumg, unde cu p s-a notat coeficientul de
frecare la alunecare. Lucrul mecanic este:

L = —pumgd (1.48)

unde d este deplasarea. Semnul minus apare deoarece deplasarea se face in
sens invers fortei. Fortele de frecare nu sunt conservative deoarece intre doua
puncte exista o infinitate de drumuri pe care lucrul mecanic este diferit.
Aplicatie
O molecula diatomica consta din doi atomi intre care se exercita forta:

o\ 13 o\ 7
r=nl2(7)" - (7)]
r r
unde r este distanta dintre atomi, iar Fj si o sunt doi parametri. Pentru
molecula de oxigen Fy = 9,6x 1071 Nsio = 3,5x1071° m. Si se determine
lucrul mecanic efectuat de aceasta fortd, atunci cand atomii se departeaza

de la distanta 7 =4 x 10719 mlary =9 x 1071 m.
Solutie:

L:F()J
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1.3.3 Puterea

Puterea reprezinta lucrul mecanic efectuat de sistem in unitatea de timp.
Putere si instantanee

SL
P=— (1.49)

este raportul dintre lucrul mecanic efectuat de sistem §L in timpul dt. In
cazul in care forta si deplasarea sunt pe diretia axei Oz, 0L = Fdx si

oL dx

Puterea automobilelor

Automobilele sunt magini destul de ineficiente. Chiar in conditii ideale
mai putin de 15% din energia chimica a combustibilului se transforma in
energie mecanica, situatie care este si mai proasta in cazul circulatiei prin
marile orage. Mai multe mecanisme contribuie la pierderea de energie in
automobile:

In jur de 67% din energie este pierdutd in motor, in sistemul de ricire al
automobilului si in sistemul de evacuare. Aproximativ 16% din energie se
pierde prin frecarile dintre mecanismele de transmisie interne ale automo-
bilului, 4% din energie este utilizatd pentru punerea in functiune a diverselor
accesorii, ca pompa de benzina, sistemul de aer conditionat, sistemul audio.
Asadar numai in jur de 13% din energie este utilizatd pentru propulsia efec-
tiva a automobilului, adica pentru a compensa pierderea de energie datorita
frecarii pneurilor si frecarii cu aerul.

Sa examinam puterea care furnizeaza forta necesara deplasarii unui au-
tomobilul. Consideram pentru coeficientul de frecare dintre pneuri si sosea
valoarea © = 0,016. Pentru o masina cu greutatea de 1450 kg forta de
frecare este aproximativ:

Fy=puN =~ pmg = 227 N

Pe masura ce viteza maginii creste, apare o micgorare a fortei de apasare
normala N, ca rezultat al descresterii presiunii aerului ce curge deasupra
maginii.

Forta de rezistenta la inaintarea prin aer a automobilului este pro-
portionala cu patratul vitezei:

1
F, = §DpAU2
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unde D este coeficientul de rezistenta la inaintare, A este aria sectiunii
maginii, p este densitatea aerului. Pentru a realiza o estimare utilizam
valorile D ~ 0,5, p = 1,20 kg/m3si A ~ 2 m?. Mirimea fortei totale de
rezistenta este suma celor doua forte:

F,=F;+F,

Puterea necesara pentru a mentine automobilul la viteza constanta v
este:

P:Fﬂ)

In Tabelul 1.1 sunt prezentate forta de apiisare normals, forta de frecare,
forta de rezistenta la inaintare prin aer, forta totala e rezistenta si puterea
in functie de viteza.

Tabelul 1.1
Fortele de rezistenta si puterea unui automobil in functie de viteza.

v (m/3) [N (N) [ F; (N) [ Fa (N) | 5 (N) | P (KW)
0 14200 0 0 0 0
8.9 14100 226 48 274 2.4
17,9 13900 222 192 414 7,4
26,8 13600 218 431 649 17,4
39,8 13200 211 767 978 35
44,7 12600 202 1199 1400 62,6

1.3.4 Energia cinetica

Sa consideram un corp asupra caruia actioneaza mai multe forte a caror
rezultanta este I’ este orientata de-a lungul axei Ox. Lucrul mecanic efec-
tuat cand corpul este deplasat din pozitia z; in pozitia x5 este:

2
L:/ Fdz (1.51)
1

Dar:

F = pumy _—
ma m dt
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Atunci:
2 2 2
dv dv 1 1
L= /1 macw = /1 mavdt = /1 mudv = §mv§ — §mvf (1.52)
Marimea: .
E, = §mv2 (1.53)

este numita energia cinetica. Relatia 1.52 reprezinta teorema variatiei en-
ergiei cinetice pentru un punct material:

Lucrul mecanic efectuat de rezultanta fortelor ce actioneaza asupra unui
punct material este egal cu variatia energiei cinetice a acestuia.

In cazul in care sistemul este format din mai multe puncte materiale en-
ergia cinetica totala este suma energiilor cinetice ale fiecarui punct material:

E, = Z:E = Z::%va (1.54)

Si in acest caz variatia energiei cinetice este egald cu lucrul mecanic
efectuat de toate fortele ce actioneaza asupra sistemului.

1.3.5 Energia potentiala

Pentru a intelege acest concept vom porni de la exprimarea lucrului
mecanic pentru diverse tipuri de forte conservative. Astfel pentru forta de
greutate:

L =mg(hy — hy) = — (mghy — mghy) (1.55)

Pentru forta elastica:

2 2 2 2
L:@_@:—<%—%> (1.56)

Se observa ca in ambele cazuri lucrul mecanic se poate exprima ca minus
variatia unei marimi ce depinde doar de pozitie. Aceasta marime poarta
numele de energie potentiala. Astfel putem spune ca lucrul mecanic al unei
forte conservative este egal cu minus variatia energiei potentiale:

L= _AEP = _(EPZ - Epl) (157)
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Relatia de mai sus poate fi privita ca o relatie de definitie pentru energia
potentiala. Ca o prima observatie putem spune ca energia potentiala este
definita pana la o constanta arbitrara C'

Ezla =FE,+C (1.58)
Deoarece:
AE,=E), ~E, =Ep+C—Ey~C=Ep—Ey=-L (159

aceasta inseamna ca se poate alege orice valoare pentru constanta aditiva.
In general, se alege o anumité pozitie, in care energia potentiald se considers
nuld. Aceasta alegere determind constanta aditiva. Alegerea se face astfel
incat forma energiei potentiale sa fie cAt mai simpla.

Astfel pentru forta de greutate

E,y = mgh+C (1.60)

se considera ca la suprafata paméantului (h = 0) energia potentiald este nula
E, = 0. Rezulta C' = 0 si energia potentiala gravitationald ia forma:

E,; = mgh (1.61)
Pentru forta elastica
ka?
Epe = 7 + C (a86)

se considera ca energia potentiala este nula atunci cand resortul nu este
deformat. Astfel pentru x =0, E,. = 0. Rezulta C' = 0 si:
ka?

E, = 5

(1.62)

Relatia (1.57) consideratd ca relatie de definitie a enegiei potentiale, se
scrie sub forma diferentiala ca:

SL = —dE, (1.63)

Pentru simplificare vom considera ca migcarea este unidimensionala si
se face de-a lungul axei Oz:

L = Fdr = —dE, (1.64)
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Rezulta: JE

F=-° 1.65
T (1.65)

In cazul general: .
0L = Fdr

Cum

F=F,&, + F,é, + F.¢, si di = dwé, + dyé, + dze.
rezulta:

0L = Fydx + F,dy + F.dz

Deoarece energia potentiala este o marime care depinde de pozitia in
care se afld corpul £, = E,(z, y, 2):

OE OF OE
B, = S 2de + “2dy + =2 1.
dE, e dx + Iy dy + % dz (1.66)
Astfel relatia (1.64) se scrie:
0E OE OE
Fodx + F,dy + F.dz = ——2dv — —2dy — —2d
T+ ryay + Z o7 T 2y Y B z

si

OE oF OF
or’ Y oy’ 0z
Atunci: OF OF O
F=-—"tg - —Pg  —P¢ = _VE 1.67
ox ‘ oy “ 0z ¢ P ( )
In relatia (1.67) sus simbolul V reprezintd operatorul nabla:
0 0 0
V=—é+—€+—¢ 1.68
52C + ayey—ir 55¢ (1.68)
Aplicatie
Energia potentiala a unui sistem format din doua particule este:
A
Ep - ?

unde 7 este distanta dintre ele. Sa se calculeze forta de interactiune.
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Solutie:

Pentru determinarea fortei trebuie calculate derivatele partiale ale ener-

giei potentiale
0 (A 1 0r
() 4
Ox \ r? r2 0z
Cum r = /22 + y2 + 2%

or T

or Va2 4y + 22 N

0 (A T
%(ﬁ)“Aﬁ

In acelasi mod se calculeazi si celelate doui derivate partiale

g (A y 0 (A z
8_y<ﬁ)__Aﬁ "0z <T2)_ AT3

Astfel conform relatiei (1.67):

X
r

rezulta:

T (T 2, T
F_Aﬁex—i_Aﬁey—i_Aﬁez_Aﬁ

1.3.6 Teorema variatiei energiei mecanice

Se considera un punct material asupra caruia actioneaza alaturi de fortele
conservative a caror rezultanta este Fi si forte neconservative a caror rezul-
tanta este Fiyo. Utilizadnd teorema variatiei energiei cinetice:

AE.=L=Lp. +Lp,. (1.69)

unde s-a exprimat separat lucrul mecanic al fortelor conservative Lp, si
lucrul mecanic al fortelor neconservative L, .. Lucrul mecanic al fortelor
conservative se exprima ca minus variatia energiei potentiale:

Lp,

C

— —AEL, (1.70)

Rezulta ca:
AE, = —-AE, + Lp,..



28

si
AE. +AE,=A(E.+ Ep) = Lp,, (1.71)
Definim energia mecanica ca suma dintre energia cinetica si potentiala
Ey=E.+E, (1.72)
Atunci:
AEy = Ey, — Eyy = Ly, (1.73)

Relatia de mai sus reprezinta teorema variatiei energiei mecanice:
Lucrul mecanic al fortelor neconservative care actioneazd asupra unui
punct material este egal cu variatia energiei mecanice a punctului material
respectiv.
Daca asupra punctului material actioneaza numai forte nconservative,
Lpy. =0 si:
Ene = Exn

Aceasta este legea conservarii energiei mecanice.

Intr-un cdmp de forte conservative energia mecanica a punctului mater-
tal ramdne constanta in timpul miscarii, avand loc o transformare a energiei
cinetice in energie potentiala si invers.

Teoremele variatiei energiei cinetice si conservarii energiei mecanice sunt
valabile si in cazul sistemelor formate din mai multe puncte materiale in care
fortele interne (dintre particule) sunt conservative.

1.3.7 Momentul fortei si momentul cinetic.

Consideram o forta care actioneaza asupra unui punct material. Definim
momentul fortei in raport cu un punct (Fig. 1.6a):

M=rxF (1.74)
Aceeasi definitie se poate aplica si in cazul unei forte F' aplicate intr-un
punct al unui corp care se poate roti in jurul unei axe (Fig.1.6b). Vectorul
7 este perpendicular pe axa considerata, si pentru simplificare forta F este
situata intr-un plan perpendicular pe axa considerata
Marimea momentului este:

M =rFsinf =rd (1.75)
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a) b)
Figura 1.6: a) Momentul unei forte fatd de un punct. b) Momentul fortei fatd de
0 axa
unde d poarta numele de bratul fortei.
- - dp’ dp dr’
M=rxF=rXx—=7rX —4+pX—
dt dt "7 e
S 47 N i : :
Termenul p' X - este nul deoarece p'si ¥ = % sunt vectori paraleli.
Atunci -
- d dL
=—(xp)=— 1.76
(X D) =— (1.76)

unde L = 7 X p este momentul cinetic
Relatia 1.76 reprezinta teorema de variatie a momentului cinetic:

Momentul fortei este egal cu derivata momentului cinetic in raport cu

timpul.
In cazul ca momentul fortei este nul:
(1.77)

dL -
—=0; L=ct
dt ’

Daca momentul rezultant al fortelor care actioneaza asupra unui corp

este nul, momentul cinetic se conserva.

1.3.8 Cinematica miscarii de rotatie

Energia cinetica de rotatie
S& consideram un corp rigid (Fig. 1.7) care se roteste in jurul unei axe
cu viteza unghiulara w. Fiecare portiune din corpul rigid considerat are o
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Figura 1.7: Miscarea de rotatie a unui corp solid rigir in jurul unei axe.

anumita energie cineticd O mica portiune din corp cu masa m;, aflata la
distanta r; de axa de rotatie se misca pe un cerc de raza r; si are viteza
liniara v; = wr;.
Energia ei cinetica este:
1 1
_ 2 _ 2.2
E. = SMivi = MW (1.78)

Energia cinetica totala este suma energiilor cinetice ale portiunilor din
care este constituit corpul.

Er= ZECZ. = %Zmzvf = %Zmiw%? = % (ng‘f) w? (1.79)

Marimea din paranteza poarta numele de moment de inertie:

I=> m? (1.80)

Cu aceasta notatie rezulta:

1
Er = §Iw2 (1.81)

Se observa ca aceata relatie este analoaga cu expresia energiei cinetice

. 2 . . .
a unui corp E, = "5~. Spre deosebire de masa unui corp, care nu depinde
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de pozitia sa, momentul de inertie depinde de axa in jurul careia corpul se
roteste.

Deaorece un corpul nu este compus din mase puctiforme discrete, ci
prezintd o distributie continuuad a masei, sumarea din relatia (1.80) devine
o integrala

I = / r2dm (1.82)

unde integrarea se face pe intregul corp.

Aplicatie

Sa se calculeze momentul de inertie a unui cilindru cu raza R si masa
M si lungimea L fata de axa sa.

Solutie:

Elementul de masa cel mai convenabil este o patura cilindrica subtire
infinitezimala de raza r, grosime dr si lungime L Masa acesteia este dm =
pdV = pL2mrdr

R
1
I= /7’2dm = /7"2 (pL2mr)dr = 27TpL/ ridr = §7TpLR4
0

Cum densitatea este:

MM
P=Y T IRL
rezulta: 1
I =-MR?
2
Aplicatie

Sa se determine momentul de inertie al unei sfere omogene de masa M
si raza R in raport cu o axa ce trece prin centrul sau.

Solutie

Consideram ca axa considerata este una din axele de coordonate, iar cen-
trul sistemului de coordonate se afla in centrul sferei Momentele de inertie
in jurul celor trei axe sunt:

]x:/(yQ—i—z?)dM ; Iz:/(a:2+y2)dM ; Iy:/(x2+zz)dM

Deoarece toate cele trei axe sunt echivalente rezulta [, = I, = I, astfel
ca momentul cinetic in jurul unei este:
1

2 2
[:gux—l-[y—i-fz):g/(x2+y2+22)dM:§/erM
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Figura 1.8: Forta care actionead asupra unui corp ce se poate roti in jurul unei
axe.

In relatia de mai sus masa dM = 4mr?pdr este masa unei paturi sferice
de raza r gi grosime dr. Atunci

1 2 /R4 ridr i R®
= — i = —T7
3/, " 5P

Folosind definitia densitatii:

M 3M
P=V = 4rR3
rezulta: 5
I=-MR?
5

Dinanica rotatiei unui corp solid

Consideram o forta care actioneaza asupra unui corp rigid care se poate
roti in jurul unei axe. Pentru simplificare forta este aleasa intr-un plan
perpendicular pe axa de rotatie, astfel ca momentul fortei sa fie dupa directia
acestei axe A;A,. In timpul dt punctul P in care forta este aplicatd se va
deplasa cu o distanta infinitezimala ds de-a lungul unei traiectorii circulare
in timp ce corpul se roteste cu unghiul df. Lucrul mecanic efectuat, notat
aici cu oW pentru al deosebi de momentul cinetic notat cu L, de forta F
este

SW = Fds = (F sin ¢)rdf (1.83)
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Deoarece M = F'rsin ¢ rezulta:

oW = Mdb (1.84)
Puterea implicata in acest proces este:
ow do
P=—=M-—=M 1.
dt a Y (1.85)

Expresia (1.85) este analoaga formulei P = F'v de la migcarea de translatie.

Aplicadm teorema variatie energiei cinetice sub forma diferentiald (vari-
atia energiei cinetice a unui corp este egala cu lucrul mecanic efectuat de
fortele externe):

dE,
=dW 1.86
o (1.86)
Tinand cont de relatiile (1.81) gi (1.84), relatia (1.86) devine:
d (1
—(=Iw?) =M 1.
o ( 51w > w (1.87)

Dar cum momentul cinetic este constant, deoarece corpul este rigid si
axa de rotatie fixa:

d (1 1 dw? dw
— (=1 ) == =Jw—=1 1.
dt (2 w) o Tt Yar T * (1.88)

unde ¢ poarta numele de acceleratie unghiulara. Atunci din relatia 1.87 se
obtine:
M = Ie (1.89)

Trebuie remarcat ca si marimile unghiulare w si €, pot fi tratate ca
vectori. Ele au directia axei de rotatie iar sensul lor este dat de regula
burghiului. In cazul general ele au o directia perpendiculara pe planul de
rotatie.

Momentul cinetic si viteza unghiulara

Consideram situatia prezentata in Fig. 1.7 in care corpul se misca in
jurul unei axe. O mica portiune din corp cu masa m;, aflata la distanta r;
de axa de rotatie se misca pe un cerc de raza r; si are impulsul p; = m;v; =
m,wr;. Momentul ei cinetic este:

li = rips = Mrv; = wmrs (1.90)



34

doarece impulsul este perpendicular pe raza r;. Momenul cinetic este ori-
entat dupa axa de rotatie, iar sensul sau este dat de regula burghiului.
Momentul cinetic total este suma momentelor cinetice ale fiecari portiuni:

L= Zli =w Zmﬂ“? (1.91)

Deoarece Y m;r? = I, momentul cinetic fatd de o axa se exprima ca:
i

L=lw (1.92)

Marimile momentul fortei, momentul cinetic, viteza unghiulara, accel-
eratia unghiulara an cazul rotatiei unui corp in jurul unei axe sunt dirijate
de-a lungul acestia si nu pot avea decat doua sensuri. Luédnd unul din aceste
sensuri pozitiv, celalat sens negativ, toti cei patru vectori pot fi tratati alge-
bric si se poate lucra doar cu marimile lor considerate pozitive sau negative
in functie de orientarea lor.

1.4 Probleme

1.1 Unui puc i se imprima o vitezd v = 2 m/s. Coeficientul de frecare
la alunecare a pucului cu gheata este = 0,01. Sa se calculeze distanta pe
care pucul se deplaseazd (¢ = 10 m/s?).

1.2 Un corp interplanetar este atras de Soare cu forta:

2 x 10?2
r
Sa se determine lucrul mecanic efectuat de Soare cand corpul se apropie
de Soare de la distanta r = 3 x 10* m la distanta r, = 2,5 x 10! m.

1.3 Un corp cu masa m = 5 kg este in repaus pe o suprafata orizontala pe
care poate misca fara frecare. Asupra corpului actioneaza o forta constanta
F =5 N. Sa se determine viteza corpului ce parcurge distanta de 3 m.

1.4 Un corp cu masa m = 5 kg se afla in repaus pe o suprafata orizontala
pe care se poate deplasa sub actiunea unei forte F' = 12 N pe distanta d = 10
m. Sa se determine viteza corpului dupa parcurgerea acestei distante, daca
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coeficientul de frecare la alunecare este u = 0, 14 si acceleratia gravitationala
este g = 9,8 m/s?.

1.5 Un corp de masa m = 2 kg este atagat la un resort cu o constanta
elasticd k = 10> N/m. Resortul este comprimat cu x = 2 cm. Apoi resortul
este eliberat. Sa se calculeze viteza corpului cand resortul trece prin pozitia
de echilibru (migcarea are loc in plan orizontal, fara frecare).

1.6 Sa se determine lucrul mecanic efectuat de o forta care modifica
viteza unui corp de masa m = 5 kg de la valoarea v, = 6¢€, — 2¢, la v, =
8¢, + 4€,. Componentele vitezelor sunt exprimate in m/s.

1.7 Un corp cu masa m = 3 kg are viteza

v = (6€, —2¢,) m/s
Sa se calculeze energia cinetica a corpului.
1.8 O forta conservativa care actioneaza asupra unei particule are ex-
presia
F = (—A:U + sz) €x
unde A si B sunt constante.
a) S& se calculeze energia potentiala.

b) Sa se calculeze variatia energiei potentiale cand pozitia particulei se
modifica de la z; la x9.

1.9 Energia potentiala a unei particule este:

U(z) = -2+ 227 + 32

Sa se determine forta care actioneaza asupra particulei.

1.10 Motorul electric al unui trenulet de jucarie il accelereaza din repaus
la 0,5 m/s in 50 milisecunde. Masa totald a trenuletului este 800 g. Si se
determine viteza medie a acestuia.

1.11 O particula cu masa m = 4 kg se deplaseaza de-a lungul axei Ox in
concordanta cu legea z = t +2t® (x este exprimat in metri iar ¢ in secunde).
a) Sa se determine energia cineticd la momentul ¢t =5 s.
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b) S& se determine acceleratia la momentul ¢t =5 s.

c¢) S& se determine puterea furnizatd corpului la t =5 s.

d) Sd se determine lucrul mecanic efectuat asupra corpului intre mo-
mentele t =0git =2s.

1.12 O magina cu masa m = 1500 kg se ciocneste cu un perete. Viteza
initiala a maginii este v; = —20¢, iar in final ¥y = 2¢€,. Daca coliziunea are
loc in 0,2 s sa se determine forta medie exercitata asupra maginii.

1.13 Un pendul balistic este un aparat pentru masurarea vitezei unui
proiectil (de exemplu un glont). Acesta constd dintr-un corp de lemn de
masa ms suspendat de un fir. Un glont de masa m4 intra in acest bloc si-1
ridica la inaltimea h. Sa se determine viteza glontului in functie de h.

1.14 Intr-un reactor nuclear, neutronii sunt produsi cand un atom sufers
un proces de fisune. Acesti neutroni se deplaseazi cu 107 m/s si trebuie
incetiniti pand la 10 m/s inainte de a produce un alt act de fisiune. Ei
sunt incetiniti cu ajutorul unui material (lichid sau solid) numit moderator.
Sa se arate ca neutronii pot sa-si piarda energia prin ciocniri elastice cu
atomii moderatorului. Sa se calculeze fractia din energia cinetica initiala a
neutronului pierduta de acesta prin ciocnire. Consideram ciocnirile elastice
si centrale.

1.15 Sa se determine marimea momentului cinetic propriu al unei bile
de bowling (M = 6 kg si R = 12 cm) care se rotegte cu frecventa de v = 10
rot/s.



Capitolul 2

Oscilatii si unde

2.1 Miscarea oscilatorie armonica

O migcare care se repeta in mod regulat la intervale egale de timp se nu-
meste miscare periodica Ca exemplu de miscari periodice se pot da miscarea
Pamantului in jurul Soarelui, miscarea Lunii in jurul Paméantului, migcarea
moleculelor intr-un corp solid in jurul pozitiilor de echilibru, migcarea unui
pendul. Alte exemple de mérimi care variaza periodic sunt: cAmpurile elec-
tric si magnetic ale undelor electromagnetice, curentul alternativ.

Daca o particula sufera o migcare periodica astfel incat se misca inainte
si fnapoi miscare se numeste miscare oscilatorie. Cea mai simpla miscare
oscilatorie se petrece in cazul in care forta care actioneaza asupra unui corp
este proportionald cu distanta fata de un punct fix, numit pozitie de echili-
bru, si este orientata catre acel punct. O astfel de forta este forta elastica,
iar migcarea determinata de aceasta poarta numele de miscare oscilatorie
armonica.

Un model pentru o astfel de migcare este migcarea unui corp legat de un
resort care se poate deplasa pe o suprafata orizontala fara frecare. Origi-
nea axei pe care are loc miscarea se alege in pozitia in care resortul este
nedeformat. Pentru un corp asupra caruia actioneaza o forta elastica de-a
lungul axei Oz legea a II -a mecanicii se exprima astfel:

ma = —kx (2.1)
sau: » L
x
— +—x=0 2.2
dt? * m (22)

37
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Notand cu: L
5=— 2.3
Wo m (2.3)

rezulta:

APz

dt?
Relatia (2.4) reprezinta o ecuatie diferentiald de ordin doi. Solutia aces-
tei ecuatii este:

+wpr =0 (2.4)

z(t) = Acos(wot + 6p) (2.5)

unde A si 0y reprezintd doud constante. Marimea z (t) este elongatia si
reprezinta departarea corpului de pozitia de echilibru la un moment dat, A
este amplitudinea si reprezinta elongatia maxima, wq este pulsatia miscarii
si ea descrie caracterul periodic al miscarii, wot + fgeste faza miscarii, iar 6
reprezinta faza initiala.

Din relatia (2.5) rezulta viteza si acceleratia particulei care oscileaza:

_dx
Cdt

v = — Aw sin(wot + ) (2.6a)

d da?
a= d_: = d—; = —w2 A cos(wot + 6p) (2.7)

Tinand cont de(2.5) si (2.7) rezulta relatia dintre acceleratie si elongatie:

a=—wix (2.8)

Determinarea constantelor A si 6 se face cunoscand pozitia si viteza la
momentul initial (¢t = 0):

dz
x (0) = xo; p . =
Astfel
ro = Acosly ; wvy= —woAsinb, (2.9)
Astfel rezulta amplitudinea:
02
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YA
©
A
o= o+ a,
(0] x

Figura 2.1: Reprezentarea fazoriald a miscarii oscilatorii.

Determinarea fazei initiale se face din cunoagterea functiilor trigonome-
trice sinus si cosinus din al caror semn se determina cadranul in care este
situat Ay. Nu este indicat sa se calculeze tangenta acestui unghi, deoarece
functia tangenta este o functie periodica cu perioada egala cu 7. Astfel 6,
se determina considerand cele doua relatii de mai jos:

Vo

Lo
—— 5  cosbyg=—
WOA

A

sin 90 = —

Pentru determinarea perioadei T' se tine cont ca functia cosinus este o
functie periodica cu perioada principala egala cu 2.

Acos|wo(t +T) + 0y] = Acos|wot + 6y + 27] (2.10)
Rezulta: 5
T
T=— 2.11
- 2.11)

Se poate defini frecventa v care reprezinta numarul de oscilatii in uni-
tatea de timp si care este inversa perioadei;

v—— (2.12)

2.2 Reprezentarile miscarii oscilatorii

2.2.1 Reprezentarea fazoriala

Miscarea este reprezentata printr-un vector rotator numit fazor. Elon-
gatia migcarii reprezintd proiectia varfului vectorului pe axa Oz (Fig. 2.1).
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2.2.2 Reprezentarea complexa
Miscarea poate fi reprezentata cu ajutorul unui numar complex
T = Agexpi(wot + 0p) = Agexp by exp iwot = A exp iwgt (2.13)

unde A = Agpexpifly poartd numele de amplitudine complexa. Trecerea la
reprezentarea sinusoidala (reald) se face foarte simplu: elongatie este partea
reald a lui z, adica:

r=Rex (2.14)

2.3 Energia oscilatorului armonic

Energia oscilatorului armonic este formata din suma energiei cinetice si
potentiale:

E=FE.+E, (2.15)
Energia cinetica este:
2
E.= % = %A%)g sin?(wot + o) (2.16)
Energia potentiala este:
. 2 42
E, = ;3 _ mwzo cos?(wot + 6o) (2.17)
Rezulta: WY
E=E,+E, = m“;ﬂ == (2.18)

Energia totala a oscilatorului este constanta in timp. Acest lucru este
de asteptat deoarece forta elastica este una conservativa.

2.4 Pendulul matematic

Pendul matematic consta dintr-un fir inextensibil la capatul caruia se
afld un punct material de masa m (Fig. 2.2).

Fortele care actioneaza asupra punctului material sunt greutatea si ten-
siunea din fir 7. Componenta tangentialda a greutatii determina miscarea
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Figura 2.2: Pendulul matematic

corpului catre pozitia in care # = 0. Aplicam legea a II-a a mecanicii pentru
componenta tangentiala a greutatii:

F 0= mL? (2.19)
= —mgsinf = m— :
t g dt2
Cum s = [0 rezulta: 26
g .
ﬁ + 7 sinf =0 (220)
Pentru cazul in care 6 este foarte mic sinf ~ 6, astfel ca (2.20) devine:
d?0 g
— + 0= 2.21
TR (2.21)

Rezulta cd ecuatia de miscare este similard cu ecuatia (2.10). Solutia
ecuatiei este (2.21):

0 = 0,, cos(wot + 6) (2.22)
unde:
_ 19
wo = \/; (2.23)
Astfel perioada migcarii este:
2
Wo 9

si depinde doar de lungimea [ a pendulului si de acceleratia gravitationala.
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2.5 Oscilatii amortizate

Migcarea oscilatorie armonica este o migcare ideala, in care asupra cor-
pului actioneaza doar o forta elastica. O astfel de miscare poate avea loc
un timp nedefinit. In realitate, insd, alituri de forta elastici actioneazi
si forte neconservative, cum ar fi fortele de rezistenta la inaintare (frecare)
care incetinesc migcarea. In consecinta, energia sistemului scade si migcarea
este una amortizatd. In continuare considerim ci forta de rezistenta este
proportionala cu marimea vitezei:

R=- v

Semnul minus arata ca forta are sens invers vitezei. In acest caz legea a
doua se scrie astfel:

ma = —kx — \v (2.25)
dx? k A\ dx
9wt (2.26)
dr?  d
27— +ufr =0 (2.27)

D o . . . .
unde v = - poarta numele de coeficient de amortizare iar wy = /k/m
este pulsatia miscarii neamortizate.
Pentru rezolvarea ecuatiei diferentiale de ordinul doi omogene (2.27) se
considera ecuatia caracteristica:

P+ 2yr+wi =0 (2.28)

T, = —7 /72 — Wi (2.29)

a) v > wo si 1 si o sunt reale. Solutia ecuatiei in acest caz este:

care are solutiile:

x = O™ + Che™! (2.30)

unde (' si C5 sunt constante. Ele pot fi determinate din conditiile initiale.
Deoarece 1 < 0 si 72 < 0 rezulta ca atunci cand ¢t — oo, + — 0
O astfel de miscare poartd numele de migcare anarmonica (Fig. 2.3a).
b) v = wp. Atunci:
=Ty = —% (2.31)
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Figura 2.3: a) Migcare anarmonica. b) Amortizare critic.

Solutia ecuatiei diferentiale este:
= (Cit + Cy)e (2.32)

unde C si C5 sunt constante care pot fi determinate din conditiile initiale.
O astfel de amortizare poartd numele de amortizare critica (Fig. 2.3b).
c) v < wp. Ecuatia caracteristicd are solutii imaginare:

T, 9 = —y £ iy /wi — 2 (2.33)

Solutia ecuatiei se scrie:
x=e "[(Cre™" + Cae™™") (2.34)

— 2 _ 2
unde w = /wg — 7%

Tinand cont de faptul ca e*™@

= cosa sinw
x=e "[(C + Cy) coswt + i(Cy — Cy) sin wt] (2.35)
Deoarece x elongatia este o marime reala alegem:

unde a si b sunt marimi reale. Se obtine:

b
r=e " (2acoswt — 2bsinwt) = e "2a (cos wt — —sin wt> (2.37)
a

Se noteaza: )
a
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Figura 2.4: Miscare oscilatorie amortizata.

s
2
g =2 ot [cos wt cos By — sin O sin wt] (2.39)
cos 6y
Utilizand notatia Ay = COQS‘Z,O relatia (2.39) devine:
x = Age " cos(wt + 0p) (2.40)

Daca coeficientul de atenuare ~y este mic, caracterul oscilatoriu al migcarii
se pastreaza. Miscarea poarta numele de miscare oscilatorie amortizata
(Fig. 2.4). Amplitudinea acestei miscérii scade exponential in timp:

A= Age™ (2.41)

Migcarea are loc cu pulsatia:

w=/wd =% < wy (2.42)

unde wy poarta numele de pulsatie naturala a migcarii oscilatorii.
Miscarea este caracterizata de aga numitul decrement logaritmic
z(t) A(t)

= :1 :1 'Yt:T 2.4
nx(t—i—T) nA(t+T) e 7 (243)

Decrementul logaritmic este o marime adimensionala si caracterizeaza de
asemenea gradul de amortizare a oscilatiilor. Cu ajutorul se poate compara
gradul de amortizare a oscilatiilor.

Deoarece miscarea este amortizata sistemul pierde energie. Pierderea de
energie este egala cu lucrul mecanic al fortei de rezistenta.

dE = —0L = —lvdzx (2.44)
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Puterea disipata este:

P= % = —)\vccll—f = —\? = —2ym? (2.45)

Aplicatie

Un corp se misca intr-un cAmp potential in care acesta are energia
potentiala V' () care are valoarea minima la coordonata z = 0. Sa se arate
ca miscarea particulei in jurul pozitiei de echilibru este una oscilatorie

Solutie:

Deoarece migcarea are loc in jurul pozitiei de echilibru, expresia energiei
potentiale se dezvolta in serie Taylor in jurul punctului x = 0 si se retin

doar primiii doi termeni:
av 1 (d*V
V= V(O) + (@) x:0x+ 5 <W)

Cum in z = 0 energia potentiala a corpului este minima dV/dx = 0:

=0

1 [(d*V
V=V0)+=(-— 2
()_‘_2(61‘1'2>x—0‘r
Forta care actioneaza asupra corpului este:
av d*v
F = —— = — _—
dx ( de ) =0 !

Se observa ca forta care actioneaza asupra corpului este una de tip elas-
tic, iar constanta elastica este:

d*v
k= |—-—
Aplicatie

O masa m legata de un resort efectueaza o oscilatie cu frecventa de
v1 = 1 Hz. Cand se ataseaza in plus o masa Am = 0,6 kg frecventa devine
vy = 0,6 Hz. Sa se determine masa m.

Solutie:
oorVm T otV m+ Am

=0
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Prin impartire si ridicare la patrat:

2 2_m—|—Am
%) N m

Rezulta:

2.6 Oscilatii fortate

In cazul miscarii oscilatorii amortizate, energia sistemului descreste in
timp. Este posibila compensarea pierderii de energie prin aplicarea unei
forte externe care efectueaza un lucru mecanic pozitiv. Astfel la orice mo-
ment de timp energia poate fi transferata sistemului prin aplicarea unei forte
in sensul miscarii. Amplitudinea, raméne constanta daca energia furnizata
intr-o perioada de timp este egald cu energia mecanica pierduta in aceeasi
perioada datorita fortelor de rezistente sau frecare. Un exemplu este acela
in care forta exterioara variaza periodic F' = Fycoswt unde w este pulsatia
fortei iar Fy este o constanta.

Ecuatia de miscare pentru un corp asupra carui actioneaza o forta elas-
tica, o forta de rezistenta si o forta exterioara F' este:

dx? dx
— =F—kor— \— 2.4
e P (2.46)
Ecuatia se scrie astfel:
d’z dx Fycoswt
— 4+ 27— Zp =" 2.47
gz g Tt m (2.47)

unde 2y = \/m si w3 = k/m. O astfel de ecuatie este o ecuatie de ordinul
doi neomogena si are solutii de forma:

x(t) = xo(t) + z1(t) (2.48)

unde z((t) este solutia ecuatie omogene data de relatia (2.40), care atunci
cand t este foarte mare tinde cdtre 0 si x;(t) este o solutie particulard a
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ecuatiei omogene. Pentru a obtine o solutie particulara vom considera o
reprezentare complexa. Astfel;

Fycoswt — Fpe™! (2.49)
Alegand z;(t) de forma:
x1(t) = Acos(wt — 0) (2.50)
el va fi reprezentat sub forma complexa astfel:
z1(t) = Acos(wt — ) — Ae'@=9 (2.51)
Ecuatia (2.47) se scrie:

A’z dx Iy

_ - 2. iwt
dt? + 27 dt + Wol m € (252)
Deoarece:L
dxy ; da? ,
- — i(wt—0) 1 _ 2 i(wt—0)
prai 1Awe oo = Awe (2.53)
din ecuatia (2.52) rezulta:
Fy o F
[(w? — w?) + 29wi]A = ~2e® = 2 [cos§ + isin f] (2.54)
m m

Pentru ca cele doua numere complexe sa fie egale este necesar ca:

F
(wp —w?) A= “2 cosh (2.55a)
m
F
2ywA = —2sinf (2.56)
m

Se ridicd la patrat relatiile (2.55a) si (2.56) si se aduna. Se obtine:
A[(w? — w?)? + 427 = (Fy/m)? (2.57)

Atstfel amplitudinea miscarii este:

Fy/m

A=
\/(w% — w?)? + 49202

(2.58)
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Tangenta unghiului de defazaj dintre forta perturbatoare si elongatie
este:

2yw
tg@ = —w% 2 (259)

Daca

w — 0 tgd — 0 0 — 0 . Aceasta inseamna ca la pulsatii
(frecvente) mici elongatia este faza cu forta.

W — W tgd — oo 0 — 3. Aceasta inseamna ca elongatia este
defazatd in urma fortei cu /2.

W — 00 tgfd <0 0 — m. Aceasta inseamna ca elongatia si forta

sunt in opozitie de faza.

2.6.1 Rezonanta

Rezonanta reprezinta fenomenul de crestere a amplitudinii pentru anu-
mite valori ale lui w. Pentru determinarea frecventei la care amplitudinea
este maxima se pune conditia:

a4 _
dw

0 (2.60)

de unde rezulta valoarea pulsatiei de rezonanta:

wr = 1/wi — 272 < wq (2.61)

La aceasta valoare a pulsatiei, amplitudinea migcarii la rezonanta devine
egala cu:
Fo/m

2 2

A = =
—

(2.62)

In Fig. 2.5 este reprezentats amplitudinea miscarii in functie de pulsatia
fortei externe pentru diverse valori ale coeficientului de atenuare. Se observa
ca pe masura ce valoarea coefientului de atenuare amplitudinea la rezonata
creste, iar pusatia de rezozanta se apropie de pulsatia oscilatiei in cazul ca
nu ar fi atenuare.



49

L L L L L L L L L L E L L L L L L L L L L
0.0 0.5 1.0 1.5 20

o/ o,

Figura 2.5: a) Amplitudinea unei oscilatii fortate functie de pulsatia fortei pentru
diverse valori ale coeficientului de atenuare: v, < v3 < 75 < 7.

2.7 Tipuri de unde

Se numesc unde, perturbatiile care se propaga din aproape in aproape
printr-un mediu. De exemplu scoaterea din pozitia de echilibru a unei par-
ticule care este situata intr-un mediu elastic determina iegirea din pozitia
de echilibru si a particulelor vecine datorita fortelor elastice ce se exercita
intre particulele mediului. In acest mod migcarea se propagi din aproape
in aproape prin intermediul unui cAmp de forte elastice.

Prezenta unei unde presupune existenta unei surse care produce pertur-
batia initiala si a unui mediu in care aceasta sa se propage.

Dupa natura perturbatiei, putem avea diferite feluri de unde:

- unde elastice (undele acustice), care sunt produse de oscilatii de natura
mecanica de mica amplitudine care se propaga in medii elastice;

- unde termice, care apar datorita diferentelor de temperatura si carac-
terizeaza fenomenul de propagare a caldurii;

- unde electromagnetice, care sunt produse de perturbatii de natura
electromagnetica.

Pentru primele doua tipuri de unde este necesar un mediu material, in
timp ce undele electromagnetice se pot propaga si in vid.,

Dupa caracterul perturbatiei, undele pot fi:
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- scalare, pentru care perturbatia este caracterizata de o marime scalara;

- vectoriale, pentru care perturbatia este caracterizata de o marime vec-
toriala.

Dupa modul in care apar perturbatiile in raport cu directia de propagare,
undele pot fi:

- transversale, cand oscilatiile sau deplasarile se efectueaza in plane per-
pendiculare pe directia de propagare;

- longitudinale, cand oscilatiile sau deplasarile se efectueaza in directia
de propagare a undelor.(undele acustice).

Un exemplu de unde sunt undele seismice care sunt tridimensionale si se
propaga din punctul de producere de sub suprafata pamantului de-a lungul
unei fisuri. In acest caz intalnim ambele tipuri de unde: undele transversale
notate cu P (unde primare) care au viteza de propagare in intervalul 7 km/s
si undele longitudinale notate cu S (unde secundare) care se propaga cu 4
km/s. Prin inregistrarea intervalului de timp intre momentele de sosire a
celor doua tipuri de unde la un seismograf, se poate calcula distanta de la
seismograf la punctul de origine al cutremurului. Practic, acest punct se afla
pe o sfera cu centrul in locul unde se afla seismograful. Pentru a determina
punctul de origine se utilizeaza mai multe seismografe. Punctul de origine
al cutremurului se afla in punctul de intersectie al sferelor imaginare cu
centrele in locurile unde se afla seismografele.

2.8 Unde armonice

Undele armonice sunt produse de un sistem antrenat intr-o miscare de
oscilatie armonica. Starea de oscilatie se transmite si in celelalte puncte ale
mediului pe care le pune intr-o miscare oscilatorie armonica simpla.

Trebuie remarcat ca perturbatiile armonice cu o frecventa fixa reprez-
inta un caz ideal. Studiul acestor cazuri ideale permite o extrapolare in
cazurile reale, cand pot sa apara fenomene periodice nearmonice; acestea
pot fi abordate prin aplicarea unor metode matematice cunoscute (serii sau
integrale Fourier).

Sa consideram o unda tridimesnionald. Se poate duce o suprafata prin
punctele la care oscilatia a ajuns la un moment dat. Aceastd suprafata
se misca aratdnd cum se propaga perturbatia. Aceasta suprafatd poarta
numele de front de unda. Daca mediul este omogen si izotrop, directia de
propagare este intodeauna perpendiculara pe frontul de unda.
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Figura 2.6: Unda armonica unidimensionala.

Fronturile de unda pot avea divese forme:

- plan in cazul undelor plane, care se propaga pe o singura directie
perpendiculara pe frontul de unda;

- sferica in cazul undelor sferice care se propaga in toate directiile si care
provin de la o sursa punctiforma.

Departe de sursa, fronturile de unda sferica au o curbura foarte mica si
pe o regiune limitata aceste unde pot fi privite ca unde plane.

2.8.1 Unda armonica unidimensionala

Ecuatia unde armonice unidemensionale este valabila si in cazul undei
armonice plane, deoarece aceasta se propaga intr-o singura directie.
Consideram (Fig. 2.6) cd punctul O care este sursa undei oscileaza dupa
legea:
u = Acos(wt + 0) (2.63)

Considerand ca v este viteza de propagare a undei, un punct P aflat la
distanta x incepe sa oscileze dupa intervalul de timp:

x
tg = — 2.64
o=1 (2.64)
Atunci punctul P oscileaza dupa legea:
x
u(x,t) = Acos [w(t - =)+ 0} (2.65)
v
Deoarece w = 27 /T
t
u(z,t) = Acos |:27T(f - %) + 9} = Alwt — kx + 0] (2.66)

unde A = vT" poartd numele de lungime de unda iar k = £poarta numele
de numar de unda sau modulul vectorului de unda. Lungimea de unda



52

Figura 2.7: Calcularea vitezei de propagare in coarda

reprezinta spatiul strabatut de unda intr-o perioada, sau distanta minima
dintre doua puncte care oscileaza in faza.
Unda armonica este un fenomen periodic in timp cu perioada T":

u(z,t) =u(z,t +17) (2.67)
si in spatiu cu perioada A:

u(z,t) = u(z + A1) (2.68)

2.8.2 Viteza de propagare a undei intr-o coarda

Pentru aceasta vom considera un element din coarda (Fig. 2.7) intinsd
cu tensiunea 7. Elementul de lungime As formeaza un arc de cerc cu raza
R. Intr-un sistem de referinta care se misci cu viteza v a pulsului elementul
de coarda considerat are acceleratia:

U2

o= (2.69)

care este determinata de forta rezultanta dintre tensiunile care actioneaza
la capetele elementului considerat din coarda. Aceasta este egala cu:

F =2Tsinf ~ 276 (2.70)

deoarece am considerat elementul As foarte mic, fapt ce face ca si unghiul
0 sa fie foarte mic. Elementul As are masa:

Am = puds = 2uR0 (2.71)
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Figura 2.8: Puls care se propaga in lungul axei Ox.

unde p este densitatea liniard a corzii. Tinand cont de relatiile (2.69) si
(2.71)

2

F=Ama= 2;;39% (2.72)

Comparand relatiile (2.70) si (2.72), rezulta:

v =

T
o (2.73)

2.9 Ecuatia undelor
Consideram 6 = 0 si tinand cont de relatia (2.66) se calculeaza derivatele

elongatiei u (z,1):

0%u

2
ok —k* A cos(wt — kx) (2.74)
0%u 9
gz = v Acos(wt — kx) (2.75)
Rezulta prin combinarea relatiilor (2.74) si (2.75):
Pu 1 0%
92 = 2 oF (2.76)

Aceasta este ecuatia generald a undei unidimensionale pe care o con-
sideram adevarata nu numai in cazul undelor armonice. Solutia generala a
ecuatiei (2.76) este de forma:

u(z,t) = f(x —vt) + g(z + vt)
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unde f(xz — vt) este unda progresiva adicd unda care se propagd in sensul
axeli Oz si g(z + vt) este unda regresiva, adicd unda care se propagd in
sens invers axei Or. Pentru a ardta cd f(x — vt) este unda progresiva vom
considera un puls care se propagad de-a lungul unei coarde (Fig. 2.8).

El are forma y = f(z) la momentul ¢ = 0. La momentul ¢ varful pulsului
a ajuns la coordonata vt. Daca punem conditia ca forma pulsului sa raméana
neschimbat# atunci y(z,t) = f(x —wvt). In acest mod am aritat ci f(z —vt)
reprezinta o perturbatie care se propaga in sensul pozitiv al axei Ow.

Aplicatie

O unda sinusoidala este descrisa de

y = 0,25sin (0, 3t — 40x)

unde z si y sunt exprimate in metri iar timpul ¢ in secunde. Sa se determine
amplitudinea, pulsatia, numarul de unda, lungimea de unda si viteza de
propagare a undei.

Solutie:
A=0,25m; w=0,30rad/s
T2 2 90 944w k=40 m-!
w 0,3
2t 2w A _3
)\—?—E—O,B?m, U—?—7,49X]_0 m

2.10 Unde tridimensionale

Ecuatia undelor tridimensionale se obtine prin generalizarea ecuatiei
(2.76). In acest caz vom nota elongatia miscirii oscilatiilor executate de
particule in mediu u (din cazul undelor unidimensionale) cu ¥ (in cazul
unei unde tridimensionale)

oy P P 1 0%

0 Tt o T o (2.77)
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2.10.1 Unde plane

Considerand o unda armonica ¢ (x, y, 2, t) = ¥ (2)1y(y)14(2)e™?, relatia
2.77 devine:

0? 02 0?
Sy + SR+ 2

Se imparte cu 1,155 si tinem cont ca:

w2
bty = —Spnds (278)

Yook (2.79)

02
Se obtine:
2 2 2
L0 1P, 1P, (2.80)
Yy 022 9y Oy ¢y 022

Pentru ca aceasta egalitate sa fie adevarata este necesar ca:

wlf’;ﬁlz_k% leawljtkz?_o

1 Oz Ox?

1 0%y 2 A wz 2 _
= — - +k5=0

1y Oy? 2 4y y

£32¢3 _ _k.2 L 1/13 +k2 0

Yy 022 3 93 0 o

Solutii particulare ale ecuatiilor anterioare sunt:
+ikiz. _ A tikow. _ Atk
Py =A1em gy = Agem T g = Agen ™
Alegem numai cazul in care apare semnul minus (—), astfel ca:
w _ Aei[wtf(k1x+kgx+k3x)} (2 81)

Am ales cazul cu minus pentru a obtine o unda progresiva. Frontul de
unda la un moment dat de timp este definit astfel:

wt — k7 = const. sau ki = const. (2.82)

kix + kox 4+ ksx = const.

Aceasta este ecuatia unui plan pe care este perpendicular vectorul de
propagare k. Astfel in acest caz unda este una plana. Frontul de unda se
deplaseaza perpendicular pe k. Se poate defini pentru unda plana armonica
vectorul de propagare:

U=

=Nl =]

(2.83)
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2.10.2 Unde sferice

Undele sferice sunt determinate de surse punctiforme de perturbatie
aflate in medii omogene si izotrope. In acest caz elongatia ¢/ a unui punct
aflat la distanta A de sursi depinde doar de r, adici 1) = 9(r,t).In acest
caz este util s se scrie ecuatia (2.77) in coordonate sferice.

v—13<26—w)+ ! g(sinﬁa—w)+ L Py _15% (2.84)

2or\" ar) " smeon 90 ) T sn?0002 02 0f

Deaorece 1 = 1(r, t) relatia 2.84 devine:

10 [ ,00 1 0%
-2 I R 2.
r2 or (T 87“) v? Ot? (2.85)
Se face substitutia:
t
vir.t) = 120 (2.56)
si rezultd f(r,t) satisface ecuatia:
0?f(r,t) 1 9%f(r,t)
= — 2.
or? v Ot? (287)
O solutie este unda armonica progresiva:
f(r,t) = Ce™t=2) (2.88)
astfel ca:
C (-1
W(r,t) = —eTy (2.89)
Se observa ca pentru undele sferice amplitudinea A = % scade cu r,

deoarece energia emisa se distribuie pe suprafete din ce in ce mai mari.

2.11 Energia asociata unei unde

Ne vom limita la energia undei care se propaga printr-o coarda. Undele
transporta energie cind se propaga printr-un mediu. Sa consideram o unda
sinusoidala care se propaga printr-o coarda. Consideram un element de masa
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dm gi lungime dz. Deaorece fiecare element executa o migcare oscilatorie
armonica, energia acestui element este:

w2 A?

dE = dm (2.90)

unde dm = pdx, p fiind densitatea liniara de masa. Astfel:

fuw? A2
2

dE =

dx (2.91)

Energia unei portiuni de de lungime A\ din coarda este:

A 2A2 1
E = / P2 e = —pw? A2\ (2.92)
. 2 2

Cand are loc propagarea undei, intr-o perioada, printr-o sectiune a corzii
se trece energia F exprimatd prin relatia (2.92). Atunci rata medie a trans-
ferului de energie este:

E 1 A1
P=—=_—uwlA’= = —w?A% 2.93
T = QA =g (2.93)

Expresia ratei transferului de energie poate fi folosita si in cazul undelor
sonore. Expresia 2.93 trebuie exprimata in alt mod. Pentru aceasta se tine
cont ca densitatea liniara de masa se exprima ca;

pw=pS

unde p este densitatea, iar S este sectiunea portiunii considerate. Am-
plitudinea undei sonore o vom nota cu sSy.c. HEa reprezinta in acest caz
departarea maxima la care poate ajunge un mic element din aer fata de
pozitia sa de echilibru. Astfel:

1
P = §pSU(W3maX)2 (294)

Definim intensitatea I a undei ca energia care trece prin unitatea de arie
in unitatea de timp:

_P_1 2
I = 5= 2pv(wsmax) (2.95)

Sa consideram o sursa punctiforma care emite unde in toate directiile si
o sfera cu raza r centrata pe sursa. Puterea medie P emisa de sursa trebuie
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sa fie uniform distribuita pe aceasta sfera. Atunci intensitatea undei la
distanta r fata de sursa va fi:

P P
I_§_4m"2

(2.96)

Astfel pentru undele sferice intensitatea descreste proportional cu pa-
tratul distantei de la sursa.

In cazul sunetelor, este convenabil si se utilizeze o scald logaritmici,
astfel ca in locul intensitatii undei, se defineste nivelul sonor:

I
B=10lg— (2.97)
Iy

unde I este intensitatea de referinta si este considerata ca pragul de au-
dibilitate I, = 107! W/m?, iar I este intensitatea undei sonore care se
misoard. Nivelul sonor 3 se misoars in dB (decibeli). In Tabelul 2.1 de
mai jos sunt prezentate citeva exemple pentru diverse sunete.

Tabel 2.1
Nivelul sonor pentru diverse surse de sunete
Sursa de sunet £(dB)

Avion cu reactie 150
Sirena; concerte rock 120
Motoare puternice 100
Trafic intens 80
Aspirator 70
Conversatie normala 50
Soapte 30

Frunze 10

Pragul de audibilitate 0

Existd gi un prag dureros cu intensitatea I = 1 W/m?. Acest prag sonor
corespunde unui nivel sonor 5 = 120 dB. Expunerea prelungita la astfel de
sunete determina aparitia unei leziuni la nivelul urechii. Este recomandat

sa nu se realizeze expuneri la sunete al caror nivel sonor este mai mare decéat
90 dB
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2.12 Probleme

2.1 Un resort orizontal este deformat sub actiunea unei forte FF = 8 N
cu 0,04 m. De capatul resortului este legatd o masa m = 0,2 kg si apoi
resortul este lasat liber. Neglijand frecarile sa se determine:

a) constanta elasticd a resortului;

b) frecventa de oscilatie;

c) perioada de oscilatie.

2.2 Un autoturism are masa de M = 1300 kg si este sustinut de 4
resorturi. Fiecare resort are constanta elastica k& = 20000 N/m. Daca in
autoturism sunt trei persoane cu masa de m = 200 kg sa se determine
frecventa vibratiilor cAnd autoturismul trece peste o denivelare.

2.3 Un corp oscileaza dupa legea:

T
T = 4 cos <7rt+z> cm

a) Sa se determine amplitudinea, pulsatia, perioada si frecventa.
b) Sa se determine viteza in functie de timp.

2.4 Un resort este atagat de tavan. Cand un corp este atasat de capatul
liber acesta se alungeste cu 2 cm. Apoi corpul este scos din pozitia de
echilibru si este lasat liber. Care este frecventa oscilatiilor ?

2.5 Un obiect legat de un resort oscileaza cu perioada 7" = 0,8 s si
amplitudinea de 10 cm. La momentul ¢t = 0 corpul se afla la x = 5 cm la
dreapta pozitiei de echilibru. Care este pozitia corpului lat =2s?

2.6 Sa se determine frecventa si perioada de oscilatie a unui pendul cu
lungimea [ = 1 m. Se cunoaste acceleratia gravitationald g = 9,8 m/s%.

2.7 Ecuatia de miscare a unui particule este:

x = 25cos 10t cm

unde x este considerat in cm iar timpul in secunde. La ce moment de timp
energia cinetica este de doua ori mai mare decat energia potentiala.
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2.8 Un corp legat de un resort orizontal este deplasat cu x = 20 cm din
pozitia de echilibru si apoi lasat liber. Oscilatiile au o perioada egala cu
T = 0,8 s. In ce pozitie viteza corpului este 1 m/s ?

2.9 O unda armonica care se propaga de-a lungul axei Oz, are ampli-
tudinea de A = 10 cm, lungimea de unda A = 30 cm si frecventa v = 15 Hz.
Miscarea oscilatorie are loc de-a lungul axei Oy. Lax =0sit =0,y =5
cm.

a) S& se determine numdrul de unda, perioada, pulsatia si viteza de
propagare a undei.

b) S& se scrie expresia undei.

2.10 Sa se arate ca functia

y (z,t) = Asinkx coswt

satisface ecuatiilor undelor.

2.11 O unda transversala care este produsa intr-o coarda intinsa are
viteza de propagare v = 5 m/s. Coarda are lungimea de 6 m si masa de
0,06 kg. Care este tensiunea din coarda pentru a se produce aceasta unda?

2.12 O sirena aflata in varful unui stalp emite sunete uniform in toate
directiile. La distanta d; = 15 m de sirend intensitatea sunetelor este de
0,25 W/m?. La ce distanta de sirend intensitate acestor devine 0,01 W/m??

2.13 O coarda de chitara este facuta din otel a carui densitate este
p = 7800 kg/m?, are lungimea de 60 cm si diametrul de 0,5 mm. Frecventa
fundamentala a corzii este v = 250 Hz.

a) S& se determine tensiunea in coarda 7.

b) Dacd se schimbd tensiunea in coarda cu AT, si se calculeze Av/v.

2.14 Doua puncte A si B de pe suprafata Paméantului sunt la aceeasi
longitudine si distantate cu 45 grade in latitudine. Presupunand ca in punc-
tul A aflat in apropiere de suprafata Pamantului are loc un cutremur care
creaza unde P gi unde S. Undele P se propaga in linie dreapta cu viteza de
7,8 km/s. Undele S se propagéa la suprafata Padmantului in mod analog cu
valurile si au viteza de 4,5 km/s. Cunoscand ci raza Padmantului de 6370
km, care dintre unde atinge prima punctul B si care este diferenta dintre
momentele in care cele doua unde ating punctul B?



Capitolul 3

Termodinamica

3.1 Notiuni fundamentale

1. Sistemul termodinamic reprezinta o portiune din univers care
cuprinde corpuri st cdmpurt si care este delimitata de restul universului
printr-o bariera fizica sau imaginara. Restul universului poarta numele de
mediu extern.

Interactiunea dintre sistemul termodinamic si mediul extern se realizeaza
prin schimb de energie si schimb de masa.

Pornind de la aceasta, sistemele se pot clasifica in sisteme deschise care
pot schimba masa si energie cu mediul extern si sisteme inchise care nu
schimbd masa cu mediul extern. Sistemele inchise se impart in sisteme
1zolate, care nu schimba nici energie cu mediul extern si sisteme neizolate,
care pot schimba energie cu mediul extern.

2. Parametrii de stare sunt marimi ce caracterizeaza starea sistemu-
lui. Relatiile dintre parametrii poarta numele de ecuatii de stare.

Din acest motiv o parte din parametri sunt independenti iar ceilalti sunt
dependenti. Alta clasificare a parametrilor de stare ii imparte in parametrii
intensivi si extensivi.

Parametrii intensivi sunt parametrii care nu depind de extinderea spa-
tiala a sistemului. Ei caracterizeaza proprietatile locale ale sistemului. Ca
exemplu putem da presiunea si temperatura.

Parametrii extensivi sunt parametrii care depind de extinderea spatiala
a sistemului. Ca exemple putem da volumul si masa.

Referitor la starile sistemului putem defini stari stationare in care para-
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metri sistemului sunt constanti in timp si stari nestationare in care para-
metri sistemului se modifica in timp. Starile de echilibru sunt starile stationare,
in care nu exista schimb de masa sau energie cu mediul extern.

Principiul fundamental al termodinamicii

Un sistem izolat ajunge intotdeauna dupa un timp intr-o stare de echili-
bru termodinamic si nu poate iesi de la sine din aceasta stare.

3. Transformar: de stare

Dupa natura stérilor intermediare transformarile sunt cvasistatice (stirile
intermediare sunt stari de echilibru iar procesele sunt lente) gi transformari
necvasistatice (starile intermediare nu sunt stari de echilibru).

Dupa posibilitatea de a se realiza procesul invers prin aceeleasi stari
de echilibru prin care s-a realizat procesul direct, transformarile pot fi re-
versibile si ireversibile.

3.2 Energia interna

Energia interna a unui sistem termodinamic este formata din suma en-
ergiilor cinetice ale particulelor constituente ale sistemului, suma energi-
ilor potentiale de interactie dintre particulele sistemului si suma energiilor
potentiale ale particulelelor in cAmpuri externe.

Energia interna este o marime de stare. Din punct de vedere matematic
ea este o diferentiala totala exacta.

3.2.1 Forme ale schimbului de energie
Lucrul mecanic

Exista dousl conventii cu privire la lucrul mecanic. Intr-una, se considers
pozitiv lucrul mecanic efectuat de mediul extern iar fortele considerate sunt
cele cu care mediul extern actioneazi asupra sistemului. In cealalts con-
ventie, lucrul mecanic considerat pozitiv este cel efectuat de sistem asupra
mediului extern, iar fortele sunt cele cu care sistemul actioneaza asupra
mediului extern. In continuare vom folosi a doua conventie.

Lucrul meanic efectuat de fortele de presiune

Se considera un gaz inchis intr-un recipient cu ajutorul unui piston mobil.
Asupra pistonului mobil actioneaza din interior o forta de presiune egala cu
F, = pS, unde S este sectiunea pisotonului. Considerand ca transformarea
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| dx |
P — 4+Fe=—Fp
F,=ps "

Figura 3.1: Lucrul mecanic al presiunii.

este una cvasistatica, atunci din exterior trebuie sd actioneze o forta egala
si de sens contrar cu forta de presiune
Lucrul elemntar efectuat de un sistem se scrie ca:

0L = F,dx = pSdx = pdV (3.1)

Faptul ca se utilizeaza notatia 0L arata ca lucrul mecanic elementar este
o forma diferentiald, dar nu o diferentiala totala exacta. Cu alte cuvinte
lucrul mecanic nu depinde doar de starea initiala si finala, ci si de starile
intermediare prin care trece sistemul. Lucrul mecanic este o marime care
depinde de transformare. Cand volumul variaza de la valoarea V; la valoarea
V5 lucrul mecanic se exprima ca:

L— / v (3.2)

|41

Lucrul mecanic efectuat la modificarea suprafetei libere a unui ichid
0L = —odA (3.3)

unde o este coeficientul de trensiune superficiala a lichidului, iar dA este
variatia suprafetei libere a lichidului.
Generalizand putem spune ca:

unde A; sunt parametrii de fortd, iar a; sunt parametrii de pozitie (coordo-
nate generalizate).

Aplicatie

Sa se determine lucrul mecanic efectuat intr-o transformare a unui gaz
ideal de forma p = aV/, unde a este o constanta, ciAnd volumul creste de la
volumul V] la V5.

Solutie:
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Lucrul mecanic elementar este:
0L =pdV =aVdV

Rezulta
Vo

Va 2
L= / aVdV = av—
Vi 2

(VRS

%1

3.2.2 Caldura

Sistem izolat adiabatic. Este sistemul care schimba energie cu mediul
extern doar prin efectuarea de lucru mecanic. In acest caz variatia de energie
este egala cu -L.

AU =—1L (3.4)

Astfel, dacd sistemul efetueazd lucru mecanic asupra mediululi (L > 0)
energia interna a sistemului scade, iar daca mediul extern efectueaza un
lucru mecanic asupra sistemului (L < 0) energia sistemului cregte.

In cazul unor transformé&ri oarecare, relatia AU = —L nu mai este sat-
isfacuta. Pentru ca legea conservarii energiei sa fie satisfacuta, este necesar
sa se introduca o noua marime, care sa caracterizeze schimbul de caldura cu
mediul, numita caldura. Atunci cand se efectueaza lucrul mecanic are loc o
modificare a parametrilor de pozitie ai sistemului (coordonate generalizate).
In cazul schimbului de cildurg variatia energiei sistemului se poate face firi
modificari ale parametrilor de pozitie ai sistemului. Cantitatea de caldura
se noteza cu Q).

3.3 Temperatura

In mod practic asociem temperatura cu senzatiile de cald sau rece. To-
tusi,pentru a intelege conceptul de temperatura trebuie introduse conceptele
de contact termic si echilibru termic.

Modul in care este privit contactul termic este acela in care cele doua
sisteme sunt plasate intr-un container care le izoleaza de mediul extern.
Intre sisteme exist un perete fix care permite doar schimbul de cildurs intre
ele (perete diaterm). Se spune ca cele doud sisteme sunt in contact termic.
Conform principiului fundamental al termodinamicii, sistemul compus, fiind
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izolat tinde catre o stare de echilibru. Deoarece parametrii de pozitie raméan
constanti, peretele dintre cele doua sisteme fiind fix, sistemele pot schimba
intre ele doar caldura. Cand schimbul de caldura inceteaza sistemele ajung
la echilibru termic.

Proprietatea cea mai importanta a echilibrului termic este aceea de
tranzitivitate. Astfel daca sistemele S; si Ss puse separat in contact termic
cu un sistem .S, sunt in echilibru termic cu acesta, atunci S; si S5 sunt in
echilibru termic unul cu celalalt.

Aceasta proprietate permite impartirea sistemelor termodinamice in clase
de echivalenta. Sistemele dintr-o clasa de echivalenta pot fi in echilibru unele
cu altele, dar nu pot fi in echilibru cu sistemele din alta clasa de echivalenta.

Rezultd ca aldturi de parametrii de pozitie (coordonate generalizate),
este nevoie de o altd marime pentru a caracteriza starea sistemului. Aceasta
marime este temperatura (empirica), si ea caracterizeaza sistemele din punct
de vedere al echilibrului termic. Astfel doua sisteme aflate la aceeasi tem-
peratura sunt in echilibru termic.

3.3.1 Scari de temperatura

Termometrele sunt instrumente utilizate pentru a masura temperatura
unui sistem. Ele sunt bazate pe faptul ca anumite proprietati fizice se
schimba cu modificarea temperaturii. Astfel, cand temperatura se modi-
fica, se schimba volumul unui lichid, dimensiunile unui solid, volumul unui
gaz la presiune constanta, presiunea unui gaz la volum constant, rezistenta
electrica, culoarea unui obiect, etc.

O scara de temperatura comuna este scara Celsius in care 0 °C cores-
punde punctului de topire al ghetii la presiune normala si 100 °C corespunde
temperaturii de fierbere a apei la presiune normald (1 atm). Cele mai uti-
lizate termometre in domeniile obignuite de temperatura sunt: termometrul
cu mercur, care nu poate fi utilizat sub —30 °C deoarece la aceasta temper-
atura mercurul ingheata si termometrul cu alcool, care nu poate fi utilizat
peste 85 °C deoarece la 85 °C alcoolul incepe sa fiarba.

O scala de temperatura utilizata curent in SUA este scara Fahrenheit.
In aceastd scard punctul de topire al ghetii corespunde la 32 °F, iar punctul
de fierbere al apei la 212 °F. Atunci relatia care leaga cele doua scari de
temperatura este:

[oC = g(e _39)°F (3.5)
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Unul din termometrele cele mai exacte este termometrul cu gaz la volum
constant. In cazul acestui termometru, marimea care variaza cu temper-
atura este presiunea gazului. Studiul acestui tip de termometru duce la
concluzia ca nu pot exista temperaturi mai joase de —273,15 °C. Acest
punct este utilizat ca punct de zero pentru scala temperaturilor absolute si
poarta numele de zero absolut. Unitatea de masura in scara temperaturilor
absolute este gradul Kelvin (K) care a fost ales sa fie egal in mérime cu un
grad Celsius. Notand cu Ty = 273,15 K, temperatura in grade Celsius se
exprima in functie de temperatura absoluta astfel:

t°C=(T-T) K (3.6)

Deoarece punctele de topire si fierbere ale apei sunt greu de reprodus ca
puncte de referintd, pentru noua scara s-a ales punctul triplu al apei (punct
in care cele trei faze, lichida, solida si gazoasd, sunt in echilibru) care se afla
la T = 273,16 K. Astfel, 1 K este definit ca 1/273,16 din diferenta dintre
temperatura punctului triplu al apei si temperatura de zero absolut.

3.4 Principiul zero. Ecuatia de stare

Acesta se poate enunta astfel:

Temperatura este functie de starea de echilibru a sistemului. O formulare
echivalenta este: Parametrii de forta ai sistemului sunt functit de parametrii
de pozitie (coordonate generalizate) si temperatura.

Matematic principiu zero se scrie astfel:

Ai :Ai(al,agy....an,T) 1= ]_,‘..,TL (37)
Acestea sunt ecuatiile termice de stare. Deoarece starea sistemului este

determinata de parametrii de pozitie si temperatura, atunci si energia in-
terna poate fi definita in functie de acestia.

U=U(a,az,..a,,T) (3.8)

Aceasta ecuatie poartda numele de ecuatie calorica de stare.
Ca exemplu vom considera cazul unui fluid:

A=psgia=V (3.9)
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Atunci:
p = p(V,T) este ecuatia termica de stare (3.10)

U =U(V,T) este ecuatia calorica de stare (3.11)

Ecuatiile termice gi calorice de stare se obtin fie experimental fie cu
ajutorul fizicii statistice. Astfel pentru gazul ideal ecuatia termica de stare
este:

pV =vRT (3.12)

in care v este numarul de moli, R = 8314 J/mol-K este constanta universala
a gazelor. Numarul de moli se poate exprima functie de masa gazului M
sau /N numarul de molecule sau atomi:

M N (3.13)
v=—=— .
o Na
unde p este masa molard, iar Ny = 6,023 x 10?3 molecule/mol este numsirul
lui Avogadro.
Ecuatia calorica de stare a gazului ideal este:

U =vCuyT (3.14)

unde C,y reprezinta caldura molara la volum constant.
Pentru gazul real ecuatia termica de stare poarta numele de ecuatia van

der Waals:

(p ; %) (V — vb) = vRT (3.15)

in care a si b sunt constante pozitive si care depind de gazul considerat.
Ecuatia ia in considerare fortele de atractie dintre moleculele gazului,
astfel ca presiunea gazului ideal este mai mare decit cea a gazului real.
. o .. . . rra .
Acest lucru se realizeaza prin intermediul termenului ek In plus volumul

in care se migca gazul real este mai mic, datoritda volumului propriu al
moleculelor vb.
3.5 Principiul I al termodinamicii

Principiu I al termodinamicii reprezinta legea de conservare a energiei
pentru sistemele termodinamice inchise. Ea leaga variatia energiei interne
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a sistemului de lucrul mecanic si caldura schimbate de acesta cu mediul
extern. Formularea matematica a principiului I este;

AU=Q-L (3.16)

In cazul unei transformiri infinitezimale:
dU = 6Q — 6L (3.17)

Notatiile 6Q) si 0L arata ca Q) si 6L sunt forme diferentiale, dar nu sunt
diferentiale totale exacte, precum variatia energiei interne dU. Din punct
de vedere fizic energia interna este o functie de stare, in timp ce caldura si
lucrul mecanic sunt marimi de transformare sau proces, adica variatia lor
depinde de starile intermediare prin care trece sistemul.

In cazul unui sistem izolat Q = L = 0. Atunci AU = 0 si U; = Uy.
Energia interna a unui sistem izolat raméne constanta.

In cazul unui proces ciclic AU =0 si Q = L.

Caldura 6@Q) poate fi exprimata in diverse moduri, care sunt legate de
modul in care variaza temperatura sistemului. Exprimarea lui §Q) se face
cu ajutorul coeficientilor calorici. Astfel:

5Q = CdT (3.18)

unde C' poartd numele de capacitate caloricd a corpului. In general capaci-
tatea calorica a corpului depinde de modul in care este variata temperatura
corpului. Se definesc capacitati calorice la volum constant, la presiune con-
stanta si in alte conditii. Daca se considera un mol din substanta respectiva,
capacitatea calorica C' poarta numele de caldura molara si o vom nota C,,,
astfel ca:

0Q = vCdT (3.19)

In acelasi mod, se defineste si caldura specifica ¢, care reprezinta caldura
necesara pentru a schimba temperatura cu 1°C a unitatii de masa.

0Q = medT (3.20)

Relatia AU = @ — L este adevarata cu urmatoarea conventie: () este
pozitiva, daca este primita de la mediul extern, iar L este pozitiv, daca este
efectuat de sistem asupra mediui extern.

Aplicatie
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La temperaturi foarte mici caldura molara a sarii variaza cu temperatura
in concordanta cu legea lui Debye este:
T3
unde k£ = 1940 J/mol-K si # = 281 K. Care este cdldura necesara pentru ca
unui mol de sare sa-i creasca temperatura de la 77 = 10 K la 75 = 30 K.
Solutie:

5Q = CdT
T Ts T3 k
= CdT = k—dT = — (T4 — T
Q 7 /111 03 4(93 ( 2 1)
1940 . N
Q = oosp (301 —10%) =17,487 ]

3.6 Aplicatii ale Principiului I

3.6.1 Coeficientii calorici

In continuare vom considera procese reversibile. Din expresia Principilui

I:
dU = 6Q) — 0L
caldura schimbata de sistem cu mediul extern se exprima ca:
0Q = dU 4+ 0L = dU + pdV (3.21)

In cazul fluidelor sistemul poate fi descris de parametrul de pozitie V' si
de temperatura 7. Atunci U energia interna este functie de V' si 7.

U=U(v,T)
Rezulta prin diferentiere:
ou ou
AU = | — | dT — | dV 3.22
(or), 7+ (), &2

Indicii V' gi T arata ca derivatele respective se fac tindnd constant volu-
mul si respectiv temperatura. Rezulta:

o0- (L) ars (L) ] e
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Considerand V' = const. putem defini capacitatea calorica la volum con-

stant: 50 U
(=) = (= 24
(), (&), 624
Considerand T = const. putem defini caldura latenta:
0Q oU
A= (2] =(%= 3.25
(), - (&), 629

Trebuie remarcat ca este mai usor de studiat sistemele in conditii de
presiune constanta. Din acest motiv se defineste o noua functie de stare
numita entalpie:

H=U-+pV (3.26)

Se diferentiaza si se obtine:
dH = 0Q — pdV + pdV + Vdp = 6Q + Vdp (3.27)

Se observa ca la p = const.
0Q = dH (3.28)

adica variatia entalpiei la presiune constanta, este egala cu caldura schim-
bata cu mediul extern.

3.6.2 Transformarile gazului ideal
Trasformarea izocora

Transformarea izocora este transformarea in care volumul sistemului
raméane constant. Lucrul mecanic este nul, deoarece varitia de volum este
nula:

L =pAV =0 (3.29)

Caldura schimbata de sistem cu mediul extern este:
Q =vCuwAT (3.30)
Atunci din Principiul I rezulta:

AU = vC,y AT (3.31a)



71

Deoarece U este o marime de stare, expresia data de relatia 3.31a este
valabild pentru orice fel de trasformare suferitd de gazul ideal intre doua
stari. Astfel energia interna a gazului ideal se poate exprima ca:

U =vC,wT + const. (3.32)

Rezulta ca energia interna este definita pana la o constanta arbitrara.
In continuare insa, constanta o vom considera zero si vom utiliza pentru
energia interna a gazului ideal formula:

U=vCyuyT (3.33)

Observatie: Formula (3.33) exprima variatia energiei interne pentru un
sistem inchis. In cazul unui sistem deschis, atunci cand num#rul de moli si
temperatura variaza de la valorile vy, T} la valorile vy, T, variatia energiei
interne se scrie ca:

AU == l/goung - l/lcule (334)

Aplicatie

Sa se determine variatia energiei interne a aerului dintr-o camera cand
temperatura creste de la valoarea t; = 23 °C la t, = 30 °C. Volumul camerei
este V) = 30 m?, iar presiunea aerului este py = 10° N/m?.

Solutie

Camera este un sistem deschis si atunci pentru variatia energiei interne
a aerului din aceasta, se va utiliza formula (3.34), unde indicele 1 se referad
la marimile din starea initiala iar indicele 2 se refera la marimile din starea
finala.

Ecuatia de stare in starea initiala este:

poV =1 RT} (3.35)
Ecuatia de stare in starea finala este:
poV = v RT3 (3.36)

deoarece presiunea atmosfericd nu se schimba . Tinand cont de relatiile (3.35)
si (3.36) rezulta:
1Ty = vols

si atunci:

AU =0



72

Transformarea izobara

Transformarea izobara este transformarea care are loc la presiune con-
stanta. Deoarece presiunea este constanta, expresia lucrului mecanic este:

L =pAV (3.37)
Cantitatea de cdldura schimbatd de sistem cu mediul extern este:
Q = vC AT (3.38)

unde (), este caldura molara la volum constant. Variatia energiei interna
este:

AU =vC,y AT (3.39)
Inlocuind aceste relatii in relatia Prinicipiului I (3.16) se obtine:
vC,wAT = vC,,AT — pAV (3.40)

Tinand cont de ecuatiile de stare din starea initiala si finala:
pVi =vRT ; pVo=vRT5
se obtine:
p(Vo — Vi) =vR(T» — T1) = vRAT
si din relatia (3.40) se obtine relatia Robert-Mayer pentru gazul ideal:

O,uV = Op,p - R (341)

Trasformarea izoterma

Trasformarea izoterma este transformarea care are loc la temperatura
constantd. In cazul acestei transformdri AT = 0. Atunci AU = 0 si
) = L. Deoarece in cursul transformarii presiunea variaza in functie de
volum, pentru calculul lucrului mecanic se va folosi formula

Vs
L= / pdV (3.42)
|41

Din ecuatia de stare se exprima presiunea ca fiind p = vRT/V. Atunci
lucrul mecanic efectuat de gaz este:

Y yRT 2 av Vs
L= dV =vRT — =vRTIn— 4
/Vl % V =vR /Vl v vRT In v (3.43)




73

Trasformarea adibatica

Transformarea adiabatica este trasformarea in care sistemul nu primeste
si nu cedeaza caldura. Din primul principiu rezulta ca:

L=-AU (3.44)

Desi sistemul nu schimba caldura cu exteriorul, temperatura sa se mod-
ifica astfel: la destindere sistemul efectueaza lucru mecanic, energia sa
interna scade si gazul se raceste; la comprimare sistemul primesgte lucru
mecanic, energia sa interna creste si gazul se incalzeste. Deoarece:

AU = vC,y AT (3.45)

L=—-vC,yAT = -C\y (vTo — V1Y) (3.46)

Tinand cont de ecuatiile de stare in starea intiala p;V), = vR1T; si in
starea finald poVo = v RT5 din relatia( 3.46) rezulta:

C
L=~ (s — V) (3.47)

Considerand o transformare infinitezimala:
dL = pdV = —dU = —vCydT’

si tindnd cont de ecuatia termica de stare a gazului ideal se obtine:

RT
Vv dV = —vC,ydT
dT R dV
dr_ R dv 3.4
T CuwV (3.48)

Notand cu v = C,,/C,v exponentul adiabatic si utilizand relatia lui
Robert-Mayer R = C,,, — C,,v ecuatia (3.48) devine:

dI'  Cup—CudV

T Co V

2 qr Va2 qv
/—z—(v—l)/ e
n T w V

v

= (3.49)

—(v—1)

Atunci:
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si:
15 Va
In-2=—(y—1)In—2 .
N7 (v )nv1 (3.50)
sau: X
T, ()
=2 (2 3.51
- (V ) (351)
Rezulta:
TV =TV, 2 (3.52)

Deoarece starile considerate sunt alese arbitrar, inseamna ca in orice
trasformare adiabatica se poate scrie:y~y

TV'~! = const. (3.53)

Utilizand ecuatia termica de stare se poate scrie ecuatia transformari in
variabile (T, p) si (p, V). Deoarece T' = pV/vR din ecuatia 3.53 se obtine:

pV7 = const. (3.54)

In coordonate T si p ecuatia transformarii adiabate este:
T'p'™ = const.

3.6.3 Relatia Robert-Mayer pentru un fluid oarecare

Din expresia Principiului I, pentru care lucrul mecanic este determinat
doar de fortele de presiune rezulta:

0Q = dU + pdV

Cum energia interna este functie de volum si temperatura:

ou ou
w-(2) e (L) w 9
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5Q = (g—g) ) T + Kg—g)T + p] dv (3.56)

o= (ar) = (@), (), w2 (Gr), o

si cum capacitatea calorica a sistemului la volum constant este:

Se obtine:

De aici:

ou
Cv = | —
= (),
rezulta relatia Robert-Mayer pentru un fluid oarecare:
ou ov
Cp — CV = {(W)T + p} (O_T)p (358)

Aplicatie
Un mol de gaz urmeaza legea van der Waals:

a
<p+ﬁ> (V —b) = RT
lar energia sa interna este:

a
U=0CT - =
C

unde V' este volumul molar, iar C' si a sunt constante, sa se calculeze cal-
durile molare la volum si presiune constanta C,y si Cp.

Solutie:
oU
Cu = (_3T)V =C

Pentru calculul caldurii molare la presiune constanta se utilizeaza relatia
Rober-Mayer:

=t [+ (57) | (55) -cv+ e
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Uy _ @
ov ), V2

(8U> RT a a RT
p+

Vb VEVE TV

Rl )0

oT 1 2a 1 a
(W)p_ ~F V=05 (4 )

p _

T

Rezulta:

Cup =Cuv +

a 2
1- RQTV (1 o %)
3.6.4 Definirea coeficientilor termici

Coeficientul de dilatare izobara permite determinarea variatiei volumului
sistemului cdnd temperatura variaza si presiunea este constanta:

o= % (g—;)p (3.59)

dV =aVdT

Coeficientul de compresibilitate izoterma permite determinarea variatiei
volumului gazului cand este supus actiunii unei presiuni din exterior la tem-
peratura constanta:

1 /oV
Kp=—1 (a_p>T (3.60)
dV = —K;Vdp

Semnul minus apare deoarece o crestere a presiunii duce la micgorarea
volumului, si invers (dp > 0 implica dV < 0).

Coeficientul termic al presiunii permite determinarea variatiei presiunii
sistemului aflat la volum constant cand variaza temperatura:

g = % (g_i];)v (3.61)

dp = BpdT’
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Intre cei trei coeficienti exista relatia:
a=pKrf

Relatia este importanta pentru determinarea coeficientului termic al pre-
siunii al corpurilor solide sau lichide, pentru care este practic imposibil sa
le fie mentinut volumul constant la incalzire.

Considerand presiunea functie de volum si temperatura p = p (V,T'):

[ Op dp
W= (aT)Vd“ (aV>T‘W

Dar 3
p _
(8T>v -
() - i
ov ). (av)y VK
T (%), !
Atunci:
dp = BpdT — VKTdV
Daca p = const.
1
BpdT — VKTdV =0
rezulta: av
<8_T>p = BpV Kr
Atunci: L oV
=—|— ) =p8K .62
o= (G7) =vorr (3.6

3.7 Principiul al II-al termodinamicii

3.7.1 Formulari ale Principiului al Il-lea

Primul principiu al termodinamicii introduce o functie de stare numita
energie interna. Principiul I nu face o deosebire calitativa intre formele
schimbului de energie caldura si lucru mecanic.
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14
Sursa rece Sistem Sursa calda
— T @>0 — O, <0
T | T,
(0] Vv
L>0
a) b)

Figura 3.2: a) Magina termicad biterma. b) Ciclul Carnot

Daca consideram un proces ciclic AU = 0 rezulta ca () = L. Din punct
de vedere practic ne intereseaza ca sistemul sa efectueze lucru mecanic,
sau mai precis sa transforme o cantitate de caldura in lucru mecanic util.
Problema care s-a pus a fost aceea sa se transforme intreaga cantitate de
caldura in lucru mecanic. Pentru aceasta procesul ciclic ar trebui sa fie unul
monoterm, adica sistemul sa fie in contact cu o singura sursa de caldura de
la care sa preia caldura si sa o transforme in lucru mecanic. Carnot a ajuns
la concluzia ca un astfel de proces nu poate avea loc. O formulare care
descrie intr-un mod general acest rezultat este aceea data de Thomson care
spune ca:

Intr-o transformare ciclicd monotermi sistemul nu poate ceda lucru mecanic
in exterior. Daca transformarea este gi reversibila sistemul primeste lucru
mecanic din exterior.

O formulare echivalenta este cea a lui Clausius:

Este imposibil de realizat o transformare al carui unic rezultat sa fie
transferul caldurii de la o sursa cu temperatura data la o sursa cu temper-
aturd mai mare.

3.7.2 Masina termica biterma

Avand in vedere faptul ca nu se poate crea o masina termica monoterma,
vom considera o masind termica biterma (Fig. 3.2a)
Considerand o transformare ciclica

Q-L=0 (3.63)
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Q1 +Q:—L=0 (3.64)
L=0Q1+Q:=Q1—|Q: (3.65)

Numim ); cdldura primita de la sursa caldd iar |@Qs| caldura cedata
sursei reci. Definim randamentul maginii termice ca:

L@ (3.66)

Q1 o

3.7.3 Ciclul Carnot reversibil

Ciclul Carnot este ciclul format din dou# izoterme si dous adiabate. In
Fig. 3.2b, este prezentat ciclul Carnot efectuat de un gaz ideal.
Caldurile schimbate cu mediul extern pe cele patru transformari sunt:

\% \%
2 : YRT %
Q12:L12:/ pdV:/ ”VldvzyRT11n72>o (3.67)
1

V1 Vl

Deoarece (Q12este pozitiva, ea este o caldura primita. Pe transformarea
2-3:
Qa3 =0 (3.68)

deoarece transformarea este una adiabatica.
Vi
Q34 = VRT3 In — < 0 (3.69)
V3
Deoarece (D34 este negativa ea este caldura cedata.
Qu =0 (3.70)

deoarece transformarea 4-1 este o transformare adiabatica. Rezulté:

Qa4 1 VRT, ln%

=1 3.71
1 Q2 vRTy In & (3.71)

Tinadnd cont de ecuatiile transformarilor adiabatice 2-3 si 4-1
Tyt =TVt (3.72)

TVt =TVt (3.73)
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rezulta:
Vi W
Vi V2
Notand ()1 = ()12 caldura schimbata de sistem cu sursa calda, si Q2 =
(34 caldura schimbata de sistem cu sursa rece, randamentul Ciclului Carnot

se scrie:
T
po1_ 1@l @ T (3.74)

Q1 1 T
Trebuie remarcat ca randamentul ciclului Carnot depinde doar de tempera-
turile izvorului cald si a celui rece. Afirmatia raméane adevarata si in cazul ca
se modifica substanta de lucru. Astfel randamentul ciclului Carnot depinde
numai de temperaturile surselor rece si calda.
Din relatia (3.74) se obtine ca:

Q1 Q2
Tt =0 (3.75)

Fie un sistem care suferd o transformare ciclica reversibila in cursul
cdruia sistemul schimba cu cele n termostate de temperaturi T;(i = 1, ..., n),
cantitatile de caldurd Q;(i = 1,...,n). Se poate demonstra, ca si in cazul

ciclului Carnot, ca:
— Qi
— =0 3.76
> ¢ 3.76)

Daca se considera acum cd sistemul suferd o transformare ciclicd re-
versibila in cursul careia sistemul schimbéd caldurad cu o infinitate de ter-
mostate a cdror temperaturi variaza continuu, atunci egalitatea (3.76) se

scrie:
5@7‘6’[} _
7{ b (3.77)

Semnul j{ arata ca avem de-a face cu o integrald pe o curba inchisa;

indicele rev aratd cad parcursul este unul reversibil. Egalitatea (3.77) aratd

ca din punct de vedere matematic marimea —Q este o diferentiala totala

exacta. Astfel putem da o forma cantitativd Principiului al II-lea al ter-
modinamicii.
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Exzxista o functie de stare S numita entropie, a carei variatie d.S, intr-un
proces reversibil in care sistemul schimba caldura 0Q) cu un termostat aflat
la temperatura T, este:

_ 5Qrev

as v

(3.78)

1
Spunem ca — este factor integrant pentru forma diferentiala 6¢). Formele

diferentiale care admit factori integranti poarta numele de forme diferentiale
olonome.

De aici rezulta diferenta matematica intre lucrul mecanic si caldura.
Forma diferentiala § L care exprima lucrul mecanic elementar nu este o forma
diferentiald olonoma.

Egalitatea (3.77) poartd numele de egalitatea lui Clausius.

Tinand cont ca 6Q = TdS ¢i 6L = Z A;da;, relatia (3.17) care reprez-
inta forma diferentiala a Principiului I se scrie:

dU =TdS = Auda; (3.79)

Aceasta relatie este ecuatia fundamentala pentru procesele reversibile.

In cazul proceselor adiabatice reversibile 6Q = 0. Atunci dS = 0 si
S = const.

O alta caracteristica a entropiei este aceea ca este o marime extensiva.
Entropia a doua sisteme este egala cu suma entropiilor sistemelor luate
separat.

3.7.4 Variatia entropiei in procese ireversibile

Pentru a vedea modul in care aceastd marime variaza, vom considera
cazul unui proces ireversibil in care schimbul de caldura cu mediul exterior
este nul.

Pentru aceasta vom considera destinderea adiabatica in vid (Fig. 3.3).

Gagzul ideal se afla in volumul V; la temperatura 7. Volumul V5 este
vidat, iar invelisul izoleaza adiabatic cele doua compartimente. Se deschide
robinetul si gazul pitrunde in compartimentul de volum V5. In acest proces
ireversibil Q@ = 0. In plus, L = 0, deoarece trecerea gazului in cel de-al
doilea compartiment se face datorita agitatiei termice. Atunci AU = 0.
Cum U = vC,yT, este energia interna a gazului ideal, rezulta AT = 0.
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Figura 3.3: Destinderea adiabatica in vid

Deoarece entropia este functie de stare, nu are importanta modul in
care se ajunge la starea finala. Din acest motiv consideram o transformare
izoterma de la volumul V] la volumul V; + V5. Caldura schimbaté de sistem
cu mediul este:

Vi+ 1V,

Q=L=vRTn (3.80)
1
Q Vi+V,
AS = ¢ — yRIn L2 81
S T vRIn v >0 (3.81)

Rezulta ca variatia entropiei este pozitiva. Astfel intr-o transformare
ireversibila entropia sistemului creste (in lipsa schimbului de caldurd).

Din exemplul anterior, putem lega entropia de dezordinea in sistem.
Astfel in starea initiala cAnd volumul ocupat de gaz este mic, dezordinea
in sistem este mai mica decat in starea finala, cind volumul ocupat de gaz
este mai mare.

Astfel, pentru un proces infinitezimal ireversibil in care sistemul nu
schimba caldura cu mediul extern:

S = d;S > 0 (3.82)

unde cu indicele 7 am pus in evidenta caracterul ireversibil al procesului.
Deoarece pentru un sistem izolat variatia entropiei nu poate fi decat
pozitiva, atunci starea de echilibru a unui astfel de sistem se obtine cand
entropia are valoare maxima.
Daca sistemul nu este izolat variatia de entropie este datorata si schim-
bului de caldura cu mediul extern:

e
T

unde 7" este temperatura mediului sau a termostatului cu care sistemul este
in contact. Astfel, variatie totala de entropie este:

dS = d;S + d,S = d;S + % (3.84)

d.S (3.83)
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Cum d;S >0

s > ? (3.85)

Considerand un proces ciclic ireversibil:

7{ is > 74 ? (3.86)

Deoarece ]{ dS = 0, rezulta ca pentru procese ireversibile:

f{ ? <0 (3.87)

Relatia (3.87) poartd numele de inegalitatea lui Clausius.

Aplicatie

Presupunem ca m; = 1 kg de apa la t; = 0 °C este amestecat cu o masa
de my = 3 kg de apa cu ty = 100 °C. Sa se calculeze variatia de entropie a
sistemului. Caldura specifica a apei este ¢ = 4185 J/kg-K.

Solutie:

Din ecuatia calorimetricd (cantitatea de cdldura cedatd de un corp este
egald cu cantitatea de caldura primita de celdlalt corp)

mqc (te — tl) = MyC (tg — te)

rezulta temperatura de echilibru:

; ty 3100
g, = Tt mety S X open

my + Mo 4

Deoarece entropia este o marime de stare presupunem ca cele doua mase
de apa sufera transformari reversibile astfel ca:

T, T,
e dT e dT T, T,
me Macd? micln — 4+ mocln — = 144,68 J/K

AS =
T T T T T 1

3.7.5 Legatura dintre ecuatia calorica de stare si ecuatia
termica de stare
Considerand un proces reversibil, variatia energiei interne a sistemului

este:
dU = 6Q — pdV =TdS — pdV (3.88)
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rezulta: QU iV
s — &LV (3.89)
T
Deoarece: o o
wo () e (%) w
rezulta: vy ) ou
N e (%Y P
dS_T(@T)VdT+T {(8V>T+T} dV (3.90)
Atunci: o | /o0
(o), =7 (1), (&9
oS 1 /oU D
tiad) - (== = .92
<av>T T (8V>T+T (3.92)

Deoarece pentru functii continue si de doua ori derivabile, derivatele de
ordin doi comutd (teorema Schwartz-Clairaut), se poate scrie:

0 ou 0 oU p
v |7 (ar), ], ~or 7 (aV)ﬁT]V 4
10 _ 1 (U 18U _p _
ToVoT — T2\9V ), ToToV T \aT
oy dp
(W)T—T(%)V‘p .

O astfel de relatie permite calculul energiei interne a unui sistem daca se
cunoaste ecuatia termica de stare. Ca exemplu vom considera cazul gazului
real a carui ecuatie de stare este cea data de relatia van der Waals:

via
P+ —5 el (V —vb) =vRT (3.95)
Din ecuatia (3.95) presiunea este:
vRT  Va
Pmvin v (3.96)

dp VR
<8_T)T Vb (3:97)
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Astfel tinand cont de relatiile (3.94), (3.96) si (3.97) se obtine:

oU op v2a
_ — T [ — —_ — .
(5v), 7 (or), 7= ¥ (99
Atunci
oU oU v2a
= _— T —_— == T i—— .
dU <8T> § dT + (8V)T AV =vCydTl + 72 dVv (3.99)

Considerind caldura molara la volum constanta independenta de tem-
peraturd prin integrarea relatiei (3.99) se obtine:

V2CL

U= UO + VCuvT — 7 (3100)

Relatia (3.100) arata ca energia internd a gazului real este definitd doar
pana la o constanta aditiva.

3.8 Functii caracteristice

O modalitate de a studia un sistem termodinamic este aceea prin care se
introduc anumite functii de stare, numite functii caracteristice sau potentiale
termodinamice. O functie caracteristica este o functie de stare din cunoasterea
careia se pot determina toate proprietatile sistemului.

3.8.1 Energia interna

Ecuatia fundamentala a termodinamicii:
dU =TdS — pdV (3.101)

leaga cinci marimi: p, V, T, U, S. Starea sistemului pentru un fluid este
determinata de doi parametri, V' si 7. Rezulta ca ecuatia fundamentala
contine inca trei marimi necunoscute. Pentru determinarea acestora mai
este nevoie de inca doua ecuatii, gi anume:

- ecuatia termica de stare p = p(V,T);

- ecuatia calorica de stare U = U(V,T).
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Trebuie sa remarcam ca daca alegem pentru energia interna variabilele
independente S si V' este nevoie doar de o singurd ecuatie U = U(S,V)
pentru a descrie sistemul. Astfel:

ou ou
w- (L) a5+ (L) v 109

Din relatiile (3.101) si (3.102) rezulta.:.

oUu . ou
T = (%)V sip=— (W>s (3.103)

In plus daca se calculeaza derivata a doua se obtine capacitatea calorica
si coeficientul de compresibilitate adiabatica:

02U ) (8T ) 1 T T
(652 14 05)y () T(5)y Ov | )
0*U Jdp 1 1 T 1
(aw)s (av)s v Vifov Viks ( )
op S \4 Op S
unde Kg = —% (%—‘;) este coeficientul de compresibilitate adiabatica.

Astfel, din cunoasterea energiei interne a sistemului in functie de entropie
si volum se pot determina ceilalti parametri, precum si diversi coeficienti
calorici si termici. Totusi, o astfel de dependenta este una greu de obtinut.
Din acest motiv nu se lucreaza cu energia interna ca functie caracteristica.

3.8.2 Energia libera

Energia libera se definegte ca:

F=U-TS (3.106)
dF = dU — TdS — SdT = TdS — pdV — TdS — SdT (3.107)
dF = —pdV — SdT (3.108)

Aceasta relatie sugereaza faptul ca energia libera este o functie carac-
teristica in V i 7"
F=FWV,T) (3.109)
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oF oF
dF = | — | dT — | dV 3.110
(o), (57), 10
Rezulta ca din cunoasterea energiei libere se obtine presiunea si entropia:
oF OF
— _ (2 i S =—(= 3.111
r=-(av), 55 (), A

Ca si in cazul energiei interne, efectudnd derivatele de ordin doi se pot
calcula capacitatea calorica la volum constant si coeficientul de compresi-

bilitate izoterma:
( : ) ( S)
oT? v oT v

Astfel putem exprima capacitatea calorica la volum constant:

_(6QN\ .. [0S\ _ 0*F
CV—(d—T)V—T(a—T)V—‘T(W)V

O alta derivata este:
PEN __(op
ovz),.  \ovV /),

Atunci coeficientul de compresibilitate izoterm se exprima ca:

. 1(av> 1 11
T— 7\ 5~ — T T AN T s T acm~N
VAo e V() V(5.

In cazul cd T = const. (proces izoterm ireversibil) lucrul mecanic efec-
tuat de sistem este egal cu minus variatia energiei libere.

dF = —pdV = —6L (3.112)

Aceasta inseamna ca atunci cand sistemul efectueaza un lucru mecanic
energia libera scade. Sa consideram un proces ireversibil izoterm:

0Q)
— < 11
< <ds (3.113)

— < — 5. .
2 5 g (3.114)
Q< TS;—TS; (3.115)
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AU+ L<TS;—TS; (3.116)
L<-AU+TAS =—-AU + A(TS)=-A(U +T5) (3.117)
L < —-AF (3.118)

Lucrul mecanic maxim pe care il efectueaza un sistem termodinamic
aflat in contact cu un termostat este egal cu minus variatia energiei libere.
Acesta este motivul pentru care functia poarta denumirea de energie libera.
Variatia ei este legata de lucrul mecanic care poate fi efectuat, sau mai
precis de cantitatea de energie termica din sistem care poate fi transformata
in energie mecanica (cat din energia dezordonata se poate transforma in
energie ordonatd).

3.8.3 Conditia de echilibru pentru un sistem cu volum
constant aflat in contact cu un termostat.

In cazul unui sistem izolat dS > 0. Aceasta inseamni ci entropia unui
sistem izolat cand in interiorul lui au loc procese ireversibile creste. Rezulta
ca atunci cand se atinge echilibrul entropia va avea valoarea maxima. Sa
consideram cazul unui sistem aflat la 7" = ct. i V = ct.

F=U-TS (3.119)
U=F+TS (3.120)
dU = dF +TdS + SdT (3.121)
dQ = dF +TdS + SdT — pdV (3.122)
Dar:

dQ <TdS (3.123)
TdS > dF +TdS + SdT — pdV (3.124)
dF < —=SdT — pdV (3.125)

Se observa ca atunci cAnd T = const. si V = const.
dF <0 (3.126)

Aceasta inseamna, cd un sistem aflat la temperatura constanta si volum
constant ajunge la echilibru termodinamic cand valoarea energiei sale libere
devine minima.
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3.8.4 Entalpia

Entalpia se defineste ca:

H=U+pV (3.127)
dH =TdS — pdV + Vdp + pdV ==TdS + Vdp (3.128)
Cum H = H(S,p) atunci:
0H 0H
dH = (—) ds + (—) dp (3.129)
s/, dp ) s
Rezulta: - e
T=— (—) §iV = <—> (3.130)
as /), dp )¢

3.8.5 Entalpia libera (potentialul Gibbs)

In multe transformari termodinamice presiunea si temperatura sistemu-
lui nu variaza si raméan egale cu presiunea si temperatura mediului ambiant.
Sa consideram o transformare la temperatura constanta si presiunea con-
stanta. Atunci:

L=p[Vy—V]

Deoarece transformarea se efectueaza la temperatura constanta:
L<F,—Fy

Astfel:
pVy —pV;

Fr+ pVy

Fy — Fy

<
< F+pV;

Definim o noua functie de stare pe care o notam cu:
G=F+pV=U-pV -TS (3.131)
si care poarta numele de entalpie libera sau potentialul Gibbs. Atunci:

Gy <G,
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Rezulta ca intr-o transformare efectuata la temperatura constanta si
presiune constanta potentialul Gibbs nu poate sa creasca. Prin urmare,
daca presiunea si temperatura unui sistem termodinamic sunt mentinute
constante, starea sistemului in care entalpia libera este minima, este o stare
de echilibru.

Diferentiem relatia (3.131) si se obtine:

dG =TdS — pdV + pdV + Vdp — TdS — SdT (3.132)
dG = Vdp — SdT (3.133)
Deoarece G = G(p,T):
oG oG
dG=|—| d — | dT 134
(), (@), 5154
rezulta: 00 00

V=- (—) si8=— (—) (3.135)

op ) ot »

3.8.6 Entropia
Din egalitatea fundamentala a termodinamicii:
dU =TdS — pdV (3.136)

dU + pdV
T

Rezulta ca entropie S poate fi considerata o functie caracteristica in U
si V adicd S = S(U,V). Astfel:

1 (9S\ . [(9S\ _»p
(), (), 3159

3.9 Sisteme deschise

s = (3.137)

Consideram ca sistemul este deschis. In acest caz, entropia se va exprima
ca fiind functie de energia interna, volumul si masa sistemului:

S = S(U,V, M) (3.139)
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oS oS 0S

Semnificatia primelor doud derivate este data de relatiile (3.138):

oS 1 os p
R = 141
ou T’ 0 T (3.141)
iar: 59
1
— == 142
oM T (3.142)
unde p poarta numele de potential chimic. Astfel:
1 p 4
= — =dV — =dM 14
as TdU -+ TdV Td (3.143)
dU =TdS — pdV + pudM (3.144)
In cazul cand S = const. si V = const.
AU = pdM (3.145)

Rezulta ca in cazul sistemelor deschise cand sistemul schimba masa cu
mediul extern, y reprezinta energia raportata la unitatea de masa pe care
sistemul o schimba cu sistemul extern in conditii de entropie si volum con-
stante.

Trebuie remarcat faptul ca relatia S = S(U, V, M) contine numai marimi
extensive. Impartim sistemul in n parti egale:

U—-U/n,V—->V/n, M — M/n, S— S/n
si apoi le unim intr-un sistem ce contine m parti. Atunci:
U—-mU/n,V —mV/n, M - mM/n, S— mS/n.

Astfel: " mmm
=5 =8 (—U, My —M)

n n n

Notéand cu k = m/n se obtine:

S(kU, kV, kM) = kS(U, V, M)
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P 2
Tl 2
Hy H,

Figura 3.4: Doua sisteme termodinamice izolate de exterior care pot schimba
intre ele masa.

Derivam aceasta relatie in raport cu k:

05 . 9S . 98
okt T akvy’ T a(kM)

M = S(U,V, M) (3.146)

Facem k£ — 1. Rezulta:

S . dS__ 88
S=o5U+ 5V + 5 M (3.147)

1 p p
=_U+=V-=M 14
S=zU+5V -5 (3.148)

Atunci: UtV — ST a
_vTpv =l U

Rezulta ca pentru o substanta pura, potentialul chimic este egal cu en-
talpia libera a unitatii de masa.

3.10 Echilibrul de faza

Pana in momentul de fata discutia s-a axat asupra unor sisteme omo-
gene, adica asupra unor sisteme in care proprietatile sunt aceleasi in diverse
puncte ale sistemului. In continuare ne vom referi la sisteme eterogene.
Aceste sisteme sunt formate din doud sau mai multe sisteme omogene sau
faze. Prin faza intelegem orice parte fizic distincta, separata de celelalte
parti ale sistemului de o suprafata bine definita pe care diverse marimi
sufera discontinuitati. Un sistem format din doua faze poarta numele de
sistem bifazic. Ca exemplu de sisteme bifazice se pot mentiona: sistemul
apa - vapori de apa: Sa consideram doua faze care pot schimba masa intre
ele (Fig. 3.4). Pentru intregul sistem izolat de exterior:
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Deoarece sistemul total este izolat de exterior, energia interna U, volu-
mul V' si masa M sunt constante. Rezulta:

AUy = —dUs, dVy = —dVa, dM; = —dM, (3.151)

Entropia sistemulul este suma entropiilor celor doua subsisteme:

S=54+8 ; dS=dS;+dS, (3.152)
dUy  p1 Ky dUs | p2 Ha
—(C PlayBuann )+ (22 1 P2y, - B2y 1
ds (Tl Tld 1 Tld 1 7 ng 2 ng 2 (3.153)

Cand sistemul este in echilibru, entropia atinge un maxim si dS = 0.
Tinand cont de (3.151) se obtine:

1 1 P1 P2 251 25
dS=—=——-——1d — = |dVi - === )dM; = .154
S (T1 T2> Ui + (Tl Tg) Vi <T1 T 1=0 (3.154)

De aici:
1 1
— — — =0 T1 =T, 3.155
Tl T2 ) 1 2 ( )

Aceasta este conditia de echilibru termic.

P D2
_b_ 3.156

Aceasta este conditia de echilibru mecanic.
Ky Mo
22 _ . = 3.157
Tl T2 25 Mo ( )

Relatia (3.157) reprezinta conditia de echilibru chimic.
Deoarece pentru o substanta pura potentialul chimic este egal cu entalpia
unitatii de masa rezulta:

91(p,T) = g2(p, T) (3.158)

Egalitatea (3.158) este o curbd a cérei proiectie in planul (p, T') reprezintd
curba de echilibru a fazelor.
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3.11 Tranzitii de faza

Trecerea dintr-o faza in alta poarta numele de tranzitie de faza. De
exemplu, in cazul substantelor pure prin tranzitii de faza putem mentiona
topirea, vaporizarea si sublimarea.

Notiunea de stare de agregare nu coincide intotdeauna cu cea de faza.
Astfel numeroase corpuri se gasesc sub diverse forme cristaline care core-
spund acelorasi stari de agregare. Fenomenul este cunoscut sub numele de
polimorfism. Un exemplu extrem de cunoscut este fierul care la temper-
atura 77 = 1183 K trece din structura cristalinad cubicd cu volum centrat
in structura cubica cu fete centrate, iar la T, = 1663 K trece din nou in
structura cubica cu volum centrat.

Trecerea de la o faza la alta se caracterizeaza printr-o discontinuitate a
entropiei. Aceasta determina existenta unei calduri latente. Aceste trans-
formari poarta numele de tranzitii de faza de speta I.

In afara acestui tip de tranzitie existd si un alt tip de tranzitie de fazi
care are loc fara caldura latenta. Ea poarta numele de tranzitie de faza de
speta a Il-a.

Ca exemplu de tranzitii de speta I, amintim schimbarile starilor de agre-
gare (topire-solidificare, vaporizare-condensare, sublimare-desublimare). Ast-
fel de tranzitii au loc la temperatura constanta iar caldura schimbata cu
mediul este de forma:

Q= Am (3.159)

unde A este caldura latenta specifica. In cazul topirii, sublimarii si vapor-
izarii sistemul primeste caldura, in timp ce in cazul desublimarii, solidificarii
si lichefierii sistemul cedeaza caldura.

3.11.1 Izotermele lui Andrews

Izotermele Andrews reprezinta izotermele gazului real. Pentru obtinerea
lor se considera un gaz real care se comprima la temperatura constanta.
Vom considera ca substanta de lucru bioxidul de carbon. La temperaturi
scizute (mai mici de 31,1 °C), presiuni scdzute gi volume mari comprimare
izoterma urmeaza aproximativ legea Boyle-Mariote. Cresterea presiunii prin
micgorarea volumului se face pana la o anumita valoare, de la care micso-
rarea volumului in continuare nu mai duce la cresterea presiunii in sistem.
Se constata inceperea lichefierii gazului. Presiunea raméne constanta pana
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Figura 3.5: Izoterma Andrews

se lichefiaza tot gazul. Cand aceasta s-a petrecut, pentru micsorarea in con-
tinuare a volumului sistemului sunt necesare presiuni foarte mari. Intr-un
punct P de pe palierul AB al izotermei I (Fig.3.5) starea sistemului consta
in existenta a doua faze, una gazoasa si una lichida aflate in echilibru.

Aceasta deoarece fixdnd volumul sistemului la valoarea V; la temper-
atura 77 masa in stare de lichid si gaz nu mai variaza in timp. Echilibrul
care se realizeaza este un echilibru dinamic, in sensul ca numarul de mole-
cule de lichid ce trec din lichid in stare de gaz in unitatea de timp este egal
cu numarul de molecule ce trec din stare de gaz in stare de lichid in unitatea
de timp. Gazul aflat in echilibrul cu lichidul din care provine reprezinta va-
porii saturati iar presiunea sa este presiunea vaporilor saturati. Presiunea
vaporilor saturati este presiunea maxima a vaporilor care pot exista la o
anumita temperatura. Portiunea orizontala AB descrie o transformare de
faza.

Prin cresterea temperaturii, lungimea palierelor izotermelor se reduce
pana cand ajunge la un punct. Acest punct se numeste punct critic. In
acest punct are loc lichefierea intregii cantitati de substanta. Parametrii
sistemului in punctul critic se numesc parametrii critici (temperatura cri-
tica, presiune criticd si volum critic). Temperatura criticd gi presiunea cri-
tica sunt parametrii ce depind doar de substanta considerata. Volumul
critic depinde si de masa sistemului. Pentru CO, temperatura critica este
de t. = 31,1°C si presiunea criticd este 7, 38 MPa. In punctul critic dispare
orice deosebire dintre lichid si vapori. Pe izotermele cu temperaturi mari
t > 31,1°C nu mai apare fenomenul de lichefiere al lichidului.



96

Figura 3.6: Familie de izoterme Andrews

Trasénd o multime de izoterme in coordonate p — V' se pot distinge trei
regiuni (Fig3.6):

I - in care substanta este sub forma de lichid;

IT - in care starea lichida este in echilibru cu vapori saturanti;

IIT - in care substanta este in stare de gaz.

In a treia regiune cand T < T, gazul poate fi lichefiat si el poartd
denumirea de vapori. Cand T' > T, gazul nu mai poate fi lichefiat. Atunci
prin gaz vom intelege acea stare a substantei care nu se poate lichefia,
temperatura ei fiind peste temperatura critica.

In timpul lichefierii gazului sistemul cedeazi in exterior o cantitate de
caldura numita caldura latenta de vaporizare. Acesta caldura raportata la
unitatea de masa, reprezinta caldura latenta specifica.

3.11.2 Vaporizarea

Este procesul de trecere a unei substante din starea lichida in starea
gazoasa. FEa depinde de conditiile in care se afla lichidul.

Vaporizarea in vid (in volum limitat)

Experimental, s-a constatat ca vaporizarea in vid prezinta urmatoarele
caracteristici:
- este instantanee
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- ea Inceteaza cand presiunea vaporilor atinge o valoare maxima care
este egala cu presiunea vaporilor saturanti la temperatura la care are loc
vaporizarea. Cand la o anumita temperatura presiunea vaporilor este mai
mica decat presiunea maxima (a vaporilor saturanti) se spune cd acesti
vapori sunt nesaturati. Referitor la vaporii saturati presiunea acestora are
urmatoarele proprietati:

- nu depinde nici de masa fazei lichide nici de masa fazei gazoase;

- la o temperatura data depinde doar de substanta din care au provenit;

- este presiunea maxima a vaporilor unui lichid la o temperatura data;

- creste cu cregterea temperaturii (presiunea la care se obtin palierele de
pe izotermele lui Andrews creste cu cresterea temperaturii).

Vaporizarea in atmosfera gazoasa (in volum limitat)

- este lenta si are loc pdna ce presiunea partiala a vaporilor ajunge la
presiunea partiala a vaporilor saturanti;

-presiunea vaporilor saturanti nu depinde de presiunea atmosferei in care
are loc vaporizarea.

Evaporarea

Este vaporizarea unui lichid prin suprafata sa libera intr-o atmosfera ne-
limitata. Vaporizarea lichidului prin suprafata sa face ca imediat deasupra
lichidului sa se gaseasca vapori amestecati cu aer. Aceasta nu inseamna
ca presiunea totala creste in spatiul de deasupra lichidului, ci se micsore-
aza presiunea partiala a aerului. Vaporii migreaza in sus astfel ca nu se va
ajunge la o valoare a presiunii partiale a vaporilor deasupra lichidului egala
cu presiunea vaporilor saturanti. Astfel procesul de evaporare va continua
pana cand tot lichidul se va transforma in vapori. Pentru a avea loc evapo-
rarea este necesar ca presiunea atmosferica sa depaseasca valoarea presiunii
vaporilor saturati. In caz contrar, va avea loc o fierbere fortats. In plus
este necesar ca atmosfera sa nu fie saturata cu vaporii substantei respective.
Viteza de evaporare reprezinta masa de lichid care se evapora in unitatea
de timp:

v = k—(pm —7) S
Po
unde p,, este presiunea vaporilor saturanti la temperatura la care are loc
evaporarea, p este presiunea atmosferica, S suprafata lichidului iar £ un
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T

Figura 3.7: Echilibru lichid-gaz

factorul de proportionalitate de ce depinde de viteza relativa a aerului de
deasupra lichidului.

Fierberea

Fierberea reprezinta vaporizarea in toata masa lichidului. Legile fierberii
sunt:

1. La o presiune data deasupra lichidului, fierberea are loc la o temper-
atura mereu aceiagi, pentru fiecare lichid, numita temperatura de fierbere.

2. La temperatura de fierbere presiunea vaporilor saturanti este egala
cu presiunea ce se exercita deasupra lichidului.

3.11.3 Diagrame de echilibru

Diagrama de echilibru lichid-vapori (vaporizare si condensare)

Graficul presiunii corespunzatoare echilibrului lichid-vapori in functie
de temperatura este prezentat in Fig.3.7. El se obtine reprezentand pre-
siunea palierelor izotermelor lui Andrews in functie de temperatura.

Acest grafic poate fi interpretat ca dependenta presiunii vaporilor in
functie de temperatura. Mai mult, o astfel de dependenta o putem privi
tindnd cont de legea a doua a fierberii, ca fiind dependenta temperaturii
de fierbere de presiune (fierberea are loc cand presiunea vaporilor saturati
este egald cu presiunea vaporilor de deasupra lichidului).
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Solid Lichid Solid \ Lichid

T
Ps>pP, Ps <P,

Figura 3.8: Curbe de echilibru solid -lichid

Echilibrul solid lichid (topirea si solidificarea)

Topirea reprezinta trecerea unui corp din faza solida in cea lichida, iar
solidificarea procesul invers.

In cazul topirii corpurilor amorfe (care nu au o structurd cristalin), nu
se poate preciza o temperatura de topire ci numai un anumit interval de
temperatura pe care are loc trecerea treptata a corpului din starea lichida
in cea solida.

Topirea corpurilor solide cu structura cristalina se deosebeste de topirea
corpurilor amorfe. In acest caz:

1 - La o presiune data topirea are loc intotdeauna la aceiasi temperatura
pentru un corp in stare pura.

2 - Temperatura raméane constanta in tot timpul topirii. Odata cu topi-
rea are loc si o variatie a volumului corpului. In general prin topire volumul
corpului creste, astfel incat pentru o astfel de substanta cresterea presiunii
externe duce la o intarziere a topirii si duce la cregterea temperaturii de
topire. Pentru substantele al caror volum se micgoreaza la topire, marirea
presiunii este favorabila procesului de topire si temperatura de topire scade
(Fig.3.8).

In timpul topirii unui corp trebuie si i se furnizeze cildurd din exterior,
numita caldura latenta de topire. Procesele de topire si solidificare fiind
reversibile temperatura de solidificare este aceiasi cu temperatura de topire,
iar caldurile latente specifice sunt egale.

Variatia energiei interne a unui corp prin topire este:

AU =Q — L =mM\ — p (Vichia — Vsolid) (3.160)
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Solid
Vapori

T

Figura 3.9: Echilibrul solid- gaz.

unde ); este caldura latenta specifica.

Echilibrul solig - gaz (sublimarea si desublimarea)

Trecerea unei substante direct din faza solida in cea gazoasa se numeste
sublimare iar procesul invers desublimare. Exemplu de substante care sub-
limeaza sunt iodul, naftalina, apa.

Vaporii aflati in echilibru cu faza solida se numesc tot vapori saturanti
iar presiunea lor se numeste presiune de vapori saturanti. Ca si in cazul
celorlalte transformari de faza, se poate trasa o curba de echilibru solid-
vapori. Ea poate fi interpretata ca fiind modul in care variaza presiunea
vaporilor saturati proveniti direct din stare solidd cu temperatura (Fig.3.9).

Punctul triplu

Punctul triplu este punctul de intersectie al curbelor de echilibru vapori-
solid, solid-lichid, lichid-vapori al unei substante. In acest punct cele trei
faze: solida, lichida si gazoasa, sunt in echilibru. Punctul triplu al unei sub-
stante e caracterizat de o anumita temperatura si presiune. Astfel in cazul
apei temperatura punctului triplu este de t;, = 0,01 °C si p; = 4,6 torr. 1
torr este presiunea care este creata de o coloana de mercur cu inaltimea de 1
mm gi este egald cu 133,3 Pa. 1 atm (atmosferd) este presiunea creatd de o
coloana de mercur cu inaltimea de 760 mm, adica o atmosfera este egala cu
760 torr sau 1,013 x 10° Pa. Deoarece abaterile mici de la valorile presiunii
si temperaturii punctul triplu conduc la disparitia uneia din faze, punctul
triplu al apei este ales ca reper fix al scarii temperaturii absolute. Pentru
apa curbele de echilibru si punctul triplu sunt aratate in Fig.3.10.
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Figura 3.10: Punctul triplu pentru apa.

3.11.4 Ecuatia Clausius-Clapeyron

Sa consideram doua faze si sa exprimam conditia de echilibru chimic
dintre acestea:

91(p,T) = g2(p,T) (3.161)

Se deriveaza egalitatea in raport cu temperatura si se tine cont ca pre-
siunea nu este o variabila independenta ci depinde si ea de temperatura.

Atunci:
991 991\ dp  (Oga dga\ dp
a7 ) =5 N 162
(8T)p+(8p>TdT <8T T\ ), ar (3.162)

Notand cu 5
g .
(8 )p = —5 (3.163)

(%)T = (3.164)

volumul unitatii de masa, rezulta:

entropia unitatii de masa si

dp dp
—S1 + ’Uld—T = —S9 + Uzd—T (3165)
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Atunci:
dp  s3— 51

dT N Vo — U1
Variatia de entropie se calculeaza considerand egalitatea fundamentala

a termodinamicii si faptul ca transformarea de faza are loc la temperatura
constanta:

(3.166)

2@:)\1—0
LT T

S9 — §1 = (3167)
unde A\;_, este caldura latenta specifica necesara ca substanta sa treaca din
starea 1 in starea 2. Rezulta;

dp 1 o

dT_T'UQ—’Ul

(3.168)

Aplicatie: Variatia presiunii vaporilor saturanti cu temperatura.

Consideram ca faza 1 reprezinta apa in stare lichida iar faza 2 corespunde
starii de vapori. Se tine cont cad vy > v; (volumul specific al apei in stare
de vapori este mai mare decat cel in stare lichidd). Atunci:

dp 1 Az
— ==— 3.169
dTl’ T V2 ( )
unde A5 este caldura latenta de vaporizare.
Din ecuatia de stare a gazelor:
M
pVo = —RT (3.170)
1
prin impdrtirea cu M rezultd si tindnd cont ca vy = Vo /M:
1
pvg = —RT (3.171)
1
rezulta: RT
vy = — (3.172)
Hp
Atunci:
d A
o _ A2i b (3.173)

dT~ R T2
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Notand cu A = Aizp relatia (3.170) devine:
dp drT
— =A— 174
dT T2 (3.174)
Integrand rezulta:
A
Inp = ~7 + const. (3.175)
A
p = const. exp <—?) (3.176)

3.12 Principiul al IlI-lea al termodinamicii

Principiul al II-lea introduce functia de stare numita entropie astfel:

_ @

d
o T

(3.177)

Din aceasta definitie entropia este determinata pana la o constanta adi-
tiva. Aceastd constantd trebuie determinata exact deoarece ea intervine
in numeroase masuratori experimentale cum ar fi cele in care se determina
caldurile de reactie.

W. Nernst a studiat o serie de prosese chimice si a constatat ca pe masura
ce temperatura scade, variatiile entropiei sunt din ce in ce mai mici. Acest
fapt a condus la urmatoarea constatare:

La temperatura de zero absolut entropia unui corp chimic pur are o val-
oare constanta independenta de variatia altor parametri:.

Ulterior, Planck a pornit de la considerente de mecanica statistica si
a aratat ca la temperatura de zero absolut Sy are valoarea zero. Astfel,
Planck a enuntat Principiul al III-lea in modul urmator:

Cand temperatura tinde catre zero absolut, entropia unui corp chimic
pur tinde catre zero:

limS =0 (3.179)

T—0

Consecinte ale Principiului al III-lea:
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a) Capacitatilor calorice tind la zero cand temperatura tinde la zero ab-
solut
Vom discuta acest lucru pentru o capacitate calorica la volum constant:

5Q = CydT (3.180)

Atunci:

s =

T
Cvdl si S:/ T (3.181)
0

T T

Astfel problema calcularii entropiei se reduce la determinarea depen-
dentei caldurilor specifice. Din relatiile (3.181), se observa c& pentru 7" — 0,
capacitatea calorica tinde la zero, deoarece in caz contrar integralele ar di-
verge.

b) Coeficientilor calorici tind la zero cind temperatura tinde la zero ab-
solut

Pentru aceasta vom alege ca exemplu coeficientul de dilatare izobar:

v \oT )

Deoarece:
oG oG
dG = =5dT + Vdp = (a—T)pdT+ <8_p)po (3.182)
oG . oG
s=—(77), 5 v=(%),
Deoarece:
9 (oG | _ |9 (9G
op \ oT pr T \ 9p ) 1],
rezulta:

“(3),- (),

Astfel coeficientul coeficientul de dilatare izobar se poate exprima:

1 [0V 1 /08
= (=) = _— (== 1
“Ty (8T)p v (ap>T (3-183)
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Cand T — 0 coeficientul de compresie izobar tinde la zero, deoarece vari-
atia entropiei in apropiere de zero absolut tinde la zero conform Principiului
al I1I-lea.

Si coeficientul termic al presiunii

1/
1=+ (a_;) (3.184)
14

tinde la zero cAnd 1" — 0. Pentru aceasta se tine cont ca

dF = —SdT — pdV (3.185)
si:
0p> <8S>
— = — (3.186)
<8T v ov ),
Atunci: 5
1 S

c)Atingerea temperaturii de zero absolut este imposibila.
Consideram un Ciclu Carnot reversibil cu sursa calda la temperatura
T1 =T si cu sursa rece 17 = 0. Conform egalitatii lui Clausius:

0Q
7{ =0 (3.188)

AS19 + ASy3 + A534 + ASy =0

unde procesele 1 - 2 si 4 - 1 sunt izoterme iar procesele 2 - 3 si 3 - 4 sunt
adiabate.

ASs3 = AS34 = 0, deoarece procesele sunt adiabate, AS3, = 0 deoarece
entropia este nula la 7" = 0 K. Rezulta:

T
Se ajunge la o contradictie deoarece Q12 # 0. Aceasta contradictie arata
ca este imposibil de construit un ciclu Carnot cu o izoterma la temperatura
nula.
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3.13 Probleme

3.1 O bucata de metal cu masa m; = 0,05 kg cu temperatura egala cu
t; = 200 °C este introdusa intr-un calorimetru care contine ms = 0,4 kg
de apa care se afla initial la temperatura t; = 20 °C. Temperatura finala
devine t, = 22,4°C. Sa se determine caldura specifica a metalului cunoscand
cdldura specificd a apei ¢, = 4185 J/kg°C.

3.2 5S4 se calculeze modificarea entropiei a 250 g de apa incalzita de la
20 °C la 80 °C. Caldura specificd a apei este ¢ = 4185 J /kg°C.

3.3 Sa se calculeze lucrul mecanic efectuat de un gaz cand se destinde
adiabatic din starea initiala (p;, V1) in starea finald (po, V5). Se cunoaste
exponentul adiabatic al gazului .

3.4 Ecuatia Van-der-Waals pentru un gaz este

2
(p+ %) (V — vb) = vRT

Sa se determine lucrul mecanic intr-o transformare izoterma a gazului
cand gazul se destinde de la Vj la V5. Se considera cazul a v = 2 moli de
etan care se destind de la V; =2 11a Vo, =6 1, la temperatura 7' = 300 K .
Se cunosc a = 0, 544 Jm?/mol%si b = 6,38 x 107° m3/mol.

3.5 In apropierea lui 0 K cildura molars la presiunea constants C, a
unui metal este:
C, = al®+bT

In cazul unui mol de substants, la presiunea py = 1 atm constantele a
sibsunt: a =1,16 x 1075 Jmol 'K *si b= 7,14 x 10~* Jmol 'K~2. Si se
determine variatia entropiei unui mol de de substanta AS cadnd temperatura
creste de la valoarea T} = 1 K la valoarea T3 = 3 K.

3.6 In motorul unui automobil amestecul de aer si vapori de benzini
este comprimat in raportul 9:1 (raportul de compresie). Presiunea initiala
este de 1 atm gi 27 °C. Daca presiunea dupa comprimare este 21,7 atm sa
se gaseasca temperatura amestecului comprimat.

3.7 Un motor preia o cantitate de cildurd egald cu @, = 2 x 10® J de
la rezervorul cald si transferd rezervorului rece cildura |Qy| = 1,5 x 103 J.
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a) Sa se calculeze randamentul motorului.
b) Care este lucrul mecanic efectuat ?

3.8 Temperatura sursei calde a unui motor care executa un ciclul Carnot
este 400 K. Care este temperatura sursei reci dacd n = 30 %.

3.9 Un solid are caldura latenta A\ si temperatura de topire 7. Sa se
calculeze variatia entropiei cand masa m de substanta se topeste.

3.10 Un mol de gaz urmeaza ecuatia van der Waals.

(p-l—%) (V —b) = RT

Daca energia interna a unui mol este

a
U=CT - —
v
unde V' este volumul molar iar C' si a sunt constante sa se calculeze caldurile
molare la volum si presiune constanta Cy si C).

3.11 Un gram de apa se vaporizeaza izobar la presiunea atmosferica
p = 1,013 x 10° Pa. Volumul apei in stare lichidd este V; = 1 cm? iar
volumul apei in starea de vapori este V, = 1671 cm?. Si se giseasca lucrul
mecanic efectuat in cursul presiunii gi variatia energiei interne. Se neglijeaza
interactiunea vaporilor cu aerul inconjurator. Se cunoaste caldura latenta
de vaporizare A = 2,26 x 10° J/kg.

4.14 Heliul lichid are la presiunea de py = 1 atm punctul de fierbere la
4,2 K iar la presiunea de p = 1 mm de Hg fierbe la 1,2 K. Sa se determine
caldura latenta de vaporizare a heliului lichid.

3.15 Viteza unei unde longitudinale in gaz este:

dp
dp

CcC =

Sa se calculeze:
a) viteza in cazul in care compresia si rarefierea gazului sunt izoterme;
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b) viteza in cazul in care compresia si rarefierea gazului sunt adiabate.

3.16 Un sistem are entalpia libera de forma:

ap

G (p,T) = RTIn
(p, T) (BT

unde a si R sunt constante. Sa se determine C,.



Capitolul 4

Elemente de fizica statistica

4.1 Presiunea gazului ideal

Pentru a calcula presiunea pe care un gaz o exercita asupra peretilor
vasului in care se afla, trebuie considerat un model pentru acesta. Cel mai
simplu model pentru un gaz este acela al gazului ideal:

a) moleculele sunt considerate puncte materiale;

b) moleculele se afld intr-o migcare permanenta total dezordonata, mis-
care care se supune legilor mecanicii newtoniene;

c) fortele de interactiune dintre molecule se neglijeaza,

d) moleculele interactioneazd doar in timpul ciocnilor dintre ele si cu
peretii vasului. Ciocnirile dintre molecule si cu peretii vasului sunt perfect
elastice.

Sa consideram un vas cubic de latura L in care se afla N molecule de
gaz. Ne vom concentra asupra unei molecule "i" de masa m a carei viteza
pe directia Oz este v;,. Atunci caind molecula se ciocneste cu peretele
componenta vitezei pe axa Oz se modificd brusc la valoarea —v,; (Fig.
4.1). Variatia impulsului moleculei pe directia Oz este:

Apyi = —MUjp — MU = —2MUy, (4.1)

Timpul intre doua ciocniri cu acelasi perete este:

2L

Vig:

At (4.2)

109
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xi

Figura 4.1: Ciocnirea unei molecule de gaz cu peretele

Forta medie cu care peretele actioneaza asupra moleculei "¢" este:

= Apis = Wi (4.3)
At L
Conform legii a IIl-a mecanicii,forta cu care molecula actioneaza asupra
peretelui este:

F;

mu?

Fy=—F = —" (4.4)

Forta totala cu care moleculele actioneaza asupra peretelui este suma
fortelor cu care fiecare molecula actioneaza asupra peretelui este:

F—ZN:m”?w—TZN:& (4.5)
_i:1 L _Li:1 " .

Definim media patratului componentei pe axa Oz a vitezei:

N

2

E :vxi
=1

2 4.6
== (1.6
Atunci: mo
Dar
v? =0l + vl + vl (4.8)
si mediind relatia (4.8) se obtine.
02 =02 4 02 + 02 (4.9)
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Marimea v? poarta numele de viteza patraticd medie. Deoarece nici una
din axele de coordonate nu este privilegiata, mediile componentelor vitezelor
pe cele trei axe sunt egale:

v =02 =102 (4.10)
Atunci: .
v 411
si forta care actioneaza asupra peretelui este:
m J—
F=—Nuv? 4.12
3L (4.12)
Presiunea care actioneaza asupra peretelui extern este:
F m . — 2 1 — 2
P="5 =318 3 <2 ) 3 (4.13)

Marimea g, = %mzﬁ reprezinta energia cinetica a moleculelor. Raportul
N/ L3 reprezinti concentratia de molecule n din volumul considerat. Rezulta
ca presiunea gazului este proportionala cu numarul de molecule din unitatea
de volum sgi cu energia cinetica medie a moleculelor.

Astfel am legat o marime macroscopica care este presiunea, de o marime
microscopica care este viteza patratica medie sau energia cinetica medie.

4.2 Interpretarea moleculara a temperaturii
si gradele de libertate

Considerand ecuatia de stare a gazelor ideale

N

Se imparte relatia (4.14) prin V' si se tinem cont ca n = N/N4 si ca
R/N4 = kg =1,38 x 107* J/kmol-K. Se obtine:

p=nkgT (4.15)

Prin compararea relatiilor (4.13) si (4.15) rezulta:
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Rezultatul arata ca temperatura este o masura a gradului de agitatie
termica, deoarece masura gradului de agitatie termica este masurata prin
energia cinetica medie.

Energia unei molecule de gaz monoatomic se poate exprima ca o suma
de trei termeni:

2 2 2

Se observa ca fiecare termen reprezinta un mod in care o molecula de
gaz monoatomic poate stoca energia. Aceste moduri distincte in care se
poate stoca energia poarta numele de grade de libertate. Astfel o molecula
monoatomicd are trei grade de libertate. In cazul general numsrul de grade
de libertate a unui sistem reprezinta numarul minim de parametri necesari
pentru a caracteriza sitemul respectiv. Deoarece nici o directie nu este
privilegiata rezulta ca:

02 2 )
mu; MU, mu?

2 2 2

Aceasta arata ca fiecare grad de libertate de translatie este caracterizat
de aceeasi cantitate de energie % Acest rezultat poate fi generalizat. Se
obtine astfel teorema echipartitiei energiei:

Fiecarui grad de libertate i corespunde o energie medie kgT /2.

Cu ajutorul acestei teoreme putem calcula caldura molara la volum con-
stant a unui gaz.

Vom considera pentru inceput un gaz ideal monoatomic. Energia interna
a gazului ideal monoatomic este suma energiilor fiecarei molecule. Deoarece
fiecare molecula are ¢ = 3 grade de libertate energia interna a unui mol de

gaz ideal este:

1

kT T
U= Nyahel 30 (4.17)
2 2
Deoarece:
U=CunT (4.18)

Rezulta caldura molara la volum constant:
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x X

Figura 4.2: Migcarile de rotatie a unei molecule biatomice.

Cuv = ? (4.19)

In cazul gazelor biatomice este necesar si se tind cont si de miscirile

proprii ale molecule, cum ar fi miscarea de rotatie si vibratie. Daca consid-

eram molecula sub forma unei haltere (cu distanta dintre atomii mult mai

mare decat dimensiunea atomilor) miscarea de rotatie poate avea loc doar

in jurul a doud axe de rotatie (energia de rotatie in jurul axei care leaga cei

doi atomi este nuld) ca in Fig. ?7. Astfel energia datoratd rotatiei este de

forma
Ly | L2

Er = 31, T a1 (4.20)

unde cu L, si L, sunt componentele momentului cinetic pe axele Oz

si Oz, iar I, si I, sunt momentele de inertie corespunzatoare. Rotatia in

jurul axei Oy se neglijeaza deoarece atomii moleculei se considera puncte

materiale. Rezulta ca alaturi de gradele de libertate de translatie mai apar

doua grade de libertate de rotatie in jurul axelor Oz si Oz astfel ca pentru
acest tip de gaz i = 5 si

kT T

Atunci
Coy = — (4.22)
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Figura 4.3: Dependenta de temperatura a caldurii molare la volum constant
pentru hidrogen

In plus este posibil ca cei doi atomi ce formeaza moleculele sa se apropie
unul de altul, adica sa vibreze. Energia de vibratie are doi termeni:

1 k
€y = ﬂ]ﬁel + 59’372«el (4.23)
unde 1 = myma/ (my + my) este masa redusa si pre; = fUre . Marimile care
au indicele "rel” se refera la marimi relative. Pentru acest tip de molecule
1=17si
TR
2

Trebuie remarcat ca daca se traseaza o curba care prezinta caldura mo-
lara la volum constant in functie de temperatura se obtine graficul din Fig.
4.3.

Graficul arata ca la temperaturi joase hidrogenul se comporta ca un
gaz monoatomic astfel incat spunem ca gradele de libertate de rotatie sunt
inghetate. La temperaturi foarte mari si gradele de libertate de vibratie
trebuie luate in considerare.

Oy = (4.24)

4.3 Caldura specifica a solidelor

Caldura specifica a solidelor descreste rapid cand temperatura se apropie
de zero absolut. La temperaturi inalte (peste 300 K) valoarea caldurii mo-
lare este 3R =~ 25 J/mol-K rezultat care poartd numele de legea Dulong-
Petit.
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Figura 4.4: Dependenta de temperaturd a cdldurii molare la volum constant

Putem exprima caldura molara a solidelor utilizadnd teorema echipartitiei
energiei. Pentru deplasari mici ale unui atom fata de pozitia de echilibru,
acesta executa o miscare simpla armonica. Energia asociata cu miscarea pe
axa Or este:

E = lmvi + llmQ (4.25)
2 2
Expresiile energie asociate migcarilor pe directiile Oy si Oz se scriu in
acelagi fel. Deoarece orice atom arei = 6 grade de libertate conform teoremei
echipartitiei energiei, energia medie a atomilor coprpului solid este:

1

Atunci energia interna a unui mol este:

U = N43ksT = 3RT (4.27)

Rezulta caldura molara C),,; = 3R. Acest rezultat poarta numele de
legea Dulong-Petit. Cunoscand cdldura molara se poate determina caldura
specifica:

Cuv

Cy = ——
1
In Tabelul 4.1 este prezentatii o comparatie dintre rezultatele obtinute
cu ajutorul legii Dulong-Petit si cele experimentale. Se observa o foarte
buna concordanta intre acestea tindnd cont de simplitatea modului folosit.
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Tabelul 4.1
Caldura specifica a solidelor

Material | cexp (J/kg-K) | p (kg/kmol) | ¢, = % (J/kg-K)
Al 895 26,9 927
Ag 235 107 233
Cu 395 53,54 465
Ni 400 09,71 417
Pt 120 195 127
Pb 125 207 120
Zn 340 65 381

4.4 Distributia Maxwell dupa viteze intr-un
gaz

Presupunem ci intr-un gaz s-a stabilit o stare de echilibru. In conformi-
tate cu datele experimentale, presupunem ca moleculele gazului se distribuie
in intreg volumul recipientului cu o densitate constanta. Moleculele aga cum
am mai spus prezinta viteze uniform distribuite in spatiu. Stabilirea miscarii
haotice este conditionata de existenta interactiilor dintre molecule. Atunci
cand moleculele se ciocnesc se produce o continua schimbare a directiilor
de migcare. Rolul ciocnirilor nu se reduce insa la stabilirea unei distributii
uniforme a vitezelor dupa directii. Pe langa modificarile directiei de migcare
moleculele sufera variatii ale vitezelor in valoare absoluta. Atunci cand gazul
este inchis intr-un recipient apare o distributie a vitezelor moleculelor. In
gaz apar molecule cu viteze mai mari, un numar de molecule cu viteze medii
si un numér de molecule cu viteze mici. Aceasta distributie este stationara
atat timp cat nu apare o actiune exterioara. Problema care se pune este
aceea a determinarii numarului de molecule care au o viteza data. Deoarece
vitezele variaza in mod continuu atunci problema care se pune este aceea a
determinarii numarului de molecule care au o viteza apropiata de o valoare
data.

4.4.1 Deducerea formei functiei de distributie

Notam cu dN numarul de molecule care au componentele vitezei situate
intre v, §i v, +dv,, vy+dvy, v, +dv,. Probabilitatea ca o moleculd sa aiba
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componentele vitezelor in intervalul de mai sus este:

_dN

d
l N

= f(vg, vy, v;)dv,du,du, (4.28)
f(vg, vy, v,) poartd numele de functia de distributie dupa viteze. Observam
ca functia de distributie trebuie sa se sa indeplineaca conditia de normare:

“+oo “+oo +oo
/ / f(vg, vy, v,)dvgdo,do =1 (4.29)

Deoarece vitezele sunt distribuite uniform in toate directiile atunci functia
de distributie depinde doar de modulul vitezei.

[z, vy,0.) = f(v) (4.30)

Elementul de volum din spatiul vitezelor este in coordonate sferice:
dv,dv,dv, = v*sin dvdfdp (4.31)

Daca nu intereseaza distributia dupa directi a moleculelor putem inte-
gra dupd 0 si ¢ si obtinem astfel o noua functie de distributie F' (v) dupa
modulul vitezei.

Fv) = (/Owsiné’dé/:ﬁdgo) F ()02 = dnf (v) 02

In demonstratie (care nu este riguroasi) apare in mod clar rolul ciocnir-
ilor si al ipotezei caracterului haotic al miscarii moleculare. Sa consideram
procesul de ciocnire a douil particule care se migcd cu vitezele ¥igi ¥. In
urma ciocnirii vitezele moleculelor variaza si iau valorile v3 si v4. Numarul
de ciocniri de acest fel in unitatea de timp trebuie sa fie proportional cu
numarul perechilor de molecule cu vitezele v si v, adica proportional cu
produsul f(¢) f (v3). Sa consideram apoi procesul invers adicd ciocnirile
in care vitezele moleculelor variaza de la U3 si vy la visi vo. Numarul de
ciocniri in acest timp este proportional cu produsul f (5) f (Uy) .

Tinem cont de presupunerea ca intr-un gaz care se afla intr-o stare
stationara ca numarul de molecule cu valori date ale vitezei nu variaza da-
torita proceselor de ciocnire se considera ca numarul de molecule ale caror
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viteze variaza de la v3 si U4 la U si U5 este egal cu numarul de molecule ale
caror viteze variaza de la v si v la 3 si v4. Atunci:

f (1) [ (02) = [ (U5) f () (4.32)

Deoarece in procesul de ciocnire are loc conservarea energiei. Probabil-
itatea ca molecula sa aiba:

v? + 02 = vl + 0] (4.33)

Deoarece functia de distributie nu depinde de directia vitezei relatia
(4.32) poate fi transcrisa sub forma:

Fi)f(vy) = f(v3)f(v2) (4.34)
Din relatiile (4.33) si (4.34) rezulta forma functie f (v):
flv) = Ae™?” (4.35)

si
F(v) = dm Av?e P (4.36)

Determinarea constantelor A si 3 se face pornind de la conditia de nor-
mare:

/ " Flo)de =1 (4.37)

si de faptul ca viteza patratica medie este legata de temperatura prin relatia:

— too kT
v? = / v F(v)dv = 5Kz (4.38)
0 m
Rezulta:
m m \3/2

= o A= < ) 4.

Astfel:
3/2 7n,7)2
F(v) =4n (27:7<:T> v2e” 2T (4.40)

Rezultd cd forma functiei de distributie f (v) este:
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Figura 4.5: Distributia Maxwell dupa viteze

m 3/2 mv2 2
= - 2kpT 4.41
10 = (5 (1.41)
In Fig. 4.5 este reprezinta distributia dupa viteze unde N = 10°

Pornind de la expresia functiei de distributie se va putea calcula viteza
medie

8kT
U= — (4.42)
™
si viteza cea mai probabila:
2kgT
vy = - (4.43)

4.4.2 Distributia Boltzmann intr-un ciAmp de forte
omogen

Problema care se pune este aceea de a determina modul in care sunt
distribuite moleculele in cAmpuri de forte conservative. Ca un exemplu vom
studia distributia moleculelor unui gaz in camp gravitational (Fig. 4.6.)

Sa consideram o coloana de gaz cu suprafata S aflata intre coordonatele
z i 2z + dz. Punem conditia ca aceasta coloana sa fie in repaus. Pentru
aceasta:

Sp(z) = Sp(z + dz) + Spgdz (4.44)
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l S-p(z+dz)

|6

Sp(z)|

Figura 4.6: Portiune dintr-un gaz aflat in cAmp gravitational.

unde p = mn este densitatea, m este masa unei molecule si n este concen-
tratia moleculelor.Rezulta:

p(z +dz) — p(z) = dp = —pgdz = —mngdz (4.45)
Din ecuatia de stare:
p = nkT (4.46)
considerand temperatura constanta

dp = kTdn (4.47)
Astfel din relatiile 4.45 gi 4.47 se obtine:

kETdn = —mngdz (4.48)
dn mg
== d 4.49

Integram de la z = 0 unde concentratia moleculelor este n = ny. Atunci:

" dn mg [V n mgz
— = +—= d - In—=-——
o n +/€BT/0 ‘ nno kT

mgz

n = nge *sT (4.50)

Astfel numarul de molecule aflate intre z si 2z + dz :

mgz

dn ~e *5Tdz (4.51)

Atunci probabilitatea ca o molecula sa se gaseasca intre z si z + dz este:

AP ~ ¢ *5Tdz (4.52)
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Putem rescrie formula de mai sus tinand cont ca mgz = E,, este energia
potentiala si cad dz ~ dE,. Astfel probabilitatea ca o moleculd sa aiba
energia cuprinsa in intervalul dE, E, + dE, este:

Ep
dP ~ ¢ T dE, (4.53)

4.5 Distributia Maxwell-Boltzmann

Probabilitatea ca molecula sa se gaseasca la o inaltime cuprinsa intre z
si 2z + dz si sa aiba viteza cuprinsa intre v si ¥ 4+ dU se obtine combinand
rezultatele obtinute la studiul distributie Maxwell si distributiei Boltzmann:

mvz

+mgz

dP = Ae  *5T  dv,dvydv.dz (4.54)

unde A este o constanta.

In continuare vom generaliza concluziile din discutia anterioars in cazul
ca energia stationara in care se poate afla sistemul formeaza un gir discret
E,, E,, Ej.., Probabilitatea ca sistemul sa se afle in starea de energie Ej
este:

E
P, = Cexp <_lf3_]f}) (4.55)

Constanta C' se determina din conditia de normare:

kz:; P, =C kz:; exp (_k‘B_T) (4.56)

Aplicatie

Atomii pot ocupa doua nivele discrete a energiei. S& consideram un
gaz la 2500 °C care are doua nivele energetice separate prin 1,5 eV. Sa se
determine raportul dintre numarul de atomi care ocupa nivelul de energie
mai mare si numarul de atomic care ocupa nivelul de energie mai mic.

Solutie:

Conform statisticii Boltzmann
n (Eg) _ exXp [—EQ/kBT] _ |:<E1 — Eg):| _1 9 % 10_3
n(E1) exp[—F1/kpT)| kgT ’
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4.6 Entropia din punct de vedere microscopic

Putem trata entropia din punct de vedere microscopic pornind de la
analiza statistica a miscarii moleculare.

In teoria cinetici moleculari, moleculele sunt reprezentate ca particule
care se misca haotic. Sa presupunem ca initial gazul este in volumul V.
Pentru o distributie a gazului in volum exista un mare numar de microstari
echivalente compatibile cu starea macroscopica data.

Vom calcula numarul de microstari considerand ca fiecare molecula ocupa
un volum microscopic V,,. Numarul total al locatiilor pe care molecula le
poate ocupa in starea initiald este w; = V;/V},.

Numarul w; poate fi interpretat ca numarul de moduri in care molecula
poate fi plasata in volumul V;. Presupunem ca probabilitatile ca molecula sa
ocupe orice locatie sunt egale. Daca se adauga molecule in sistem numarul
de posibilitati in care moleculele se pot aranja in sistem creste. Astfel
daca w; reprezinta numarul de locatii posibile pentru prima molecula si w-
numarul de locatii pentru a doua molecula numarul total de moduri in care
se pot plasa cele doua molecule este wqws

Neglijand probabilitatea (extrem de micd) ca doud molecule sa ocupe
acelagi volum, numarul de locatii pe care-1 poate ocupa fiecare molecula
este acelagi, numarul de moduri in care N molecule pot ocupa volumul
intial V; este:

Qi = (w)" = (Vi/ Vi)™ (4.57)

Considerand ca gazul sufera o destindere adiabatica in vid pana la volu-
mul final V;. In acelasi mod, numarul de moduri in care cele N molecule
pot ocupa volumul V; este:

Q= (wp) = (Vy/ Vi)™ (4.58)

Qy v\
it A 4,
o= (v) (45

Numarul total de moduri in care molecule pot ocupa volumul V' reprez-
inta numarul de microstari ale sistemului care sunt compatibile cu macrostarea
considerata. Din relatia (4.59) se obtine:

Logaritméand si multiplicAnd cu constanta Boltzmann se obtine:

Q
kpIn ﬁf = Nkp ln% — uN kg m% — VR h%” (4.60)
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de unde v
kplnQy — kplnQ; = uRlnvf (4.61)
Dar in cazul ca are loc o expansiune a gazului in vid am dedus ca:
V
AS=S;—S;=vRIn Vf (4.62)
Rezulta ca:
S=kglnQ2 (4.63)

In concluzie cu cat sunt mai multe microstari, cu atat creste entropia
sistemului. Ecuatia (4.63) aratd ca entropia este o masurd a dezordinii
unui sistem. Asa cum am spus starile microscopice sunt egal probabile.
Deoarece numarul de microstari compatibile cu o stare dezordonata este
mult mai mare decdt numarul de microstari compatibile cu o stare mai
ordonata rezulta ca starea dezordonata este mult mai probabila.

Aplicatie

Apa fierbe la 100 °C la nivelul marii. La ce temperatura fierbe apa pe
un munte la o inaltime de 5 km de nivelul marii. Consideram masa molara
a aerului g = 28,9 g/mol si cd temperatura mediului ambiant este t = 20
°C. Cildura latentd de vaporizare este 2,26 x 106 J/kg

Solutie:

Presiunea vaporilor saturanti functie de temperatura variaza dupa legea

= kjex —ﬂ
Py = K1 p RTf

unde T este temperatura de fierbere iar k; este o constanta. La nivelul
marii p, = pp = 1 atm si temperatura de fierbere Ty = Ty, = 373,15 K.
Atunci:

AL ]

RTro

Presiunea atmosferica functie de inaltime este:

po = kiexp {—

mgz [ ugz]
=DpoexXp |——=| =Po€xp | — =~
P=PoexP = | T PoSXD | T

Fenomenul de fierbere are loc atunci cand presiunea vaporilor saturanti
la temperatura de fierbere este egala cu presiunea atmosferica:

A 1gz
k1 exp “RT, =DoeXp |~ Hm
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Rezulta:

1 1
T = = — 363,13 K

1 + 9z 1 + 9,8x 5000
Ty AT 373,15 2,26x 106 % 293,15

Aceasta corespunde la 90 °C.

4.7 Probleme

4.1 O centrifuga este un dispozitiv care este utilizat pentru a separa
particule prin rotirea acesteia cu viteza unghiulara w. Ea este formata dintr-
un tub de lungime R care se roteste in plan orizontal in jurul unui capat al
acesteia. Sa se determine densitatea particulelor in interiorul centrifugii.

4.2 Frecventa de rotatie a unei molecule. Molecula de Ny are lungimea
de 0,12 nm. Sa se estimeze frecventa de rotatie a Ny a rotatie la 20 °C.

4.3 Sa se determine viteza medie a moleculelor unui gaz ideal aflat la
temperatura 7.

4.4 Sa se determine viteza ce mai probabila a moleculelor unui gaz ideal
aflat la temperatura 7.



Capitolul 5

Electricitate

5.1 Electrostatica

5.1.1 Sarcina electrica

Sarcina electrica este o marime scalara care masoara starea de electrizare
a unui corp. Existd doud tipuri de sarcind: una pozitiva (a protonilor) si
una negativa (a electronilor). Unitatea sarcinii electrice este Coulombul
(C). Cea mai mica cantitate de sarcind este sarcina e = 1,6 x 10719 C.
Sarcina +e este sarcina protonilor iar sarcina —e este sarcina electronilor.

5.1.2 Legea lui Coulomb

Legea lui Coulomb este o lege experimentala care afirma ca: forta de
interactie dintre doua sarcini punctiforme este de atractie daca sarcinile
sunt de semne contrare si de respingere daca sarcinile sunt de acelasi fel;
forta actioneaza de-a lungul dreptei ce uneste cele doua sarcini; marimea
fortei este invers proportionala cu patratul distantei dintre sarcini si este
direct proportionalda cu produsul sarcinilor. Forma matematica a legii lui
Coulomb in sistemul de unitati international SI este:

= 1 qiq2 712
Fio = e 5.1
12 471'60 T%2 12 ( )

unde gy = 8,854 x 1072 C2/N-m? este o constantd numitd permitivitatea
vidului. 75. Forta Fs reprezinta forta cu care sarcina ¢; actioneaza asupra
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Figura 5.1: Forta dintre doud sarcini electrice punctiforme de acelasi semn.

sarcinii ¢o. In Fig. 5.1 este reprezentat cazul cand cele doui sarcini au ace-
lagi semna. Se observa ca relatia (5.1) pune in evidentd caracterul atractiv
sau repulsiv al fortei. Considerand ca semnele sarcinilor sunt incluse in ¢,
si 2, cand ¢q1g2 > 0 (adicd ambele sarcini au acelagi semn) ﬁlg are sensul
vectorului 75 si forta este repulsiva, iar cand ¢;¢q2 < 0 (sarcinile au semne
contrare) F, 12 are sens contrar lui 75 si forta este atractiva.

Aplicatie

Electronul si protonul atomului de hidrogen se afla la o distanta medie
de 5,3 x 107'* m. Si se determine forta care actioneaza intre ei.

Solutie:

1 ¢ 1,6 x 10719)?
Fo b gy (16X >2:8,2><10‘8N
dmeg 1 (5,3 x 10-11)
unde am tinut cont ca:
— 0 x 109N'_m2
471'80 N 02

5.1.3 Camp electric

Notiunea de camp se referd la cazul interactiei cand doua corpuri nu
sunt in contact. Astfel asupra unui corp lasat liber deasupra pamantului
actioneaza o forta. Spunem ca acel corp se afld in cAmpul gravitational al
paméantului. Daca un corp cu o sarcina foarte mica si de dimensiuni foarte
mici, numit corp de proba, este adus in apropierea unor corpuri incarcate
electric si considerate fixe asupra lui actioneaza o fortd. Spunem ca in
regiunea in care asupra corpului de proba actioneaza o forta exista un camp
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Figura 5.2: Vectorul intensitatea cAmpului electric

electric. Pentru a caracteriza cAmpul electric se defineste intensitatea cam-
pul electric intr-un punct ca fiind:

E = (5.2)

|

unde F' este forta ce actioneaza in punctul respectiv asupra corpului de
proba incarcat cu sarcinag.

Un corp punctiform cu sarcina @), creaza un camp electric a carui inten-
sitate este (Fig. 5.2):

L, F Q 7
E=== - 5.3
q  4dmwegr3r (5:3)
si
= Q
Bl = Amer? (54)

Pentru a obtine o reprezentare a campului electric, se pot defini liniile
de camp, ca fiind curbele la care in fiecare punct vectorul intensitate cAmp
electric este tangent. Sensul unei linii de cAmp este sensul in care incepe
sa se deplaseze o sarcina pozitiva pe linia de cAmp cand este lasata libera.
Liniile de cAmp electric pornesc de pe sarcinile incarcate pozitiv si se termina
pe sarcinile incdrcate negativ (Fig. 5.3). Ele nu se intersecteazi deoarece
campul este definit in mod univoc intr-un punct dat.

5.1.4 Distributii continue de sarcini

Adesea distantele dintre sarcinile unui grup de sarcini sunt mult mai
mici decat distanta de la grupul de sarcini la punctul in care trebuie calcu-
latd intensitatea campului electric. In acest caz sistemul poate fi modelat
ca un sistem continuu de sarcina. Pentru a evalua campul electric creat
de o distributie continua de sarcina se utilizeaza urmatorul procedeu: se
divizeaza distributia de sarcind in elemente mici fiecare continand sarcina
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Figura 5.3: Linii de cAmp electric.

dgq. Campul produs in P de sarcina dintr-un element va fi:

Jh_ Lt dar

dregr?r

(5.5)

Pentru a obtine intensitatea totala se insumeaza contributiile aduse de
fiecare element. Pentru aceasta se integreaza relatia (5.5) pe tot volumul in
care se afla sarcinile electrice:

1 dgr

E = 5
dreg | 12 r

(5.6)

Daca notam cu p densitatea de sarcina si se tine cont ca ¢ = pdv se

obtine:
— 1 r
E:—///@tv (5.7)
Amegr v rer

5.1.5 Legea lui Gauss

Fluzul campulur electric
Fie o suprafata S strabatutd de un camp electric uniform F (Fig 5.4a).
Fluxul cAmpului electric prin suprafata S se defineste ca:

b= (Eﬁ) S = FEScosa (5.8)



129

E .
n
[E
0 s [¥5
a) b)

Figura 5.4: a) Fluxul cimpului electric b) Fluxul cAmpului electric printr-o
suprafatd elementara d.S

unde 77 este normala pe suprafata S.

In cazul unui cimp neuniform se imparte aceasti suprafat in elemente
mici dS. Considerand unul din aceste elemente, normala pe acest element
de 71, (Fig. 5.6b) si E valoarea intensitatii cAmpului electric pe acesta, fluxul
electric elementar este:

d¢ = EitdS = (EdS) cosa (5.9)

Fluxul total prin suprafata S se obtine prin adunarea fluxurilor prin
toate elementele d.S. Atunci:

6= / / Eiids = / / Eas (5.10)
S

S

unde vectorul dS se defineste ca dS = ndS.
Sa consideram un caz particular i anume o sarcina in centrul unei sfere.
In orice punct al sferei modulul intensitatii cAmpului electric este:

__ 7
4degr?

Fluxul electric elementar printr-o suprafata dS este:

d¢ = EdS (5.11)

¢—//EdS—E//dS— T pgep2—= 4
4drregr? €0
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Figura 5.5: Campul electric creat de o distributie liniara de sarcina

Rezulta ca fluxul printr-o suprafata sferica produs de sarcina din centru
este proportional cu sarcina. Aceasta proprietate se poate generaliza si
pentru o suprafata inchisa oarecare anume:

= //Eﬁds — dint
s €o

unde ¢;,; este sarcina din interiorul volumului inchis de suprafata S.

Aplicatie

Se da o distributie liniara de sarcind, a carei densitate este A (sarcina pe
unitatea de lungine). Sa se gaseasca expresia intensitatii campului electric
la distanta r daca distributia de sarcina se gaseste in vid.

Solutie:

Din considerente de simetrie, E are o directie radiala ca in Fig. 5.5.
Pentru determinarea cAmpului electric se utilizeaza legea lui Gauss. Pentru
aceasta se alege o suprafata cilindrica a carei axa de simetrie o constituie
distributia liniara de sarcina. Se observa ca fluxul cAmpului electric este
diferit de zero doar pe suprafata laterala a suprafetei cilindrice de raza r.
Pe baze fluxul campului electric este nul deoarece unghiul dintre normala
si directia cAmpului electric este /2. Atunci:

o —omrip = L =N

(5.12)

Rezulta:
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Figura 5.6: a) Lucrul mecanic efectuat de campul produs o sarcing () asupra unei
sarcini de proba ¢. b) Deplasarea unei sarcini de-a lungul unei curbe.

Aplicatie

Sa se determine caAmpul electric determinat de o sfera conductoare de
raza R incarcata cu sarcina () in exteriorul acesteia.

Solutie

Pentru un punct situat la distanta » > R consideram o sfera concentrica
cu sfera incarcatda. Din motive de simetrie cAmpul electric este perpendicular
pe suprafata sferei de raza r deoarece toate punctele de pe aceasta sfera sunt
echivalente. Atunci conform legii lui Gauss:

® = E (4mr?) :89
0

Rezulta:

Q

BE=—%_
4dteqr?

(5.13)

Astfel campul electric creat de o sfera incarcata cu sarcina (), in exte-
riorul ei, este identic cu cel care ar fi determiant daca sarcina () s-ar afla
concentrata in centru. Campul in interiorul sferie este nul. Vom arata ca
in interiorul conductoarelor aflate in echibru electrostatic (in care nu exista
deplaséri ordonate de sarcini electrice) caAmpul electric este nul.

5.1.6 Potentialul electric
Lucrul mecanic efectuat de caAmpul electric.

Pentru simplificare vom considera campul creat de o sarcina electrica @)
in care se deplaseaza o sarcina ¢ de-a lungul unei linii de cAmp de la distanta
r1 la distanta r9 > r;. Presupunem in plus ca cele doua sarcini au acelasi
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semn (Fig 5.6a). Lucrul mecanic elementar efectuat de cAmp cénd sarcina
este deplasata de la r la r 4 dr este:

0L = Fdr = Fdr =

dr (5.14)

Atunci

(5.15)

dregr?  dmeg \r1 1o

- [Qadr_ Qg <1 1)

T1

Relatia (5.15) este valabila si in cazul in care deplasarea sarcinii se face
pe un drum oarecare intre doua puncte aflate la distantele r; si 7o fata de
sarcina (). Deoarece lucrul mecanic nu depinde de drum, fortele electrosta-
tice sunt forte conservative.

Sa consideram deplasarea sarcinii ¢ intr-un caAmp electric de-a lungul unei
curbe intre doud puncte (Fig 5.6b). Deplasarea infinitezimald de-a lungul
curbei o vom nota cu dl. Lucrul mecanic elementar efectuat de campul
electric este:

SL = qEdl = qF cos 0dl (5.16)

Lucrul mecanic total este:

2

1

Aceasta integrala este o integrala curbilinie si cum fortele electrostatice
sunt conservative, valoarea ei nu depinde de drum. Din acest motiv se poate
defini energia potentiala a sarcinii ¢ in cAmpul electric E.

2
AE,=E,, — E, = —L; = —q/EdT (5.18)
1

Energia potentiala este definita pana la o constanta aditiva astfel ca
semnificatie fizica are doar diferenta ei. Din acest motiv se poate alege o
pozitie de referinta in care energia potentiala este nula. Daca se considera
punctul 2 ca punct de referintd (R) E,» = 0. Atunci:

R
E, =Lig=q / Edl (5.19)

1
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Se observa cd marimea

R
By _ _Iar

— :/Edf
q q

1

este independenta de sarcina g. Aceastd marime poarta numele de potential.

Mai general:
E, Lg

q q

unde L = Lig este lucrul mecanic efectuat de cAmpul electric cand sarcina
q este deplasata din punctul considerat in punctul de referinta. Relatia de
mai sus poate fi privita ca o relatie de definitie pentru potential. Potentialul
unut punct al corpului este egal cu lucrul mecanic efectuat de fortele cam-
pulut pentru deplasarea unitatii de sarcina pozitiva din punctul considerat
in punctul de referinta al carui potential se considera egal cu zero.

Ca observatie trebuie sa remarcam ca potentialul este o marime cu care
putem caracteriza cAmpului electrostatic. Diferenta de potential intre doua
puncte 1 si 2 se defineste ca:

(5.20)

2
AE L -
AV =V, —V, = qu—f:—/Edl (5.21)

1

Atunci putem exprima lucrul mecanic efectuat de un camp electric intre
doua puncte in functie de diferenta de potential

Ly = —qAV = Q(Vl - V2)

Ca gi in cazul energiei potentiale, doar diferenta de potential are semnifi-
catie fizica. Unitatea de masura a potentialului si a diferentei de potential

este voltul: 1
1V=—
1C

In multe aplicatii practice potentialul Pamantului se considerd egal cu
zZero.

Diferenta de potential intr-un cdmp determinat de o sarcina punctiforma

Tinand cont de expresia lucrului mecanic efectuat de cAmpul electric al
unei sarcini punctiforme asupra altei sarcini (5.15) rezulta ca diferenta de
potential dintre doua puncte este:
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AV —Vp-1— L C (l—i> (5.22)

q 471'80 T2 T1

Alegand pozitia de referinta la infinit se pune r, — oo gi V4 = 0. Atunci
expresia potentialului determinat de sarcina ) este (renunténd la indicele

2):
Q

4megr

(5.23)

5.1.7 Suprafete echipotentiale

Numim suprafata echipotentiald locul geometric al punctelor cu potential
constant. Rezulta ca lucrul mecanic la deplasarea unei sarcini pe o suprafata
echipotentiala este egal cu zero. Liniile de cAmp sunt perpendiculare pe
suprafetele echipotentiale.

Pentru a demonstra acest lucru se considera o suprafata echipotentiala
pe suprafata cdreia se deplaseazd o sarcind ¢ pe o distantd egala cu di.
Daci E este intensitatea Campulul electrlc pe aceasta suprafata, forta care
actioneaza asupra sarcinii q este F= qE si lucrul mecanic se exprima ca:

0L = Fdlcosa = gqEdl cos o (5.24)

_)
unde a— este unghiul dintre directia lui F si deplasarea dl. Pe de alta parte
lucrul este egal cu zero, deoarece diferenta de potential a celor doua puncte
de pe suprafata echipotentiala este nula. Atunci

qEdlcosa =0

Cum ¢, F, dl sunt diferite de zero, rezultd cos « = 0 adicd o = 7 /2. Astfel in-
tensitatea cAmpului electric este perpendiculara pe suprafata echipotentiala.
Deoarece intensitatea cdmpului electric este tangenta la liniile de camp
rezulta ca si liniile de cAmp sunt perpendiculare pe suprafata echipotentiala.

5.1.8 Legatura dintre campul electric si diferenta de
potential

Pentru a determina relatia dintre intensitatea cAmpului electric E si
diferenta de potential se considera un corp de proba cu sarcina ¢ care
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se deplaseaza in cAmpul electric pe distanta dl. Atunci variatia energiei
potentiale a sarcinii q este:

dE, = —6L = —qEdl (5.25)
Diferenta de potential este:

E Lo
dV = % = —FEdl (5.26)

Vom considera cazul unui cAmp electrostatic care are numai componenta
dupa axa Oz: dE = E,€,. Deoarece dl = dze, + dye, + dz€, rezulta:

dV = —E,dx
si
v
E,=——
dx

Daca campul este uniform E, = const. i atunci

AV = —E,Azx (5.27)

Relatia (5.27) ia in considerare faptul cd intenstatea campului electric
este indreptata de valori mari ale potentialului la valori mici ale acestuia.
Daca nu se tine cont de acest lucru si se considera difernta de potentia AV
o cantitate pozitiva, iar Az = d, rezulta ca

AV = Ed (5.28)
unde E, a fost notat cu E. In relatia (5.28) d este considerat de-a lungul
unei linii de cAmp.

In cazul general vom considera c# intensitatea cAmpului electric are com-
ponente dupa toate cele trei axe de coordonate:

E = F,e, + B e, + E..€,
Se exprima lucrul mecanic efectuat de cAmpul electric in doua moduri:

0L = Fdl = qEdl = qE,dz + qE,dy + qE.dz (5.29)
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si
0L = —qdV = —q[V(x +dz,y+ dy,z + dz) — V(x,y, 2)]
oV oV oV

L =— - - A DU
) q {V(az,y,z)jL e dx + 3y dy + P dz —V(z,y, z)]

ov ov ov ] (5.30)

0L =—q|—d —dy + —d
q[@x Sl Jy yr 9z "
Comparand expresiile 5.29 si 5.31, si tindnd cont ca dzx, dy, dz sunt

arbitrare rezulta:

ov ov oV
B=--2 p -2 p__2
’ ox’ Y oy’ ¢ 0z

Astfel expresia intensitatii campului electric este:

ov ov oV
ey + —€,+ ——¢€,| = —gradV =-VV (5.31)

E=—|="
8mex oy 0z

5.1.9 Conductori in echilibru electrostatic

Un conductor este un corp care poseda sarcini (de reguld electroni) care
se pot misca cvasiliber in interiorul sau. El se afla in echilibru electrostatic
daca sarcina cvasilibera din interiorul sdu nu sufera o miscare ordonata.

In cazul echilibrului electrostatic campul electric este egal cu zero in in-
teriorul conductorului iar potentialul este constant.

Pentru a demonstra prima parte a acestei afirmatii se considera ca inten-
sitatea campului electric in conductori este diferita de zero. Atunci electronii
liberi vor fi pusi intr-o miscare ordonata in sens contrar cAmpului, fapt ce
ar insemna ca nu ne gasim in conditii de echilibru electrostatic aga cum am
presupus. Rezulta ca in conductori campul este nul. Datorita acestui fapt
conform ecuatiei 5.31 rezulta ca potentialul este constant in toate punctele
din interiorul conductorului.

Sarcina electrica neta este repartizata in intregime pe suprafata conduc-
torilor si nu in interiorul lor.

Pentru a arata acest lucru imaginam o suprafata inchisa S in interiorul
unui conductor pentru care aplicam legea lui Gauss. Deoarece in interiorul
conductorului si deci si pe suprafata .S intensitatea cAmpul electric este nula:

S €0
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Figura 5.7: Campul electric la suprafata unui conductor

De aici rezulta ca sarcina ();,; din interiorul suprafetei este nula. Cum
suprafata considerata poate lua orice forma, aceasta poate fi facuta sa tinda
spre suprafata conductorului care inchide tot volumul sau. Rezulta ca
sarcina din interiorul unui conductor va fi nula. Sarcina se distribuie pe
suprafata conductorului.

La suprafata unui conductor in echilibru electrostatic cmpul electric este
orientat intotdeauna normal la suprafata acestuia, iar suprafata conducto-
riului este o suprafata echipotentiala.

Daca intensitatea cAmpului electric nu este normala la suprafata conduc-
torului, atunci ar exista o componenta tangentiala a cAmpului electric. Cum
sarcina este dispusa pe suprafata conductorului rezulta ca aceasta sarcina
ar fi pusa in miscare si conductorul nu ar mai fi in echilibru electrostatic.

Se va calcula in continuare valoarea caAmpului electric la suprafata con-
ductorilor cunoscand o densitatea superficiald de sarcind (sarcina de uni-
tatea de suprafatd). In Fig. 5.7 este reprezentats o portiune din suprafata
unui conductor pe care densitatea superficiala de sarcina este +o. Se con-
sidera o suprafata foarte mica sub forma de cilindru cu o baza aflata in
interiorul conductorului iar o alta in afara. Bazele cilindrului se aleg astfel
incat, pe cea exterioara conductorului, intensitatea cAmpului electric sa fie
perpendiculara pe ea. Se aplica legea lui Gauss pentru aceasta suprafata si
se observa ca numai integrala prin baza situata in vid aduce o contributie
diferita de zero la fluxul cAmpului (in interiorul conductorului E =0 iar pe
fetele laterale E L 7). Atunci:

/ / BdS — pag = 785 (5.32)
S

€0

unde oAS este sarcina totala din interiorul suprafetei considerate. Din
(5.32) rezulta campul la suprafata conductorului:
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E=2 (5.33)

Aplicatie

Sa se determine potentialul unei sfere conductoare de raza R incarcata
cu sarcina ).

Solutie:

Deoarece in interiorul sferei cAmpul electric este nul, potentialul tuturor
punctelor sferei este acelagi. Cunoscadnd cadmpul determinat de sarcina )
(5.23) si considerand ca la infinit potentialul creat de sarcina de pe sfera
este nul, rezulta:

/R (r) dr /R Aregr? | 4meoR

5.1.10 Densitatea de energie a caAmpului electric

Pentru aceasta vom considera un caz particular si anume energia in-
magazinata intr-un condensator plan.

Un condensator consta din doua conductoare incarcate cu sarcini elec-
trice egale si de sens contrar. Definim capacitatea unui condensator ca
raportul dintre sarcina de pe armaturi si diferenta de potential dintre ele.

Q

C=— 5.34
AV (5.34)
Unitatea de masura a capacitatii este faradul
1C
1F = —
1V

Condensatorul plan este format din doua armaturi plane egale, paralele
aflate la o distanta d una de alta.

Pentru a se calcula diferenta de potential dintre cele doua armaturi este
necesar sa se calculeze caAmpul electric creat de un conductor plan infinit
incarcat astfel incat o densitatea de sarcina are aceiagi valoare in orice punct
al suprafetei.

Din motive de simetrie, cAmpul electric E este perpendicular pe suprafata.
Alegem o suprafata cilindrica astfel incat cele doua baze ale sale sa fie si-
metrice fata de suprafata incarcata. Fluxul prin suprafata respectiva este:

d = q)baze + (plateral =2ES
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Figura 5.8: Campul creat de o distributie plani de sarcini electrice.

deoarece fluxul pe suprafata laterald ®;,serq0 = 0, E fiind paralel cu aceasta
adica per,pendicular pe normala la suprafata, iar ®;,.. = 2ES.

Dar & = ¢/ep unde ¢ = 085 este sarcina din interiorul cilindrului.
Rezulta: -

EFE=— 5.35

oo (5.35)

Revenind la cazul condensatorului plan se observa ca in interior cAmpul
este suma caAmpurilor create de sarcinile pozitiva si cea negativa de pe cele
doud armaturi (se neglijeaza efectele de margine):

E=B,+B =2 1+2 -2
280 260 o

deoarece cele doua campuri sunt orientate in acelasi sens. Cum AV = Ed:

Q oS S (5.36)
= — = go— = 80— .
Ed od d
Presupunem ca la un moment dat condensatorul este incarcat cu sarcina
q. Pentru a mari sarcina de pe condensator cu cantitatea dq trebuie sa se
transfere sarcina dq de pe placa incarcata negativ pe cea incarcata pozitiv.

Lucrul mecanic efectuat (din exterior) este:

5L = (AV)dg = %dq

Dar W energia inmagazinata in condensator este egala cu lucrul mecanic
efectuat la incarcarea condensatorului:

7q ¢ 1 2
L= —dg=—=-C (A
/Ocdq 20~ 3¢ AY)
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Cum C = €0§, AV = Ed rezulta:
L
W = §€0E (dS)

Cum volumul in care se afla caAmpul electric este V = Sd, densitatea de
energie a cAmpului electric va fi:

w = w_ 150E2 (5.37)
Vo2

Aceasta relatie, desi a fost dedusa pentru un caz particular este valabila
pentru orice camp electric.

Aplicatie

Sa se determine capacitatea unui condensator sferic care consta din doua
sfere concentrice de raze Ry si Rs.

Solutie:

Presupunem ca sfera cu raza mai mica este cea cu raza R, pe care se
afla sarcina negativa —(). Campul electric intre cele doua sfere este:

Q

dmregr

E=E(Q)+E(-Q)=—

unde Ry < r < Ry. Am tinut cont ca in interiorul sferei incarcata cu sarcina
—(@, campul este nul. Diferenta de potential dintre cele doua sfere este:

R2 R2

Ry 471'80 Ry 72 471'80 R1 Rg

Capacitatea condensatorului este

Q . 47T80R2R1

C: =
Va=Vi (Ra— Ry)

Aplicatie
Sa se arate ca energia asociata cu o sfera conductoare de raza R incarcata
cu sarcina () este
1 Q2
- 47 €0 R

Solutie
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Figura 5.9: a) Dipol electric b) Calculul potentialului creat de un dipol. Originea
se afld la mijlocul distantei dintre cele doué sarcini.

Cand pe sfera se afla sarcina g potentialul sferei este:

_q
47T€0R

Pentru a se aduce o sarcina dq pe sfera trebuie sa se efectueze un lucru
mecanic egal cu:

q
§L =Vdg= d
1 47T€0R 1
Astfel: o )
q 1 Q
/U dneoR™ ~ 87eo R

5.2 Dielectrici

5.2.1 Dipol electric

Dipolul electric este un sistem de doua sarcini de marimi egale si de
semne contrare aflate la o distantd [ una fatd de cealalta (Fig 5.9a).
Definim momentul de dipol

(5.38)

el
I
B
—
=
=
|
<
D
~—
I
<
=~

P=qri—q
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Potentialul creat de un dipolul electric este egal cu suma potentialelor
create de fiecare sarcina in parte. Se va considera cazul in care punctul
in care se calculeaza potentialul se afla la o distantd mult mai mare decat
distanta dintre sarcinile dipolului. Se presupune ca sarcinile sunt situate pe
axa Oz. Potentialul in punctul P va fi (Fig. Fig 5.9b):

T (i - i) (5.39)

47'('6() T2 1

unde:

1 1
ra=r*+ ZZQ —Ircosf = r? <1+@ — ;cos@)

1 2?1
ri=r*+ 1—112—1-17“0089:7“2 (1+4—72+;0039>

Deoarece s-a presupus ca r > [ atunci:

1
1 (B NTE 1
r—2:(7”2) :;(1-'—@—;(3080) :;(14_50080"_)
1
1 (B L NTE 1
T—lz(rl) _;<1+E+;COSG> —;(1—§COSH+)
Rezulta: I cos 6
ql Ccos
= 5.40
Areqr? ( )

Se observa ca pr = prcosf = qlr cosd . Relatia (5.40) se poate scrie:

T
V= 5.41
degrs ( )
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Figura 5.10: Efectul campului electric asupra unui dipol electric.

Dipol plasat in camp electric extern

Presupunem dipolul ca fiind plasat intr-un caAmp electric extern E (Fig.
5.10). Campul electric extern este determinat de o altd distributie de
sarcina. Fortele care actioneaza asupra fiecarei sarcini sunt F = qE si
—F = —qE. Cele doua forte formeaza un cuplu care are tendinta sa alin-
ieze dipolul paralel cu directia cAmpului electric in care se afla. Momentul
cuplului care actioneaza asupra dipolului este:

M:fxﬁ:fxqﬁ:q(fxﬁ):qfxﬁ:ﬁxﬁ (5.42)
Modulul acestui moment este
M = pEsinf (5.43)

Se poate determina energia potentiala a dipolului in cAmpul electric.
Pentru aceasta se observa ca lucrul mecanic efectuat de campul electric
este egal cu minus variatia energiei potentiale a dipolului.

dE, = —0L = Mdf = pE'sin 0df

deoarece momentul cuplului tinde sa micgoreze unghiul 0 si df < 0. Atunci

Oy Or
E,;—E, = /pE sin 0df = pE/ sinfdf = pE (cos0; — cosfy)  (5.44)

Termenul care contine pe 6; este o constanta care depinde de orientarea
initiala a dipolului. Este convenabil sa utilizam ca pozitie de referinta poz-
itia in care 6; = 90° in care alegem F,; = 0. Energia potentiala este:

E, = —pEcost = —ﬁE

expresie in care am neglijat indicele f.
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5.2.2 Dipoli electrici la nivel atomic si molecular
Dipoli electrici indusi in atomi

Atomul este un sistem format dintr-un nucleu in jurul ciruia se rotesc
electronii cu viteze de 10° m/s. Deoarece raza atomici este de aproximativ
107 — 1071% m, la scaré macroscopicd nu poate fi observati decat media
acestor miscari. Astfel imaginea fizica a unui atom dintr-un dielectric, se
apropie de imaginea data de mecanica cuantica care considera ca nucleul
pozitiv este inconjurat de un nor de sarcind negativi. In general norul este
uniform distribuit in jurul nucleului si centrul sarcinilor negative (deter-
minate de electroni) coincide cel al sarcinilor pozitive (nucleul), astfel ca
momentul de dipol al moleculelor este nul.

Daca atomul este introdus intr-un cdmp electric atunci nucleul este de-
plasat in sensul cAmpului in timp ce norul electronic este deplasat in sens
contrar pana se ajunge din nou intr-o stare de echilibru stabil. Un astfel de
atom prezinta un moment electric de dipol. Spunem c& atomul este polarizat
iar dipolul astfel format poarta numele de dipol indus. Se demonstreaza ca
moemtul de dipol indus este proportional cu intensitatea cAmpului electric:

p=akF

unde a poarta numele de polarizabilitate.

Aplicatie

Un model simplu al atomului de hidrogen este acela in care acesta consta
dintr-un nucleu cu sarcina +e, inconjurat de un nor electronic cu sarcina
—e curaza a = 0,529 A. Si se calculeze polarizabilitatea acestui atom.

Solutie:

In prezenta unui camp electric, nucleul se va deplasa in sensul campului
electric iar norul electronic in sens invers. Distanta dintre nucleu si centrul
sarcinilor negative devine d, astfel ca apare dipolul indus p = ed. Asupra
nucleului actioneaza forta datorata cAmpului electric eF si, in sens contrar,
forta determinata de norul electronic eF,. La echilibru cele doua forte sunt
egale. Atunci:

E=FE,

Calculul campului electric datorat norului electronic . se face cu legea
lui Gauss. Se considera o sfera de raza d, cu centrul in centrul sarcinilor

negative. Atunci:

drd?® 1
And?’E, = g _ iﬂ__
g0 4ma® 3 g
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v =

p=0 p#0
Figura 5.11: Atomul de hidrogen in camp electric.

o 1 e
dreg a®

Astfel:
p=ed= (47rega3) E

Rezultd polarizabilitatea o = 4mega’.
In Tabelul 5.1 sunt date polarizabilitatile catorva atomi

Tabel 5.1
Polarizabilitati

Atom | a [F-m?|

H 7,34 x 101
He 2,34 x 101
Ne 4,45 x 101
C 6,68 x 1011

Li 14,48 x 1074
Na 304,40 x 10~
K 378,40 x 10~

Se observa ca pentru gazele nobile He, Ne, Ar unde atomii sunt puternic
legati de nucleu polarizabilitatea este mici. In cazul elementelor alcaline
unde electronii de valenta sunt slab legati de nucleu polarizabilitatea este
mail mare.
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Figura 5.12: Molecula COq

Dipoli indusi in molecule nepolare

Exista molecule unde centrul sarcinilor negative coincide cu centrul sarci-
nilor pozitive. Astfel de molecule poarta numele de molecule nepolare. Ex-
ista doua tipuri de astfel de molecule unele cu simetrie sferica si altele cu
simetrie mai joasa.

Moleculele cu simetrie sferica precumm CH4 sau BCl3 au un moment de
dipol p'= oF. Trebuie remarcat ci polarizabilitatea lor moleculara nu este
suma polarizabilitatilor atomilor constituenti.

In cazul moleculelor care nu au simetrie sferici precum CO, (Fig. 5.12)
polarizabilitatea moleculelor depinde de directia campului extern. Pentru
aceastd moleculd o > a, unde || si L se refera la orientarea campului
fatd de axa lunga a moleculei. Astfel cAnd cAmpul este aplicat de-a lungul
moleculei va induce un moment de dipol mai mare decat atunci cand campul
este aplicat perpendicular pe aceasta. Acest lucru rezulta din faptul ca
molecula este mai ugor deformabila in lungul axei propri decét intr-o directie
perpendiculara.

Dipolii moleculelor polare

Exista molecule care datorita structurii lor chiar in absenta unui caAmp
electric exterior poseda un moment electric dipolar, deoarece centrul sarcinilor
pozitive nu coincide cu centrul sarcinilor negative. Orice molecula biatomica
formata din atomi de natura diferita poseda momente de dipol permanente.
Aceasta proprietate se datoreaza faptului ca la formarea unor astfel de mole-
cule, ca de exemplu HCI, HBr sau HI, o parte din norul electronic al atom-
ului de hidrogen se transfera ionilor de clor, brom sau iod. Raméne astfel
un exces de sarcini de sarcina pozitiva la extremitatea moleculei ce contine
ionul de hidrogen si un exces de sarcina negativa la cealalata extremitate.
In Tabelul 5.2 sunt prezentate diverse valori pentru dipoli electrici.

Tabelul 5.2
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Figura 5.13: Molecula de apa

Valori ale dipolilor pentru diverse molecule

Moleculd | p [Cm]

CcO 7,34 x 107
HI 2,34 x 10 ®
HB, 445 x 10
HCI 17.8 x 100
NH, 6,68 x 10~ %
H,S 14,48 x 10°%

Un alt exemplu de molecula care poseda moment electric permanent este
molecula de apa care are centrul sarcinilor negative in apropierea oxigenului
(5.13). Practic momentul de dipol electric este determinat prin compunerea
celor doua momente de dipol O—H. El are valoarea

p=6,2x103C-m

Aplicatii

a) Incilzirea apei in cuptoarele cu microunde.

Cand functioneaza, cuptoarele cu microunde genereaza cAmpuri electrice
care variaza extrem de rapid gi fac ca moleculele de apa sa intre intr-o puter-
nica miscare de oscilatie datorita interactiei campului electric si momentul
de dipol al moleculei de apa. Datorita ciocnirilor dintre molecule energia
absorbita de la cAmpul electric se transforma in energie termica si apa se
incalzeste.

b) Spalatul cu apa si sapun.

Grasimile gi uleiurile sunt formate din molecule nepolare care nu sunt
atrase de apa. Apa simpld nu poate indepéarta aceste molecule. Sapunul
contine molecule lungi numite surfactanti. Unul din capetele moleculei este
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nepolar si celalalt capat actioneaza ca o molecula polara. Capatul polar
al surfactantului se leaga de molecula de apa iar capatul nepolar se poate
atasa moleculelor de grasime. Astfel de molecule servesc ca legaturi intre
moleculele grasimilor si moleculele de apa.

Prin introducerea in cAmp electric a unui material in care exista mole-
cule cu momente dipolare permanente sau in care se pot induce momente
dipolare, dipolii vor tinde sa se alinieze paralel cu cAmpul electric. Alinierea
insa nu va fi una perfecta din dousd motive:

- agitatia termica se opune alinierii;

- dipolii insasi vor determina un cAmp electric astfel ca asupra fiecarui
dipol va actiona un cAmp electric extern si unul determinat de dipolii vecini.

Totusi pentru dielectricii omogeni si izotropi putem considera ca dipolii
sunt aliniati paralel cu caAmpul electric.

Ca exemple de dielectrici se pot da: sticla, hartia, ceramica, materialele
plastice. Ele sunt materiale care nu poseda sarcini electrice libere adica nu
sunt conductoare. Proprietatea fundamentala a unui dielectric este aceea
ca in campuri electrice materialul se polarizeaza, adica are loc alinierea
dipolilor paralel cu directia intensitatii cAmpul electric aplicat.

5.2.3 Densitate de polarizare

Polarizarea unui material dielectric este caracterizatda de marimea nu-
mita densitate de polarizare care reprezinta momentul de dipol al unitatii
de volum:

5 o oD
P= Jim Ay (5.45)

unde ) p; reprezinta suma momentelor de dipol care existd in volumul AV,

In cazul unui dielectric omogen format dintr-un singur tip de molecule
polare cu momentul de dipol p care se orienteaza paralel cu cAmpul extern,
densitatea de polarizare are expresia:

—

P=np (5.46)

unde n este concentratia de dipoli din unitatea de volum.

Densitatea de polarizare a unui material omogen

Fie un dielectric omogen aflat in cAmp electric in care datorita orientarii
dipolilor electrici apare o densitate de polarizare P.
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i

Figura 5.14: Material dielectric uniform polarizat.

Consideram din acest dielectric o portiune de grosime d avand suprafata
dxdy (Fig. 5.14). Deoarece dielectricul este omogen si izotrop directia vec-
torului de polarizare coincide cu directia cAmpului electric. Un element de
volum a carui inaltime este dz i se poate asocia un moment de dipol egal
cu:

Pdv = Pdxdydz (5.47)
Potentialul creat de acest element de volum

Pdxdydz cos 0

dv =
4drreqr?

Deoarece dr = —dz cos 6, dS = dxdy rezulta:
Pds [ dr
= [ —= A4
v 47?507"2/7“2 (5.48)

[ Pds (1 1> Pdo  Pdo

= — 5.49
47T€0T2 47T€0T1 ( )

dmegr? \ry 1o

Relatia este echivalenta cu expresia potentialului creat de doua sarcini
punctiforme egale si de sens contrar avind valoarea PdS. Rezulta ca o
placa dielectrica introdusa intr-un camp electric care determina aparitia
unei polarizari, poate fi inlocuita cu doua distributii de sarcini cu densitatile
superficiale 01 = +P si 09 = — P pe cele doua fete ale placii.

Observatie: Daca vectorul P nu este normal pe suprafata dielectricului
densitatea de sarcing de pe suprafata dielectricului este egala cu componenta

normala a polarizari
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5.2.4 Modalitati de polarizare a unui dielectric
Polarizare electronica

Se manifesta la dielectrici formati din molecule sau atomi simetrici in
care centrul sarcinilor pozitive coincide cu centrul sarcinilor negative. Asa
cum am spus in prezenta unui cAmp electric are loc o deplasare relativa
a centrului sarcinilor negative fata de nucleu, astfel incat intreg ansamblul
atomic se manifesta ca un dipol. Aceasta deplasare nu depinde de agitatie
termica, deoarece in acest caz avem de-a face cu procese la nivel atomic.
Astfel densitatea de polarizare este:

P =na.E (5.50)

unde «. este polarizabilitatea electronica iar n este concentratia de atomi.

Polarizarea orientationala

Este prezenta in dielectricii constituiti din molecule nesimetrice (mole-
cule polare) in care centrul sarcinilor pozitive nu coincide cu centrul sarcinilor
negative. Astfel de molecule prezinta un moment dipolar permanent da-
torita separarii sarcinilor de semn contrar. In prezenta unui cAmp elec-
tric dipolii tind si se orienteze in directia acestuia. In acest caz energia
potentiala a unui dipol de moment p’ in cAmpul electric E este:

E, = —pE = —pE cos 0 (5.51)

unde « este unghiul facut de dipol cu campul electric.

Pentru a determina densitatea de polarizare a materialului trebuie sa se
calculeze media proiectiei momentului de dipol pe directia cAmpului elec-
tric care va fi considerata ca axa Oz. Componentele momentului de dipol
pe directie perpendiculara a ciAmpului electric au valori arbitrare si sunt
orientate aleatoriu. Media acestora este nula.

Vom considera ca distributia directiilor momentelor de dipol este o dis-
tributie Boltzmann. Probabilitatea ca directia momentului de dipol sa fie
in interiorul unghiului solid df) = sin 8dfdy din jurul directiei Q) este:

dP = Cepiﬁg sin 0dfdp

Constanta C' se obtine din conditia de normare

7T pE cos 6 2m
C/ e BT sin@dG/ dp =1
0 0
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Atunci
pE cos @

e *sT sinfdfdp
- pE cos 6 . o
fo e *sT sinfdf fo dy
Valoarea medie a proiectiei momentului dipolar pe directia campului
electric este:

dp =

pE cos 6

Te *T cosfsinBdd [T d
b= [ o —p <t L s
Jo e FBT sinfd [ dp

(5.52)

Notand cu
pE

" kgl

xr=cosf; a

se obtine:

+1 axr
~ _, retdr (5.53)
P =P—03 .
Ll e dx

Cele doua integrale se calculeaza astfel:

+1 1
edr = —e®
-1 a

unde sha este sinusul hiperbolic

+1 +1
/ ae**dr = 4 [/ e‘”dw} = 4 [zsha} = 2cha _ 2sha
1 da |J_4 da |a a a?

Atunci:

1 _ _
e —e @ 2% —e @ 2
fry _ — :—Sha

a a 2 a

-1

2cha _ 2sha

— a a? 1
D= :PW =D (cotha - 5) = pL (a)

unde cha este cosinus hiperbolic iar cotha este cotangenta hiperbolica.
L(a)— poartd numele de functie Langevin (Fig. 5.15). Atunci densitatea

de polarizare este:
_ pE
P =np, =npL [ —L—
np, =np < . T)

In cazul unor campuri slabe cand pE < kpT si a < 1. Atunci relatia
(5.53), tinand cont ca e** = 1 + az, devine:

fjll z(l+azx)dr g
z =D =P3
71 + az)dz 3
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7

L(a)/

QV

Figura 5.15: Functia Langevin.

Rezulta:
Py PP P
3 3kgT 3kgT
Daca exprimam densitatea de polarizare sub forma P = naFE polariz-
abilitatea (orientationald) este:

(5.54)

p2

T ST

(5.55)

5.2.5 Permeabilitatea si susceptibilitatea

Consideram un condensator plan a carui capacitate este Cy (Fig. 5.16).
Daca in interiorul consensatorului se introduce un dielectric capacitatea
acestuia se modifica la valoarea C'. Raportul dintre C' si Cjy poartda numele
de permitivitate relativa a dielectricului:

e = C/Cy (5.56)

Permitivitatea relativa este o marime specifica materialului dielectric
respectiv.

Introducerea materialului dielectric in campul electric il polarizeaza si
apare o sarcina superficiala la suprafata dielectricului cu densitatea super-
ficiala 0,. Consideram o suprafata X pe care aplicam legea lui Gauss:

1
ES=—(0—0,)S (5.57)

€0
unde o este densitatea de sarcina pe armaturile condensatorului. Deoarece
densitatea de sarcina care apare pe suprafata dielectricului este egala cu



153

I
HH = > 7] |-
|- |-
L T
N o o e
i+ i I
= |-
e

faal E -
| By

' —1>

ot I bl i+
HH = i+
| [ .
I » it
[ '+
= > T[T
= e
G O,

Figura 5.16: Placa de dielectric introdusa in interiorul unui condensator plan

densitatea de polarizare din (5.57) rezulta;

o =eyE +0,=coE+P (5.58)
Atunci
e S - ey S R L . .
U~ Ed Ed Yo E) d t o) 559
Rezulta ca:
(14 (5.60)
" EoE '
De aici:
P=(e —1)goE (5.61)

Definim susceptibilitatea electrica ca:
Xe=¢6r—1 (5.62)
Astfel densitatea de polarizare se poate scrie ca:

P = y.eoE (5.63)
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5.2.6 Inductia cAmpului electric

Sarcina de pe armaturile consensatorului este:

Q=0S=(oF+P)S (5.64)
Atunci:
% —cE+P (5.65)

Marimea din partea dreapta poarta numele de inductie a cAmpului elec-
tric:
D=¢E+ P (5.66)

Deoarece F gi P sunt vectori si D este un vector:

-]l

—eFE + P (5.67)

D =eE + (e, — 1) eoE = ,60F (5.68)

5.2.7 Densitatea de polarizare in cazul materialelor
neomogene

Alaturi de consideratiile facute pana acum asupra polarizarii uniforme
este important sa se considere si cazul in care polarizarea nu este uniforma.
Acest lucru se datoreaza neuniformitatii dielectricului sau a variatiei inten-
sitatii cAmpului electric in functie de pozitia din interiorul dielectricului.
Pentru a putea determina polarizarea trebuie sa tinem cont ca in afara
sarcinilor induse la suprafata dielectricului apar sarcini induse in interiorul
acestuia.

Fie un cub in interiorul unui dielectric neutru cu volumul dxdydz (Fig.
5.17). Cubul este mic la scard macroscopicd dar suficient de mare la scara
microscopica pentru a contine suficient de multi atomi. Daca aplicam un
camp electric acesta se polarizeaza.

Presupunem pentru simplificare cd polarizarea in interiorul cubului este
diferita de zero pe directia Ox, ca este dependenta de x si independenta
de y si z. O consecinta a polarizarii este deplasarea sarcinilor cAmpul elec-
tric. Atunci sarcinile de pe fetele cubului perpendiculare pe axa Oz sunt
o(x)dydz = P(x)0z0y si —o (x +0x) 020y = —P(z + 02)dzdy, deoarece
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82+++

Figura 5.17: Portiune dintr-un dielectric neomogen aflatd in cAmp electric

densitatile superficiale de sarcina sunt egale cu densitatile de polarizare.
Aceste sarcini determind o sarcing neta:

P
88 2 5xdydz

0gp = — [P(x + 0x) — Po(w)] 0ydz = ——-

Generalizand in cazul ca directia campului E este arbitrara, putem
afirma ca exista contributii similare pentru toate componentele lui P pe
directiile Oy si Oz astfel ca sarcina totala g a cubului este:

Sa — 8Px+8Py+8PZ
I = ox dy 0z

Atunci densitatea sarcinilor de polarizare este:

_ o¢ an+0Py+8Pz
Pr= Sxdydz ox dy 0z

Aplicatie

O sarcina () pozitiva este distribuita uniform in interiorul unei sfere de
raza R. Sa se determine cAmpul electric in interiorul sferei. Sa se exprime
rezultatul si in functie de densitatea volumica de sarcina p.

Solutie:

Consideram o sfera de raza r in interiorul sferei de raza R concentrica
cu aceasta. Sarcina din interiorul sferei de raza r este ¢q. Utilizam legea lui

Gauss:
/ / Eids = L
€0

} 0xdydz

} — —divP=-VP (5.69)
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A

d ™

Figura 5.18: Sfere incarcate care se intersecteaza.

Din considerente de simetrie directia cAmpului electric are directia razei
sferei. Atunci:
4rrPE = 4
€o
Tinand cont cd ¢ = pv = Qu/V unde v este volumul sferei de raza r, iar
V" este volumul sferei de raza R, se obtine

b Q v_ Q1 _ Qo

 Amegr? B Amegr? V. Amegr: B3 dmey B3

Deoarece QQ = pV cu V = 47 R?/3 intensitatea cAmpului electric se mai
exprima ca:
_pVor  opr
N 4 €0 R3 N 360

Vectorial aceasta relatie se scrie astfel:

E="Ly
380

Aplicatie

Care este campul electric intr-o cavitate formata prin intersectia a doua
sfere incarcate cu densitatile de sarcina p si —p uniform distribuite in volu-
mul lor. Distanta dintre centrele celor doua sfere este a.

Solutie:

Tintnd cont de rezultatele din problema anterioara cAmpurile create de
cele doud sfere incarcate in punctul P (Fig. 5.18) sunt:

EI = LF si EQ = —LF

380 i 380
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Figura 5.19: Calculul polarizarii unei sfere polarizate uniform.

Astfel in punctul P campul electric total este:

E_’):E_"]_—*—E_:Q:LF]__L_’Q:L&‘
360 380 380

Aplicatie

Sa se gaseasca campul electric produs in interiorul unei sfere de raza R
uniform polarizata, cu densitatea de polarizare P.

Solutie:

Consideram ca exista doua sfere incarcate uniform, o sfera incarcata
pozitiv gi o sfera incarcata negativ suprapuse. Daca cele doua sfere se
suprapun perfect sarcinile se anuleaza si nu exista polarizare, deoarece nu
exista momente electrice.

Daci deplasdm putin cele doud sfere (Fig. 5.19), cu exceptia capetelor
celor doua sfere se formeaza o multime de dipoli. Notand cu N numarul de
sarcini (dipoli) in unitatea de volum, cu d deplasarea si cu ¢ marimea unei
sarcini individuale, densitatea de polarizare este:

P=N p=N qcf = pcz
Dar cum, conform cu rezultatul obtinut in aplicatia anterioara:

Fo_ Pl g
360

deoarece d este vectorul de la centrul sarcinilor negative la centrul sarcinilor
pozitive. Rezulta:

—

. P
E=——
360
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N4

Figura 5.20: Cavitate in interiorul unui dielectric uniform polarizat.

Aplicatie

Sa se determine campul electric din centrul unei sfere goale de raza r,
aflata intr-un material dielectric polarizat avand densitatea de polarizare P.

Solutie:

Consideram sfera din interiorul dielectricului ca in Fig. 5.20 si o dreapta
care trece prin centrul sferei paralele cu P. Densitatea de sarcing de pe
suprafata interioara a sferei depinde de polarizare prin relatia

o= —Pcosf

Pe un inelul de raza rsin si de latime rdf se gaseste sarcina dgq
dq = 0dS = —Pcosf (2rrsin ) rdf

Considerand doua sarcini egale diametral opuse pe inelul considerat in-
tenstatea campului electric rezultant in centrul sferei este orientat dupa o
directie paralela cu P care trece prin acest punct. Astfel intensitatea cam-
pului creat de sarcina de pe tot inelul in centrul sferei este paralel cu P si
are valoarea:
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dS P cos? 0sin 0df
dE, = cosf = O cosf = — cos Usin
4degr? TEQT2 20
Integrand
P /”PCOSQHSiHQdH_ P
P 0 250 N 350
Rezulta: .
. P
E=—
360
Aplicatie

Sa se determine relatia dintre polarizabilitatea o gi permitivitatea rela-
tiva €,.in cazul unui dielectric omogen, ale carui molecule nepolare capata in
camp electric un momentul de dipol indus p'= oF. Se cunoaste N numarul
de molecule din unitatea de volum a dielectricului.

Solutie

Se considera ca fiecare molecula a dielectricului se afld in centrul unei
cavitati sferice din interiorul acestuia. Ea se afld sub actiunea unui camp
electric local care este este suma dintre caAmpul electric extern si campul
datorat polarizarii dielectricului.

Biooat = B+ Bg= B+ -— =B+ 2= — (14 %) F
350 350 3

Densitatea de polarizare este

ﬁ = Nﬁ: Naﬁlocal

Atunci: . .
cox.E = Na (1 v X?) E
Rezulta:
_ 8OXe
N (14 %)
Cum:
Xe =& — 1
Atunci:
~ 3eo (e — 1)
 N(e+2)

Acesta relatie poarta numele de formula Clausius - Mossotti.
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Figura 5.21: Deplasarea sarcinilor electrice prin suprafata S

5.3 Curentul electric

Prin curent electric se intelege deplasarea dirijata a sarcinilor electrice
sub actiunea unui caAmp electric. De exemplu in cazul unui metal aflat la
o temperatura diferita de 0 K, electronii de conductie sunt intr-o continua
stare de agitatie termica. Prin aplicarea unui cAmp electric, peste miscarea
de agitatie termica se suprapune o miscare dirijata in sens invers cAmpului
electric.

Un mediu care contine purtatori cvasiliberi capabili sa se deplaseze sub
actiunea unui camp electric poarta numele de conductor.

Un mediu fara purtatori de sarcini capabile sa se deplaseze sub actiunea
unui camp electric poarta numele de izolator.

5.3.1 Marimi ce caracterizeaza curentul electric

Pentru a defini curentul mai precis presupunem ca sarcinile se misca
perpendicular pe o suprafatd de arie S (Fig. 5.21).

Curentul reprezinta sarcina neta care traverseaza aria S in unitatea de
timp. Daca in intervalul de timp At prin suprafata S trece sarcina AQ
intensitatea medie a curentului care trece este:

_ A0

Iy =
At

(5.70)

Daca in intervale de timp egale prin suprafata S trec cantitati diferite de
sarcini, este necesar sa se defineasca intensitatea instantanee a curentului.
Pentru aceasta se face ca intervalul de timp At sa tinda la zero:

AQ  dQ

] = lim — = 5.71
A}fIEO At dt ( )
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In sistemul international de unitdti (SI) intensitatea curentului este o
marime fizica fundamentala iar unitatea sa de masurd este Amperul (A)

1A = 1C/1s (5.72)

Relatia (5.72) nu este o relatie de definitie pentru Amper. Relatia de
mai sus poate fi utilizatd mai degraba pentru definirea unitatii de sarcina
care este coulombul.

Sarcinile care pot trece prin suprafata S pot fi pozitive sau negative. In
mod conventional se considera ca sensul de curgere al curentului este acelasi
cu sensul in care s-ar deplasa sarcinile electrice pozitive in interiorul con-
ductorului. Astfel cand se discutd despre curent intr-un metal (de exemplu
cupru) directia de deplasare a curentului este opusa directiei de deplasare a
electronilor.

Densitatea de curent

Consideram un conductor omogen si izotrop in care concentratia purta-
torilor de sarcind q este n si care se deplaseaza cu viteza medie U pe directia
campului, numita viteza de drift. Daca sarcinile sunt pozitive viteza de
drift este orientata in sensul intensitatii cAmpului, iar daca sarcinile sunt
negative viteza este orientatd in sens contrar. In intervalul de timp At, toti
purtatorii de sarcina din cilindrul cu aria bazei S si inaltime vAt vor trece
prin sectiunea S din dreapta (Fig. 5.21). Deoarece numarul de purtatori de
sarcina din cilindru este:

N = nSvAt (5.73)

sarcina care trece prin aria bazei este AQ) = Nq = nSvgAt. Atunci intensi-
tatea curentului este:

A
I ¢ = nvqS (5.74)

At
Densitatea de curent se defineste ca fiind sarcina ce trece in unitatea de

timp prin unitatea de suprafata:

1

Jj= g =" (5.75)

Deoarece viteza este o marime vectoriala, rezulta ca si densitatea de
curent este o marime vectoriala:

f:nqﬁ
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Acest rezultat poate fi generalizat, in cazul ca in materialul respectiv
exista mai multe tipuri de purtatori de sarcina cu concentratiile n;, viteze
de drift v; si sarcinile g;:

j= ij = Zni%‘ﬁi (5.76)

Daca conductorul este neomogen concentratia purtatorilor de sarcina
depinde de pozitie n = n(zx,y, z) astfel ca si densitatea de curent este diferita
de la punct la punct. Rezulta ca densitatea de curent j = ;(x, y,z) este
o miérime care caracterizeazi local curentul electric. In acest caz pentru a
determina intensitatea curentului printr-o suprafata S, impartim suprafata
S intr-o multime de suprafete elementare dS. Daca directia densitatii de
curent nu este perpendiculara pe suprafata d.S, la intensitatea curentului
contribuie doar componenta normala pe suprafata d.S a densitati de curent.
Atunci curentul dI care trece prin suprafata elementara d.S este:

—

dI = jidS = jdS (5.77)

Pentru determinarea curentului total ce trece prin suprafata S se inte-
greza relatia (5.77) pe intreaga suprafata considerata:

I://dl://j‘dﬁ (5.78)

5.3.2 Ecuatia de continuitate

Fie o suprafata inchisa S in interiorul unui conductor care cuprinde
volumul V. Normala la suprafata inchisa fiind indreptata intotdeauna inspre

exteriorul acesteia, integrala / / jdS reprezinta sarcina care iese in unitatea

S
de timp din volumul V' prin S. Conform legii conservarii sarcinii, sarcina
electrica care iese din volumul V' in unitatea de timp este egald cu minus
variatia sarcinii in unitatea de timp d din acest volum. Rezulta:

//j’dg = —% (5.79)

S
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Daca se exprima () in functie de densitatea de sarcina din volumul V'

Q= ///pdv (5.80)
\%
//jdng///%dv:O (5.81)
S \%

Relatia poarta numele de ecuatia de continuitate si reprezinta legea de
conservare a sarcinii electrice.

atunci

5.3.3 Teoria clasica a conductiei in metale

Teoria a fost elaborata in anul 1900 de Drude si a fost perfectionata
de Lorentz in anul 1910. Teoria se bazeaza pe ipoteza existentei gazului
electronic in metale adica a existentei unor electroni cvasiliberi in interiorul
acestora. Prin electroni cvasiliberi, se inteleg electronii de valenta care nu
sunt legati de nici un atom al retelei cristaline i care se pot deplasa in
interiorul metalului pe distante relativ mari.

Conform acestei teorii in absenta cAmpului electric electronii se misca
haotic in toate directiile care este analoaga cu misgcarea de agitatie termica a
moleculelor unui gaz. Cand se aplica un cAmp electric electronii sunt supusi
unei forte care le imprima o miscare directionata pe directia cAmpului, mis-
care care sse suprapune peste miscarea lor haotica. In miscarea lor electronii
sufera ciocniri cu ionii retelei cristaline care la rdndul lor executa miscari
oscilatorii. Dupa fiecare ciocnire electronii isi pierd "memoria", adica viteza
capatatd prin accelerare in cAmp electric revine la zero. Astfel daca timpul
mediu dintre doua ciocniri este 7, viteza capatata de electron inainte de

ciocnire este: z
v=ar="r (5.82)

Me
unde cu m, se noteaza aga numita masa efectiva a electronului. Notiunea
de masa efectiva este introdusa deoarece electronul sub actiunea campu-
lui electric £ se migca nu in spatiu liber, ci in cAmpul retelei cristaline a
metalului. Astfel electronii se misca in interiorul metalelor cu o de viteza
de drift egala cu viteza medie pe care o capata intre doua ciocniri cu ionii

retelei cristaline:

E
-, (5.83)

v
2 2m,

Vd =
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Atunci densitatea de curent se exprima ca:

nexr

Jj =nevg = E (5.84)

e

Rezulta ca densitatea de curent este proportionald cu E. O astfel de
dependenta se numeste ohmica:

j=0E (5.85)

Relatia (5.85) se poate scrie vetorial:

—

j=0E (5.86)

unde o— poartd numele de conductivitate. Comparand relatiile (5.84) si

(5.86) rezulta:

nexr

g =
2m,

Relatia j = o E este valabili pentru un mare numar de materiale inclusiv
semiconductori. Daca in cazul metalelor variatia lui o este foarte mica
in functie de temperatura, in cazul semiconductorilor aceasta variatie este
importanta, datorita variatiei concentratiei purtatorilor de sarcini in functie
de temperatura.
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Legea lui Ohm

Sa consideram un conductor de lungime [ si sectiune S la capatul caruia
se aplica o diferenta de potential egala cu U. Campul electric in interiorul
conductorul este:

E ==
l

Acest camp determima aparitia unei densitati de curent egala cu:
j=0FE (5.87)
Deoarece j = /S si E = U/l relatia (5.87) se poate scrie ca:

I U
de unde:

U= Jé[ = RI (5.89)

Marimea R poarta numele de rezistenta:

l
R=0—+ 5.90
7 (5.90)
Rezistenta se méasoard in Ohmi ().
1Y
10 =—
1A

Inversa conductivitatii o poarta numele de rezistivitate:
1
= — 5.91
p=- (5.91)
Pentru metale rezistivitatea p depinde de temperatura dupa legea:

p=py(1+at) (5.92)

unde p, este rezistivitatea la 0 °C si a este coeficientul de variatie cu tem-
peratura al rezistivitatii. In Tabelul 5.3 sunt prezentate o serie de valori ale
lui p, si .
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Valori ale rezistivitatii p si a coeficientului de variatie a rezistivitatii cu
temperatura «

Tabelul 5.3

Material p [Qm] a [°C7T]
Argint 1,59 x 10°° 3.8 %107
Cupru 1,7 x 1078 3,9 x 1073
Aur 2,44 x 10°° 3.4x10°
Aluminiu 2,82 x 1078 3,9 %x 1073
Tungsten 5,6 x 1078 4,5 x 1073
Fier 10 x 1078 5,0 x 1073
Platina 11 x 108 302x107
Plumb 11 x 1078 3,9x 1073
Carbon 3500 x 107® | —0,5x 1073

5.3.4 Tensiunea electromotoare

Pentru mentinerea unui curent electric intr-un circuit este necesar ca
purtatorii de sarcina sa fie actionati de forte care sa le asigure deplasarea
pe o durata de timp suficient de mare.

Sarcinile electrice transfera in mod continuu si ireversibil energia lor
atomilor din nodurile retelei cristaline prin efect Joule. Aceasta inseamna
ca pe langa fortele de natura electrostatica asupra sarcinilor actioneaza si
forte de natura neelectrostatica numite forte imprimate.

Ele iau nagtere in anumite puncte ale circuitului in care se gasesc surse
de tensiune electromotoare (pile electrice, acumulatoare care transforma
energia libera prin diferite reactii chimice in energie electrica).

Fortele imprimate determina un cAmp electric numit camp electric im-
primat

< | T

E; = (5.93)

Campul electric total este suma dintre cAmpul electric imprimat gi cAm-

pul electrostatic. Lucrul mecanic efectuat asupra unei sarcini care se de-
plaseaza din punctul 1 in punctul 2 este:
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Ly = qo (Vi — V2) + qorz
unde cu £ am notat tensiunea electromotoare
2

Epp = / Edl (5.95)

1
Definim caderea de tensiune intre punctele 1 si 2:

L
Upp = 712 = (Vi — Vo) + &1 (5.96)

Se observa ca daca tensiunea electromotoare este nula, caderea de ten-
siune este egala cu diferenta de potential. Pentru un circuit inchis

L= qfﬁdf+ qj{ﬁiidf (5.97)
Dar pentru un camp electrostatic:

}'{ Edl'=0 (5.98)

Rezulta ca tensiunea electromotoare pe un circuit reprezinta raportul
dintre lucrul mecanic efectuat pentru a deplasa sarcina ¢ prin circuit si acea
sarcina: I

5:—:%@@ (5.99)
q

Astfel tensiunea electromotoare ce actioneaza intr-un circuit este egala
cu lucrul mecanic necesar pentru a deplasa unitatea de sarcina pe intregul
circuit.

Aplicatie

Un curent electric are expresia:

I =100 x sin 120wt Amperi

unde ¢ este exprimat in secunde. Sa se calculeze sarcina ce trece printr-o
sectiune a conductorului in timpul ¢; = 1/240 s.

Solutie:

100
1207

t1 t1
Q= / Idt = 100 / (sin 1207t) df = ——— cos 120mt|" = 0,265 C
0 0
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Aplicatie

Sa se determine sarcina de pe un condensator cu capacitatea C' care
se descarca pe o rezistentd R in functie de timp. Initial condensatorul
este incdrcat cu sarcina (). Care este intensitatea curentului care trece prin
rezistor.

Solutie:

La un moment de timp dat tensiunea de pe condensator este:

q
U=—
C
Curentul care trece prin rezistenta R este:
U
=2 -4
R RC
Cum q
1=-2
dt
deoarece variatia sarcinii pe condensator este negativa, rezulta ecuatia difer-
entiala:
dg q ) / 1 dq / boodt
- = §1 _ = -
dt RC o 4 o RC
Atunci:

q = Qexp <—%)

Produsul RC' poarta numele de constanta de timp a circuitului.

5.4 Magnetism

Constatarea proprietatilor magnetice a fost facuta inca din antichitate,
numele de magnet provenind de la numele unei regiuni din Asia Mica ”Mag-
nesia” unde se gaseau roci cu astfel de proprietati.

In 1269 un francez Piere de Maricourt a gisit cii directiile unor ace
langa un magnet sferic natural formeaza linii care inconjoara sfera si trec
prin doua puncte diametral opuse. Punctele respective au fost numite polii
magnetului. Experientele ulterioare au aratat ca indiferent de forma lor
magnetii au doi poli: nord (N) si sud (S) care exercitd forte asupra polilor
altui magnet. Astfel interactiile N-N si S-S sunt de respingere in timp
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ce interactiile N-S sunt intotdeauna de atractie. Polii au primit numele
datoritd modului in care un magnet (de exemplu o busold) se comporta in
prezenta cAmpului magnetic terestru. Daca un ac magnetic este suspendat
de centrul sau gi se poate misca liber in plan orizontal, el se va roti pana ce
polul sau nord se va pozitiona catre polul nord geografic si polul sau sud se
va pozitiona catre sudul geografic. Trebuie remarcat ca polul nord geografic
din punct de vedere magnetic este un pol sud iar polul sud geografic este
din punct de vedere magnetic un pol nord.

In 1600 William Gilbert a realizat o serie de experiente noi cu o varietate
de materiale. Utilizand faptul cad magnetii se pozitioneaza intr-o directie
preferentiala, el a sugerat ca Paméntul este un magnet urias.

In 1750 experimentele realizate cu o balanti de torsiune au arstat ci
fortele care se exercita intre polii unor magneti sunt invers proportionale cu
patratul distantei dintre polii care interactioneaza. Desi fortele intre acesti
poli sunt similare cu cele dintre sarcinile electrice cu privire la modul in
care variaza cu distanta, un singur pol magnetic nu a putut fi izolat asa
cum sarcinile pozitive si cele negative pot fi izolate. Astfel daca se taie un
magnet de-a lungul unui plan perpendicular pe axa ce uneste cei doi poli se
obtin doi magneti.

In anul 1820 Hans Christian Oersted a gisit o legiturs intre electricitate
si magnetism. El a descoperit ca daca se aduce un ac magnetic in apropiera
unui conductor prin care trece un curent electric, asupra acului magnetic se
va exercita o fortd. La putin timp de la descoperirea lui Oersted, Ampére
a aratat ca intre doi conductori strabatuti de curent electric se exercita
forte de atractie sau de respingere in functie de sensul curentilor. Ele nu au
aceiagi natura ca si fortele care se exercita intre sarcinile electrice. Daca se
introduce o placa metalica intre cei doi conductori forta de interactie dintre
ei nu se modifica. S-a presupus ca o astfel de forta are aceiasi natura ca si
forta care se exercitd intre un conductor parcurs de curent electric si un ac
magnetic.

Pentru a gasi o corespondenta intre un ac magnetic si un conductor
strabatut de un curent electric, Ampére a presupus ca acul magnetic contine
un numar foarte mare de curenti microscopici (care formeazd mici bucle de
curent) pe care i-a denumit curenti moleculari.

Ulterior Maxwell a afirmat ca astfel de forte se exercita intre orice sarcini
electrice in miscare. Aceste forte pot fi atribuite existentei in jurul sarcinilor
in migcare a unui cAmp numit cAmp magnetic. In consecint putem afirma
ca sursele campului magnetic sunt sarcinile electrice in migcare.
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Figura 5.22: a) Liniile de cAmp ale unui magnet. b) Directia fortei Lorentz fata
de directiile vitezei si cAmpului magnetic

5.4.1 Forta Lorentz. Inductia cAmpului magnetic.

Campul magnetic poate fi descris cu ajutorul unui vector B numit in-
ductie a cAmpului magnetic. Directia lui B este directia in care se pozi-
tioneaza un ac magnetic in punctul respectiv. Ca si in cazul caAmpului
electric vom putea defini liniile de cAmp magnetic ca fiind curbele la care
vectorul B este tangent in fiecare punct. In Fig. 5.22a sunt reprezentate
liniile de cAmp ale unui magnet in forma de bara. Experimental ele se pot
trasa cu ajutorul unei busole.

Pentru definirea inductiei cAmpului magnetic se utilizeaza forta Lorentz
ﬁ care este forta care actioneaza asupra unei particule ce se deplaseaza in
camp magnetic cu viteza U (Fig. 5.22b). Experimental s-a demonstrat ca :

fi=aq (17 x §> (5.100)

Relatia (5.100) poate fi privitd ca o relatie de definitie pentru inductia
campului magnetic. In Fig (2.3b) sunt prezentate directia gi sensul fortei
Lorentz pentru o sarcina pozitiva. Marimea fortei Lorentz este:

fi=quBsinf (5.101)

Deoarece forta Lorentz este perpendiculara pe viteza ea este perpendic-
ulara si pe deplasare. Astfel lucrul mecanic efectuat de forta Lorentz este
nul. Atunci conform teoremei variatiei energiei cinetice rezulta ca variatia
energiei cinetice a unei particule incircate in cAmp magnetic este nuld. In
camp magnetic poate varia doar directia vitezei unei particule incarcate nu
sl marimea sa.
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Figura 5.23: Migcarea elicoidald a unei sarcini care intra sub un unghi diferit de
/2 intr-un cAmp magnetic.

Din relatia 5.101 rezulta ca unitatea de masura pentru B care poarta

numele de Tesla este
N N

T:C-m/s:A-m

O unitate toleratd este gaussul (G):

1T = 10°G

Aplicatie

Sa se determine ce fel de migcare executa o particula de masa m incarcata
cu sarcina ¢ care intra cu viteza v sub un unghi « intr-un cAmp magnetic
uniform de inductie B.

Solutie:

Se descompune viteza ¥ in doud componente astfel : v, dupa o directie
perpendiculara pe directia vectorului B si v dupa directia vectorului B
(Fig. 5.23 ). Atunci ¢, determind o migcare circulara a particulei deoarece
tot timpul forta Lorentz este perpendiculara pe vitezda. Deoarece ﬁ 1 B
siv, L B forta Lotentz si viteza se afld in acelagi plan. Rezulta ca forta
Lorentz este o forta de tip centripet:

2
mu?

qu. B =
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Din aceasta relatie rezulta raza misgcarii circulare:

R_mUL_mvsinoz
- ¢B  ¢B

Componenta 7 determina o migcare uniforma a particulei in lungul
directiei lui B deoarece aceasta componenta nu determina aparitia unei
forte Lorentz:

i

Prin suprapunerea miscarii uniforme si a miscarii circulare se obtine in
acest caz o miscare elicoidala.

O caracteristica a acestei miscari este pasul elicei care reprezinta de-

plasarea particulei in lungul directiei lui B in cursul unei perioade (in
timpul cand se executd o rotatie completa).

= quB sin0 =0

2rR 2mmu

p=uvT =vy cos

v,  ¢B

Aplicatie

Printr-o placa metalica conductoare paralelipipedica trece un curent /.
Curentul trece perpendicular printr-o sectiune de laturi b si d. Placa se afla
intr-un cAmp magnetic uniform de inductie B paralel cu fetele placii aflate
la distanta d una de alta. Sa se determine diferenta de potential dintre
aceste fete. Se cunoagte concentratia de electroni n din unitatea de volum
a metalului din care este realizata placa.

Solutie

Viteza de drift a electronilor este in sens invers sensului de curgere al
curentului. Deoarece electronii se misca in cAmpul magnetic B, asupra lor

va actiona o forta Lorentz
fi=evB

al cirei sens este aratat in Fig. 5.24. Atunci fata D se va incarca cu sarcing

-
negativa iar fata A cu sarcina pozitiva. Apare un camp electric E care face
ca asupra purtatorilor de sarcina sa actioneze si o forta electrica Fp = eF
care este in sens contrar fortei Lorentz. Pe masura ce incarcarea fetelor A si
D creste, creste si valoarea fortei electrice. Particulele nu vor mai fi deviate
atunci cand forta electrica echilibreaza forta Lorentz.

eF =evB
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Figura 5.24: Fortele care actioneaza asupra unor sarcini electrice ce trec printr-un
conductor aflat in cAmp magnetic.

Rezulta:
E=v8B

Daca distanta dintre fetele A si D este d, diferenta de potential dintre
acestea devine:

Viy—Vp=FEd=vBd

Tinadnd cont de expresia intensitatii curentului electric
I =neSv

unde n este concentratia de electroni, e este sarcina electronului, S este
sectiunea si v este viteza de drift a particulelor, rezulta viteza de drift a
sarcinilor electrice:

_ 4 _ 1
UﬁneSinedb

Atunci s 5
_ —  Bd=-"—=
Va=Vo nedb neb

Trebuie remarcat ca diferenta de potential variaza invers proportional
cu concentratia de sarcini electice. Din acest motiv pentru punerea an
evidenta a acestui efect, numit efect Hall, este bine sa fie utilizat un material
semiconductor care are o concentratie mica de purtatori de sarcini.
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Figura 5.25: Modul in care apare forta electromagneticd care actioneazd asupra
unui conductor plasat in cAmp magnetic.

5.4.2 Forta electromagnetica

Daca asupra unei particule se exercita o forta atunci cadnd aceasta se
deplaseaza in cAmp magnetic, este de asteptat ca asupra unui conductor
prin care trece un curent aflat in cAimp magnetic sa se exercite o forta (Fig.
5.25). Sa consideram o portiune de conductor prin care trece un curent
I = neSv aflata in cAmp magnetic. Asupra fiecdrei sarcini (in cazul nostru
electroni) actioneaza o forta Lorentz.

fi=e (17 x 5) (5.102)

In portiunea de conductor considerata numarul de purtatori de sarcini
este:
N =nSlI

unde n este concentratia de electroni liberi, S este sectiunea conductorului
si | lungimea conductorului. Atunci forta totala care actioneaza asupra
portiunii de conductor este

F=Nf =nlSe (U X é) (5.103)

Vom introduce in loc de @ vectorul I care are modulul egal cu lungimea
portiuni de conductor si sensul vitezei. Putem scrie [v = ol.
Atunci
F = nvSe (f x f?) (5.104)

F=1 (fx é) (5.105)
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Figura 5.26: Conductor de forma oarecare in cimp magnetic uniform

Sa consideram un conductor avand o forma oarecare intr-un cAmp mag-
netic uniform (Fig. 5.26).
Forta care actioneaza asupra portiunii ds este

dF =1 (d.s?x é) (5.106)

unde dF este perpendicular pe planul héartiei, inspre cititor. Ecuatia poate
fi considerata ca o ecuatie alternativa pentru definirea cAmpului magnetic
B. Forta totala care se exercita asupra conductorului este:

b
ﬁ:[/ dsx B (5.107)

unde a si b reprezinta capetele conductorului.
Consideram cazul cdnd conductorul formeaza o curba inchisa si este
plasat intr-un cAmp magnetic uniform. Atunci

?szdgxf?:lr(jfdg)xé (5.108)

Dar:

]{ d5 =0 (5.109)

Rezulta ' = 0. Putem concluziona ca forta electromagnetica care
actioneaza asupra oricarei bucle de curent aflata intr-un cAmp magnetic
uniform este nula.
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Figura 5.27: a) Bucld dreptunghiulara in cAmp magnetic uniform. b) Forte ce
actioneazd asupra unei bucle de curent aflatd in cAmp magnetic cand directia in-
ductiei cAmpului magnetic este perpendiculard pe directia normalei la suprafata
buclei. ¢) Forte ce actioneaza asupra unei bucle de curent aflatd in cAmp mag-
netic cand directia inductie cAmpului magnetic face un unghi oarecare cu directia
normalei la suprafata buclei

5.4.3 Bucla de curent in cAmp magnetic uniform

Sa consideram o bucla de curent de forma dreptunghiulara intr-un camp
magnetic uniform ca in Fig. 5.27a.

Asupra laturilor 1 si 3 nu actioneaza nici o forta deoarece conductorii
respectiv sunt paraleli cu liniile cAmpului magnetic.

Fortele electromagnetice actioneaza asupra laturilor 2 si 4 deoarece aces-
tea sunt orientate perpendicular pe cAmp. Valorile acestor forte sunt:

Directiile lui F, si Fj sunt aratate in Fig. 5.27b. Fortele sunt egale
paralele si actioneaza in sensuri contrare. Ele formeaza un cuplu de forte
care are tendinta sa roteasca bucla in jurul axei d. Momentul cuplului fata
de aceasta axa este:

b b b b
M =Fy—+ Fy— =1aB- + IaB- A11
22+ 43 a 2+a 5 (5.111)

M = IaB = ISB (5.112)
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Cand bucla este rotita cAmpul magnetic si normala fac un unghi de 6 <
90° ca in Fig 5.27c. Fortele F5 si Fy actioneaza pe aceiasi directie in sensuri
opuse si rezultanta lor este nula. Momentul cuplului care actioneaza asupra
buclei este:

M = FQ% sin 6 4 F4g sinf = IaBg sin 6 + [CLBS sinf = ISBsinf (5.113)

unde S = ab. Generalizand, momentul care actioneaza asupra unei bucle de
curent este:

M:JS(ﬁxé):[(§x§)=<I§>xé (5.114)

unde S = S, iar 7 este normala pe suprafata buclei. Putem scrie
Marimea IS poartd numele de moment magnetic de dipol:

m =18 (5.115)

Atunci momentul fortei care actioneaza asupra buclei se poate scrie ca:

—

M =mix B (5.116)

Acest moment tinde sa alinieze bucla perpendicular pe cAmpul magnetic

Putem defini o energie potentialad a buclei de curent in cAmpul magnetic
extern. Pentru aceasta trebuie calculat lucrul mecanic pe care il efectueaza
campul asupra buclei cand o rotegte cu un unghi.

02
02
L=-— Mdf = —/mB sin 6df = mB(cos 3 — cos 6;) (5.117)
01
01

S-a ales —d# deoarece in cursul rotirii unghiul 6 scade si df < 0. Deoarece
AE, = —L =mB (cosfy — cosb) (5.118)

Rezulta:
E, = —15Bcosf + const. (5.119)

Consideram ca atunci cand 6 = 7/2, E, = 0, rezulta:

E,=—-mBcosf = — — mB (5.120)
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Aplicatie

Fie un corp cilindric gol de lungime L avand razele R; si Ry (R; < Rs)
incarcat cu densitatea volumica de sarcina p. Sa se determine momentul
magnetic, daca cilindrul se roteste cu viteza unghiulara w in jurul axei.

Solutie:

Considerand o portiune din aflata la distanta r de grosime dr. Sarcina
din aceasta portiune de material este:

dq = (2w Lrdr) p

Curentul echivalent datorat rotatiei acestei sarcini este:

_dg  wdg
dI—T—g—wLprdr

Momentul magnetic determinat de acest curent este:

dm = (7?7“2) dI = pLwrridr

Ro> 1
m = Lw,mr/ ridr = ZLw,mr (R;1 — R‘ll)
Ry
5.4.4 Legatura dintre momentul de dipol magnetic si
momentul cinetic al unui electron

Sa consideram un electron aflat pe o orbita circulara, perioada de rotatie

fiind T'. Miscarea electronului este echivalenta cu un curent
e ew ev

= — — 5.121
T 21 2rr ( )

Semnul minus apare deoarece sarcina electronului este negativa.

ev evr EVrm,
m=Sl=—m’—=——=—
2mr 2 2m,

unde m, este masa electronului. Cum momentul cinetic orbital este:
L =m.vr

rezulta relatia dintre momentul magnetic de dipol si momentul cinetic

m = —

C L=-1L (5.122)

2me
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Figura 5.28: Campul magnetic creat de o portiune de conductor de lungime dl
prin care trece un curent cu intensitatea I.

Vectorial relatia (5.122) se scrie ca:

e

M= —

L=—L 5.123
o v (5.123)

Maérimea v = e/2m, poartd numele de raport giromagnetic orbital al
electronului.

5.4.5 Sursele cAmpului magnetic. Legea Biot Savart.

La putin timp dupd ce Oersted a descoperit ca acul unei busole este
deviat de un conductor prin care trece un curent, Jean Bapiste Biot (1774-
1862) si Felix Savart au realizat experimente cantitative pentru determinarea
fortei exercitate de un curent asupra unui magnet. Pornind de la rezultatele
experimentale obtinute, Biot si Savart au ajuns la o expresie matematica
pentru campul magnetic dB datorat unui element de lungime dl din conduc-
tor strabatut de curentul [ intr-un punct P situat la distanta r de elementul
considerat (Fig. 5.28).

Vectorul dB este perpendicular pe dl si pe vectorul de pozitie 7. Ex-
perimental s-a constata ca marimea lui dB este invers proportionald cu r2,
proportionala cu lungimea segmentului df, cu intensitatea curentului / si
cu sin # unde 0 este unghiul dintre 7 si dl:

dB == (5.124)

unde 11, = 47 x 107" Tm/A este o constantd numitd permeabilitatea vidului.
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Figura 5.29: a) Campul magnetic produs de un curent liniar. b) Campul magnetic
produs de un curent circular

Pentru calculul cAmpului magnetic total trebuie insumate toate con-
tributiile elementare:

ool [dAIxTF
B= %/ ;; - (5.125)

Ezxemple:
1) Calculul cAmpului magnetic produs de un curent liniar (Fig. 5.29a)
Din relatia (5.124) rezulta:

“L[ dlsin 6
4T 72

dB =
Pentru a calcula pe B vom nota:

T
_ Ty
L

si tinem cont c&d ¢ variaza de la —7/2 la 7/2. Deoarece | = Rtgy rezulta:

R

cos? p

dl = dy

Cum:
R

cos

r =
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Figura 5.30: Conductoare paralele parcurse de curenti electrici.

atunci

ol  Rdp  cos’yp pol  cospdp
4 cos? R? OB T ur R
17F cospd I1 /2 I

Ho cospay - Ho . Ho

B= = — = — 5.126
4 / R 4t R Sy 2 2R ( )
—7/2

Astfel rezulta ca liniile cAmpului magnetic sunt cercuri concentrice in
jurul conductorului.

2) Calculul cAmpului magnetic produs pe o spira circulara in centrul ei
(Fig. 5.29Db)

Folosind legea Biot Savart rezulta ca o portiune de lungime dl din spira
determina un cAmp magnetic dB

ol dl
dB = —— 5.127
4 72 ( )
el [dl ped 2w gl
S Axn 2 Am o2 2p

5.4.6 Forta de interactie dintre doi conductori paraleli

Sa consideram doi conductori, lungi, drepte paralele aflate la o distanta
a unul fatd de celalalt (Fig. 5.30).

Conductorul 2 prin care trece curentul /5 creeaza cAmpul magnetic B,
in locul unde se afla primul conductor. Directia lui B, este perpendiculara
pe conductorul 1, asa cum este prezentat in Fig. 5.30. Atunci forta care
actioneaza asupra primului conductor este:

F1 == [1132



182

unde: ;
By = jig——
2= Ho 2am
Rezulta: I
Fy = g —2 5.128
1= Mo Qan ( )

Conform legii actiunii si reactiunii forta I} care actioneaza asupra primu-
lui conductor este egala si de sens contrar cu F» care actioneaza asupra celui
de-al doilea conductor.

Trebuie observat ca daca curentii care trec prin cele doua conductoare au
acelagi sens, conductoarele se atrag. Daca curentii sunt in sensuri contrare
conductoarele se resping. Pornind de la relatia 5.128 se poate exprima forta

pe unitatea de lungime:
F I 15
7 "%
Pornind de la aceasta expresie se poate defini Amperul
Amperul este intensitatea curentului care trece prin doud conductoare
paralele infinit de lungi aflate la distanta de 1 m unul de altul care determina

o fortd pe unitatea de lungime 2x 10~7 N/m.

5.4.7 Legea lui Ampére pentru cureti stationari

Sa consideram un conductor rectiliniu infinit strabatut de curentul stationar
I. Consideram o linie a cAmpului magnetic, care pentru un curent rectilinu
este un cerc de raza r intr-un plan perpendicular pe planul conductorului.
Centrul cercului este punctul in care conductorul intersecteaza planul con-

sidetat. Se evalueaza integrala Bdl numita circulatia vectorului B de-a

liniei de cAmp magnetic. Pentru aceasta se {ine cont ca inductia cAmpului
magnetic produs de curentul [ la distanta r este datd de relatia (5.126).

Rezulta: /
fédf— dez - ijdz - ’2%%7" = 1ol (5.129)
T

Desi rezultatul a fost determinat pentru cazul particular al unui con-
ductor liniar, rezultatul este valabil pentru orice curba inchisa strabatuta
de un curent I. Relatia a fost stabilita pentru cazul unui curent stationar.
Legea lui Ampeére descrie aparitia cAmpului magnetic datorita unui curent
continuu.
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Daca se tine cont ca intensitatea I a curentului se poate exprima functie
de densitatea de curent pe o suprafata S care se sprijina pe curba C' pe care
se calculeaza circulatia vectorului B rezulta:

f Bdl = oI = p, / / jds (5.130)
© S
Aplicatie

Sa se determine cAmpul magnetic in interiorul gi exteriorul unui cilindru
de raza R prin care circula un curent de densitate j stiind ca liniile de cAmp
sunt cercuri concentrice in plane perpendiculare pe axa cilindrului.

Solutie:

a) Pentru calculul cAmpului magnetic in interiorul cilindrului se aplica
legea lui Ampere pe un contur circular cu centrul pe axa cilindrului aflat
intr-un plan perpendicular pe cilindru de raza r < R.

fédf:uo//]ﬁ
C S

unde S este suprafata care sprijind pe conturul C. Rezulta
2B = pgjmr?

de unde

B — ILLOjT
2
b) Pentru calculul cAmpului magnetic in exteriorul cilindrului se aplicd
legea lui Ampere pe un contur cu centrul pe axa cilindrului > R. Se obtine:

211 B = pigjm R?
de unde

_ tojR?
2r

B

Aplicatie
Sa se determine caAmpul magnetic de unui solenoid care consta din n
spire pe unitatea de lungime aflate pe un cilindru de raza R.
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Figura 5.31: Solenoid strabatut de curent electric.

Solutie
Presupunem solenoidul ca fiind ideal. Pentru acest tip de solenoid cam-
pul magnetic in exterior este nul. In interiorul solenoidului cAmpul este unul

uniform, liniile de cAmp fiind paralele cu axa acestuia. Consideram curba
C aleasa ca in Fig. 5.31

Aplicim pe aceasta curba legea lui Ampeére.

qu Bdl = Bl = piyNI
(1)

unde N reprezinta numarul de spire pe distanta [. In general se considera
N numarul de spire al intregului solenoid si [ lungimea acestuia. Rezulta
ca interiorul solenoidului inductia cAmpului magnetic este:

NI
B = MOT
5.4.8 Fluxul cAmpului magnetic

Fluxul cAmpului magnetic este definit in acelagi mod in care este definit
ca si fluxul cAmpului electric. Fluxul cAmpului magnetic printr-o suprafata

elementara dS se defineste ca:

d® = BiidS = BdS

Pentru intreaga suprafata :
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Figura 5.32: Cadru aflat in apropierea unui curent liniar.

D = //éﬁds (5.131)
S

Daca campul magnetic este uniform si suprafata este plana:
® = BScosd (5.132)

unde 6 este unghiul dintre normala la suprafata si directia inductiei mag-
netice. Unitatea de masura a fluxului se numegte Weber (Wbh).

Wb =T -m? (5.133)

Aplicatie
Sa se determine fluxul campului magnetic produs de un curent liniar
printr-o suprafata dreptunghiulara ca in Fig. 5.32.

Solutie:
Campul magnetic la distanta r de curent este
I
B = p,—
Ho 27r

Fluxul magnetic elementar printr-un dreptunghi cu laturile b si dr aflat
la distanta r de curent este:

I
A = Bbdr = ZO—bdr

r
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Atunci

2t r 2T c
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5.4.9 Legea lui Gauss pentru cAmpul magnetic

Cand s-a stabilit Legea lui Gauss pentru un camp electric a rezultat
ca fluxul cAmpului electric printr-o suprafata inchisa este proportional cu
sarcina din interiorul ei. In cazul c§ sarcina totald este nuld rezultd ci si
fluxul total este nul.

Deoarece in cazul campului magnetic nu exista sarcini magnetice, prin
analogie cu situatia cAmpului electric rezulta ca fluxul cAmpului magnetic
prin orice suprafata inchisa este nul.

f BiidS =0 (5.134)

5.4.10 Curent de deplasare si forma generala a legii
lui Ampére

Sarcinile electrice in migcare produc campul magnetic. Pentru un curent
continuu care este produs de un cAmp electric constant in timp legea lui Am-

pére are forma ]{ Bdl = ol unde integrala este considerata se efectueaza

pe o curba inchisg C care inconjoara curentul, iar curentul I este curentul
ce trece printr-o suprafata care se sprijina pe curba C

Trebuie remarcat ca Legea lui Ampére scrisa in aceasta forma este vala-
bila numai in cazul cAmpului electric constant in timp. Maxwell a observat
aceasta limitare si a modificat Legea lui Ampeére pentru a include cAmpurile
electrice variabile in timp.

Putem intelege acest lucru considerand un condensator care se incarca
cu sarcing electrica ca in Fig. 5.33. Cand curentul de conductie este prezent,
sarcina armaturii pozitive se schimba, dar intre placile condensatorului nu
exista nici un fel de curent de conductie.

Sa consideram doua suprafete S; si S; ca in Fig. 5.33 marginite de
aceeagi curba inchisd P. Aplica legea lui Ampere sub forma data de relatia
(5.130) in doud situatii:
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curba P \

S,

Figura 5.33: Determinarea legii lui Ampere in cazul general

Cand curba P se considera ca inconjoara suprafata Sy, ]{ Bdl = tol

iar cand curba P se considera inconjoarata de suprafata Ss, j{ Bdl = 0.

Rezulta o situatie contradictorie datorata discontinuitatii curentului.
Maxwell a rezolvat problema prin postularea unui nou termen care este
adaugat in membrul drept al ecuatiei 5.130 si care poarta numele de curent

de deplasare:
dd
I = 50d—tE = o // idS = / —dS (5.135)

unde integrala se face pe suprafata care se sprijina pe curba care incojoara
curentul de conductie considerat.

Cand condensatorul se incarca sau se descarca campul electric variabil
este echivalent cu un curent numit curent de deplasare. Cu acest nou termen
forma generala a legii lui Ampere devine:

ddp

1
- (5.136)

fﬁdf = po( + 1a) = pol + pogo——

Sau

7{Bdl ol + f1g // €0 ndS ol + f1g // —ndS (5.137)

unde D = 505 este inductia cAmpului electric.
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5.5 Magnetism in medii materiale

5.5.1 Momentul magnetic al atomilor

Am aratat ca pentru un electron care se deplaseaza pe o orbita circulara,
momentul magnetic orbital al electronului poate fi scris sub forma:

(& —

L

mp = —
2m,

Comform mecanicii cuantice momentul cinetic orbital poate lua doar
valorile discrete ‘E‘ = hy/Il(l+1) unde [ = 0,1,2,... poartd numele de

numar cuantic orbital, iar i = h /2w, unde h = 6,63 x1073* Js este constanta
lui Planck. Rezulta ca si momentul magnetic asociat migcarii orbitale este
cuantificat:

h
mp=—I(I+1)  1=0,1,2,.. (5.138)

N 2me

Desi orice substanta contine electroni cele mai multe substante nu sunt
magnetice deoarece momentul magnetic al unui electron este anulat de mo-
mentul magnetic al altui electron care se roteste in directie opusa. Rezulta
este ca momentul magnetic produs de miscarea orbitala este ori zero ori
foarte mic.

In plus un electron (ca si protonii si alte particule) au un moment cinetic
propriu numit spin. Intr-o reprezentare clasicii momentul propriu provine
din miscarea de rotatie a particulei in jurul axei sale. Marimea spinului
unui electron este:

S =hy/s(s+1) (5.139)

unde s poartd numar cuantic de spin si pentru electroni are valoarea 1/2.
Momentul magnetic caracteristic asociat cu spinul electronului este:

eh

mg =2 s(s+1) (5.140)

(&

Se observa ca momentul magnetic asociat migcarii orbitale si momen-
tul magnetic determinat de spinul electronului sunt exprimate cu ajutorul
marimii

eh

Me

= 9,27 x 107%*Am? (5.141)

Ho =

care poarta numele de magneton Bohr.
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In atomi care contin mai multi electroni acestia se imperecheazi doi cate
doi cu spini opusi; astfel momentul datorat spinului se anuleaza. Oricum
atomii care contin un numar impar de electroni au cel putin un electron
neimperecheat si exista un moment magnetic de spin. Momentul magnetic
total este suma dintre momentele magnetice de spin si orbital.

In Tabelul 5.4 de mai jos sunt prezentate momentele magnetice ale cé-
torva atomi

Tabelul 5.4
Momente magnetice a unor atomi

Atomi | p (A-m?)

H 9,27 x 10~
He 0
Ne 0

Ca®™ | 19,8 x 10~ 21

Nucleul atomilor are de asemenea un moment magnetic asociat, deter-
minat de constituentii sdi (protonii si neutronii). Oricum momentele mag-
netice ale protonului si neutronului sunt mult mai mici decét ale electronului
astfel ca intr-o prima aproximatie momentul magnetic asociat nucleului se
neglijeaza.

5.5.2 Vectorul densitate de magnetizare si vectorul
intensitate cAmp magnetic

Starea de magnetizare a unei substante este descrisa de vectorul densi-
tate de magnetizare M care este definit ca momentul magnetic al unitatii
de volum.

Asga cum este de agteptat inductia totala a cAmpului magnetic B intr-un
camp dintr-o substanta depinde de cAmpul magnetic éo produs de curentii
liberi (care trec prin conductor) si de magnetizarea substantei.

Se considera o regiune umpluta cu substanta magnetica in care campul
magnetic EO este produs de curentii care trec prin conductoare si Em este
campul produs de substanta magnetica:

B=5,+5,
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Vom incerca sa determinam o relatie intre B,, si densitatea de magneti-
zare M. Pentru aceasta consideram ca B,, este determinat mai degraba de
un solenoid decat de o substanta magnetica.

N NST
B = po7 1 = o=~ (5.142)

unde N este numarul de spire, [ este lungimea iar S este sectiunea solenoidu-
lui. Observam cd la numarator N (SI) reprezintd momentul magnetic m al
solenoidului, iar numitorul /.S =V este volumul acestuia.

Atunci B,, poate fi exprimat ca:

m

Astfel cand o substanta este plasatd in cAmp magnetic, inductia totala
a campului magnetic in acea substanta se exprima ca:

B = By + pM (5.144)

Cand se analizeaza caAmpurile magnetice datorate magnetizarii este con-
venabil sa se introduca o marime numita intensitatea cAmpului magnetic H
in interiorul substantei. Ea este determinata doar de curenti de conductie
si este definita ca:

H=— (5.145)
Ho
deoarece inductia magnetica By este produsa doar de curentii de conductie.

Atunci relatia (5.144) se scrie ca:
B = py(H + M) (5.146)

Unitatea de masura a intensitatii cAmpului magnetic H este A /m.

5.5.3 Clasificarea substantelor magnetice

Substantele magnetice pot fi clasificate in trei categorii: substante fer-
omagnetice, substante paramagnetice si diamagnetice. Substantele para-
magnetice si feromagnetice sunt constituite din atomi care au momentele
magnetice permanente. Materialele diamagnetice sunt materiale ale caror
atomi nu prezintd momente magnetice permanente. In cazul substantelor
diamagnetice momentele magnetice sunt induse de cAmpul magnetic.
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Pentru substantele paramagnetice si diamagnetice omogne si izotrope
densitatea de magnetizare este proportionala cu intensitatea cAmpului mag-
netic ﬁ:

M = xH (5.147)

unde x este un factor adimensional numit susceptibilitate magneticd rela-
tiva. Pentru substantele paramagnetice xy > 0 si M este in acelasi sens cu
H. Pentru substantele diamagnetice x < 0 si M are sensul opus lui H.
Inductia cAmpului magnetic in aceste substante este:

B = o(1+ x)H = popt, H (5.148)

unde i, este o constanta care poarta numele de permeabilitate magnetica
relativa si este legata de susceptibilitatea magnetica prin relatia:

py = (14 x) (5.149)

Se poate defini si o permeabilitate absoluta prin relatia

= o (14 x)

Pentru substantele paramagnetice p > p, iar pentru cele diamagnetice
i < po. Pentru substantele paramagnetice si diamagnetice susceptibilitatea
magneticd y este foarte mici (de ordinul 107 — 107%), astfel c& practic
[~ p, pentru aceste substante. Pentru substantele feromagnetice p poate
fi de mii de ori mai mare decét (.

Relatia simpla (5.147) dintre H si M nu este valabil pentru substantele
feromagnetice. Se gdseste ca pentru acest tip de substante M nu mai este
o functie liniara de H. Mai mult densitatea de magnetizare M depinde nu
numai de intensitatea cAmpului magnetic H ci si de starile anterioare prin
care trece substanta, adica de istoria ei. Acest lucru este valabil gi pentru
inductia cAmpului magnetic din substantele feromagnetice, deoarece aceaste
este legata de densitatea de magnetizare prin relatia B= EO + ,uo]\7[ .

In Tabelul 5.5 sunt prezentate cateva susceptibilititi pentru substante
paramagnetice gi diamagnetice.
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Tabel 5.5
Susceptibilitati magnetice pentru substante paramagnetice si diamagnetice

Substante paramagnetice | Substante diamagnetice
Aluminiu 2,3x107° | Bismut —1,66 x 107°
Calciu 1,9x10~° | Cupru —9,8x107°
Crom 2,7x107° | Diamant | —2,2x107°
Litiu 2,1x107° Aur —3,6x107°
Magneziu 1,2x107° | Plumb —1,7x107°
Niobiu 2,6x10~* | Mercur —2,9%107°
Ozigen 2,1x107°% | Azot —5x107°
Platina 2,9x107* | Argint —2,6x107°
Tungsten 6,8x107° | Siliciu —4,2x1075°

5.5.4 Feromagnetism

Un mic numar de substante pot prezenta o magnetizare permanenta. Ele
sunt substantele feromagnetice. Aceste substante contin momente magnet-
ice permanente care au tendinta sa se alinieze in cAmpuri magnetice. Odata
momentele magnetice aliniate, substanta ramane magnetizata dupa ce cam-
pul extern este anulat. Acest fapt se datoreaza faptului ca intre momentele
magnetice vecine exista o cuplare puternica ce poate fi explicata cu ajutorul
mecanicii cuantice.

Toate substantele feromagnetice sunt formate din microdomenii in care
momentele magnetice sunt aliniate. Aceste domenii au volume cuprinse in
intervalul 10712 — 1078 m? si contin in jur de 10'7 — 102! atomi. Frontierele
dintre diversele domenii cu orientari diferite ale magnetizarii sunt numite
pereti. Intr-o prob# nemagnetici momentele magnetice ale microdomeni-
ilor sunt orientate aleatoriu astfel ca momentul magnetic total este nul.
Cand proba este plasata intr-un cAmp magnetic extern de intensitate H di-
mensiunile domeniilor magnetice ale caror momente sunt paralele cu H isi
cresc volumul rezultand astfel o proba magnetizata. Cand campul magnetic
devine foarte puternic domeniile in care momentele nu sunt aliniate devin
foarte mici. Cand campul magnetic este anulat proba raméne cu o magne-
tizare in sensul cAmpului initial. La temperaturi obisnuite, agitatia termica
nu este suficient de puternica pentru a distruge orientarea momentelor mag-
netice.
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Figura 5.34: Curba de histerezis

Daca se masoara B in functie de H se observa ca atunci cand H cregte,
inductia campului magnetic ajunge la o valoare de saturatie. Cand H scade
la zero (punctul b) inductia magneticd nu ajunge la zero. Valoarea poarta
numele de inductie magnetica remanenta. Daca sensul lui H se schimba,
momentele magnetice se reorienteaza pana ce proba devine nemagnetizata
cand B = 0. Valoarea intensitatii cAmpului magnetic la care inductia mag-
netics B aajung din nou la zero poarta numele de intensitate a campului
magnetic coercitiv. O cregtere in sens invers determina o magnetizare in
sens invers ajungand in punctul de saturatie. O comportare similara se
petrece cand H se reduce din nou. In acest caz curba urmeazi drumul
d, e, f. Daca H creste suficient de mult se ajunge din nou in punctul de
saturatie a. Efectul poartd numele de histerezis si arata ca magnetizarea
substantelor feromagnetice depinde de istoria substantei si de intensitatea
campului magnetic.

Curba inchisa reprezentata in Fig. 5.34 se numeste curba de histerezis.
Curba de magnetizare este importanta din alt punct de vedere: aria in-
chisa de curba de magnetizare reprezinta energia necesara pentru realizarea
ciclului histerezis.

Cand temperatura unei substante feromagnetice creste si depaseste o
anumita temperatura numita temperatura Curie substanta isi pierde mag-
netizarea permanenta si devine paramagnetica. Sub temperatura Curie mo-
mentele magnetice sunt aliniate si substanta este feromagnetica. Deasupra
acestei temperaturi agitatia termica este suficient de puternica sa determine
o orientare haoticd a momentelor magnetice.
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Figura 5.35: Orientarea momentelor magnetice in cAmp extern in cazul unei
substante paragnetice.

5.5.5 Paramagnetism

Substantele paramagnetice au susceptibilitatea magnetica mica si pozi-
tivad x > 0, fiind determinata de prezenta atomilor si a ionilor care poseda
un moment magnetic. Aceste momente interactioneaza slab unele cu al-
tele si sunt orientate haotic in lipsa unui cAmp extern. Cand o substanta
paramagnetica este plasata intr-un cAmp magnetic extern, momentele mag-
netice tind sd se alinieze cu campul magnetic (Fig. 5.35). Acest proces
este in competitie cu procesul de agitatie termica care se opune alinierii
momentelor magnetice.

Pierre Curie (1859-1906) a gasit experimental ca densitatea de magne-
tizarea substantelor paramagnetice este proportionala cu cAmpul magnetic
aplicat si invers proportionala cu temperatura absoluta:

H
M=cZ 1
C (5.150)

unde C' este o constnata. Aceasta lege poartda numele de Legea Curie iar
C' este constanta Curie.

5.5.6 Diamagnetism

Cand un cAmp magnetic extern este aplicat unei substante diamagnetice,
apare un moment mangetic slab in directie opusa cAmpului magnetic aplicat.
Desi diamagnetismul este prezent in toate materialele, efectele sunt mult mai
mici decat acelea determinate de paramagnetism si feromagnetism.

Pentru a intelege diamagnetismul sa consideram doi electroni care se
invartesc in jurul nucleului in directii opuse. Deoarece momentele magnetice
ale celor doi electroni sunt egale in marime si opuse in directie ele se anuleaza
reciproc.
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Figura 5.36: Metode de obtinere a fenomenului de inductie electromagentica

Cand un camp extern este aplicat asupra electronilor actioneaza o forta
Lorentz quv'x B. Aceasta se adauga fortei coulombiene si cregte viteza orbitala
a electronului al carui moment magnetic este antiparalel cu campul si scade
viteza electronului al carui moment magnetic este paralel cu campul. Ca
rezultat al compunerii celor doud momente magnetice rezulta un moment
magnetic invers cAmpului magnetic aplicat.

5.6 Inductia electromagnetica

5.6.1 Introducere

Fenomenul de inductie electromagnetica a fost descoperit de Faraday
in 1831 si el consta in faptul ca variatia fluxului inductiei magnetice prin
suprafata unui circuit electric determina aparitia un curent electric prin acel
circuit. Acest curent se numeste curent de inductie.

Pornind de faptul ca fluxul cAmpului magnetic are expresia:

$ = BScosa (5.151)

existd mai multe moduri de a crea un flux magnetic variabil (Fig.5.36).

1. Existenta unui cAmp magnetic variabil. Aceasta se realizeaza prin
apropierea unui magnet permanent de circuitul considerat. Apropierea mag-
netului face ca inductia campului magnetic sa creasca pe suprafata circuit-

=

ului. Daca magnetul este oprit B raméane constant, fluxul magnetic raméne
constant si curentul prin circuit se anuleaza.

2. Varierea suprafetei circuitului intr-un cAmp magnetic constant. Aceasta
se poate realiza prin deplasarea unei bare mobile AB pe doua conductoare
paralele fixe legate printr-o rezistenta afla intr-un cimp magnetic.
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Figura 5.37: Liniile cAmpului electric intr-o regiune cu un cAmp magnetic variabil

3. Varierea unghiului « dintre 7 si B. Aceasta se poate realiza prin
rotirea unei spire intr-un cAmp magnetic in jurul unui ax perpendicular pe
B.

4. Un flux magnetic variabil se obtine si atunci cdnd exista combinatii
ale celor trei cazuri prezentate anterior.

Trebuie remarcat insa ca aparitia fenomenului de inductie electromag-
netica nu este neaparat legata de existenta circuitului:

In cazul general fenomenul de inductie electromagnetici se poate defini
ca fiind fenomenul de aparitie a unui camp electric cu liniile inchise in
regiunile din spatiu unde exista un camp magnetic variabil.

Liniile caAmpului electric indus sunt in plane perpendiculare pe B. Fie
un inel introdus intr-un cAmp magnetic variabil astfel ca acesta sa contina o
linie a cAmpului electric indus E. Linia de camp este reprezentata punctat
in Fig.5.37. Se considera o portiune dl foarte mica din acest conductor.

=
Deoarece in interiorul sau exista un cAmp electric E sarcinile din interiorul
acestuia vor fi puse in miscare. Lucrul mecanic efectuat de caAmpul indus
pentru a deplasa sarcina g pe lungimea dl este:

0L = Fdl = qFEdl (5.152)
Definim tensiunea electromotoare (t.e.m) indusa pe portiunea d! ca fiind:

5L
a€ === = Edi (5.153)

Mai general relatia (5.153) se scrie ca:

d€ = Edl (5.154)
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Figura 5.38: Legea lui Lentz

Pe intregul conductor tensiunea electromotoare indusa va fi o suma a
tensiunilor electromotoare induse pe fiecare portiune de circuit. Rezulta ca
intr-un circuit a carui suprafata este constanta si in care apare fenomenul
de inductie tensiunea electromotoare indusa este distribuita de-a lungul in-
tregului circuit.

5.6.2 Legea lui Lentz

Intr-un circuit inchis t. e. m indusi §i curentul indus au un astfel
de sens ca variatia fluzului magnetic indus sa se opund variatier fluxului
magnetic inductor.

Legea lui Lentz se refera la curentii indusi, ceea ce inseamna ca ea se
aplica numai la circuite inchise. Daca circuitul este deschis putem rationa in
functie de ce s-ar intdmpla daca circuitul ar fi inchis. Vom exemplifica legea
lui Lentz in cazul unui magnet ce se apropie de o spird fixa (Fig. 5.38a).
Deoarece magnetul se apropie de spira, sa zicem cu polul nord inductia
campului magnetic inductor creste.

Atunci:

q)inductor = Binductorﬁs = - Binductm’ S (5155)
Cum ginductor creste rezulta ca ®;,quc10r Creste ”in sens negativ’. Pentru
a se opune unei astfel de variatii a fluxului magnetic inductor, fluxul mag-
netic indus trebuie sa creasca ” in sens pozitiv”, adica ®;,4,s > 0 de unde
rezultd ca éindus trebuie sa fie in acelasi sens cu 7. Curentul va circula prin
spira in sens trigonometric.
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In cazul circuitelor inchise pentru care suprafata nu variaza, putem real-
iza rationamentul luand in consideratie numai vectorul inductie magnetica.
In cazul de mai sus Bmdus trebuie sa se opuna Varlatlel lui Bmductor Aceasta
se realizeaza daca Bmdus este in sens contrar lui Bmducwr

In mod aseminitor putem judeca situatia cand un magnet se depirteazi
de o spird fix4, polul sud al magnetului fiind indreptat spre spirad (Fig .5.38b)
Einductor este indreptat inspre polul sud al magnetului si el scade cAnd mag-
netul se indeparteaza de spira. Atunci émdw trebuie sa se opuna acestei
variatii si el va fi in sensul lui émductm..

5.6.3 Legea inductiei electromagnetice

Aparitia tensiunii electromotoare induse £ intr-un circuit este datorata
variatiei unui flux magnetic prin acesta. Faraday a ajuns la concluzia ca
tensiunea electromotoare indusa £ este proportionald cu viteza de variatie
a fluxului prin circuitul respectiv:

dd
£=—— 5.156
o (5.156)

Semnul minus ia in considerare legea lui Lentz. Dar

://§d§
S
d [[= = oB
—E//BdS—/ EdS (5.157)
S

Tensiunea electromotoare pentru circuit se obtine din relatia (5.154):

Atunci:

£= jqf Edl (5.158)

Dinrelatiile (5.157) si (5.158) se obtine:

fﬁdi: —/ 9B 15 (5.159)
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Campul electric produs datorita fenomenului de inductie electromag-
netica nu este asociat unor sarcini electrice ci variatiei cAmpului magnetic.
Desi ambele tipuri de cAmpuri electrice determina forte asupra sarcinilor
electrice, ele totusi se deosebesc. Astfel liniile cAmpului datorat sarcinilor
sunt deschise in timp ce liniile cAmpului electric indus sunt inchise. In cazul
campului electric produs de sarcini diferenta de potential dintre doua punct
este:

2
Vg—vlz—/ Edl
1

Daca punctele 1 si 2 coincid V5 = V) integrala se realizeaza pe o curba
inchisa. Rezulta conditia ca acest camp sa fie unul conservativ:

j[ﬁdfzo

In cazul campului electric datorat variatiei campului magnetic, % Edl #*

0. Un astfel de cAmp nu mai este unul conservativ si nu se mai poate defini
un potential.

5.6.4 T.e.m. indusa intr-un conductor deplasat in
cAmp magnetic

Consideram cazul in care conductorul este deplasat perpendicular pe
liniile cAmpului magnetic. Cand conductorul se deplaseaza cu viteza v, el
matura suprafata dS = lvdt unde [ este lungimea conductorului respectiv.
Fluxul magnetic maturat este:

d® = BdS = Bludt (5.160)

Atunci t.e.m. indusa este, fara a tine cont de sensul ei:

A
€] = = = Bl (5.161)

Sensul t. e. m. poate fi stabilit cu ajutorul regulii méinii drepte: Se
ageaza méana in lungul conductorului, astfel ca vectorul B si intre in palma,
iar degetul mare sa fie in sensul vitezei de deplasare a conductorului. Cele-
lalte patru degete vor indica sensul t. e. m. induse.
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Figura 5.39: Curentul intr-un circuit cu rezistentd dupa inchiderea comutatorului

Pentru un conductor rectiliniu perpendicular pe liniile de cAmp, deplasat
cu o viteza v perpendiculara pe conductor si care face un unghi o cu vectorul
inductie magnetica B tensiunea electromotoare indusa are expresia:

&€ = Blvsina (5.162)

5.6.5 Autoinductia

Autoinductia este fenomenul de inductie electromagnetica produs intr-un
circuit datorita variatier intensitatii curentului prin acel circuit.

Pentru punerea in evidenta a fenomenului de autoinductie se pot realiza
o serie de experiente. Astfel prin inchiderea comutatorului K din circuitul
din Fig.5.39 intensitatea curentului ajunge practic instantaneu la valoarea:

I=— 5.163
- (5163

In cazul c4 in serie cu rezistenta R se pune un solenoid ideal (Fig. 5.40)
se constatd cd intensitatea curentului cregte lent pand la valoarea F/R.
In acest caz prin inchiderea comutatorului, curentul avand o tendints de
crestere prin bobina, determina un flux magnetic variabil care are ca efect
aparitia unei t.e.m. induse. Aceastd t.e.m. indusa conform Legii lui Lentz
trebuie sa aiba un astfel de sens incat sa se opuna variatiei fluxului mag-
netic inductor, deci si a curentului din circuit. Ea poarta numele de t.e.m.
autoindusa si aparitia ei determina o incetinire a cresteri a curentului in
circuit.

In cazul unui circuit parcurs de un curent de intensitate I inductia
campului magnetic produs B este proportional cu /. Cum fluxul campu-
lui magnetic este proportional cu B rezulta ca fluxul magnetic propriu prin
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Figura 5.40: Curentul intr-un circuit cu rezistentd si bobind dupd inchiderea
comutatorului

suprafata unui circuit este direct proportional cu intensitatea curentului /

din acel circuit
®=LI (5.164)

Marimea L se numeste inductanta circuitului si se masoara in Henry
(H=Wb/m?). Inductanta circuitului este o caracteristica a fiecirui circuit,
ea depinde de forma geometrica a circuitului precum si de mediul aflat in
interiorul circuitului.

Legea autoinductiei se determina pornind de la legea inductiei

dd  d(LI) I
= —=_2 = 1
&= dt dt (5.165)

Rezulta ca t.e.m. autoindusa este proportionala cu viteza de variatie a
intensitatii curentului electric prin circuit.

5.6.6 Inductanta unui solenoid

Fluxul magnetic ce strabate un solenoid de lungime [ cu sectiunea S si
numarul de spire N strabatut de curentul [ este ® = NBS. Deoarece

NI

B = o= (5.166)
rezulta N2g
o = MO,MTTI (5.167)
Comparand cu ® = LI rezulta ca
N2S
L= uopt, ~—— (5.168)

l
unde u, este permeabilitatea relativa a miezului solenoidului.
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Figura 5.41: Circuit cu bobina si bec

5.6.7 Energia caAmpului magnetic

Se considera circuitul din Fig.5.41 realiziat astfel ca atunci caAnd comu-
tatorul K este inchis becul sa nu lumineze. Cand se deschide comutatorul
K se constata, ca pentru un scurt timp becul lumineaza. Aceasta o putem
explica prin faptul ca energia cAmpului magnetic al solenoidului se trans-
forma in energie electrica. Deschiderea comutatorului K determina aparitia
unei tensiuni electromotoare autoinduse:

Al 0—1) LI

£=-Lo =—Lr—=+5 (5.169)

unde [ este intensitatea curentului prin solenoid inainte de deschiderea
comutatorului K. Energia electrica transferata W circuitului dupa de-
conectarea sursei, cand datorita aparitiei t. e. m. autodinduse prin circuitul
format din bec si solenoid trece sarcina Agq este:

W = EAq (5.170)

Cum prin solenoid intensitatea curentului scade in At de la valoarea [
la valoarea 0, intensitatea medie a curentului este

I40 I

I, = 5.171
Atunci /
Aq = I,,At = §At (5.172)
Energia campului magnetic este egala cu cea transferata circuitului:
LI?
W=EAq=— (5.173)

2
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Figura 5.42: Spira circulara in cAmp magnetic uniform.

Considerand c& nu existd nici un miez in interiorul solenoidului (x, = 1),
relatia (5.173) se scrie tinand cont de (5.168) astfel:

N2SI1?2 Sl (NI NI HB
W= =5 (T) <“07) Ve
unde V' este volumul ocupat de cAmpul magnetic. Astfel densitatea de
energie a cAmpului magnetic este

W _HB

= 174
W= 5 (5.174)

Desi expresia densitatii de energie a caAmpului magnetic a fost dedusa
intr-un caz particular, ea este valabila pentru orice cAmp magnetic.

Aplicatie

O spird circulard se afld intr-un cAmp magnetic uniform (Fig. 5.42).
Daca inductia campului magnetic se modifica in timp, care este campul
electric indus (Fig. 5.42)

Solutie:
o o dd
Edl=——
pEa--5
dB
2mrE = —— (mr?B) = —ar?—
r (m" ) m
__rdb
2.4t
Aplicatie

Sa se determine tensiunea electromotoare indusa intr-o spira de arie S
care se rotesgte cu viteza unghiulara constanta in jurul unui ax perpendicular
pe vectorul inductie cAmp magnetic B al unui cAmp uniform.
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Solutie:
Aceasta constituie o metoda de producere a curentului alternativ. Fluxul
magnetic ce strabate spira la un moment dat este

® = BiiS = BS cos a

unde o = o + wt §i ap reprezintd unghiul dintre normala 7 si vectorul B
la inceputul miscarii.
¢ = BS cos (wt + )

Atunci:

d
e = —d—(f = BSwsin (wt + ap) = Emax sin (wt + )

Aplicatie
Intr-o regiune din spatiu exista un cAmp magnetic uniform paralel cu
axa (Oz. Marimea lui variaza in timp astfel:

B = Bysinwt

Sa se determine intensitatea cAmpului electric indus.

Solutie:

Pentru a calcula campul electric vom alege un contur de raza r intr-un
plan perpendicular pe axa Oz. Se aplica legea inductiei electromagnetice:

unde ® este fluxul magnetic prin suprafata S = 7r2. Dar:
7{ Edl = 2rrE

si
¢ = BS = 1r’Bysin wt

Atunci din legea inductiei rezulta:
2mrE = —7r? Byw cos wt

Intensitatea cAmpului electric este:

1
E = —§rBow cos wt
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5.7 Ecuatiile Maxwell

Ecuatiile Maxwell reprezinta formularea matematica a principalelor pos-
tulate ale electrodinamicii clasice. Ele sunt un sistem complet de ecuatii in
sensul ca determina univoc cAmpul electromagnetic. Ele sunt valabile in
anumite situatii, si anume atunci cdnd corpurile materiale sunt imobile iar
constantele de material € , ;1 , 0 nu depind de timp sau de intensitatea caAm-
purilor. Se face abstractie de prezenta unor materiale ce prezinta momente
electice si magnetice dipolare permanente. Nu se ia in considerare depen-
denta constantelor de material de temperatura. Aceste ecuatii se exprima
sub forma unor legi generale precum si a unor legi de material.

5.7.1 Legea fluxului electric

Im vid legea lui Gauss pentru cAmp electric se scrie ca

flos-Lfffm  om

unde dv este elementul de volum, iar S este o suprafata inchisa care in-
conjoara volumul V. Integrala de suprafata se poate transforma in una de

o / / Fdg — / / vV Edv (5.176)

unde V este operatorul divergenta

0E, OE, OFE.

E= 1
\Y pe + ay + P (5.177)
Rezulta ca:
// VEdvy = —/// pdv (5.178)
si:
VE=" (5.179)
€0

In mediile materiale densitatea totala de sarcind este suma dintre den-
sitatea sarcinilor libere p; si densitatea sarcinilor de polarizare p,,:

p=p+ 0y (5.180)
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Astfel:

. T 1 S
VE=L 0T 2 (- vP) (5.181)
o o €0

deoarece relatia dintre densitatea de polarizare si densitatea sarcinilor de
polarizare este:

VP =—p, (5.182)
Din relatia (5.181) se obtine:
eVE + VP =V <gOE + 13) = 9 (5.183)
Deoarece inductia campului electric D= EOE + ]3, rezultal:
VD =p, (5.184)

Aceasta este forma diferentiala a legii lui Gauss pentru medii materiale.
Forma integrala a acestei legii este:

//Sﬁd§: ///Vpldv (5.185)

unde suprafata S este o suprafata inchisa care inconjoara volumul V.

Relatiile (5.184) si (5.185) aratd cd inductia campului electric este deter-
minatd de sarcinile libere, relatia (5.182) arata ca densitatea de polarizare
este determinata de sarcinile legate, iar relatiile (5.175) si (5.179) aratd
ca intensitatea campului electric este determinata de totalitatea sarcinilor
(libere si legate)

5.7.2 Legea lui Gauss pentru magnetism

Deoarece campul magnetic nu este produs de sarcini magnetice, fluxul
inductei campului magnetic printr-o suprafata inchisa este nul

/ /5 BdS =0 (5.186)

unde S este o suprafata inchisa. Integrala de suprafata poate fi transformata
intr-o integrala de volum, astfel ca

/fgéﬁ—// VB =0 (5.187)
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Rezulta astfel forma locala a legii lui Gauss pentru cAmpul magnetic:
(5.188)

VB=0
Ecuatiile de mai sus sunt o consecinta a faptului ca liniile de cAmp sunt

inchise.

5.7.3 Legea inductiei electromagnetice

Legea inductie magnetice sub forma integrala este

]{Edf: _i// Bds
c dt J Js

unde S este o suprafatd care se spijina pe curba inchisa C'. Integrala cur-

(5.189)

bilinie poate fi transformata intr-una pe suprafata:

7{ Bdl = // (v X E) ds (5.190)
c S
Atunci
N d Lo OB -
VXE%%:——//&w:—/ 248 5.191
JA ill. | @.101)
Rezulta astfel forma diferentiala a acestei legi:
. 0B
E=—— 192
V x 5 (5.192)
unde operatorul V x este operatorul rotor si:
B €r €y €,
VxE=| g & o (5.193)
E, E, E,

Relatiile (5.189) si (5.192) aratd ca un cAmp magnetic variabil in timp
produce un camp electric ale carui linii de cAmp sunt inchise. Acest cAmp
electric este unul imprimat gi nu deriva dintr-un potential.
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5.7.4 Legea lui Ampeére

In vid forma generals a legii lui Ampére este:

- = 5 —
}{ Bdl' = pI + pg / / %—tdS (5.194)
C S

Dar in vid B = uoﬁ . Se obtine astfel o forma mai generala a legii lui

Ampere:
— = 5 —
]{Hdzzu// ‘98—615 (5.195)
c g Ot
Dar cum:
fﬁdi—//(Vxﬁ)dg
c s
si

I://jd§
S

. . aD
VXH:j—l—aa—t (5.196)

Relatia 5.196 arata ca exista doua surse ale cAmpului magnetic: curentii
si campurile electrice variabile in timp.

relatia 5.195 devine:

5.7.5 Legile de material

Experimental se constata existenta unor relatii intre p si E , H si M si
intre j si . Ele sunt determinate de starea mediului.

Legatura dintre P si E

In general densitatea de polarizare P este o suma formata din doi ter-
meni:

—

P=P,+P, (5.197)

Termenul P, este polarizarea permanenta si este independenta de exis-
tenta campului electric (se poate obtine o polarizare permanents tensionand
pe o anumita directie un cristal piezoelectric).
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Termenul 15; poarta numele de polarizare temporala si este determinat
de actiunea cadmpului electric.

B="F (E) (5.198)
Astfel in mediile anizotrope dar liniare:

P, = & (XzzE:c + XaeﬁyEy + X;zEZ)
Py = £&o (XZwa + X;yEy + XZZEZ) (5199)
Pz = £&o (XExEI + X;yEy + XEZEZ)

Mérimile xj; unde ¢, j =z, y, z sunt componentele unui tensor sime-
tric, denumit tensorul susceptibilitatii electrice. Exista un anumit sistem de
referinta in care tensorul respectiv are diferite de zero doar componentele
pe diagonala. Relatiile (5.199) se pot scrie condensat:

!

, = cox° B (5.200)

Intr-un mediu omogen si izotrop mérimea tensoriald x¢ devine un scalar
Xe-

—

P=c¢,xE (5.201)

In cazul in care nu exista polarizare permanenta pentru mediile ani-
zotrope liniare, inductia cAmpului electric se scrie ca:

D= EUE -+ ﬁ = €0E + €0 eE = £&p <1 +?> E = E[)?E (5202)

unde
(5.203)

este tensorul permitivitatii relative a mediului respectiv.
In cazul mediilor izotrope fara polarizare permanenta

—

D=eE+P=co(1+x,)E =¢cockE (5.204)
iar permitivitatea relativa este un scalar:

e=1+x, (5.205)
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Legitura dintre H si M

Densitatea de magnetizare a unui material este data de suma a doi
termeni:

M = M, + M, (5.206)
unde Mp este magnetizarea permanenta, independenta de cAmpul magnetic

si M, magnetizarea temporald, dependenta de cAmpul magnetic. Corpurile
feromagnetice prezinta magnetizare permanenta. Magnetizarea temporala
se intalnegte la toate corpurile si in general are o valoare foarte mica:

M, = M, (ﬁ) (5.207)

In mediile anizotrope liniare fara magnetizare permanenta:

——

M =M, =" (5.208)

unde x™ este tensorul permeabilitatii magnetice. In cazul mediilor izotrope
liniare tensorul degenereaza intr-un scalar:

V=, 0

In cazul mediilor anizotrope fara magnetizare permanenta inductia cam-
pului magnetic este:

B = 1, (FI + M) — g (1 +X:m> A= i (5.209)

unde Ji este tensorul permeabilititii relative.
In mediile izotrope liniare cei doi tensori devin scalari:

— —

B =g (H+3) = pg (14 x,,) H = puops, (5.210)

5.7.6 Legatura dintre j si E

In mediile anizotrope si liniare legitura dintre vectorii j si E este dati
de legea lui Ohm a carei forma generala este:

-

i=%F (E + E) (5.211)

unde & este tensorul conductivititii, iar F; este intensitatea campurilor
electrice de origine neelectrostatica. F; se numeste cAmp electric imprimat.



211

5.8 Probleme

5.1 Trei sarcini punctiforme pozitive sunt situate pe axa Ox. Sarcina
g1 = 20 pC este situata la coordonata x; = 3 m iar sarcina ¢ = 10 pC se
afla in origine. Unde trebuie situata o sarcina gz astfel incat asupra acesteia
forta care actioneaza asupra ei sa fie nula.

5.2 Sa se determine cAmpul electric creat de un dipol care consta din
doua sarcini g si —q aflate la distanta 2a. pe axa dipolului.

5.3 Un inel de raza R este incarcat uniform cu o sarcina pozitiva Q.
Sa se calculeze campul electric intr-un punct aflat la distanta = de centrul
inelului perpendicular pe planul acestuia.

5.4 Un inel de raza R este incarcat uniform cu o sarcina pozitiva (). Sa
se determine potentialul creat de sarcina intr-un punct aflat la distanta x
de centrul inelului perpendicular pe planul acestuia.

5.5 Un disc de raza R este incarcat uniform cu sarcina () cu densitatea
de sarcina o. Sa se determine potentialul si cAmpul electric creat de sarcina
intr-un punct aflat la distanta x de centrul discului perpendicular pe planul
acestuia.

5.6 Sa se determine potentialul si cAmpul electric creat de un dipol cu
sarinile ¢ si —q aflate la distanta a una de alta la distanta x de centrul
dipolului pe directia axei care leaga cele doua sarcini.

5.7 O bara de lungime [ situata de-a lungul axei Ox cu unul din capete
in origine este incarcata uniform cu sarcina electrica pozitiva cu densitatea
liniara A. Sa se determine potentialul intr-un punct situat pe axa Oy la
coordonata a pozitiva pe aceasta axa.

5.8 Potentialul intr-o regiune a spatiului este

V(z,y,2) = b — 32° + 2y2°

unde potentialul este considerat in volti iar z, y si z in metri. Sa se determine
campul electric in punctul (1, 0, —2).
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5.9 Moleculele de aps momentul de dipol p = 6,3 x 1073° Cm. O proba
de ap# ce contine N = 10%! molecule care au dipoli orientati in sensul unui
camp de intensitate £ = 2,5 x 10° N/C (V/m). Care este lucrul mecanic
pentru a orienta dipoli perpendicular pe caAmp.

5.10 O sarcina ¢ pozitiva este distribuitd uniform in interiorul unei
sfere dielectrice omogene cu permitivitatea . Se cere intensitatea cAmpului
electric in interiorul si in afara sferei.

5.11 Cand o diferenta de 100 V este aplicata armaturilor unui plan
paralel, acestea se incarca cu o sarcina superficiala cu densitatea egala cu
30 nC/cm?. Si se determine distanta dintre arm&turi. Se cunoaste g9 =
8,854 x 10712 F/m.

5.12 Un condensator plan consti din doud arméturi S = 10 cm?, sepa-
rate la distanta de 2 mm in aer. Cele doua armaturi se afla la o diferenta
de potential U = 10 V.

a) Sa se calculeze campul electric dintre armaturi.

b) S& se determine densitatea superficiald de sarcina.

c) Sa se calculeze capacitatea condensatorului.

d) Sa se afle sarcina de pe fiecare armatura.

5.13 O sfera conductoare de raza a incarcata cu sarcina Q este invelita
intr-un strat dielectric cu permitivitatea relativa e, astfel incat raza sferei
astfel construita este b. Sa se determine potentialul la care se afla sfera.

5.14 O sfera dielectrica cu permitivitatea relativa e, aflata intr-un camp
electric uniform F. Sa se determine polarizarea acestei sferei.

5.15 Un cablu coaxial de 50 m este format dintr-un conductor cu di-
ametrul de 2,5 mm si are o sarcina () = 8 nC. Conductorul care inconjoara
firul are 7,5 mm gi are o sarcina —() = —8 nC. Sa se calculeze:

a) Capacitatea cablului

b) Diferenta de potential dintre cele doud conductoarea cablului coaxial

5.16 Un consensator cu capacitate de 3 uF este conectat la o diferenta
de potential de 12 V. Care este energia stocata in condensator.

5.17 Armaéturile unui condensator plan paralel aflate in aer sunt separate
prin distanta d = 1,00 mm. Care este densitatea de energie a campului
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electric dintre armaturile condensatorului, daca acesta este incarcat la o
diferenta de potential U = 500 V.

5.18 Un conductor de cupru are sectiuena S = 3 x 107% m?. Dac# prin
conductor trece un curent de 10 A, care este viteza de drift a electronilor?
Densitatea cuprului este p = 8950 kg/m3. Se considerd ci fiecare atom
contribuie cu un electron la electonii de conductie. Masa molara a cuprului
este 1 = 29 kg/kmol.

5.19 O sarma de cupru are diametru d = 1 mm. Prin acest conductor
trece un curent I = 1,8 A. Densitatea de electroni liberi este n = 8,5 x 10%®
electroni/m?. S& se giseasca:

a) densitatea de curent;

b) viteza de drift.

5.20 Intr-un atom Bohr electronul are o traiectorie circulard cu raza
r=5,29%x 107" m cu vieza v = 2,19 x 10° m/s. Care este curentul efectiv
asociat cu aceasta miscare.

5.21 Un cablu coaxial de lungime [ este format dintr-un conductor cu
diametrul a si altul coaxial cu diametrul b. Intre cele dous conductoare existi
un material plastic cu rezistivitatea p. Sa se calculeze rezistenta radiala a
cablului.

5.22 Un condensator cu capacitatea C' este cuplat cu ajutorul unui co-
mutator intr-un circuit care consta dintr-o sursa de tensiune electromotoare
E si rezistenta R. Sa se determine modul in care variaza intensitatea curen-
tului de incarcare a condensatorului functie de timp.

5.23 Presupunem ca un curent care trece printr-un conductor descreste

exponential dupa ecuatia
t
I(t) = Iyexp <——>
-

Sa se determine sarcina ce trece printr-o sectiune a conductorului in
intervalele de timp (0,67) si (0,607).

5.24 O bucata de material de forma paralelipipedica se extinde de la
z = —a la z = +a. Prin ea trece un curent a carei densitate este
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j = Jéx
Sa se determine campul magnetic functie de z.

5.25 Sa se determine cAmpul magnetic in interiorul unei bobine toroidale.
O bobina toroidala este un solenoid de lungime finita curbat in forma de
tor. Se cunoagte N (numarul de spire) si curentul I care trece prin bobina.

5.26 Sa se determine cAmpul magnetic pe axa unui inel de raza R,
strabatut de curentul /, la distanta x de centrul inelului, perpendicular pe
planul in care se afla inelul.

5.27 In circuitul exterior al unei surse cu t.e.m. E sunt legate in se-
rie un rezistor cu rezistenta R si o bobina cu inductanta L. Rezistorul si
bobina se conecteaza in cirucuit prin intermediul unui comutator, care in-
tial este deschis. Cu variaza intesitatea curentului in circuit dupa inchiderea
comutatorului?

5.28 O bara conductoare OF se rotegte in jurul axei AB cu viteza
unghiulara constanta w pe un conductor perfect circular de raza R. Bara
intersecteaza liniile unui cAmp magnetic uniform de inductie B perpendic-
ulare pe suprafata inelului conductor. Sa se determine tensiunea ce poate
fi masurata intre punctele C' gi F' .



