Capitolul 1

Elemente de mecanica
newtoniana

1.1 Cinematica punctului material

Cinematica este partea din mecanica ce studiaza miscarea fara a-i conside-
ra cauzele. Prin miscare mecanica intelegem schimbarea in timp a pozitiei
unui corp in raport cu alt corp material. Corpul fata de care se studiaza
miscarea care prin conventie, este considerat fix poarta numele de corp de
referinta. De corpul de referinta poate fi atasat rigid un sistem de coordonate
(de exemplu un sistem ortogonal cu trei axe). Pentru méasurarea timpului
este necesar un ceasornic. Aceasta implicd un proces periodic (de exemplu
oscilatiile unui pendul). Sistemul de coordonate si ceasornicul formeaza sis-
temul de referintd. Un rol important il au sistemele de referinta in care este
valabil principiul inertiei si care poarta numele de sisteme inertiale. Sistemele
inertiale se deplaseaza unele fata de altele cu viteza constanta. Un corp ma-
terial este in general un sistem complex. Pentru studiul miscarii acestuia
se pot face o serie de simplificari cum ar fi neglijarea formei acestuia sau a
dimensiunilor sale. Astfel, un corp ale carui dimensiuni pot fi neglijate in
raport cu spatiul inconjurator, poarta numele de punct material.
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Ny

Figura 1.1: Vectorul de pozitie este vectorul cu originea in originea sistemului
de coordonate si cu varful pe punctul material

1.1.1 Marimi fundamentale
Traiectorie

Miscarea unui punct material este caracterizatd prin modificarea in timp
a coordonatelor sale in sistemul de coordonate ales. Astfel, intr-un sistem
de coordonate cartezian, cunoasterea miscarii este echivalenta cu a cunoaste
evolutia in timp a razei vectoare sau a vectorului de pozitie (Fig. 1.1).

7(t) = z(t)e, + y(t)e, + z(t)e, (1.1)
Se numeste traiectorie curba descrisa de punctul material in timpul migcarii
sale.

Functia 7(t) trebuie sa satisfacd anumite conditii. Ea trebuie sa fie con-
tinud, uniforma, finita si cel putin de doua ori derivabila. Ecuatiile:

= z(t) (1.2)
= y(t)
z = z(t)

poarta numele de ecuatiile dinamice ale miscarii si ele reprezinta ecuatiile
parametrice ale traiectoriei, avind ca parametru timpul.
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Figura 1.2: Vectorul deplasare A7 si vectorul viteza o/

Prin eliminarea timpului se obtin doua ecuatii:

filz,y,2) = 0 (1.3)
f2($,y72) =0

Fiecare din aceste ecuatii reprezinta cate o suprafata, traiectoria fiind
curba de intersectie a celor doua suprafete.

Viteza

Viteza unei particule reprezinta variatia pozitiei sale raportata la unitatea
de timp. Fie 77 vectorul de pozitie al punctului material la momentul ¢ si 7
vectorul de pozitie la momentul ¢t + At. Vectorul A7 = 75 — 7] se numeste
vector de deplasare.

Definim vectorul viteza medie (Fig. 1.2):

AT Az, Ay, Az

_'m — A, — A,Cz A L __'z 14
mE A T AT AT A (14)
Modulul vitezei medii este:
A7
U = |Tn| = A7 (1.5)

At
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Pentru a caracteriza migcarea punctului material trebuie definita viteza
instantanee. Prin definitie:
AU dr dx dy dz
v=lm — = —=—€,+—€,+ —¢€, 1.6
At—0 At dt  dt dt ¥ dt (1.6)
Cum

U = V€, + Vy€y + v.€, (1.7)
prin identificare din relatiile 1.6 i 1.7 se obtine pentru componentele vitezei:

_dx dy _dz
T YT T @
Cand are loc trecerea la limita, P, — Py, secanta PP se roteste in jurul
lui P; si devine tangenta la traiectorie. Rezulta ca vectorul viteza instantanee
este tangent la traiectorie.
Deoarece la limita (pentru deplasiri foarte mici) lungimea arcului de
curba coincide cu lungimea coardei rezulta:

(1.8)

dF| AR
g5~ Am Ay =1 (1.9)

In relatia 1.9 As este spatiul parcurs pe curbd de mobil iar s este lungimea
arcului pe traiectorie de la un punct considerat ca referinta si poarta denu-
mirea de coordonata curbilinie.

Atunci derivata dr/ds - avand modulul egal cu unitatea este un versor
indreptat in directia tangentei la curbd. Se notez# acest versor cu t; el are
sensul cresterii lui s.

ar -
T t (1.10)

Atunci:

dr drds -ds -

dt  dsdt dt

unde v = ds/dt este viteza de deplasare pe traiectorie; ea reprezintd spatiul
parcurs pe traiectorie in unitatea de timp. Tinadnd cont de cele prezentate
mai sus:

U=

7| = |tv] =v (1.12)
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adica viteza pe traiectorie este egala cu modulul vectorului viteza.

In concluzie vectorul vitezd instantanee este tangent la traiectorie si in-
dreptat in sensul miscarii.

Putem exprima vectorul de pozitie ca fiind:

F=amr) 5 @ =1 (1.13)

unde €, este versorul razei vectoare.
Atunci, putem exprima viteza astfel:
dr_dr gy 4 40
dt dt dt
Semnificatia formulei de mai sus este urmatoarea: viteza punctului mate-
rial este datorata atat variatiei modulului razei vectoare cat si directiei razei
vectoare.
In plus vectorul dé, /dt este perpendicular pe &,.
Acest lucru se poate demonstra, tinind cont ca

(1.14)

U=

e =1 (1.15)
Atunci:

52
e, =1
Derivand in raport cu timpul relatia de mai sus se obtine:

de? . de,
fry e’l"_
dt dt

si se justificd afirmatia facutd anterior. Trebuie observat cd desi |€.] = 1, €,
isi modifica directia in timp. Astfel, putem trage concluzia ca derivata unui
vector variabil, dar de modul constant este perpendiculara pe acel vector.

—0 (1.16)

Acceleratia

In general in cursul unei miscari viteza ¢ variaza atat ca directie cat si ca
modul. Se impune introducerea unei marimi care sa caracterizeze aceasta
variatie. Aceasta marime poarta numele de acceleratie. Ea reprezinta vari-
atia vitezei in unitatea de timp. Ca si in cazul vitezei vom defini o acceleratie
medie pe un interval de timp At (Fig. 1.3)
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Figura 1.3: Acceleratie medie

AU
A = —— 1.17
m = A (1.17)
precum si o acceleratie instantanee
AU dv do dv dv
AN T a T a e (1.18)
care mai poate fi scrisa ca:
dv  d*7 d*x d?y d?z
Cu T et Tt (1.19)

Exprimand acceleratia in functie de proiectiile sale pe cele trei axe de coor-
donate

a = Qz€; + ayey, + a,e;

se obtine:

dv, d*x

L= _ e 1.20

“ a2 (1.20)
dv, d*y

_ dy _dy 1.21

by dt  de? (1.21)
dv, d?z

L= _ 4= 1.22

“ dt  de (1.22)

Se observa ca acceleratia este indreptata inspre interiorul traiectoriei si
nu este tangenta la traiectorie.
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Figura 1.4: Curbura si raza de curbura

O descriere mai detaliata a vectorului acceleratie impune definirea unor
marimi noi precum raza de curbura si curbura. Se considera pe o curba C
(Fig. 1.4) trei puncte necolineare Py , Py ;| Ps.

Cele trei puncte definesc un cerc a carui raza R da curbura medie C' =
1/R a curbei pe portiunea P1PyP3; . Daca punctele P; si P tind cétre P
atunci cercul obtinut poarta numele de cerc de curbura sau cerc osculator al
curbei in punctul Py. Planul limita definit de cele trei puncte poarta numele
de plan osculator si contine cercul osculator. Se poate defini astfel raza de
curbura intr-un punct:

As ds

R= lm ~o = d (1.23)
Curbura in punctul respectiv este inversul razei:
1 A
C=—== lim o _ 0 (1.24)

R~ AssoAs  ds
Din Fig. 1.4 se observa ca As/A# reprezintd raza cercului osculator.
Astfel curbura C' masoara gradul de abatere a curbei de la linia dreapta.
Vectorul unitate perpendicular pe tangenta la curba intr-un punct indrep-
tat inspre centrul de curbura si aflat in planul osculator poarta numele de
normala principala. Din Fig.1.4 se vede ca:

Af|  2|t]sinAG/2  sin AG/2
AG| A A2
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Atunci cand Af — 0 rezulta:
sin AQ/2 o
A2
Astfel:
At dt
— : —l=1 1.2
G| o Jde (1.25)
Atunci cand P; se apropie de punctul Py vectorul ¢ se roteste in jurul lui
P, iar At devine perpendicular pe t . Rezulti:
dt
- =7 1.2
5= (1.26)
In plus
dt  dtdf i
— =L =(Cii=— 1.2
s dods " TR (1.27)
Derivand relatia 1.11 obtinem :
dt  dv. dtds
t —_—— 1.28
s (1.28)

dr @5—1—0— —
dt — dt

i = d—ﬁ——(vt)—
Cdt dt o dt

Uz_,

—nN

d—vf vzd—f—@f+
ds dt R

a =
dt
Se poate exprima acceleratia ca suma din doi vectori perpendiculari:
(1.29)

L
|

a= att—i— anﬁ

unde
dv  d?s
T (1.30)

poartd denumirea de acceleratie tangentiala, ea fiind datorata variatiei mo-
(1.31)

dului vitezei, iar

o] S

Ay =
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y

Figura 1.5: Migcarea circulara

poarta denumirea de acceleratie normala sau centripeta si este datorata vari-
atiei directiei vitezei.

Se remarca faptul cd miscarea curbilinie este intotdeauna o miscare ac-
celerata deoarece @, # 0.

Rezulta ca acceleratia se descompune intr-o componenta tangentiala d;
care este indreptata de-a lungul vitezei si o componenta normala @,, indrep-
tata inspre centrul de curbura.

1.1.2 Miscarea circulara

Migcarea circulara este miscarea unui punct material a carui traiectorie este
un cerc.
Intr-o miscare circularf variaz§ numai directia razei vectoare 7 (Fig. 1.5).
Atunci in relatia 1.14 dr/dt = 0. Rezulta:

de,
U= - 1.32
v=r— (1.32)
Conform Fig. 1.5 versorul razei vectoare se scrie ca:
€, = €, cos p(t) + €, sin () (1.33)
Deoarece
de, Lo . d
di = (—€,sinp + €, cosgp)d—f (1.34)
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putem scrie:

unde

L =—é,sinp+e,cosp

do _

a Y

reprezinta viteza unghiulara.

Astfel in miscarea circulara, vectorul viteza este:

U = rwt

iar modulul s&u este:

v dw
atidtirdt =re
unde
E—d_w
Cdt

poarta numele de acceleratie unghiulara.
Acceleratia normala sau centripeta este:

Acceleratia totala este:

a=1/a?+a2 =rve?+w!

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)

Viteza poate fi scrisa vectorial prin introducerea vectorul viteza unghiu-
lara & perpendiculara pe planul traiectoriei circulare avind sensul dat de
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®

Figura 1.6: Acceleratia normala si tangentiala in cazul migcarii circulare

regula burghiului drept (Fig. 1.6). Se poate defini si vectorul acceleratie
unghiulara ca fiind:

dw

g=— 1.44
o (1.44)
care va fi situat pe aceiasi axa cu w.
Din Fig. 1.6 se observa ca:
T=W0XT (1.45)
02
=0 XU=0 x(ﬁxf):—uﬂfz—ﬁf (1.47)

Ca exemplu putem considera cazul miscarii circulare uniforme. In acest
caz w = const. Rezulta ca acceleratia unghiulara si acceleratia tangentiala
sunt nule, numai acceleratia normala fiind diferita de zero. Pentru o astfel
de miscare se pot defini frecventa si perioada.

Frecventa v reprezinta numarul de rotatii efectuat de corp in unitatea de
timp.

L w
o

Perioada T reprezinta timpul in care se efectueaza o rotatie completa

v (1.48)
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pol_ T (1.49)

1.2 Legile mecanicii

1.2.1 Formularile legilor mecanicii
Legea I (Principiul inertiei)

Experimental s-a constat ca daca asupra unui corp aflat in stare de repaus nu
se exercita actiunea altor corpuri aceasta stare se mentine un timp nedefinit.
Daca se lanseaza pe un plan slefuit o bila se constata ca traiectoria acesteia
este o dreapta iar in intervale de timp scurte miscarea este aproape o migcare
uniforma in sensul ca viteza se micgoreaza foarte putin.

Repetand experienta pe alte plane se consta ca cu cat suprafata planului
este mai bine glefuitd micsorarea vitezei in acelasi interval de timp este mai
mica. Aceste fapte duc la concluziile urmatoare:

- in punctul de contact dintre bila si plan apar interactii care se opun
miscarii;

- daca interactiile care se opun miscarii ar fi eliminate atunci migcarea
bilei ar fi o miscare rectilinie uniforma.

Generalizand, se poate formula principiul inertiei:

Orice corp liber igi pastreaza starea de repaus sau de miscare rectilinie gi
uniforma (un corp liber este corpul asupra caruia nu se exerciti nici forte
nici momente indiferent de modul de aplicare).

Principiul nu a putut fi verificat in mod absolut in practica, deoarece
nici un corp nu poate fi izolat complet de actiunea celorlalte corpuri care-1
inconjoara. Experientele care au dus la aceasta concluzie au minimizat cat
s-a putut de mult sau au anulat intr-un fel actiunile exterioare corpului.

Proprietatea unui corp de a-si mentine starea de repaus sau de miscare
rectilinie si uniforma poarta numele de inertie.

Sistemele de referinta in care este valabil principiul inertei poarta numele
de sisteme inertiale. Ca o observatie trebuie remarcat ca sistemele de refe-
rinta legate de paméant nu sunt riguros inertiale, datorita misgcarii acestuia.
Abaterile sunt insi mici, astfel incat aceste sisteme pot fi considerate ca
inertiale.
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Legea a II-a (Legea fundamentala a mecanicii)

In mecanici se considerd doud feluri de interactiuni dintre doud corpuri:

a) interactiuni in urma carora viteza unuia din corpuri se modificd (in
marime si directie), adicd corpul este accelerat.

b) interactiuni in urma carora corpurile se deformeaza.

Cele dous tipuri de actiuni poart numele de forte. In continuare ne vom
limita la primului caz.

Experimental s-a constatat ca acceleratia capatata de un corp este pro-
portionald cu forta care actioneaza asupra lui.

a-F
Atunci legea a doua se formuleaza astfel:

Acceleratia pe care o capata un corp datorita actiunii unei forte este direct
proportionald cu marimea acelei forte si colineara cu ea.

a=

S|

(1.50)

In relatia de mai sus m este un parametru ce caracterizeaza corpul respec-
tiv si poarta numele de masa. Newton a interpretat acest parametru ca fiind
cantitatea de substanta continuta intr-un corp. Deoarece cu cit masa este
mai mare acceleratia imprimata este mai mica, se poate spune ca masa unui
corp este o masura a inertiei sale. Din acest motiv masa m poarta numele
de masa inertiala.

Legea a doua poate fi exprimata si in alt mod. Pentru aceasta se defineste
impulsul ca fiind produsul dintre masa si viteza.

7=mi (1.51)

Daca se considerd masa ca fiind o constanta

L ay d(mi) dp
Femi=m&_2M0) @ 1.52
ma = dt dt (1.52)

Rezulta ca:
~ dp
== 1.53
o (1.53)
Relatia 1.53 reprezinta o alta forma a legii a Il-a a dinamicii. Ea este
valabila gi in cadrul mecanicii relativiste unde masa este o marime variabila.
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Legea a III-a (Principiul actiunii si reactiunii)

Fortele care actioneaza asupra unui corp sunt determinate de alte corpuri.
Experimental se constata ca fortele cu care un corp actioneaza asupra al-
tuia determina instantaneu din partea celui de-al doilea o reactiune asupra
primului. Se gaseste ca cele doua doua forte sunt egale dar de sens contrar.
Prin generalizarea acestor fapte s-a obtinut principiul actiunii si reactiunii:

Daca un corp actioneaza asupra altui corp cu o forta ﬁlg, al doilea corp
actioneaza asupra primului cu o forta ﬁgl egala in marime g1 de sens contrar
cu prima forta.

F21:_F12

Cele doua forte poarta numele de actiune si reactiune si actioneaza asupra
unor corpuri diferite.

Legea a IV-a (Principiul suprapunerii fortelor)

Principiul suprapunerii fortelor arata ce se petrece atunci cand asupra unui
corp actioneaza simultan mai multe forte:

Daca asupra unui corp actioneaza fortele Fy, Fs, ..., F,, efectul obtinut
este acelasi ca §i in cazul in care asupra corpului ar actiona o singurad forta

F=>Y"F, (1.54)
k=1

Aceasta inseamna ca fiecare forta actioneaza independent, efectul uneia
dintre ele nefiind afectat de existenta celorlalte forte.

1.2.2 Sisteme de referinta (SR)

Asa cum s-a aratat, studiul miscarii corpurilor impune raportarea acesteia la
un sistem spatio-temporal (SR) care consta:

- dintr-un sistem de coordonate (atasat de un corp considerat prin con-
ventie fix);

- un ceasornic pentru masurarea timpului.

Newton a ajuns la concluzia ca un sistem de referinta, fixat de corpuri
materiale nu poate fi absolutizat, din lipsa motivelor care ar sustine unici-
tatea unui astfel de sistem.
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Totusi un sistem de referinta fix a fost introdus, degi despre pozitionarea
acestuia nu se poate spune nimic precis. Acesta este spatiul absolut.

Admiterea timpului absolut a fost realizatd in asa fel incAt marcarea
momentelor de timp absolut nu putea fi atribuita unor evenimente materiale.

Alegerea unui sistem de referinta se face astfel incat principiile mecanicii
sa fie satisfacute iar fenomenele studiate sa apara cat mai simplu.

In conformitate cu aceasta s-a introdus sistemul de referint inertial (SRI);
in acest sistem principiul inertiei este satisfacut.

Cerintele ce trebuie indeplinite de spatiu si timp in sistemul de referinta
inertial pentru mentinerea starii de migcare rectilinie si uniforma sau repaus
relativ a unui corp liber sunt:

1 Omogenitatea spatiului: toate punctele din spatiu sunt echivalente.

2 Izotropia spatiului: traiectoriile corpurilor libere in misgcare sunt rec-
tilinii indiferent de directiile in care are loc miscarea.

3 Uniformitatea timpului: corpurile libere parcurg spatii egale in intervale
de timp egale.

1.2.3 Transformarile Galilei

Fie doua sisteme S gi S’ inertiale, S’ fiind in migcare relativd fatd de S cu
viteza constantd ¢. Un punct material are coordonatele (7,¢) in S si (7/,t)
in S'.

Se pune problema de a determina relatiile de trecere de la coordonatele
(7, t) la coordonatele (7', t').

Aceste relatii sunt date de transformarile Galilei si rezulta din existenta
spatiului absolut si a timpului absolut.

Transformarea timpului

Se considera doua sisteme de referinta cu doua ceasornice identice. Deoarece
pozitia unui ceasornic in sistemul caruia ii este atasat nu conteaza se poate
alege pozitia acestuia astfel ca sa existe un moment in care pozitia celor doua
ceasornice sa coincida. Astfel se poate realiza sincronizarea lor.

to=1, =0 (1.55)

In mecanica clasica se presupune ca mersul ceasornicelor este independent
de starea de migcare a sistemelor de referinta; scurgerea timpului este aceiasi
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t'£0

~N

t'=01 2

Figura 1.7: Transformarile Galilei. Sistemul S’ este reprezentat la doua mo-
mente de timp: ¢ =0 it # 0.

in ambele sisteme de referinta; atunci:
t'=t (1.56)

Se constata ca daca se admite existenta unui timp absolut, simultanei-
tatea este absoluta: doua sau mai multe evenimente simultane intr-un sistem
de referinta inertial sunt simultane in orice alt sistem de referinta inertial.

Transformarea spatiului

Pentru deducerea relatiei de transformare dintre 7 gi 7/ se considera ca:

- etaloanele de lungime nu se modifica in functie de starea de migcare a
sistemelor carora le sunt atasate;

- masurarea unei distante intr-un sistem se face prin considerarea poziti-
ilor celor doua extremitati la un moment de timp ¢.

Se considera cd lat’ = ¢t = 0 originea sistemului S’ se géseste la coordonata
7. Din Fig. 1.7 se observa ca:

F=7o+7 + 0t (1.57)

Relatia 1.57 reprezinta relatia de transformare a spatiului.
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Pentru t = 0, 7y = 0, relatiile Galilei care dau transformarea spatiului si
timpului devin:

t o= ¢ (1.58)

= 7 +ut

=y

Daca S’ se deplaseaza de-a lungul axei Oy, relatiile Galilei sunt:

= (1.59)

xl

y' + vt

/
= Z

N ]

Derivand relatia 1.57 se obtine relatia de legatura dintre vitezele punctului
material din cele doua sisteme de referinta

L dr
U=—
dt
viteza punctului material in S, si
o
dt
viteza punctului material in S':
dr  dr’
—=— 47 1.60
a Y (1.60)
Atunci:
U=u"+v (1.61)

Daca un corp se migcd rectiliniu gi uniform (cu viteza constanta in sistemul
de referintd S) el se va misgca in acelagi mod si in sistemul S'.

Daca S si S’ sunt inertiale, atunci sistemele de referinta se misca unele
fata de altele cu viteza constanta.

Pentru obtinerea relatiilor dintre acceleratiile din cele doua sisteme de
referinta se deriveaza in raport cu timpul relatia 1.61:

di  di' i
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Rezulta:

—

a=a

Cum masa este constanta, legea a II-a a dinamicii isi pastreaza aceiasi
forma in ambele sisteme de referinta. Acest fapt a dus la enuntarea princi-
piului relativitatii al lui Galilei:

Legile mecanicii sunt invariante la transformarile Galiles.

1.3 Dinamica punctului material

1.3.1 Teorema impulsului
Din principiul al doilea al dinamicii rezulta:
Fdt = dp (1.63)

Se defineste impulsul fortei astfel:

t2
i / Ft (1.64)
t1
Din 1.63 si 1.64 rezulta:
— t2
H = / dﬁ: ﬁg — ﬁl = m2’172 — mlﬁl (165)
t1

Cum in mecanica clasicd masa este constanta m; = msy se obtine:

H = miy — mty, = Ap (1.66)
Relatia 1.66 reprezinta teorema impulsului:
Impulsul fortei rezultante aplicate unui punct material este egal cu vari-
atia impulsului punctulur material.
Daca asupra punctului material nu actioneaza nici o forta (ﬁ = 0), sau
rezultanta fortelor ce actioneaza asupra punctului este nuld atunci:

dp
dt
Integrand relatia 1.67 se obtine:

0 (1.67)
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Figura 1.8: Momentul cinetic

P = const (1.68)

Aceasta este legea conservarii impulsului:
Daca rezutanta fortelor ce actioneaza asupra unui punct material este
nula, impulsul acestuia ramdne constant.

1.3.2 Teorema momentului cinetic

Momentul cinetic (Fig. 1.8) al unui punct material P se defineste in raport
cu un punct O:

I=7xp=Fxmi (1.69)
Rezulta ca momentul cinetic este un vector perpendicular pe planul for-
mat de vectorul de pozitie si impuls. Modulul lui este:
[ =rpsiny = rmvsing

Se deriveaza expresia 1.69 si se obtine:

dil _dit BT A D
at —oar Ty T TP
sau
dl’ dp .
E:gxpqu?x—t:fo:M (1.70)
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deoarece Uxp = 0, ¥ si p'fiind vectori pe aceiasi directie. Marimea M =7xF
este momentul fortei. Rezulta:

- dl
M=%
Aceasta reprezintd teorema momentului cinetic.
Momentul fortei este egal cu derivata momentului cinetic in raport cu
timpul.
In cazul in care momentul fortei este nul:

(1.71)

Prin integrare rezulta:

Aceasta este expresia matematica a legii de conservare a momentului
cinetic.

Daca momentul rezultant al fortelor care actioneaza asupra unui punct
material este nul, momentul cinetic se conserva.

1.3.3 Lucrul mecanic

Fortele pot produce deplasari ale corpurilor. O masura a efectului produs
de forta este lucrul mecanic. Presupunand ca prin actiunea fortei F are loc
o deplasare foarte micd di’ a punctului material pe traiectorie (Fig. 1.9) se
poate defini lucrul mecanic elementar:

§L = Fdi (1.72)
In cazul unei deplasiri finite intre punctele (1) si (2):
@ (2)
L= / Fdr = / Fydx + Fydy + F.dz (1.73)
(1 1)
In cazul unei forte constante:

= 2 . L
L= F/ dF = F(fy — ) = Fd = Fdcosa (1.74)
(1)
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Figura 1.9: Lucrul mecanic

unde « este unghiul dintre forta F si vectorul deplasare d =7y — .
Se observa ca daca F' L d atunci L = 0, fapt ce arata ca intr-o deplasare
curbilinie doar componenta tangentiala a fortei efectueaza lucru mecanic.

1.3.4 Puterea

Definim puterea ca fiind viteza cu care este efectuat lucrul mecanic.
Puterea medie in intervalul de timp At este raportul dintre lucrul mecanic
AL efectuat in acest interval si valoarea intervalului At:

AL

P =— 1.75
Puterea instantanee sau puterea momentans se defineste ca fiind!:
AL 6L
P=lim—=— 1.76
im0 AE T dt (1.76)
Cum 6L = FdF rezulti:
P=F—=Fv 1.77
g = b (1.77)

1S-a introdus notatia 6L pentru a mentiona faptul ci lucrul mecanic nu este o dife-
rentiala totala exacta.
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1.3.5 Teorema energiei cinetice

Din legea a doua a mecanicii:

rezulta:
(1.78)

Sau:

" 1
Fdr=d (§m172> (1.79)
Deoarece
SL = FdF
rezulta:

0L =d (%mﬁQ) =d (%mqﬁ) (1.80)

Se observa ca lucrul elementar al rezultantei fortelor ce actioneaza asupra
unui punct material este egal in orice moment, cu diferentiala marimii mv?/2
care poarta numele de energiei cinetica. Integrand relatia 1.80 se obtine:

@ 71 1 1
L= / d (—mvz) = —mvs — —mv? = E,, — E,, (1.81)
o \2 2 2
unde:
1 2
E, = smv? = 2p—m (1.82)

este energia cinetica.
Relatia 1.81 reprezinta teorema variatiei energiei cinetice:

Lucrul mecanic efectuat de rezultanta fortelor ce actioneaza asupra unui
punct material este egal cu variatia energiei cinetice a punctului material.
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P,

P,

Figura 1.10: Energia potentiala. Lucrul mecanic efectuat de fortele conser-
vative este acelasi intre punctele P si P, indiferent de drumul parcurs.

1.3.6 Energia potentiala

Existd campuri de forte numite conservative (cAmpul gravitational, campul
electrostatic) in care lucru mecanic efectuat de fortele cAmpului asupra pun-
ctului material nu depinde de traiectorie sau viteza, ci numai de pozitia
initiala si finald. O consecinta a acestui fapt este ca lucrul mecanic efectuat
de astfel de forte asupra unui punct material ce se deplaseaza pe o traiectorie
inchisa este nul. Din Fig. 1.10 rezulta:

LP1aP2 - LPle2
Lpap, — Lppp, =0

Lp,ap, + Lpypyp, =0

fﬁdf_o

Aceasta proprietate se poate considera ca o definitie a cAmpului conser-
vativ. Astfel un camp de forte este conservativ daca lucrul mecanic efectuat
de fortele cAmpului pe orice traiectorie inchisa este nul.

Pentru a defini energia potentiala se alege un punct Py de referinta. Acest
punct poate fi un punct fix sau poate fi plasat la infinit.

Sau:



32 CAPITOLUL 1. ELEMENTE DE MECANICA NEWTONIANA

Intr-un camp conservativ energia potentiala £, intr-un punct P este egala
cu lucrul mecanic cu semn schimbat efectuat de fortele cAmpului pentru
deplasarea punctului material din Py in P:

P_) Po_’
zwm:—/zﬂwz/ Fdi (1.83)

P P
Atunci:
P P P
Py Py Py
sau:
Lpp, = Ep(Py) — Ep(P2) (1.84)
Rezulta:
Lpp, = = [Ep(P2) — Ey(P1)] = —AE, (1.85)
Relatia diferentiala corespunzatoare este: 0L = —dE,
Cum
§L = Fdi = Fydx + F,dy + F.dz (1.86)
iar
OF oFE oF
dE, = —Ldx + —Ldy + —2d 1.87
= or + Jy v+ 5z (1.87)
se obtine:
oF
F,=-——2
ox
oFE
F,=-="
Yy ay
oF
F,=-—2
0z
adica:
F=-vE, (1.88)
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Relatia de mai sus indica modul in care se determina fortele ce actioneaza
asupra punctului material cdnd se cunoaste energia potentiala.

Valoarea efectiva a energiei potentiale nu are semnificatie fizica datorita
modului arbitrar in care se alege punctul Py (acesta in general se alege astfel
incat expresia energiei potentiale s fie cat mai simpld). Semnificatie fizica
are doar variatia energiei potentiale care este legata de lucrul fortelor conser-
vative. Astfel energia potentiala se determina pana la o constanta arbitrara.

1.3.7 Conservarea energiei mecanice

Fie un punct material ce se deplaseaza intr-un cAmp conservativ, atat sub
actiunea fortelor conservative cit si unor forte neconservative; atunci, con-
form teoremei variatiei energiei cinetice:

L=E,—FE, (1.89)

unde E., este energia cinetica in pozitia finala, iar E,, este energia cinetica
in pozitia initiala.

Avand in vedere faptul ca asupra punctului material actioneaza atat forte
conservative cit si forte neconservative, vom considera lucrul mecanic ca o
suma:

L=Lc+ Lyc (1.90)

unde L este lucrul mecanic al fortelor conservative, iar Ly lucrul mecanic
al fortelor neconservative. Cum:

Lo =—(Ep—En) (1.91)
atunci
Lye — (Epp — Epn) = E, — E, (1.92)
Si:
Lyc = (Ep+ E,) — (B + Ea) (1.93)

Se defineste energia mecanica a unui punct material ca fiind suma dintre
energia cinetica gi cea potentiala:

E=E.+E, (1.94)
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Atunci

LNC - E2 - E17 (195)

Relatia 1.95 reprezinta teorema variatiei energiei mecanice:

Lucrul mecanic al fortelor neconservative care actioneazd asupra unui
punct material este egal cu variatia energiei mecanice a punctului material
respectiv.

Daca asupra punctului material nu actioneaza forte neconservative atunci
L NC = 0 §1

Aceasta este legea conservarii energiei mecanice:

Intr-un camp de forte conservative energia mecanicd a punctului material
ramane constanta in cursul miscarii, avind loc o transformare a energiei
cinetice in energie potentiald si invers.

1.4 Dinamica sistemelor de puncte materiale

1.4.1 Teorema impulsului total. Conservarea impulsu-
lui

Fie un sistem de N puncte materiale de mase my, avind vectorii de pozitie
e, k=1,2,..., N
Masa totala a sistemului de puncte materiale este

M= "my (1.97)

Se definegte centrul de masa al sistemului ca fiind punctul al carui vector
de pozitie este:

N
Z My T N
= =1 1 S
Z mi k=1
k=1

Putem defini viteza centrului de masa:
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— N R
Rezulta:

I

v = M kgl mk’l_fk (1.100)

Asupra unui punct P, se exercitd pe de o parte forte interne F ,S),l #+ k

din partea celorlalte puncte materiale si pe de alta parte forte externe ﬁk(e),
din partea unor corpuri care nu fac parte din sistemul considerat.

Conform legii actiunii si reactiunii fortele interne sunt perechi, egale doua
cate doua si de sensuri contrare.

Fy = —Fy) (1.101)
Din acest motiv, insuméand totalitatea fortelor interne pe intreg sistemul

rezultatul este nul.

FO=N"F —g (1.102)

Se noteaza cu pr = muy, - impulsul particulei £, si se defineste impulsul
total al sistemului:

N
P=> p (1.103)
k=1
Pentru un punct material, principiul al II-lea al dinamicii se scrie:

L dp
7 o b

b= (1.104)
unde
Fp=F9+ FY (1.105)
iar
N
FD=3"F) (1.106)

=1
14k



36 CAPITOLUL 1. ELEMENTE DE MECANICA NEWTONIANA

reprezinta rezultanta fortelor interne ce actioneaza asupra particulei k.

Atunci
N 5
F Fi = =% 1.107
kT ZZI: WO g ( )
£k
Insumand pentru toate punctele materiale:
N N N 5
FY FY=S"2% 1.1
Z P Z Kl 7t (1.108)
k=1 k=1 k=1
I#k
si tinand cont de relatia 1.102 se obtine:
N N =
Fle) — i — D, = — 1.109
; kT dt ; "t (1.109)

Expresia 1.109 reprezinta teorema impulsului total:

Deriwata in raport cu timpul a tmpulsulut total al unui sistem de particule
este egala cu rezultanta fortelor externe ce actioneaza asupra sistemului de
puncte materiale.

Tinand cont de relatia 1.100 obtinem:

P=Mv (1.110)
adica impulsul total este egal cu produsul dintre masa totala a sistemului si
viteza centrului de masa.

Daca rezultanta fortelor externe ce actioneaza asupra sistemului este nula:

k=1
atunci .
dpP
— =0 1.111
o (1.111)
iar .
P = const (1.112)

Se obtine astfel legea conservarii impulsului:
Impulsul unui sistem de puncte materiale ramdne constant cind rezul-
tanta fortelor exterioare este nula.
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1.4.2 Teorema momentului cinetic total. Conservarea
momentului cinetic total
Pentru sistemul de puncte materiale considerat putem defini momentul ci-

netic total fatd de un punctul O, care este originea sistemului de coordonate
considerat:

N N
L=>"l=Y (i x i (1.113)
unde .

este momentul cinetic al particulei k.
Se deriveaza relatia 1.114 in raport cu timpul si se obtine:

d T dpr ~ dry .
/r’ — —
at* = Ay T
sau
d- — L .
%lk =7 X Fp+0, X pp =7 X F} (1.115)
deoarece
77]@ X ﬁk:Uk X mﬁkzo
unde _ . »
Fp=F + FY
Atunci y
Zl= 7 x [ﬁ,ge) + ﬁ,ﬁﬂ , (k=1,..,N) (1.116)
Se insumeaza relatiile de mai sus si se obtine:
N g N N
Elk = |:Fk; X F’ge)] —|—Z |:Tk X F]i ):|
k=1 k=1 k=1
sau
d 7 _ e 70
—L=MY+M (1.117)
dt
unde
N
MO =3 7 x B (1.118)
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este momentul fortelor exterioare, iar

N N .
=S [m x B =3 A < A (1.119)
k=1 k=1

|

este momentul fortelor interne.
Vom arsta ci M® = 0.
Intr-adevar, suma este formata din perechi de termeni

Tk X Fk(l)+7‘l X Ek) —’I“k X Fkl_rl F_‘;S) :(Fk—’f_‘}) X F}E;) =0

Aceasta este adevarat deoarece vectorul ﬁkl are pe directia vectorului 7, —
7, dintre cele doud particule.
Atunci: .
dL -
= _ M©
dt
Relatia 1.120 reprezinta teorema variatiei momentului cinetic total:
Deriwvata in raport cu timpul a momentului cinetic total L al unui sistem
este egala cu momentul rezultant M al fortelor externe.
Daca M) = 0 , atunci momentul cinetic al unui sistem de puncte mate-
riale se conserva.

(1.120)

L = const

Aceasta este legea conservarii momentului cinetic total.
Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale ramdne constant
cdnd momentul fortelor exterioare ce actioneaza asupra sistemului este nul.

1.4.3 Teorema energiei cinetice. Conservarea energiei
mecanice

Daca se ia in considerare relatia 1.79 pentru un punct material k, teorema
energiei cinetice se scrie:

1 (e 7 —
d (imkvi) - [F,ﬁ )4 £ )} dF (1.121)
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In relatia 1.121 cu ﬁée) s-a notat rezultanta fortelor exterioare ce actioneaza
asupra particulei k, iar cu F; k(i) s-a notat rezultanta fortelor interne ce actioneaza
asupra particulei k.

Se insumeaza pentru toate punctele materiale; rezulta:

N N

N
d (Z %mkaz) =Y Fdr+Y " Fdr
k=1

k=1 k=1

Sau

N
1 e 7
d (Z §mkv§> = 6L 5L (1.122)

k=1

Daca se integreaza relatia de mai sus se obtine:

N
1 e i
A (Z §mkvz> =14+ 10 (1.123)

k=1

In relatia 1.123 cu L(®) s-a notat lucrul mecanic al fortelor exterioare ce
actioneazi asupra sistemului, iar cu L®) s-a notat lucrul mecanic al fortelor
interne ce actioneaza asupra sistemului.

Relatia 1.123 reprezinta expresia matematica a teoremei variatiei energiei
cinetice totale.

Variatia energiei cinetice totale este egala cu lucrul mecanic efectuat de
toate fortele, atdt externe cdt si interne.

Daca fortele interne sunt conservative, atunci se poate introduce energia
potentiala a sistemului care este functie numai de pozitiile tuturor punctelor
materiale ale sistemului, adica functie numai de configuratia sistemului.

LY = —AFE,
Atunci:
AE.= —AE, + L
Sau

A(E,+E,) =LY (1.124)
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Variatia energiei mecanice, a unui sistem in care fortele interne sunt con-
servative este egala cu lucrul mecanic al fortelor externe aplicate.
Daca sistemul este izolat fortele externe sunt nule:

L©¥ =0

Rezulta ca:
E.+ E, = const (1.125)

Aceasta este legea de conservare a energiei mecanice pentru un sistem de
puncte materiale:

In cazul unui sistem izolat in care fortele interne sunt conservative, ener-
gia mecanica totala este constanta.



Capitolul 2

Miscarea oscilatorie

2.1 Oscilatii armonice

2.1.1 Ecuatia de miscare

Miscarea oscilatorie armonica este determinata de forte de tip elastic. In
cazul in care se considera ca forta care actioneaza asupra unui punct material
are directia axei Ox:

F = —kaé, (2.1)

unde k este constanta de elasticitate iar €, este versorul axei Ox.
Forta este indreptata catre origine, punct ce reprezinta pozitia de echilibru
in care valoarea ei este nula. Tinand cont de legea a doua a dinamicii:

- d?
F=md= md—tfé’w (2.2)

rezulta o ecuatie diferentiala de ordinul al doilea.

2

T

care se poate scrie:

S =0 (2.3)
unde

41
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k
w =1/ — 2.4
¥ (2.4)
reprezinta pulsatia miscarii oscilatorii.

Solutia generala a unei astfel de ecuatii poate fi pusa sub forma:

z (t) = asinwt + bcoswt (2.5)

unde a si b sunt constante care depind de conditiile initiale. Marimea x ()
poarta numele de elongatie si reprezinta departarea fata de pozitia de echili-
bru la care punctul material ajunge la un moment dat.

Solutia 2.5 se poate scrie si sub forma:

x (t) = Acos (wt + b)) (2.6)

unde A si 0y sunt constante care depind de conditiile initiale. A poarta
numele de amplitudinea miscarii gi reprezinta departarea maxima de pozitia
de echilibru la care ajunge punctul material. Marimea 6, poarta numele de
faza initiala a migcarii iar ¢ = wt + 0 este faza misgcarii.

Echivalenta solutiilor 2.5 si 2.6 se justifica astfel: dezvoltand functia co-
sinus obtinem:

z (t) = Asinfysinwt + A cos 6y cos wt (2.7)

Identificand relatiile 2.5 si 2.7 se obtine:

a = Asinf, (2.8)
b = Acosb,

O caracteristica a acestei miscarii este periodicitatea. Pentru a determina
perioada miscarii se tine cont de faptul ca functia cosinus este periodica cu
perioada 27. Notand cu T perioada miscarii:

cos (wt + Oy + 27) = cos [w (t + T) + 6]

Rezulta ca perioada T, care reprezinta timpul in care se efectueaza o
oscilatie este:

T=2= (2.9)
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Frecventa miscarii se defineste ca fiind inversul perioadei si reprezinta
numarul de oscilatii efectuate in unitatea de timp:

v== (2.10)

Viteza si acceleratia in migcarea oscilatorie armonica sunt:

d
v = d—f = —wAsin (wt + 6) (2.11)
dv 9 4 s 9
¢=—=-w Asin (wt + 6y) = —wx (2.12)

2.1.2 Energia oscilatorului armonic

Fortele elastice sunt forte conservative (lucrul mecanic efectuat de acestea nu
depinde de drum ci doar de pozitia intiala i finald) Cum:

0L = Fdx = —kxdx

prin integrare intre pozitiile x; si x5 se obtine:

2

L= —k/xdw = —g (23 — 27) (2.13)

1

Deoarece lucrul mecanic depinde doar de pozitia initiala si finala se poate
defini o energie potentiala:

k
ABy=—-L=3 (23 — 27) (2.14)

k 2
E, = % + const (2.15)

Energia potentiala este definita pana la o constanta arbitrara. Aceasta
arata ca semnificatie fizica are doar variatia acesteia si nu valoarea ei. Cum
constanta aditiva se poate alege arbitrar, se considera ca in pozitia in care
x = 0 energia potentiald este nula. Atunci aceasta constanta devine zero.
Tinand cont de cele de mai sus si de relatia 2.6 se obtine:

E, = gAQ cos? (wt + 6) (2.16)
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k
Cum w? = — relatia 2.16 se scrie:
m

mw?A?

E, = 5 cos® (wt + ) (2.17)

Energia cinetica se obtine tinand cont de expresia vitezei 2.11 si este data
de expresia:

mv?  mw?A?

E. = 5 = g sin? (wt + 6y) (2.18)

Energia mecanica a oscilatorului armonic liniar este suma dintre energia
cinetica si cea potentiala. Rezulta:

mw? A?
2

Se constata ca energia oscilatorului armonic liniar este proportionala cu
patratul amplitudinii si patratul pulsatiei si nu depinde de timp.

E=FE,+E,=

(2.19)

2.1.3 Energii medii

Fie o functie f (¢) care depinde de timp. Se definegte valoarea medie a functiei
in intervalul de timp [¢;, ¢] ca fiind:

to —t1

f (1) = — /ﬂﬂﬁ (2.20)

Se observa ca valoarea medie a functiei respective depinde de intervalul
pe care se face medierea.
Pentru marimi periodice intervalul de timp se ia egal cu perioada T':

GO =g [ raa (221)

O proprietate a mediei temporale este aceea ca media sumei a doua functii
este egala cu suma mediilor fiecarei functii luate in parte.

(f+9)={f) +{9) (2.22)

Trebuie remarcat ca media temporala a unui produs de doua functii nu
este egala cu produsul mediilor celor doua functii:
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{(fg) # (1) {9) (2.23)

Relatiile 2.22 gi 2.23 se demonstreaza pornind de la definitia valorii medii.

Pentru calculul valorilor medii a energiei cinetice si a energiei potentiale
a oscilatorului armonic este necesar sa se calculeze mediile temporale ale
functiilor sin®wtsi cos? wt.

sin® wt) = 1
(

1 1 1
5 (1 — cos2wt) = 573 (cos 2wt) = 5 (2.24)

deoarece (cos2wt) =0
In mod analog se demonstreazs:

(cos® wt) = % (2.25)

Atunci se poate calcula direct energia cinetica medie si energia potentiald
medie a oscilatorului armonic liniar tindnd cont de rezultatele 2.24 si 2.25

(E.) = %muﬂAQ (sin® (wt + 0)) = imw2A2 = %E (2.26)
Lo 940 L 9,0 1
(Ep,) = 5w A (cos (wt + 0)) = 7 A = §E (2.27)

Se observa ca mediile in timp a celor doua energii sunt egale iar suma lor
este energia totala.

2.1.4 Reprezentari ale miscarii oscilatorii

a) Reprezentarea fazoriala

Miscarea oscilatorie poate fi reprezentata cu ajutorul unui vector rotitor
(Fig. 2.1) a carui marime este egald cu amplitudinea iar viteza unghiulara
de rotatie w este egald cu pulsatia miscirii respective. In Fig. 2.1 vectorul
este reprezentat la un moment oarecare. Acest vector poartd numele de
fazor. Pentru a cunoaste elongatia la un moment dat se proiecteaza vectorul
respectiv pe axa Ox.

b) Reprezentarea complexa

Se considera ca vectorul din Fig. 2.1 reprezinta un numar complex, axa
reald fiind axa Ox. Astfel:
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Figura 2.1: Reprezentarea fazoriala a miscarii oscilatorii

x = Acos (wt+ 0y) = Re[Aexpi (wt + 6p)] (2.28)

Ssau

x = Re[A exp iwt] (2.29)

unde A = Aexpify poartd numele de amplitudine complex#; se observi ci
}fl| = A, adica modulul amplitudinii complexe este egal cu amplitudinea
reala. Numarul complex se noteaza cu o bara deasupra. De cele mai multe
ori se efectueaza calculele cu numere complexe si doar in rezultatul final se
va considera partea reala.

2.1.5 Compunerea miscarilor oscilatorii
Compunerea miscarilor oscilatorii de-a lungul aceleiasi axe

Presupunem ca asupra unui corp actioneaza pe aceiasi directie doua forte de
tip elastic:

F2 = —]{72[E

Se considerd urmatoarele cazuri:
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0o (Pl\ 9, @ x

Figura 2.2: Compunerea a doua oscilatii de aceiagi pulsatie

a) constantele elastice sunt egale ki = ky = m/w?
Atunci fiecare forta determina o miscare oscilatorie:

x1 = Aj cos (wt + 619)

xe = Ay cos (wt + Oy)

Compunerea acestor oscilatii se poate face analitic prin insumarea celor
doua expresii de mai sus. Mai simplu compunerea se face pornind de la
reprezentarea fazoriald a celor doud miscari (Fig. 2.2) prin sumarea vectoriala
a celor doi fazori la un moment dat.

Se obtine astfel pentru amplitudine expresia:

A= \/A% + A% + 2A1A2 COSs (910 - 920) (231)

Pentru determinarea fazei initiale se considera proiectia lui A la momentul
initial pe cele doua axe de coordonate. Se obtine:

A, (0) = Ajcosbig+ Az cosby
Ay (0) = Al sin 010 + A2 sin 020

Atunci se poate exprima tangenta unghiului care reprezinta defazajul
initial:

tgl =

Ay (0) . A1 sin 610 + A2 sin 020
A, (0) ~Ajcosbig + Ay cos b
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Trebuie remarcat faptul ca functia tangenta este o functie periodica cu
perioada 7. Ea nu determina univoc cadranul in care se gaseste 6y. Pentru
aceasta trebuie sa se cunoasca semnele lui A, si A,.

Valoarea amplitudinii rezultante data de relatia 2.31 depinde nu numai
de amplitudinile A; si Ay ale celor doua miscari oscilatorii ci si de diferenta
de faza dintre acestea 619 — 099.

Daca:
Aeo = 910 - 620 = 2km (k = 0, ]., ) (232)
rezulta:
A=A+ A, (2.33)
In acest caz se spune ci oscilatiile sunt in fazs.
Daca:
A¢90 = 010 - 020 = (2]{7 + ].)7'(' (k’ = O, ]_, ) (234)
rezulta:
A=|A; — Ay (2.35)

In acest caz se spune ca oscilatiile sunt in opozitie de faza.
Un alt caz interesant este acela cand

A90:010—920:<2k+1)g (k:O,l,)
Atunci:

A= /A + A}

iar oscilatiile sunt in cuadratura.
b) constantele elastice nu sunt egale ky # ko
Aceasta inseamna ca nici pulsatiile celor doua miscari nu sunt egale.

r1 = Ajcos(wit + 0y)
Ty = AQ COS (Ldgt + 920)

Ca si in cazul anterior compunerea oscilatiilor se face fazorial:
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A= \JA3 + 43+ 24, Ay cos (9, — 0,) (2.36)

De aceasta data insa fazele nu mai sunt considerate la momentul initial
ci la un moment oarecare:

pr = wit+ b (2.37)
QOQ = W2t+020

Din acest motiv miscarea rezultanta nu mai este o migcare armonica sim-
pla deoarece amplitudinea ei este variabila in timp.

Pentru a avea o privire de ansamblu asupra acesteia se considera cazul
cand amplitudinile celor doua migcari oscilatorii sunt egale si fazele initiale
sunt nule:

Al - AQ - A
si
010 = O30 = 0.
Atunci:
x = Acoswit + Acoswat (2.38)
Se obtine:
v = 2A cos -1 ; “24 cos —;w?t = 2A cos Qt coswt (2.39)
unde:
Q=1 w (2.40)
2
w= # (2.41)

Daca wq § w1 (adicd wo este putin mai mic decat wy) se observa cd mis-
carea oscilatorie are amplitudinea variabila in timp dupa legea 2A cos 2t. Se
spune ca amplitudinea este modulata. Daca Qt = k7 amplitudinea rezultanta
este maxima. Daca notam cu 7 intervalul de timp dupa care amplitudinea
devine din nou maxima atunci:
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Figura 2.3: Compunerea a doua oscilatii cu pulsatii de valori apropiate

2 1
r=_— (2.42)

W1 — W2 Vi — V2

Frecventa la care se succed maximele amplitudinii este:

v= 1 2 (2.43)
T

Fenomenul de succesiune a maximelor oscilatiilor rezultante poarta nu-
mele de batai, nume sugerat de fenomenul acustic care-i corespunde.

Relatia 2.42 arata ca intervalul de timp dintre maximele succesive ale
amplitudinii este cu atat mai mare (batdile sunt mai rare) cu cat frecventele
oscilatiilor care se compun sunt mai apropiate. Invers bataile sunt mai dese
cu cat frecventele oscilatiilor difera mai mult una de alta.

In Fig. 2.3 este reprezentat grafic rezultatul compunerii a dou# oscilatii
cu frecvente apropiate.

Fenomenul poate fi pus in evidenta cu ajutorul a doua diapazoane care
vibreaza cu frecvente diferite dar apropiate. Astfel doua diapazoane cu
frecventele de 400 Hz si 320 Hz vor da batai cu freventa de 80 Hz iar sunetul
produs de cele doua va fi perceput ca un sunet de frecventa joasa desi fiecare
din diapazoane are o frecventd mai mare.

Fenomenul apare de exemplu in cazul avioanelor bimotoare care zboara
la inaltime. Sunetul auzit se intdreste sau sldbeste succesiv. Aceasta se
datoreaza motoarelor sale, ale caror turatii difera putin.
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Figura 2.4: Compunerea a doua oscilatii de aceiagi pulsatie efectuate in di-
rectii perpendiculare cu o diferenta de faza 6y = 0

Compunerea miscarilor oscilatorii care se efectueaza in directii per-
pendiculare

Sa consideram doua migcari oscilatorii cu aceiasi pulsatie, una dupa axa Ox
si alta dupa axa Oy:

x = Acoswt (2.44)

y = Bcos (wt + ) (2.45)

Se considera urmatoarele cazuri:
a) Daca 0y = 0 atunci prin eliminarea timpului din relatiile de mai sus
rezulta:

B
y=47 (2.46)

Relatia 2.46 reprezinta ecuatia unei drepte. Traiectoria punctului material
este o dreapta si este reprezentata in Fig. 2.4

b) Dacd 6y = m atunci prin eliminarea timpului din ecuatiile 2.44 si 2.45
se obtine:

B
y=-—7 (2.47)

Aceasta reprezinta tot ecuatia unei drepte.
7
c) Daca 0y = 3 ecuatiile 2.44 si 2.45 devin:
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y

Figura 2.5: Compunerea a doua oscilatii care se efectueaza in directii per-
pendiculare cu aceiasi pulsatie si o diferentd de fazd 6y = 7 /2

x = Acoswt (2.48)
m .
y = Bcos (wt + 5) = —Bsinwt (2.49)
Din 2.48
L
coswt = —
A
iar din 2.49
. Y
t=—=
sin w 3
Deoarece sin? wt + cos?wt = 1 se obtine in final ecuatia:
2?2y
T + 5= 1 (2.50)
Ecuatia 2.50 reprezinta ecuatia unei elipse raportata la axele Ox si Oy

(Fig. 2.5).
Daca A = B atunci traiectoria devine circulara.
v ™ ) . . . FRVEN v . .
d) Daca 0y # 0,7, — rezulta tot o traiectorie elipticd insi axele elipsei

sunt inclinate fata de axele de coordonate.
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05 |

In cazul in care frecventele oscilatiilor perpendiculare nu sunt egale traiec-
toria punctului material descrie mai multe ramuri. Alura acestor curbe (de-
numite figuri Lissajous) depinde de raportul frecventelor si de diferenta de
faz dintre cele doud oscilatii. In Fig. 2.1.5 este ilustrat un astfel de caz.

Figurile Lissajous pot fi puse in evidenta cu ajutorul unui osciloscop in
care pe cele doud perechi de placi de deflexie ale acestuia se aplica semnale
de frecvente diferite. Trebuie remarcat ca aceste curbe pot fi inchise sau
deschise. O conditie necesara ca aceste curbe sa fie inchise este ca raportul
frecventelor sa fie egal cu raportul a doua numere intregi.

2.2 Oscilatii amortizate

Presupunem ca in afara de forta elastica care actioneaza asupra punctu-
lui material exista si o forta de frecare care implica o disipare de energie.
Fenomenul care are loc nu este un proces pur mecanic, dar de multe ori
poate fi descris printr-un model in care intervine o forta de rezistenta. Se
admite o forta de rezistentd proportionald cu viteza (F, = —Av ). O astfel
de forta exista de exemplu intr-un mediu vascos si ea actioneaza asupra cor-
purilor ce se deplaseaza in acest mediu cu viteze relativ mici. Cum problema
pe care o tratam este unidimensionala legea a doua a mecanicii se scrie in
acest caz:
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ma = —kx — \v (2.51)
Rezulta ecuatia
d*x dx
— 4+ A—+kxr=0
maE e T

Se imparte ecuatia de mai sus la m si se noteaza 2y = A/m (v poartd
numele de constantd de amortizare) si w3 = k/m ; se obtine:
PN S W (2.52)
- — d+ wixr = .
daz " ar T
Ecuatia caracteristica a acestei ecuatii diferentiale omogene este:

2+ 2yr +wi =0 (2.53)

ra = —yt /7% — wi (2.54)

Se considera urmatoarele cazuri:
a) v > wy (miscare aperiodica)
Atunci r; gi ro sunt reale, iar ecuatia 2.52 are o solutie de forma

cu solutiile:

z = Ae"' + Be™ (2.55)

Sau

r = Aexp <—7— \/72—w(2))t—|—BeXp (—7—}—\/72—@03)25 (2.56)

Se observa ca deoarece ambii exponenti sunt negativi elongatia tinde la
zero cand timpul tinde la infinit. Din punct de vedere fizic aceasta inseamna
cd avem de-a face cu o amortizare foarte puternica (Fig. 2.6).

b) v =wo ( miscare aperiodicd critica)

In acest caz 71 = ry = —7, iar solutia generald a ecuatiei este de forma

xr = (At + B) exp(—nt) (2.57)

Miscarea este o miscare aperiodica, evolutia spre starea de echilibru ne
mai fiind neapéarat o evolutie monotona (Fig. 2.7). Semnul elongatiei se
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timp

Figura 2.6: Miscare aperiodica

poate pastra sau schimba o singura data. Amortizarea critica este importanta
in practica in cazul sistemelor la care trebuie evitata oscilatia acestora in
jurul pozitiei de echilibru, ca de exemplu in cazul amortizoarelor pentru
autovehicule.

c) v < w, (miscare periodict amortizata)
In acest caz solutiile ecuatiei caracteristice 2.54 se pot scrie ca:

r=—y+iy/wi—72=—y+iw

rg = —7y —iy\/wi — 72 = —y —iw

unde
w=/wi—9? (2.58)
Solutia generala a ecuatiei 2.52 este in acest caz:

x=e " [Aexp (iwt) + Bexp(—iwt)] (2.59)

Pentru a discuta forma acestei ecuatii se utilizeaza formulele lui Euler:

exp (iwt) = coswt + i sin wt
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timp
Figura 2.7: Migcare aperiodica critica
exp (—iwt) = coswt — i sinwt
Atunci:
z(t) =[(A+ B)coswt +i (A — B)sinwt] e " (2.60)

Deoarece elongatia trebuie sa fie reala A si B trebuie sa fie complex
conjugate:

A = a+ib
B = a—1ib
Rezulta:
x=e " (2acoswt — 2bsinwt)
sau:
—t 20 .
r=-e "2a | coswt — 5 sinwt (2.61)
a

2b
Notand o0 = tg 0 relatia 2.61 devine:
a
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Figura 2.8: Miscare periodica amortizata

2a

=——e" tcost — sinwt sin § 2.62
T =_—ge (coswt cos @ — sin wt sin ) (2.62)
2 y y 2a :
In plus daca se noteaza Ay = se obtine:
cos
x = Ape " cos (wt + 0) (2.63)

Rezulta ca punctul material executa oscilatii amortizate cu o amplitudine
descrecatoare in timp

A= Age ™ (2.64)

cu pulsatia

w=/wi—2 (2.65)
Reprezentarea miscarii este data in Fig. 2.8.
Acesta este cazul regimului cvasiperiodic al oscilatiilor amortizate. Cuasi-
perioada acestor oscilatii este:

B 21 2

== (2.66)

woYwg =92
Raportul elongatiilor sau amplitudinilor dupa un interval de timp egal cu
perioada T este:

T
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z(t) A g

= = 2.67
2(t+T)  Age 1T ( )
Logaritmul acestui raport poarta numele de decrement logaritmic.
t
5oy (2.68)

z(t+1T)

Acesta este o marime adimensionald ce caracterizeaza gradul de amorti-
zare al oscilatiilor (cu cat este mai mare cu atat oscilatiile se amortizeaza
mai repede).

Amortizarea oscilatiilor este legatd de pierderea de energie a punctu-
lui material care executa oscilatiile amortizate. Deoarece variatia energiei
mecanice este egala cu lucrul mecanic al fortelor neconsevative:

dx
dE = —\—d 2.
- x (2.69)

iar puterea disipatd este egald cu variatia energiei (variatie care este negativa)
in unitatea de timp, se obtine:

dE dz\*
Expresia
Ly o 2
Q = - \v” =ymu (2.71)

2
poarta numele de functie de disipatie. Se observa ca

P=-2Q (2.72)

2.3 Oscilatii fortate

Datorita fortelor neconsevative care disipa energie, oscilatiile sunt amorti-
zate. Pentru a intretine miscarea oscilatorie trebuie intervenit cu o forta din
exterior care sa compenseze pierderile de energie. Cazurile interesante sunt
cele in care forta exterioara este o functie periodica in timp. Deoarece aceasta
functie se poate dezvolta in serii Fourier, care contin functii sinusoidale sau
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cosinusoidale este interesant sa se examineze fenomenul cand forta are forma
cea mai simpla, adica

F = Fycoswt (2.73)

Atunci ecuatia de miscare a punctului material care oscileaza intr-un
mediu disipativ este:

APz

Mmooy = —kx — Av + Fycoswt (2.74)

sau tinand cont de faptul c& 2y = \/m si w3 = k/m se obtine:

Az dx Fy

e + 27§ +wiz = — cos wt (2.75)
Solutia generala a unei astfel de ecuatii diferentiale de ordinul doi neo-

mogene este:

r =g (t) + x1 (1) (2.76)

unde x (t) este solutia generald a ecuatiei omogene asociate iar x; (t) este o
solutie particulara a ecuatiei neomogene.

Dupa un timp suficient de lung z, (¢) tinde la zero cum s-a prezentat la
studiul miscarii oscilatorii amortizate. Aceasta inseamna ca ceea ce conteaza
dupa un interval de timp suficient de lung este solutia particulara a ecuatiei
neomogene care trebuie sa fie de forma:

x1 (t) = Acos (wt + 0) (2.77)
Substituind 2.77 in 2.75 se obtine:

F
— Aw? cos (wt + 0) —2ywA sin (Wt + ) +wi A cos (wt + 0) = EO coswt (2.78)

Ecuatia 2.78 reprezinta o identitate. Se egaleaza cu cu zero coeficientii
lui sin wt si coswt si rezulta:

E
A (wg — w?) cos — 2ywAsing = 0 (2.79)

m

A (w* — wp) sin — 2ywAcos =0 (2.80)
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Se ridica la patrat cele doua ecuatii, se aduna si se obtine:

A? (wf — w2)2 + 4722 A% = <%)2 (2.81)
Rezulta:
Fy
A m (2.82)

\/(w% = w2)2 + 4202
Din 2.80 se obtine:

2w

tgl = — (2.83)

In concluzie:

a) La o solicitare sinusoidala oscilatorul va oscila cu o pulsatie ce nu este
pulsatia lui proprie ci este pulsatia fortei exterioare care actioneaza asupra
lui.

b) Migcarea este defazatd in raport cu forta exterioara.

¢) Amplitudinea si faza depind de pulsatia fortei w.

d) Amplitudinea si faza nu depind de conditiile initiale (oricum solutia
este valabild pentru timpi suficienti de mari)

Prezinta interes urmatoarele cazuri:

a) w < wo

In acest caz termenii ce contin pe w? sunt neglijabili fat& de cei ce contin
pe wi. Aceasta este situatia in care perioada fortei este mult mai mare decat
perioada proprie de oscilatie (T > Tp). Atunci:

Fo — Fo
mwi  k

A= (2.84)

Pentru a determina valoarea lui # trebuie sa se calculeze efectiv cos 6 si
sin §. Din ecuatiile 2.79 si 2.80 rezulta:

(wh — w?)

(W2 — w?)® + 492 A%02

cosf = (2.85)

2yw

(2.86)
\/(wg — w?)? 4 442422

sinf = —
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In situatia care s-a considerat cos@ > 0 si sin@ < 0. Din acest motiv
unghiul € se afla in cadranul al patrulea si, in conditiile date, tinde la zero
(0 — 0). Atunci:

E
T = ?0 cos wt (2.87)

Aceasta inseamna ca forta exterioara si elongatia punctului sunt in faza.

b) w > wo

In aceast caz termenii care contin pe w32 sunt neglijabili in raport cu cei
ce contin pe w?. Atunci:

£y - Fo

may/w* + 4y2w? T mu?

Cum cosf < 0 si sinf < 0 rezultd 6 € (7, 37/2) si 6 — =. Elongatia
este in opozitie de faza cu forta exterioara. Astfel:

A

I

(2.88)

EF
r = ?0 cos(wt + ) = —?0 cos wt
c) w=wp
Atunci
Fy
A= 2.89
2mryw ( )
si cum cosf = 0 rezultd 6 = /2
F() ™
- t+ ) 2.
x S cos (w + 5 (2.90)

Elongatia este defazatd cu m/2 in raport cu forta exterioara.

Rezonanta

Atunci cand pulsatia fortei exterioare w variaza, variaza gi amplitudinea
A. Din relatia 2.82 rezulta ca amplitudinea oscilatiilor depinde de valoarea
amplitudinii fortei exterioare F', de pulsatia w si factorul de atenuare ~.
Considerand valoarea amplitudinii fortei exterioare constanta, si privind pe
~ ca pe un parametru se va urmari variatia amplitudinii oscilatiei functie
de pulsatia perturbatiei externe. Pentru a vedea daca amplitudinea are un
maxim expresia ei se deriveaza in raport cu w si derivata se egaleaza cu zero.

—4w (wg — w?) +8y’w =0
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o/ o,

Figura 2.9: Rezonanta. Curbele corespund cazurilor in care 4v?/w? are val-
orile: 4 (curba 1); 2 (curba 2); 1 (curba 3); 0,5 (curba 4); 0,2 (curba 5); 0,1
(curba 6); 0,005 (curbaT).

Valoarea wj; corespunzatoare maximului este:

wy = /wd — 292 < wp (2.91)

Se observa cd daci w3 < 272 functia A = A (w) nu prezintd un maxim si ea
este o functie descrescatoare de w . Aceasta este situatia in care amortizarea
este mare.

Dacd w? > 2v* amplitudinea prezintd un maxim pentru o valoare wy
denumita pulsatie de rezonanta. Fenomenul poarta denumirea de rezonanta.
Valoarea maxima a amplitudinii este:

A= Afwny) = (2.92)

s > Al
my\/ Wy =7

Din relatia de mai sus se observa ca amplitudinea A ia valori cu atat mai
mari cu cat vy este mai mic. In cazul in care v — 0, A — oo.

In Fig. 2.9 este reprezentatd variatia amplitudinii in functie de raportul
w/wy pentru diverse valori ale lui y. Cu cét 7 scade, se micgoreaza si domeniul
de pulsatii ale fortei exterioare pentru care are loc fenomenul de rezonanta.
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2.4 Analiza Fourier

2.4.1 Functii periodice

Se demonstreaza ca o functie periodicd f (t) de perioada T' se poate descom-
pune intr-o serie trigonometrica de forma:

ft) = i": (ay, cos nwt + by, sin nwt) (2.93)
n=0
sau:
ft)= i A, cos (nwt + ay,) (2.94)
n=0

unde w = 27/T. Putem trece de la prima expresie la cea de-a doua astfel:

b
ft)=a, <cos nwt + — sin nwt)

Qn
Punand:
by
tgly, = ——
an
Atunci:

ft) = Z a, (cos nwt — tg 6, sin nwt)

n=0
f)= nZ:O coznﬁn cos (nwt + 6,,) (2.95)

Prin identificarea lui 2.94 cu 2.95 se obtine:

O = iy (2.96)
Ay =— = (a2 4 12) (2.97)
COS Oy, reon

Pentru obtinerea coeficientilor a,, si b, se inmulteste egalitatea 2.93 cu
cosnwt si sinnwt si se integreaza pe perioada T'. Se observa ca:
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T
/ cosnwtsin kwt dt =0
0

T T
/ cos nwt cos kwt dt = Eénk
0

T T
/ sin nwt sin kwt dt = 55%
0

unde § este simbolul lui Kroneker:
| Odacan#k
Onk = { 1 dacan =k (2.98)
Se obtine expresia:
1 /7
= = t) dt =
w7 [ 1) d=(p)

care reprezinta media functiei respective pe o perioada:

b():O
9 (T
an:—/ f (t) cosnwt dt
T Jo

2 T
b, = —/ f(t) sinnwt dt
T Jo

Dezvoltarea in serie Fourier se poate exprima cu ajutorul functiilor expo-
nentiale. Astfel relatia 2.93 se poate scrie:

f@ = Z 5 lexp (inwt) + exp (—inwt)]

—% lexp (inwt) — exp (—inwt)]

Sau:
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ft)= Z [% (an — iby,) €™ + % (an +ib,) e~ ™" (2.99)

n=0

Putem face ca suma si se extinda de la -oo la oo notand:

Atunci:

f) = Z ¢ exp (1nwt) (2.100)
n=-—00
Se observa ca c_,, = ¢, unde cu steluta notam expresia complex conjugata.
Coeficientii dezvoltarii in serie sunt dati de relatiile:

1 r —inwt
Cp = = f(t)e dt (2.101)
T Jo

Functiile periodice pot fi reprezentate cu ajutorul unor functii sinusoidale
cu pulsatii egale cu multipli intregi ai pulsatiei fundamentale w. Spectrul este
dat de o diagrama in care sunt reprezentate amplitudinile A,, in functie de
frecventd; el constd din linii verticale de diverse marimi (proportionale cu
amplitudinile).

2.4.2 Functii neperiodice

Atunci cand marimea investigatd este o functie neperiodica in locul seriei
Fourier discrete intervine o integrali Fourier. In locul unui spectru discret
rezultd un spectru continuu. Se demonstreaza ca dacd f (t) este o functie
neperiodica ea poate fi pusa sub forma

F(0)= o

Sub forma complexa, functia considerata se exprima astfel:

/000 a (w) cos [wt + 6 (w)] dw (2.102)

£t =~ / (W) exp (iwh) du (2.103)

:% »
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unde ¢ (—w) = ¢* (w) si:

c(w) = /00 f(t)exp (—iwt) dt (2.104)

Vom discuta pe scurt legatura dintre reprezentarea reala gi reprezentarea
complexa a integralei Fourier. Pentru aceasta vom porni de relatia 2.102 pe
care o vom prelucra tindnd cont de formulele lui Euler:

1

ft)= —/ a (w) [coswt cos B — sinwt sin ] dw
2w Jo

Ssau

i) = 2 /0 ) {M (61 4 e7) cont — ) (it _ ity sin@} o

"o 2
(2.105)
Grupéand in mod convenabil termenii expresiei 2.105 aceasta devine:

f@) = 4i [a (w) cos — ia (w)sin 6] ™" dw + (2.106)
T Jo
+i [a (w) cos  + ia (w)sin ] e “'dw
4 Jq

Expresia de mai sus poate fi scrisa mai condensat astfel:

f@) = % /OO c(w) e™'dw (2.107)

unde
¢ (w) = a(w) cos@—zia (w)sind (2.108)
c(—w) =" (w) (2.109)

Din relatia 2.108 rezulta:

ja (W)| = 2]e (w)| (2.110)
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In plus se obtine:

_Imfe (w)]

80 = Rl @)

(2.111)

In concluzie, functiile periodice prezinta un spectru discret in timp ce
functiile neperiodice prezinta un spectru continuu.

2.4.3 Aplicatii ale dezvoltarilor in integrale Fourier
Perturbatie de durata f inita

Consideram o oscilatie de pulsatie w, care dureaza un interval de timp finit
At. Ea poate fi reprezentata astfel:

0 te[-o00, —At/2]
z(t) =1 A,e™t tel[-At/2, At/2] (2.112)
0 t € [At/2, ]

O astfel de functie poate fi dezvoltata intr-o integrala Fourier

x (1) ! / Ooc(w) e dw (2.113)

T or

—0o0

unde

¢(w) = /_ ) et (2.114)

o0

Vom calcula acesti coeficienti:

At/2

o At/2
c (UJ) _ / Aoei(wofw)tdt = Ay eXp'[Z ((,UO w) t]
i(wo=w) LAy
—At/2
Rezulta:

. At . At

exp z(wg—w)7 — exp —z(wo—w)7
c(w) = Ao (2.115)
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=%

X

Astfel:
) At
sin [(wo —w) 7} sin AL;At
Wo —w) —
° 2 2
AwAt
Notand cu & = i relatia 2.116 se va scrie:
sin &
c(w) = AgAt : (2.117)

- U - sin § :

In Fig. 2.10 este ardtatd variatia functiei f (§) = . Ea este o functie
pard, care oscileaza in jurul valorii de zero si care pentru valori mari ale lui
¢ se amortizeazd. Se observa cd pentru & — 0, f(§) = % — 1. Functia se

anuleaza atunci cand sin¢ = 0, adica atunci cand £ = +mm , unde m este
un numar intreg diferit de zero. Extremele acestei functii se determina prin
calcularea derivatei acesteia in raport cu €. Se obtine:

£cosé —siné _

& ’
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sin? x

f)=

2
X

-2n -7

Figura 2.11: Functia f (z) = S

2

de unde rezulta ca:

tg& = ¢ (2.118)

Relatia 2.118 este o ecuatie transcendenta care se poate rezolva numeric
sau grafic.

Din 2.113 se constata ca oscilatia initiala s-a descompus intr-o multime
continua de oscilatii monocromatice cu pulsatii diferite.

Energia asociati fiecirei oscilatii este proportionala cu |c? (w)| unde

.2
@ ()] = A2 (AD)? S”gf (2.119)
Reprezentare acestei functii este data in Fig. 2.11.
Cand w = wy
% (wo)| = A (At)? (2.120)

iar cand w corespunde primului maxim secundar |¢® (w)| = 0.04 x A2 (At)*.
Din acest motiv se considera ca distributia spectrala a perturbatiei respective

este semnificativd numai in intervalul £ € [—7 , 7.
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Figura 2.12: Distributia Lorentz

O marime care caracterizeaza aceasta distributie a energiei este largimea
o ol . sin?¢ 1 N
la semiinaltime. Din 7 = §rezulta:

AwAt = 1,78
Se observa ca cu cat At este mai mare cu atat Aw este mai mic si spectrul
de pulsatii in care poate fi descompusa perturbatia este mai restrans. Invers
cu cat At este mai mic cu atat distributia este mai larga.

Spectrul unei oscilatii amortizate

Vom considera o expresie a oscilatiei amortizate de forma:

x (t) = Aexp (—t) exp (iwot) : t>0 (2.121)
Coeficientii dezvoltarii sunt:
¢(w) = / Aexp (—vt) exp i (wo — w) 1] dt (2.122)
0
¢ (w) = Ap SRl Wo—w) =0t (2.123)

Z'(WO_W)_'V 0

Rezulta:
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1

C(w):’y—i(wo—w)

(2.124)

Ca si in cazul precedent se va calcula |c* (w)|, acest termen fiind pro-
portional cu energia oscilatiei de pulsatie w.

1
P+ (wo —w)?

| (w)] (2.125)

Dependenta lui |¢? (w)|de w este reprezentatd in Fig. 2.12; ea este o
distributie Lorentz.

Valoarea marimii |¢? (w)| este maxim# atunci cAnd numitorul expresiei
2.125 este minim. Aceasta se petrece cand w = wy. Valoarea maxima este

2 _ 1
o] = =
Y
Pentru a determina largimea la semiinaltime se pune conditia ca
1 e 1

o
ml __

()] =
Rezulta ecuatia

(wo — w)? = ~2 (2.126)

Sau:

wo —w = 17

Astfel solutiile ecuatiei 2.126 sunt:

W1 =Wy — 7%
si

CUQ:Wo+’Y

Largimea la semiinaltime este:

Aw = wy —wy = 27 (2.127)
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Se constata cad cu cat v este mai mic, (adica cu caAt amortizarea este mai
micd) cu atat largimea la semiinaltime a distributiei este mai mica, adica
spectrul de frecvente este mai restrans.



Capitolul 3

Teoria formala a undelor

3.1 Introducere

Se numesc unde, perturbatiile care se propaga din aproape in aproape prin
intermediul unui cAmp. De exemplu scoaterea din pozitia de echilibru a unei
particule care este situata intr-un mediu elastic determina iegirea din pozitia
de echilibru si a particulelor vecine datorita fortelor elastice ce se exercita
intre particulele mediului. In acest mod miscarea se propagd din aproape in
aproape prin intermediul unui caAmp de forte elastice.

Prezenta unei unde presupune existenta unei surse care produce pertur-
batia initiald si a unui mediu in care aceasta sa se propage.

Dupa natura perturbatiei, putem avea diferite feluri de unde:

- unde elastice (undele acustice), care sunt produse de oscilatii de natura
mecanica de mica amplitudine care se propaga in medii elastice;

- unde termice, care apar datorita diferentelor de temperatura si carac-
terizeaza fenomenul de propagare a caldurii;

- unde electromagnetice, care sunt produse de perturbatii de natura elec-
tromagnetica.

Pentru primele doua tipuri de unde este necesar un mediu material, in
timp ce undele electromagnetice se pot propaga si in vid.

Mediile in care se propaga undele pot fi:

- omogene sau neomogene dupa cum marimile care caracterizeaza mediul
sunt, respectiv nu sunt dependente de coordonatele punctului;

- izotrope sau anizotrope dupa cum marimile ce caracterizeaza mediul
sunt sau nu functie de directia in care sunt masurate;

73
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- dispersive sau nedispersive dupa cum viteza de propagare a undei de-
pinde sau nu de frecventa;

- liniare sau neliniare dupa cum rezultanta compunerii a mai multor unde
se exprima sau nu printr-o relatie liniara.

Dupa caracterul perturbatiei, undele pot fi:

- scalare, pentru care perturbatia este caracterizata de o marime scalara;

- vectoriale, pentru care perturbatia este caracterizata de o marime vec-
toriala.

Dupa modul in care apar perturbatiile in raport cu directia de propagare,
undele pot fi:

- transversale, cand oscilatiile sau deplasarile se efectueaza in plane per-
pendiculare pe directia de propagare;

- longitudinale, cand oscilatiile sau deplasarile se efectueaza in directia de
propagare a undelor.

Din punct de vedere fizic, perturbatiile armonice prezinta o importanta
deosebita. Ele sunt produse de un sistem fizic antrenat intr-o stare de os-
cilatie armonica. Starea de oscilatie a sursei se transmite si in celelalte puncte
ale mediului avand o frecventa egala cu cea a sursei, dar cu o faza intarziata
fata de aceasta, datorita timpului necesar pentru ca oscilatiile sa se propage
de la sursa la punctul respectiv.

Trebuie remarcat ca perturbatiile armonice cu o frecventa fixa reprezinta
un caz ideal. Studiul acestor cazuri ideale permite o extrapolare in cazurile
reale, cAnd pot sa apara fenomene periodice nearmonice; acestea pot fi abor-
date prin aplicarea unor metode matematice cunoscute (serii sau integrale
Fourier).

Se definesc:
- suprafata de unda, locul geometric al punctelor care oscileaza in faza,

- frontul de unda, locul geometric al punctelor cele mai indepartate de
sursa de oscilatie care oscileaza in faza.

Dupa forma suprafetei de unda, undele pot fi clasificate ca:
- unde cilindrice (produse de surse filiforme);
- unde sferice (produse de o sursd punctiforma);

- unde plane (frontul de und4 este un plan perpendicular pe directia de
propagare).
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u

u+du

X

Figura 3.1: Deformarea unui element al unei corzii vibrante

3.2 Ecuatia unidimensionala a undelor

Pentru determinarea acestei ecuatii se considera o coarda vibranta, care
efectueaza mici oscilatii transversale. Coarda este elastica gi are o masa con-
stanta pe unitatea de lungime. Deoarece s-a presupus ca aceasta coarda este
elastica si omogena, tensiunea este tangenta la coarda, iar legea lui Hooke
este valabila. Se neglijeaza fortele de frecare si greutatea corzii.

Se considera un element al corzii de lungime dl si de masa dm (Fig. 3.1).
Fie u deplasarea unui punct al corzii fatd de pozitia sa de echilibru (care se
afla pe axa Ox). La capetele sale actioneaza fortele F si F' care sunt egale
in modul cu tensiunea din coarda. Datorita oscilatiilor, deplasarea u este
functie de coordonata x (adicd de pozitia punctului) i de timp.

Deoarece oscilatiile sunt foarte mici, unghiurile @ i o/ sunt foarte mici.
Atunci:

Ou(x,t)
ox
Se proiecteaza fortele pe axa Ox si se obtine:

=tga~sina~a (3.1)

dF, = Fcosa' — Fcosa =0 (3.2)

deoarece cos o’ ~ cosa = 1.
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Astfel, practic nu exista miscare de-a lungul axei Ox.
Se proiecteaza fortele pe axa Oy si se obtine:

dF, = Fsinad' — Fsina ~ F(a/ — a)

dF, = F ou(x + dz,t) B ou(z,t) _ F(‘?[u(x +dwx,t) — u(x,t)]
ox ox Ox
Atunci
0 [ou(x,t) _0%u(x, 1)
dF, = F% { 5 } dx = F—&E2 dx (3.3)
Conform legii a doua a dinamicii :
O*u(z, 1) 0%u

unde

2
dm = pSdl = pS+/(dx)? + (du)? = pSy/ 1+ (%) dx
\/ x

2
unde S este sectiunea corzii iar p este densitatea corzii. Deoarece 8_
T

este foarte mica:

dm ~ pSdx (3.5)

Atunci, tinand cont de 3.5 relatia 3.4 devine:

Pu(x,t)  0%u(x,t)
F O0x? =r5 ot?
s
Eazu(x,t) _ Q%u(x,1)
pS 0z O

(3.6)
v o_o. 1/2 . . . .. N o
Se observil ci mérimea (F/pS)"? are dimensiunile unei viteze; intr-adevér
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Notand cu

relatia 3.6 se poate scrie:

Pu(x,t 1 Q*u(x,t
Pue.t) 1 oulr.) a
Ox? v? ot?
Aceasta este ecuatia unidimensionala a undelor. Ea este o ecuatie de tip
d’Alembert.

3.2.1 Solutia ecuatiei unidimensionale a undelor

Se arata ca solutia cea mai generala a ecuatiei 3.7 este de forma

u(z,t) = f(x —vt) + g(z + vt) (3.8)

unde f si g sunt functii arbitrare de argumentele indicate.
Pentru aceasta se va arata la inceput ca f(z — vt) este o solutie a ecuatiei
3.8. Notand

z=x —vt
se obtine:
of _of 9= _0f
or 0z Or 0z
OF 0 (0r\ _ 0 (0 _ 0 (0f\_FI o
02  Ox \ox) 0x\dz) 09z\0x) 022 '
or _of o:__ os
ot 92 ot o2
si in final:

OF 0 (08N _0 (05N __ 0 (01N _ 200 5
o2 ot\ot) ot 0z) oz \ot) = 922 '
Astfel ecuatia undelor este satisfacuta.
In mod analog se poate aridta c si g(z + vt) este solutie a ecuatiei 3.7.
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Unda reprezentata de f(z — vt) reprezintd o unda progresiva sau unda
directd, iar unda reprezentatd de g(x + vt) reprezintd o unda regresiva sau
unda indirecta, care se propaga inspre sursa.

Unda directa se propaga in sensul axei Ox. Pentru a justifica acest fapt se
considera ca la momentul ¢5 in x5 exista aceiasi perturbatie ca la momentul
t1 In z;. Atunci:

f (332 — Utg) = f (.1'1 — 'Utl)

De aici rezulta:

i) —’Utg =T —Utl

adica

To = X1+ V1 (tg —tl)

Se observa ca daca t, > t1, atunci x5 > x; adica perturbatia se propaga
in sensul axei Ox, adica de la sursa in afara.

Marimea x — vt poarta denumirea de faza undei. Punand conditia ca faza
sa fie constanta

T — vt = const

si diferentiind aceasta relatie rezulta:
dr —vdt =0
Astfel viteza

V= —

dt
poarta denumirea de viteza de faza.

3.2.2 Integrarea ecuatiei undelor

In multe probleme este suficients obtinerea unei solutii particulare a ecuatiei
undelor. Una din metodele clasice utilizate pentru rezolvarea efectiva a
ecuatiei undelor este aceea a separirii variabilelor. In aceastd metoda solutia
se poate scrie sub forma:
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u(z,t) = X ()7 (t) (3.11)

Introducand 3.11 in 3.7 obtinem:

T - Sx@m T

sau:

v d?X(z) 1 d*T(t)
X di2 T af
Cum din punct de vedere fizic importante sunt fenomenele periodice, este
necesar ca aceasta constanta de separare sa fie negativa. Atunci

= const (3.12)

1 d?7T(t) .
— = — -1
T i w (3.13)
Se obtine astfel o ecuatie diferentiala de ordinul doi:
A>T 9
care admite solutia generala:
T = c1e™ + cye™ ™ (3.15)

Ecuatia pe care o satisface X (z) este:

’X  w?
4T X = 1
T2 T2 0 (3.16)
Punand k£ = w/v (k poartd denumirea de numér de undi) se obtine
ecuatia:

X
-+ X = (3.17)

Solutia generala a acestei ecuatii este:

X = Dy 4 Dye 'k (3.18)

Rezulta ca o solutie a ecuatiei undelor se poate pune sub forma unei
suprapuneri de functii de forma :
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u(x,t) = eFiWiEk) (3.19)

Forma concreta a solutiei ecuatiei undelor se poate obtine daca se cunosc
conditiile initiale gi conditiile la limita. Un astfel de calcul se va face pentru
coarda vibranta.

3.2.3 Unda armonica plana

O solutie particulara a ecuatiei undelor este:

u(x,t) = Ae!@t-kateo) (3.20)

O astfel de solutie care reprezinta o unda progresiva poarta numele de
unda armonica plana. Reprezentarea de mai sus data sub forma complexa
este comoda in calcule. Daca se ia doar partea reala a acestei reprezentari se
obtine reprezentarea reala a undei armonice plane:

u(x,t) = Acos (wt — kx + ;) (3.21)

Unda armonica plana este un concept idealizat; ea este o unda neintre-
rupta extinsa la infinit si este importanta deoarece exista procese fizice ce
pot fi aproximate prin expresii de forma 3.20.

In plus orice perturbatie poate fi reprezentati prin intermediul integralei
Fourier ca o sum& de perturbatii elementare de forma a (w) e™'dw.

In cazul undei plane faza acesteia este:

¢ = wt — kz + @, (3.22)

Functia u(z,t) este o functie periodica in spatiu si timp. Pentru a carac-
teriza cele doua periodicitati se tine cont de faptul ca functia cosinus este o
functie periodica cu perioada principala 2.

Periodicitatea in timp este caracterizata prin perioada 7. Din conditia

wWwit+T)—kr+ ¢y =wt — kx+ py + 27
rezulta ca:

2
T=— 3.23
N (323)

unde w - poarta numele de pulsatie.
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Periodicitatea in spatiu este caracterizata prin marimea numita lungime
de unda A. Din conditia

wt —k(z+ )+ ¢y =wt — kz + ¢y, — 27

rezulta:

A= (3.24)

Lungimea de unda este distanta minima dintre doua puncte care oscileaza in
faza.
Se observa ca:

_ 09
si
o
h=—mo (3.26)

3.2.4 Unde stationare

O unda stationara se obtine prin suprapunerea a doua unde armonice de
egala amplitudine care se propaga in directii opuse.

u(x,t) = acos (wt — kx) + asin (wt + kx) = 2a cos kx cos wt (3.27)

Se observa ca daca in cazul undei armonice progresive amplitudinea este
aceiagi indiferent de coordonata, in cazul undei stationare amplitudinea A =
2a cos kx este dependenta de coordonata x, adica de pozitie.

Pozitiile in care amplitudinea este maxima poarta numele de ventre iar
pozitiile in care amplitudinea este minima poarta numele de noduri.

3.2.5 Coarda vibranta; unde stationare

Pentru a observa modul concret in care se obtine o solutie a ecuatiei undelor
vom considera o coarda vibranta. Pentru determinarea miscarii concrete a
corzii pe langa ecuatia 3.7 trebuie cunoscuta starea initiala, adica trebuie
cunoscute functiile:
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u(z,0) = p(z) (3.28)
@0 =6 @) (3.29)

Se considera o coarda vibranta de lungime [ fixata la capetele de coordo-
nate x = 0 gi x = [. Conditiile la limita sunt:

uw(0,t) =0 ;5 wu(l,t)=0 (3.30)

Pentru rezolvarea problemei se utilizeaza metoda separarii variabilelor agsa
cum s-a prezentat anterior. In acest caz solutiile ecuatiilor 3.14 si 3.16 vor fi
scrise sub forma reala.

T (t) = Acoswt + Bsinwt (3.31)

X (z) = Ccoskx + Dsinkx (3.32)

O solutie particulara este:

u(z,t) = (Acoswt + Bsinwt) (C cos kx + D sin kx) (3.33)

Punénd conditiile la limita 3.30 se obtine:

C=0 (3.34)
si
Dsinkl =0 (3.35)

A doua ecuatie este satisfacuta si atunci cind D = 0, dar o astfel de
valoare conduce la solutia banala pentru ecuatia initiala. Rezulta ca trebuie
pusa conditia:

sinkl =0

Aceasta conditie este satisfacuta cand

kl = nm (n=1,2,3...) (3.36)

Rezulta valori discrete ale numarului de unda.
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kp=-—  (n=1,23.) (3.37)

Atunci o solutie particulara este:

up (z,t) = (A, coswy,t + By, sinw,t) sin nTﬂar (3.38)

unde

Wy, = vk, = — (3.39)
Solutia generala este formata dintr-o suprapunere de forma:

u(x,l) = Z <An cos #t + B, sin #t) sin ?m (3.40)

n=1

Pentru determinarea coeficientilor A, si B, vom tine cont de conditiile
initiale 3.28 si 3.29. Din relatia 3.28 rezulta:

Z A, sin nTWa: = p(x) (3.41)

Relatiei

8 o
8—1; = Z ( mlrvA sin nlﬂt + #Bn cos @t) sin ?m

i se aplica conditia 3.29; rezulta:

S B sin S = oy (2) (3.42)

n=1

Relatiile 3.41 si 3.42 constituie dezvoltari ale functiilor ¢ (x) si ¢ (z) in
serii de functii de sinus. Pentru calculul coeficientilor A,, si B,, se inmultesc

ecuatiile 3.41 si 3.42 cu sin 777 si se integreaza intre 0 gi [ . Se obtine:

<\.|[\D

O/Z ) sin —a;> dz (3.43)
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l

2 nmw
B, = —— ( in 27 )
— ¢1 (x) sin T dx
0

Spre deosebire de o unda armonica progresiva a carei amplitudine este in-
dependenta de pozitia punctului care oscileaza, in cazul acesta amplitudinea
de oscilatie a fiecarui punct depinde de pozitia sa si nu depinde de timp. O
astfel de unda este o unda stationara.

Introducand lungimea de unda

2r 2
Ap=—=—1 3.44
[— (3.44)
se obtine
- 2
u(z,t) = Z (An cos #t + By, sin #t) sin )\—:x (3.45)

n=1

Relatia 3.45 arata ca in coarda vibranta se pot forma unde stationare cu
diferite frecvente si lungimi de unda; acestea sunt modurile de vibratie ale
corzii.

Frecventa

w1 1 v
= — = — ) = —

2r 21 21
se numeste frecventa fundamentald. Ea este cea mai mica frecventa emisa
de coarda.

In Fig. 3.2 sunt aratate modurile in care oscileaza o coarda vibranta:

(3.46)

U1

n=1;uv = 5 A1 = 2l -frecventa fundamentala
n=2; vy = 2v; ; Ay = [ -prima armonica

21 .
n =3 ;wv3 =30 ; A3 = — -a doua armonica

Punctele in care amplitudinea este nula poarta numele de noduri, iar cele
in care amplitudinea este maxima poarta numele de ventre.

3.3 Unde tridimensionale

In spatiu functia de undi u(z,t) va depinde si de coordonatele y si z. Vom
nota cu ¥ (x,y, z,t) aceasta functie.
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n=1

n=2

n=3
Figura 3.2: Moduri de oscilatie in cazul unei coarde vibrante
Marimea v poate fi un scalar, un vector sau chiar o marime tensoriala.

In continuare discutia va fi limitata la cazul undelor scalare. Ecuatia undelor
3.7 devine in cazul tridimensional:

Py O O 1 0%
Ox? + Oy? + 022 02 02 (347)

3.3.1 Unda plana

Fie 7 vectorul de pozitie al unui punct iar @ vectorul unitate al unei directii
date. Daca solutia este de forma (i 7, t) inseamna ca starea de oscilatie este
aceiasi in toate punctele unui plan @7 =const. In acest caz se spune ci unda
este plana, deoarece suprafetele de unda sunt plane.

Solutia generala a ecuatiei 3.47 este de forma:

AT ) =, (@F — vt) + (@7 + vt) (3.48)

unde prima parte corespunde undei progresive iar a doua undei regresive.
Pentru determinarea unei forme analitice se considera o solutie de forma:

=1y (2) - a(y) - ¥s(2) - (3.49)
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Se obtine pentru partea atemporala ecuatia:

id%/}l(x) id2¢2 (v) id¢3 (2) _ w?

Yy da? Yy dy? Py dz? - 0?

Se noteaza

w2

V2

k* =

(3.50)

(3.51)

Fiecare termen din 3.50 este o functie de o singura variabila; pentru ca

suma lor sa fie constanta, fiecare termen trebuie sa fie constant.

astfel trei ecuatii:

id2’¢)1(ﬂf) _ —k2
Yy dar
idng(y) — 2
Yy dy? Y
id2¢3(z) _ g2
Yy dz? :

cu

K=kl 4+ k. + k2

ale caror solutii sunt:

w o Ae:l:ikzx

1=

w2 — Bei’ikyy

w _ Ceiikzz
3=

Se obtin

(3.52)

(3.53)

(3.54)

O solutie particulara a ecuatiei undelor ce corespunde unei unde progre-

sive este:

Y, = Aexp{i[wt — (ko + kyy + k.2)]}

(3.55)

Introducand vectorul k cu componentele k;, k,, k., denumit vector de

unda, relatia 3.55 se scrie:
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Figura 3.3: Unda plana

Y, = Aexpi(wt — Ef) (3.56)

Aceasta este forma unei unde armonice plane monocromatice.
Intr-adevar suprafetele de unda sunt la un moment dat definite de ecuatia
wt — k17 =const sau de ecuatia k7" =const care este echivalenta cu

kyx + kyy + k,z = const (3.57)

Aceasta este ecuatia unor plane a caror normald are directia vectorului

- k
de unda k si versorul @ = — .

Se considera doi vectori 7 si 7' cu varful pe un plan de fazd constanta.
La un moment dat k7 = const si k7" = const (Fig. 3.3).

k(F—7") =0

Notand 7" — 7 = 7, , unde 7), este un vector continut in planul de faza
constanta, se observa ca:

k7, =0 (3.58)

adici k este perpendicular pe planul de faza constanta.
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Deoarece k este perpendicular pe planele pentru care faza este constanta
el are directia de propagare.
Faza undei este:

p=wt—kr (3.59)
Se observa ca:
_ 09
W = Y (3.60)
k=-V¢ (3.61)

3.3.2 Unda sferica

Cand sursa este punctiforma, iar mediul este omogen si izotrop, perturbatiile
se propaga la fel in toate directiile. Atunci functia de unda va fi o functie
doar de distanta de la sursa si nu va depinde de unghiurile polare ci numai
de modulul razei vectoare ¥(r,t).

Pentru a determina forma functiei ¢ (r,t) se exprima laplaceianul in co-
ordonate sferice:

170 /,0 19 0 1 &
A=t ]2(22 9 (ing )+ L& 62
2 {87‘ (r 8r) T 606 (Smeae) * sin298902} (3:62)

Deoarece functia de unda depinde doar de distanta r ecuatia undelor

devine:
1[0 [(L,00\] 109
72 [87’ (T 87")] 2 0t2 (3.63)

Facand substitutia:

wirt) =1 (:’ b (3.64)
relatia 3.63 devine:
9% f 1 62f
a7 P or (3.65)

Ecuatia 3.65 are solutia generala de forma
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f=~h (t — %) + fo (t + %) (3.66)

cele doua functii f; si fo fiind arbitrare.
Se aplica metoda separarii variabilelor si se obtin solutii particulare pentru
ecuatia 3.63 de forma:

Ao B .
w — elw(t-‘rg) + elw(t_;) (3.67)
r T

care reprezinta o suprapunere dintre o unda progresiva si una regresiva. Se
constatd cd pentru unda sferica, amplitudinea variaza cu 1/7.

3.3.3 Ecuatia atemporala a undelor
Notiunea de unda armonica plana poate fi extinsa la o functie de forma

Z‘(wtffc‘?)

b (Ft) = A(F)e (3.68)

in care amplitudinea este o functie de pozitie. Chiar si in aceasta situatie
se poate face o separare a variabilelor temporale de cele spatiale. Astfel se
scrie:

b (Fit) = (7) e (3.69)
Daci se introduce aceastd forma in ecuatia 3.47 se obtine pentru ¢ (7°)
ecuatia:

P (i) | 0% () | O (7)
0x? + 0y? + 022

Aceasta este ecuatia atemporala a undelor; ea este o ecuatie de tip Hel-
moltz.

+E*(F) =0 (3.70)

3.4 Pachet de unde

Asa cum s-a prezentat anterior, o perturbatie de durata finita poate fi con-
siderata ca o suprapunere de oscilatii monocromatice a caror frecvente sau
pulsatii sunt practic cuprinse intr-un interval:

_AV +AV
il
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respectiv

Aw Aw
woT ety

Rezulta ca atunci cand este implicata o perturbatie de durata finita unda
nu este monocromatica, ci reprezinta o suprapunere a undelor monocromatice
cu pulsatiile cuprinse intr-un interval. Se spune ca avem de-a face cu o
suprapunere de unde numit grup de unde sau pachet de unde.

Functia de unda, se poate scrie ca o suprapunere de forma:

ot
P(r,t) = / A(w)e' ™=k gy (3.71)
wo— e

In scopul simplificdrii calculelor se considersi A(w) = Ay. Aproximatia
este acceptabila dacd Aw < wy.

Deoarece numarul de unda k nu este precizat si depinde de w, k se poate
dezvolta in serie in functie de w in jurul lui wy si ne putem limita la primii
termeni din dezvoltare.

B(w) = k{wn) + (@ — wp) (%) (3.72)

Atunci

ot dk
w(l}t) - AO/ eXpZ wt — kol' — ((,d — wo) (—) €T dw
wo—% dw w=wo

sau
‘ wort dk
Y(z,t) = Agelwot—hor) / expi(w —wp) |t — (—) x| ¢ dw
wo—% dw w=wq
(3.73)
Se face schimbarea de variabila w — wy = y si se noteaza
dk

—t— | = .74
C (dw)wng (37 )

Rezulta astfel:
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Aw
. 2.
w(l,, t) _ Aoel(wotfkox) / ezygdy
Aw
T2

Sau
D(os1) = Ag foxp (ot — ko) - S2UE) _,-Cexp (=i%%¢)
Wz, t) = 2Ape@ot—hom) . %
Atunci:
Bl t) = AgAw - 20 EX WIS (3.75)

Aw
PR
Expresia de mai sus arata ca suprapunerea undelor armonice plane dintr-

un domeniu ingust de pulsatii este analoaga unei unde ”armonice” a carei
amplitudine este modulata cu factorul

Aw
v 2C (3.76)
2
Aceasta inseamna ca la un moment dat, amplitudinea undei este diferita
de zero intr-un domeniu restans din spatiu.
Maximul amplitudinii corespunde valorii

sin

%g =0 (3.77)

Se observa ca la grupul de unde, pe langa suprafetele echifaze apar si
suprafete pe care amplitudinea este constanta.
Daca se tine cont de 3.74 rezulta ca aceste suprafete au ecuatia:

dk
t— <%>w:wo x] = const (3.78)

De aici rezulta asa numita viteza de grup - viteza cu care se propaga
suprafetele echiamplitudine (sau maximul pachetului)

dx dw
Vg = % = <%>ww0 (379)

Aw
2
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Deoarece energia in cazul miscarii oscilatorii este proportionala cu pa-
tratul amplitudinii, rezulta ca viteza de grup reprezinta viteza cu care se
propaga energia.

Din conditia ca faza si fie constantd (wot — koz = const) rezultd viteza
de faza

dr  woy

v = — = —

T7dt Tk

In continuare se va determina legitura dintre viteza de fazd si viteza de

grup.
Relatia dintre viteza de faza si viteza de grup se poate determina astfel:

(3.80)

dw d dvy
— (= S = — 81
vy (dk)w_wo dk(k;vf) vr+k P (3.81)

Un alt mod de estimare a lui v, este si urmatorul

doy _ dvpdh dvp d (2m 2w duy (3.82)
dk  d\dk  dxdk \ k) k2 d\ '
sau
de . )\de
dk  kd\ (3.83)
dl)f
Ug = Uf — ﬁ (384)

Existd medii in care viteza de fazd depinde de k (sau \), si care se numesc
medii dispersive, gi medii in care viteza de fazd nu depinde de k£ (sau \), si
care se numesc medii nedispersive. In mediile dispersive vy # v,.

dv dv
Se observa ca in cazul mediilor nedispersive d_lg = 0 sau d_){ = 0 ; atunci
Vf = V. In astfel de medii, viteza de grup este egali cu viteza de fazi.

dv
Daca d_){ > 0 (dispersie normald) viteza de faza este mai mare decat

viteza de grup.

dv
Daca d_)f < 0 (dispersia este anomald) viteza de fazd este mai mica decét

viteza de grup.

Trebuie remarcat ca, in mediile nedispersive pachetul de unde raméane
grupat, in timp ce, in mediile dispersive, pachetul de unde nu-si mai pastreaza
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forma ci se disperseaza deoarece undele care il compun se deplaseaza cu viteze
diferite.
Referitor la compactitatea pachetului de unda, din relatia 3.75 se constata

o Aw
in &2
ca amplitudinea este modulata de functia Aw2 Se observa ca functia
A 2
sin 5°¢ y w . TN
x5 In care se noteazd o = TC are valori semnificative cand abaterea

2
unghiului « fata de valoarea zero este egald cu 7, (Ao = ).

In realitate trebuie si se tind cont cii amplitudinea este diferitd de zero
si daca Aa > 7.

Se considera doua situatii:

a) Momentul de timp este fixat. Atunci:

Aw [ dk
AOC = 7 <%>w:w AI’ (385)
Cum 0
— Aw ~ Ak .
(dw)wwo w (3.86)
se obtine:
AxAk > 27 (3.87)

Relatia 3.87 arata ca in cazul unui pachet de unde nu se poate stabili cu
aceiagi precizie valoarea vectorului de unda si coordonata x care localizeaza
pachetul.

b) Pozitia in spatiu este fixatd; atunci:

Aa = 2% a¢
2
astfel ca:
At - Aw > 2w (3.88)

Relatiile 3.87 si 3.88 poarta numele de relatiile de incertitudine referitoare
la pachetul de unda.

Relatia 3.88 poate fi privita ca o relatie intre durata semnalului ce generea-
za pachetul de unda si domeniul de frecvente al acestuia. Se observa ca pentru
durate At foarte mari, Aw este foarte mic. La limita, daci semnalul ar fi
de durati infinits, unda obtinuti ar fi perfect monocromaticd. In functie de
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durata At a semnalului, pachetele de unda sunt caracterizate de domeniul
de frecvente

1
> .
Av > A7 (3.89)

O aplicatie a acestui fapt este banda de frecvente a semnalului folosit in
televiziune.

De exemplu, imaginea unui televizor este formata din 600 de linii, fiecare
linie avand 600 de puncte. Imaginea este formata dintr-un ansamblu de
3,6 - 10° imagini punctiforme. Pentru a avea o senzatie de continuitate,
este necesar ca in fiecare punct sa se succeadda 25 de imagini pe secunda.
Deci pentru formarea unei imagini pe ecranul unui televizor este necesar un
numar n = 25 - 3,6 - 10° ~ 107 impulsuri pe secundd. Aceasta inseamni ci
durata unui semnal trebuie si fie At = 10~"s. Atunci, domeniul de frecvente
corespunzatoare unui semnal este:

1
Av = Ar 10 MHz.

Cum frecventele purtatoare utilizate in televiziune sunt cuprinse intre 400
si 800 MHz exista posibilitatea de a folosi un spatiu de 40 de canale diferite.

In cazul unor unde purtitoare care sunt generate de laser in domeniul
vizibil domeniul de frecvente ar fi dat de Av = v, — v, = 2 x 10'* Hz, unde
v, este frecventa radiatiei rosii iar v, este frecventa radiatiei violete. Se pot
obtine 2 x 107 canale diferite.



Capitolul 4

Mecanica analitica

4.1 Introducere

Mecanica analitica a fost dezvoltata cu scopul de a se putea rezolva pro-
blemele de mecanica relativ complicate. Ea a fost rezultatul cercetarilor
efectuate mai ales de matematicieni precum Lagrange, Euler, Hamilton.

O caracteristica importanta a acestei discipline este inlocuirea coordo-
natelor carteziene prin coordonate generalizate.

Ecuatiile obtinute se exprima diferit de cele ale mecanicii newtoniene. Ele
sunt ecuatii cu derivate partiale de ordinul intéi si al doilea. Rezultatele ce
se obtin sunt identice cu cele obtinute cand se utilizeaza ecuatiile mecanicii
newtoniene.

Principiile mecanicii analitice se exprima in alt mod, formularea acestora
fiind mai complexa, interpretarea fizica fiind mai putin evidenta.

Principiile mecanicii analitice sunt de doua feluri:

a) principii diferentiale, care studiaza comportarea sistemului pornind de
la deplasarile elementare ale acestuia, deplasari care pot fi reale sau virtuale.

b) principii integrale, care studiazd comportarea sistemului pornind de la
deplasari finite ale acestuia.

4.1.1 Legaturi

Starea de miscare a unui sistem de N puncte materiale este definita daca in
orice moment de timp se cunosc pozitiile si vitezele tuturor particulelor adica

dr; .
a vectorilor 7; si d_:‘ (i=1,2,...,N).

95
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Pentru aceasta este necesar sa se rezolve sistemul de ecuatii diferentiale:

A7 N s o .
mEDZSUEO L FO B =12, N (4.1)

In ecuatiile de mai sus I*:i(j’) sunt forte interne ale sistemului, iar F\° este
rezultanta fortelor externe ce actioneaza asupra particulei i. Aceasta formu-
lare nu simplifica mult problema, deoarece este necesar sa se ia in consideratie
constrangerile care limiteaza migcarea sistemului. Aceste constrangeri poarta
numele de legaturi. Exemple de legaturi pot fi usor aratate. Astfel mole-
culele unui gaz dintr-un vas sunt constranse de peretii vasului sa se deplaseze
in interiorul acestuia. O particula plasata pe suprafata unei sfere se poate
deplasa doar pe suprafata acesteia sau in regiunea externa a sferei.

Fie un sistem de N puncte materiale notate cu A; , A, ..., A,,.

Spunem ca sistemul este supus la legaturi daca sunt impuse conditii

d?“i
asupra variabilelor 7; si —. Aceste restrictii se exprima prin anumite re-

latii care au forma unor egalitati

(4.2)

—_ e, — , T ] =
f <r177ﬂ2a N, dt ) dt ) ) dt 9 0

si care poarta numele de legaturi bilaterale, sau prin inegalitati de forma

f (Fl,FQ,....FN , %,%,...,i—? , t) >0 (4.3)
care poarta numele de legaturi unilaterale.

Aceasta nu este singurul mod de clasificare al legaturilor.

Daca timpul nu este continut explicit in expresia legaturii, aceasta poarta
numele de legatura scleronoma. Daca timpul este continut in mod explicit,
legatura este reonoma.

Exemplu:

Fie cazul unui punct material ce se deplaseaza numai pe suprafata unei
sfere de razd R, al ciirui centru are coordonatele (xg , yo , 20). Atunci lega-

tura se exprima astfel:

(z—20)" + (y — %0)* + (2 — 20)" = R? (4.4)
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Daca sfera pe care deplaseaza punctul material este in repaus legatura este
scleronoma. Daca sfera nu este in repaus fata de sistemul inertial considerat,
atunci coeficientii g , yo , 20 care apar in ecuatia legaturii sunt functii de
timp astfel cil legdtura este reonoms. In aceste cazuri se considerd cunoscuta
miscarea corpurilor care asigura legatura.

Daca legatura se exprima printr-o egalitate in care nu apar vitezele

f(r, ..y , 1) =0 (4.5)
legitura poartd numele de legiturd olonomd. In celelalte cazuri legitura
poarta numele de legatura neolonoma.

Legaturile exprimate prin egalitati care contin vitezele particulelor poarta
numele de legaturi cinematice sau dinamice. Un interes particular prezinta
legaturile descrise de expresii care sunt diferentiale totale exacte si care de-
pind liniar de componentele vitezelor

N
Zgj (T, Tay oo 1) d_tj + go (71,73, ....TN , 1) =0 (4.6)
j=1

Se observa ca deoarece ecuatia 4.5 este satisfacuta de solutiile ecuatiilor
de migcare la orice moment de timp, prin derivarea acesteia in raport cu
timpul se poate scrie relatia:

N
S . dr; —Of
Zv]f (Tl,TQ, RN A t) d—tj + E =0 (47)

j=1
Ecuatia 4.6 se obtine din ecuatia 4.7 in cazul particular cand

g_fj (Fl,FQ,....FN y t) - V]f (Fl,’l?g, ’FN y t) (48)
unde
Lo S of . of . 0f
ij (7’1,7"27 ....'N ,t) = 8—%635 + 8—%€y + a—zjez (49)
iar
Lo . 0
Go (71,7, Ty, ) = 0_{ (4.10)

In acest caz expresia legiturii descrisi de relatia 4.6 este integrabils. Legs-
turile diferentiale integrabile sunt tot legaturi olonome.
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Totusi o legatura descrisa de relatia 4.6 nu este complet echivalenta cu
cea descrisa de relatia 4.5 deoarece prin integrarea acesteia se obtine:

[, t)=C (4.11)

unde C' este o constanta arbitrara.

Legaturile exprimate prin forme integrabile poarta numele de legaturi
Pffaf. Importanta lor consta in faptul ca un sistem caracterizat de astfel de
legaturi poate fi tratat ca si un sistem olonom.

In continuare ne vom ocupa numai de sisteme de puncte materiale care
sunt supuse unor legaturi olonome.

4.1.2 Grade de libertate; coordonate generalizate

Fie un sistem de N puncte materiale pentru care exista s legaturi de forma

fo (P, Ty Ty ,t) =0 (4.12)

unde k =1, 2 ,...; s.

Numarul s nu poate fi oricdt de mare. Relatiile 4.12 reprezinta un sis-
tem de ecuatii in (x; , y; ,2;) unde i =1, 2 ,..., N care este incompatibil
daca s > 3N . Daca s = 3N sistemul poate fi rezolvat in cooordonatele
(x; , yi ,2); cand timpul nu apare explicit, coordonatele punctelor materiale
capata valori fixe adica legaturile obliga sistemul sa stea in repaus.

Daca s < 3N sistemul de ecuatii 4.12 este nedeterminat si inseamna ca
numai 3N — s coordonate sunt independente, restul coordonatelor putand fi
determinate in functie de primele prin rezolvarea sistemului 4.12. Numarul
de variabile independente care descriu miscarea sistemului este:

|=3N—s (4.13)

Acest numar reprezinta numarul de grade de libertate.

Se pot alege ca variabile independente [ coordonate carteziene, celelalte
rezultand din relatiile de legdturd. In cele ce urmeazi se vor considera
toate coordonatele carteziene functii de [ variabile independente ¢, unde
k=1, 2, .. [sgieventual de timp:

Fj = F] ((J17Q2, e gl t) = F] (qk ; t) ) j = 1727 ey T (4]‘4)
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Prin ¢, se noteaza ansamblul celor [ variabile independente. Variabilele
independente nu au obligatoriu dimensiunea unei lungimi gi se numesc coor-
donate generalizate ale sistemului. Ele au urmatoarele proprietati:

1) Variind independent variabilele ¢, variabilele 7; date de relatiile 4.14
capata valori ce satisfac relatiile de legatura 4.12 .

2) Se pot obtine relatiile inverse

qr = gk (Fl ) ?72 7"-7FN 7t) k=1 ) 2 PERES] [ (415)

in care vectorii 7} , 75 , ...,y pot lua valorile permise doar de legaturi.

Variabilelor independente ¢, li se poate asocia un spatiu cu [ dimen-
siuni, numit spatiul configuratiilor. Fiecarui punct din acest spatiu ii core-
spunde un ansamblul de valori g, (k=1, 2,..., [). Atunci unei configuratii
instantanee a sistemului de particule ii corespunde un punct din spatiul
configuratiilor, denumit punct reprezentativ.

In timp configuratia se schimbi astfel c¢& punctul reprezentativ isi schimba
pozitia in spatiul configuratiilor. El descrie o curba numita traiectorie gene-
ralizatd a sistemului. Functiile g = qx (t) (k =1, 2 ,..., ) reprezinta ecuati-
ile parametrice ale traiectoriei generalizate.

4.1.3 Forte de legatura

Trebuie observat ca existenta legaturilor nu mai este compatibila cu ecuatiile
de miscare de forma:

- dry  drh dr,
z_:E ¥ ) E 7"'7_'n7_7_7"'7_7t 4.16
M g2 (rl R T dt (4.16)

unde prin F; se intelege forta ce actioneaza asupra particulei i, datorata celor-
lalte particule ale sistemului si eventual unor cAmpuri externe. Relatiile de
mai sus raméan valabile doar in cazul sistemelor nesupuse la legaturi. Daca se
deriveaza de doua ori relatiile 4.2 se obtin egalitati in care apar acceleratiile,
vitezele si coordonatele de pozitie. Daca se inlocuiesc acceleratiile cu valorile
lor care rezulta din relatiile 4.16 se obtin relatii in care apar si fortele F .
Deoarece fortele F; nu sunt determinate de legaturi aceste egalitati in general
nu sunt satisfacute.

Din acest motiv se ajunge la concluzia ca existenta legaturilor atrage dupa
sine aparitia unor noi forte Ricui=1 , 2, ..., N numite forte de legatura.
Atunci relatiile 4.16 devin:
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&’ S5 =
dt?

Rezulta ca fortele care actioneaza asupra particulelor dintr-un sistem se
impart in doua categorii:

- forte aplicate ﬁl care sunt cunoscute;

- forte de legatura R; care in general pot fi determinate numai dupa ce
se cunoaste starea sistemului.

Un exemplu simplu ilustreaza acest fapt. Se considera un obiect aflat pe
o masa. Asupra lui actioneaza forta de greutate. Masa insa il impiedica sa
cada astfel ca acceleratia sa este zero. Acest fapt este posibil numai daca
masa actioneaza asupra obiectului cu o forta egala in marime cu greutatea
lui si de sens contrar acesteia. Forta aplicata va fi atunci greutatea iar forta
de legatura va fi reactiunea mesei.

Fie o particula care se deplaseaza pe o curba sau pe o suprafata. Forta
de legatura poate fi descompusa intr-o componenta aflata in planul tangent
la suprafata respectiva fit si o alta componenta fin normala pe acest plan.
In general componenta tangentialg corespunde unei freciri intre punctul ma-
terial si curba sau suprafata pe care se misca.

Daca componenta tangentiala a fortei de legatura este nula atunci spunem
ca legatura este ideala.

4.2 Formalismul Lagrange

4.2.1 Principiul lucrului mecanic virtual - principiul
lui d’Alembert

Fie un sistem de puncte materiale supus unor legaturi olonome ideale:

fi(fr, 7oy 1) =0 (4.18)

Deoarece legaturile sunt perfecte componentele tangentiale ale fortelor de
legatura sunt nule. Daca se deplaseaza in mod arbitrar orice punct material
al sistemului de-a lungul suprafetei sau curbei pe care acest punct este obligat
sa se gaseasca in baza legaturilor impuse, fortele de legatura raman normale
la suprafata sau la curba considerata. Atunci lucrul mecanic al fortelor de
legatura in cursul deplasarii este nul. Totusi afirmatia precedenta este ade-
varata numai daca suprafetele sau curba pe care este obligat corpul sa se
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miste nu se deplaseazi in timp. In caz contrar deplasarea poate avea o com-
ponenta in directia normalei, adica de-a lungul fortei de legatura si lucrul
mecanic al acesteia ar fi diferit de zero.

Se defineste deplasare virtuala a sistemului orice variatie continua a coor-
donatelor (z; , y; ,2;) cuj=1, 2,.., N astfel incat conditiile de legatura
sa fie satisfacute la acelagi moment de timp. Ne intereseaza deplasarile vir-
tuale infinitezimale adica trecerea de la anumite valori 7 la 7 4 07, trecere
compatibila cu legaturile date. Atunci si coordonatele 7; + 07 trebuie sa
satisfaca relatiile de legatura 4.18.

Fi(F+67, ) =0 i=1,2,..,s (4.19)

Se dezvolta in serie relatiile 4.19 dupa valorile dx; , dy; ,dz; si se obtine:

N

. o i 8fz ' afz ) afz ] .
fi (7 4+ 675, £) = fi (7)) +]Zl (8%5% + ayjéy] + azjézj) =0 (4.20)

Tinand cont de relatiile 4.18 rezulta:

0 f@ 5’ fi 0 fz ‘
]Z(axj B0, —L5y; +aj )_0 C o i=1,2,..s (4.21)
Acestea sunt conditiile ca deplasarea (dz; ,dy; ,dz;) sa fie o deplasare
virtuala in sensul definitiei date mai sus.
Deoarece fortele de legatura sunt perpendiculare pe suprafetele sau curbele
pe care se afla particulele in cursul unei deplasari virtuale lucrul mecanic al
fortelor de legatura este nul:

N
> R;or; = (4.22)

Jj=1

Aceasta afirmatie constituie enuntul principiului lucrului mecanic virtual
(d’Alembert).

Trebuie remarcat ca deplasarea virtuala nu are nimic de-a face cu o de-
plasare reala in cursul miscarii sistemului.

Inmultind relatiile 4.17 cu 67 si sumand se obtine:
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N
Z mi—s - “ Z Fo7 + Z R07; (4.23)

Daca se tine cont de 4.22 relatia de mai sus devine:

Yoo
Zml iy Zmn (4.24)

Astfel principiul lucrului mecanic virtual se poate scrie:

N
I A
> (miﬁ - F) 67, =0 (4.25)

=1

4.2.2 Forte generalizate

Fie un sistem de N particule supuse la s legaturi date de relatiile 4.12 pentru
care putem alege | = 3N —s coordonate generalizate gy = qx, (71 , T2 ,...,7n , 1)
care joac rolul unor parametri de miscare ai sistemului. In acest caz o de-
plasare virtuala infinitezimala a sistemului se poate obtine prin varierea la
un moment dat a coordonatele generalizate qy:

. or; _
Mzzaq S o i=1,2,., N (4.26)
k=1

Lucrul mecanic efectuat pentru o astfel de deplasare a sistemului este:

N

N I oAl l
0L = Z Fio7, = Z F, Z g;i oq, = Z Qr0qr (4.27)
=1 k=1

=1 k=1

unde:

Z 7o (4.28)

i1 8%

Marimea (), poarta numele de forta generalizata corespunzatoare coor-
donatei generalizate ¢ si in general ea depinde de coordonatele generalizate
si de vitezele generalizate:
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Qk = Qk’ (Q1>Q2,---QZ ) QI7QQ7"'7QZ ) t) (429)

unde in expresia 4.29 am folosit pentru derivata temporala notatia

dar _ .
e~
Marimile ¢ (k= 1,2, ....) poartd numele de viteze generalizate.
Fortele generalizate nu au intotdeauna dimensiunile unei forte (adica ele
nu se méisoard in newtoni).

Daca fortele Z*?’] deriva dintr-un potential:

F— v (4.30)
Atunci:
N or;
N o P 4.31
%=-2 0! 3
sau
N
> <aU dr;  0Udy; 3_U%> (4.32)
= \97; 9g; " 0y 00¢ " 07 0u
Astfel:
oUu
a=-2 (4.33)

In cazul sistemelor conservative, deoarece energia potentiala nu depinde
de vitezele generalizate, nici fortele generalizate nu vor depinde de vitezele
generalizate.

4.2.3 Ecuatiile Lagrange

In cele ce urmeazi se considers un sistem de puncte materiale supuse unor
legaturi olonome. Se inlocuiesc relatiile 4.26 care coreleaza deplasarile vir-
tuale in coordonate carteziene cu cele in coordonate generalizate, in relatia
4.25. Atunci:
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N l
P 4 or;
<mz~—r - F> Y gy = (4.34)
=1

~ (s, & Or Lo,
Z <Z miﬁaqk> Oqk — ZZ iaqkéfﬂe =0 (4.35)

Ssau

! N
d*7; Or;
i—— — — 0qr =0 4.36
Z <Z1m at? 9y Qk) Ik (4.36)
In virtutea independentei deplasarilor virtuale dgy:
N

d*7; OF;
i~ —Qr=0 ; k=1,2,..1 4.37
Zm dt? Oq @ ( )

=1

Se va arata in continuare ca expresia:

N

27, F;

=1

se poate exprima cu ajutorul energiei cinetice a sistemului. Pentru aceasta
se porneste de la expresia energiei cinetice totale a sistemului de puncte
materiale considerat.

N

E—lzm- dri)” (4.39)
C24  at '

Se deriveaza aceasta expresia in raport cu o viteza generalizata.
Rezulta:

OE, <\ dF, 0 [dF,
— Pk i 4.40
A4y, Zm dt Ogk (dt) (440)

=1

Cum Fz = /F; (Q17 qz,---5q1 t) atunci:
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A 0F O
E = +Z qx (4.41)

Din aceasta expresie se obtine:

g [dr; or;
— =) = 4.42
Relatia 4.40 devine:
OB, <~ dF, oF,
= i— 4.43
Oy Zm dt Oq (443)

=1

Se deriveaza aceasta relatie inca o data in raport cu timpul si se obtine:

d (OE, N @27 or, SN dR d [ OF,
il — Bl Rl P 4.44
dt(aqk) ;m ar? aqk+;m dt dt <8qk> (444)
Cum:
d (0r; o [dr;
a L ek 4.4
dt <8qk> qu ( dt > ( 5)
atunci:
d [OE, No@For, N dF, 0 [dF
- — Ralliidal 2 (2 4.4
at <0q'k) DM oar > Mg D4 (dt) (4.46)

i=1 =1

Din relatia de mai sus se obtine:

N - A N =\ 2

d27“i 87”1' d 8Ec 1 0 dri

b= [ Z2) =2 — = 4.47
Zm dt? 8qk dt(@qk) QZZZ;m@qk(dt) ( )

i=1

Atunci relatiile 4.37 devin:

d (OF, 0 |1 a7\ 2
£<aCjk)_a_C]k[§;mi(E)]_Qk_O (4.48)

Tinand cont de relatia 4.39 obtinem:
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d (OF. OF.
— — = =1,2,.. 4.4

Ecuatiile de mai sus sunt ecuatiile Lagrange si permit determinarea misca-
rii sistemului. Numarul lor este egal cu numarul gradelor de libertate ale
sistemului.

Daca fortele deriva dintr-un potential, ecuatiile lui Lagrange se pot scrie
sub o forma compacta.

Pentru aceasta se introduce functia Lagrange definita de relatia:

L=E.,—U (4.50)

Deoarece vitezele generalizate sunt continute doar in expresia energiei
cinetice:

oL  OF.
— = 4.51
Oqr  Oqy, (4.51)
iar
ou 9J(L-E,)
=_ 22 2\ 4.52
O gy, Ay, (4.52)
relatiile 4.49 capata forma:
d (0L oL
=) - == = k=1,2,..,1 4.

Ecuatiile Lagrange sub forma data de relatiile 4.49 sau 4.53 reprezinta un
sistem de [ ecuatii diferentiale de ordinul al doilea necunoscute fiind functiile
qdr = 4k (t) y k= 1,2, ,l

Rezolvarea sistemului presupune introducerea a 2/ constante arbitrare
C1, Oy, ..., Oy astfel incat:

qdr = gk (t ,01702, ...702l) s k) = 1,2, ,l (454)

Determinarea constantelor se face din cunoasgterea conditiilor initiale,
adica a starii la un moment dat:

qk (tD) ) f_Ik (tO) ) k= 1a27"'7l (455)
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Practic, metoda de rezolvare a unei probleme de mecanica cu ajutorul
formalismului Lagrange consta in urmatoarele:

1. Se stabileste numarul gradelor de libertate ale sistemului si se aleg
coordonatele generalizate ¢, expriménd, daca este necesar, dependenta co-
ordonatelor carteziene de coordonatele generalizate.

2. Se construiesc functiile E,. , @)y sau L.

Aceasta se face pornind de la conditiile initiale exprimate in coordonate
carteziene (relatiile 4.14).

4. Se integreaza ecuatiile lui Lagrange si se tine cont de conditiile ini-
tiale. Se determina astfel dependenta de timp a coordonatelor generalizate.
Din cunoasterea dependentei coordonatelor carteziene de cele generalizate se
poate determina gi dependenta de timp a coordonatelor carteziene.

5. Din cunoasterea dependentelor 7; = 7 (t) se pot determina si fortele
de legatura cu ajutorul relatiilor:

Obsevatii
1. Daca functia lui Lagrange nu depinde de una din coordonatele ge-
neralizate, de exemplu ¢, atunci se obtine o integrala prima a miscarii. O

integrald prima a migcarii este o marime care nu variaza in cursul miscarii:

ea se conservi in cursul evolutiei sistemului. Intradevir daci — = 0 din
dk
d (0L
ecuatiile lui Lagrange rezultda — | — | = 0 . Atunci:
dt (‘9qk
L
—— = const 4.57
i, (4.57)

O astfel de coordonata generalizata se numeste coordonata ciclica.

2. Functia lui Lagrange este definita pana la o derivata totald a unei
functii in raport cu timpul. Astfel, daca in locul functiei initiale se considera
functia lui Lagrange de forma:

d
L,:L‘l‘aF(QMQ%-qu ) t) (458)

ecuatiile lui Lagrange isi pastreaza forma. Intr-adevar:
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!
dF or oF
L'=L+—=1 — —_— 4.59
+— +; it (4.59)
Din 4.59 rezulta
oL oL OF

= 4.60
O O Oqr, ( )

Derivand in raport cu timpul relatia 4.60 se obtine:

A (OLY _d (0L _d(OF\ _d (0L 0 (dF) o
dt (‘3qk n dt 8qk dt @qk n dt E)qk 8qk dt '

Din 4.59

L L 0 (dF
6_ = 8_ - — (—) (4.62)
Oqe  Oqr.  Ogi \ dt
Tinand cont de 4.61 si 4.62 din 4.53 se obtine:
Rezulta:
d (oL oL’
— — =0 4.63

Din cele prezentate mai sus rezulta ca o functie de coordonatele genera-
lizate si de timp, care este o derivata totala in raport cu timpul, poate sa fie
omisa din expresia functiei lui Lagrange.

3. Daca numai o parte din fortele ce actioneaza asupra sistemului deriva
dintr-un potential ecuatiile lui Lagrange pot fi scrise sub forma:

d (0L oL ,
— =)= = k=1,2,..1 4.64
dt (aqk) aqk Qk ) 9 Ay ey ( )
unde @)}, reprezintd fortele ce nu deriva dintr-un potential.

4. Ecuatiile lui Lagrange se pot scrie sub forma 4.53 si in cazuri in care
fortele generalizate pot fi exprimate sub forma:

d (0U oU
=—|=—|-=— ; =1,2,...,1 4.
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In expresia de mai sus functia U = U (qy, @, ..., 1, 41, Gas -, 41, ) poarti
numele de potential generalizat. Acesta poate fi cazul miscarii unei particule
de masa m si sarcina electrica e intr-un camp electromagnetic extern.

5. Chiar daca sistemul de puncte materiale nu este supus la legaturi,
forma 4.53 pentru ecuatiile de migcare poate fi folosita daca se poate trece
la alt sistem de variabile independente fata de care ecuatiile de miscare se
scriu mai simplu. De exemplu in cazul unei particule care se misca intr-un
camp central de forte este util sa se treaca de la coordonatele carteziene la
coordonatele polare (in plan) sau la cele sferice (in spatiu).

4.2.4 Principiul Hamilton

Principiul Hamilton face parte din categoria principiilor integrale. Princi-
piul integral se refera la intreaga miscare a sistemului pe toatd durata sa
intr-un interval de timp finit. El este un principiu variational, prin variatie
intelegdnd trecerea sistemului de la o traiectorie la alta in spatiul configurati-
ilor. Se iau in consideratie toate traiectoriile posibile atat cele reale cat si
cele virtuale. Pe o traiectorie virtuala sunt satisfacute legaturile dar nu sunt
valabile ecuatiile de miscare.

Formularea principiului se poate face pornind de la principiul deplasarilor
virtuale al lui d’Alembert.

Principiul lui Hamilton postuleaza ca oricarui sistem i se poate asocia o
functie L care descrie starea sistemului

Evolutia sistemului in intervalul de timp (¢; , t2) se desfigoara astfel incat
functionala numita actiune

[2)
S :/ L(qk 5 Qk s t) dt (467)
t1

sa aiba o valoare extrema.

Aici prin g si prin ¢ s-a notat ansamblul coordonatelor generalizate,
respectiv ansamblul vitezelor generalizate.

Principiul poate fi formulat astfel:

Dintre toate traiectoriile posibile din spatiul conf iguratiilor care trec
prin doud puncte f ixe, corespunzatoare conf iguratitlor la momentele ty
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gt ty se realizeaza aceea pentru care actiunea are o valoare extremd sau este
stationara.

Ecuatiile de miscare ale sistemului se vor obtine din conditia ca variatia
actiunii sa fie zero.

5/t2L(qk , Gy, )dt=0 (4.68)
t
Se considera o traiectoriel din spatiul configuratiilor

awm=qx(t) , k=1,2,..,1 (4.69)
si o traiectorie vecina:

Gw=q (), k=12 .1 (4.70)

Variatiile coordonatelor generalizate sunt:

ok (t) = qi, () — i (t) (4.71)
iar variatiile vitezelor generalizate:
. -/ . d ! d
0qe (t) = G (t) = (t) = — ai (1) — a ()] = — 0qn (4.72)

Deoarece cele doua traiectorii pornesc gi ajung in acelasi punct:

oqr (1) = dgx (t2) =0 (4.73)
Variatia actiunii este:
to to
5= L i 0de- [ L. nd @
t1 t1

Rezulta:

to t2
65=/<Lmnﬁ,wﬁ—Lm%qht»ﬁ:/ 5L (qn » v, ) dt

t1 t1

Sau

t l
2 oL oL
0S = / E (—(5 + —4¢ ) dt 4.75
t dqy, o gy, o ( )

I k=1



4.2. FORMALISMUL LAGRANGE 111

deoarece deplasarile virtuale nu depind de timp.

Deoarece
oL oL d d (0L d [ OL
ity S il _ 2 == _ 2 (2= 4.
aq.kéqk 90 i (dqr) o (aq.kéqk) 7 (&jk) O (4.76)
atunci:

o[ [ ) 3 ()] o

Cum gy (t1) = dgx (t2) = 0:

=0 (4.78)

Atunci:

08 = / Z [a_qk - — (gq[;)] Sqrdt (4.79)

Conform principiului lui Hamilton daca traiectoria este reala atunci inte-
grala 4.79 trebuie sa se anuleze oricare ar fi variatiile dgy. Deoarece aceste
deplasari sunt independente intre ele, pentru ca variatia 0.5 sa fie nula este
necesar ca:

d (OL\ OL
E((a—%)—a—% 0, k=1,2,..1 (4.80)

Acestea sunt ecuatiile Lagrange.

Cand s-au dedus ecuatiile Lagrange din principiul D’Alembert a rezultat
caL=F.—U.

Daca in prezentarea mecanicii analitice se porneste de la principiul Hamil-
ton in enuntul acestuia trebuie inclusa afirmatia ca exista o functie numita
functia Lagrange cu ajutorul careia se scrie functionala actiune.

Pentru construirea functiei Lagrange se utilizeaza cateva principii foarte
generale:
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a) principiul superpozitiei care afirma cd se insumeaza termenii care se
refera la particulele considerate independente, termenii ce corespund inte-
ractiilor dintre particule si termenii ce corespund interactiei particulelor cu
campuri externe.

b) principiul invariantei galileiene care afirma ca actiunea este aceiagi in
orice sistem de referinta. Principiul este o consecinta a principiului relati-
vitatii galileiene.

c) principiul de corespondenta: rezultatele care se obtin cu ajutorul meca-
nicii newtoniene trebuie sa se regaseasca atunci cand se utilizeaza functia
Lagrange.

Trebuie remarcat ca:

a) Functia Lagrange nu depinde decat de coordonatele gi vitezele genera-
lizate (derivatele de ordin superior in raport cu timpul nu intervin). Aceasta
dependenta este conforma cu faptul ca starea unui sistem se cunoaste daca
se cunosc coordonatele si vitezele generalizate.

b) Intr-un sistem inchis functia Lagrange nu depinde explicit de timp.

c) Daca un sistem mecanic este compus din mai multe parti, care nu
interactioneaza, atunci:

L=Li+Ly+..+1L, (4.81)

d) Functia Lagrange poate fi multiplicatd printr-o constantd arbitrara,
atunci ecuatiile de migcare nu se modifica. Operatiunea de multiplicare poate
fi inteleasa ca o schimbare a unitatilor de masura pentru L.

4.3 Legile de conservare si proprietatile de
simetrie

Asga cum s-a precizat mai inainte, in cazul unui sistem mecanic care are [
grade de liberate se obtin [ ecuatii diferentiale de ordin doi in raport cu
timpul. Aceste ecuatii de miscare pot fi integrate rezultand uneori functii cu
semnificatii fizice cunoscute, alteori acest lucru nefiind posibil. Chiar daca
nu se obtine o solutie completa a ecuatiilor de miscare, in multe probleme
pot fi puse in evidenta functii de coordonatele si vitezele generalizate care
sunt constante in timp. Aceste functii se numesc integrale prime ale migcarii.

Pentru un sistem inchis cu [ grade de libertate numarul integralelor prime
independente este 2/ — 1. Asa cum am aratat anterior solutia generald a
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ecuatiilor lui Lagrange depinde de 2/ constante:

qr = gk (t ,01,02,...,021) > ]f: 1,2,...,[ (482)

Gr = qr (t ,C1,Co, ..., Cy) , k=1,2,...1 (4.83)

Deoarece pentru un sistem inchis timpul nu este continut in mod explicit
in ecuatiile de migcare, se poate alege originea acestuia in mod arbitrar.
Aceasta inseamna ca una din cele 2/ constante arbitrare din solutiile ecuatiilor
poate fi pusa sub forma unei constante aditive.

dr = 4k (t + tO 7C’Ia 027 ceey CZl—l ) (484)

G = Gi (t+1t0 ,C1,Co, ..., Coy—q ) (4.85)

Daca se elimina t + g, cele 2l — 1 constante se pot exprima in functie de
coordonatele g si vitezele generalizate ¢;. Rezulta ca aceste constante sunt
integrale prime.

Printre integralele prime ale migcarii exista unele care sunt legate de pro-
prietitile generale ale spatiului si timpului. In continuare se prezints legea de
conservare a energiei care decurge din proprietatea de uniformitate a curge-
rii timpului, legea de conservare a impulsului care decurge din proprietatea
de omogenitate a spatiului si legea de conservare a momentului cinetic care
decurge din proprietatea de izotropie a spatiului.

4.3.1 Conservarea energiei

Legea conservarii energiei rezulta din uniformitatea curgerii timpului.

Din conditia de uniformitate a curgerii timpului pentru un sistem inchis
rezulta ca functia Lagrange nu depinde explicit de timp (forma ei raméne
aceiagi la orice moment de timp). Atunci:

I l
dL oL oL
AL _ 5Ol 5Ok, (4.56)
A — O k=1 Od

Cum din ecuatiile lui Lagrange rezulta ca:

oL d (0L
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se obtine

k=1 k=1
!
d oL
4 (L - —.qk> 0 (4.89)
=1 Y
Rezulta ca:
L oL
— Z _ka = const (490)
= Ol

Daca asupra sistemului actioneaza doar forte conservative:

L=E.—U (4.91)

In expresia de mai sus energia cinetica este functie de patratele vitezelor
particulelor care alcatuiesc sistemul, adica:

5 Z 1 (drz> Z L (Z or; . 07“,) (492

Relatia 4.92 se poate pune sub forma:

=a+ Z arqr, + Z i rd; (4.93)

k,j=1
k#j
unde:
N — 2
8ri
o=3m ()
N
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Daca transformarile de coordonate nu contin timpul, adica daca lega-
turile sunt independente de timp (scleronome) doar ultimul termen din re-
latia 4.93 este diferit de zero. Aceasta rezulta din faptul ca derivatele partiale
in raport cu timpul ale coordonatelor sunt nule. Rezulta ca energia cinetica
este o functie patratica omogena in vitezele generalizate. Utilizand teorema
lui Euler referitoare la functiile omogene si observand ca U nu depinde de
vitezele generalizate cand sistemul este conservativ obtinem:

l

!
oL OE,

E '—,:E k= = 2E, 4.94

£ dk EXA 4k ( )

Atunci relatia 4.90 devine:

E.+ U = const (4.95)

Aceasta reprezinta legea de consevare a energiei in sistemele in care
actioneaza doar forte conservative: suma dintre energia cinetica si energia
potentiald (energia totald) este o constanta.

4.3.2 Conservarea impulsului

Aceasa lege de conservare rezulta din proprietatea de omogenitate a spatiului.
Din proprietatea de omogenitate a spatiului, care ilustreaza faptul ca toate
punctele din spatiu sunt echivalente rezulta ca proprietatile mecanice ale
unui sistem nu se schimba daca se realizeaza o translatie a intregului sistem
in spatiu.

Pentru a demonstra aceasta proprietate se considera o translatie infinite-
zimald in spatiu gi se pune conditia ca functia Lagrange sa raméana neschim-
bata. Se definegte operatia de translatie a sistemului ca o transformare prin
care toate punctele sistemului se deplaseaza cu acelagi segment:

T; — T; + 0T (4.96)
Intr-o astfel de transformare variatia functiei Lagrange este:

N N
0L =" (ViL)oi =067 (VL) (4.97)
i=1 i=1
Pentru ca functia Lagrange L (z; , y; , 2 , i, Ui , 2;) sd nu se schimbe
cand facem o deplasare arbitrara 7 este necesar ca:
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S-S

i=1 =1

OLY . (LY., (9L .]_,
8@- Co 8y2 €y (921 | =

Deoarece

OL _d (9L 9L _d (OL\ oL _d (oL

din relatia 4.98 se obtine:

>[4 (2 e & (2o 2 (%) ] =
dt axz dt \oy; ) © dt \oz ) °|

S[S3E) o ()o (2)4]) o

1=

adica

Deoarece

oL , oL , oL

=ML, =Pp, ; = =MY; =Py, | = = MZ; = P,
837@ 1 p:cZ 8:% Yi pyz a 1 pzz

si cum impulsul total al sistemlui este:

N
P = (pe@ + pyéy +ps)
i=1
din relatia 4.100 rezulta:
dP ﬁ

EZO ;. P = const

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)

Astfel impulsul total este o constanta de miscare pentru sistemul considerat.
S-a obtinut astfel legea de conservare a impulsului total al unui sistem de

particule in absenta unui cAmp extern.
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Figura 4.1: Reprezentarea unei rotatii infinitezimale

4.3.3 Conservarea momentului cinetic

Conservarea momentului cinetic rezulta din proprietatea de izotropie a spa-
tiului: proprietatile mecanice ale unui sistem inchis nu se schimba in cursul
unei rotatii in spatiu a sistemului in ansamblu sau.

Pentru a demonstra aceasta lege se considera o rotatie in spatiu (Fig. 4.1),
dupa care se pune conditia ca functia lui Lagrange sa ramana neschimbata.

Numim vector de rotatie infinitezimala 0 vectorul a carui valoare este
egala cu unghiul de rotatie dp si a carui directie coincide cu axa de rotatie.
Sensul lui 6@ este dat de regula burghiului.

Deplasarea liniara (Fig. 4.1) a extremitatii vectorului de pozitie este
legata de unghiuri prin relatia:

|07 | = rsinfdp (4.104)
Directia vectorului 67 este data de:
=0 X7 (4.105)

Rotatia modifica nu numai directia vectorului de pozitie ci si vitezele
tuturor particulelor:

50 = 6@ x ¥ (4.106)

Atunci:
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N
"o Z [(amz) b (8%) vt <82'z) 621}
N
+Z Kax) Ovi + (@) Ovy; + (5) &;Zi] (4.107)

Deoarece:
oL oL d oL\  dp,
oi; ™ o dt\oi;)  dt
oL oL d (OL\ dp,,
0Y; Py Oy; dt \0y; )  dt
oL oL d oL\ dp:;
0z T 0n  at\ox)  dt
Rezulta:
N a5
0L = LT + 1, 0T; 4.108
> (o) (4.108
Tinand cont de relatiile 4.105 si 4.106 se obtine:
N 5
oL = (63 x T p; (09 X U;)| =0 4.109
> | 02 65 < ) (4.109)

Sau

5L:5¢§1: KF X ‘;—f") + (ﬁxﬁi)} = 5¢% [Z (7 x@)] =0 (4.110)

Cum rotatia infitezimala este arbitrara

d |
z [ (7 Xpi)] _0 (4.111)

i=1
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Deoarece prin definitie Z = 7; X p; este momentul cinetic al particulei 7
momentul cinetic total al sistemului este M = Zfil (7 X Pi)-
Din 4.111 rezulta ca momentul cinetic total al sistemului se conserva.

N
M =" (% x ;) = const (4.112)

4.4 Formalismul Hamilton

4.4.1 Ecuatiile Hamilton-Jacobi

Pentru descrierea sistemelor mecanice si evolutiei in timp a acestora Hamilton
a introdus o alta functie in locul functiei Lagrange.

Ideea de baza consta in descrierea starii mecanice printr-un sistem de 2/
variabile q1,q2,...,q1 , p1,pe,...,p;. Variabilele q, qs, ..., ¢ sunt coordonatele
generalizate, iar variabilele pq, po, ..., p; poarta numele de impulsuri genera-
lizate si se definesc prin relatiile

_ oL
dir

Se considera un sistem descris de functia Lagrange L (qx , Gk , t). Atunci

i k=1,2,..1 (4.113)

l

dLizaL, . 'L 9L +3L
R R A S T AT
unde
. dzqk
qr = a2
Rezulta
l !
dL oL d (0L d (0L oL
=2 5.1 — 2= ) — v | 5 == 4.114
t ,; PP [dt <8quk) W at (aq'k)]+at (4.114)

Folosind ecuatiile lui Lagrange

oL _d (or
Oqr,  dt \ Ody,
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relatia 4.114 devine:

Al <~ d [ 0L oL
ai Zkl at <—aq-k Qk> o (4.115)
sau
d <~ . oL
7 LEZl D — L] =—5 (4.116)

e oo OL A 5 —
Se observa ca daca i 0 membrul stang este nul, ceea ce inseamna ca

marimea fizica reprezentata de membrul stdng avind dimesiunea unei energii
se conserva. Aceastd functie poartd numele de functia lui Hamilton.

l
H=> ppip—L (4.117)

Ea depinde de coordoonatele gi impulsurile generalizate ale sistemului si
de timp.

Cu ajutorul functiei Hamilton ecuatiile de miscare se pot scrie sub o alta
forma. Diferentiind expresia 4.118 rezulta:

I ! I
dH =d (Z Prdr — L) = Zpkd% + Z qrdpy, — dL (4.119)
1 1

k=1

Dar

I I

L OL OL
el O gy — St

Z Ay, Z oq, U= "5

k= k=1

sau

dL = E Prdqy + E Prdqr — —dt

astfel incat 4.119 se poate pune sub forma:
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dH = qudpk Zpkqu——dt (4.120)

Din 4.118 rezulta ca diferentiala lui H este:

dH = dpk + Z a—qu + —dt (4.121)

Prin identificarea coef1c1en§110r diferentialelor din expresiile 4.120 i 4.121,
se obtine:

OH oL

—_— = — 4.122
ot ot ( )

OH
e = — k=12 ..1 4.123
qk apk ) 9 Ay ey ( )

OH
= ——— k=1,2,....1 4.124
Pk an; 5 Ly eeey ( )

Ecuatiile 4.123 si 4.124 sunt cunoscute sub numele de ecuatiile canonice
ale lui Hamilton. Acestea formeaza un sistem alcatuit din 2/ ecuatii dife-
rentiale de ordinul intai. Solutiile lor depind de 2! constante arbitrare:

ar = qi (t ,C1, Oy, ..., Coy) (4.125)

pr=pk(t,C1,Cy, .., Co) (4.126)

Pentru determinarea constantelor C7, Cs, ..., Cy este necesarad cunoasterea
la un moment dat a valorilor coordonatelor generalizate si a impulsurilor
generalizate.

In cazul unui sistem conservativ H coincide cu energia totala. Conform
relatiei 4.94

l

oL
S bk =3 dupe = 2F. (4.127)
k=1 I, k=1

astfel incat 4.117 devine:
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H=2E.—L=2E.—E.4+U=FE.+U (4.128)
Remarcam ca ecuatiile canonice se pot obtine dintr-un principiu vari-

ational. Pentru aceasta se exprima functia lui Lagrange tindnd cont de relatia
4.117

l
L= Zpqu - H (4.129)

Atunci actiunea se poate scrie ca:

S = /lzpk%— ] (4-130)

Variatia actiunii este:

t1 1
oH oH
05 = / [Z (1%5% + qrOpr — 8—52% - %5%)] dt (4.131)

to k=1

Se integreaza prin parti si se obtine:

to t

g

l
Z PrOQ
k=1 t1 t

/ li (10 2 5%] p

k=1

i <qk - —) pk] dt (4.132)

k=1

Migcarea reald corespunde stationarittii actiunii (65 = 0).

Cum dgy, (t1) = dqx (t2) = 0 iar variatiile dp si dgx sunt independente
parantezele din expresia (4.132) trebuie s fie nule fapt care implicd satisfa-
cerea relatiilor 4.123 si 4.124.
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4.4.2 Spatiul fazelor

Daca se aplica formalismul Hamilton se poate descrie starea dinamica a sis-
temului la un moment dat prin valorile coordonatelor si impulsurilor genera-
lizate g si pp numite variabile canonice unde k£ = 1,2....[. Aceste 2] marimi
constituie coordonatele unui punct intr-un spatiu cu 2/ dimensiuni, care a
fost denumit spatiul fazelor. Evolutia in timp a sistemului este data de:

Q. = qi () (4.133)

pr = i (t) (4.134)

si este reprezentata in spatiul fazelor prin traiectoria punctului reprezentativ.
Ecuatia traiectoriei este data sub forma parametrica, parametrul fiind timpul
t.

Este important de observat ca pentru sistemele conservative functia lui
Hamilton este o integrald prima. Expresia H (gx , pr) =const este descrisa in
spatiul fazelor printr-o hipersuprafata 2/ — 1 dimensionala.

4.4.3 Parantezele Poisson

Deoarece ecuatiile canonice descriu variatia in timp a variabilelor canonice
se poate obtine legea de variatie a oricarei marimi ce depinde de starea sis-
temului. Fie f (qx , px, t) o astfel de marime care pentru generalitate se
presupune ca depinde explicit de timp. Derivata totala a acesteia in raport
cu timpul este:

i 9f < of
i 6t+;< Qk:+ pk)

Daca se tine cont de ecuatiile canonice ecuatia de mai sus se poate scrie:

4.135
0qi Opr  Opy, Oqi, ( )

df _of , Z(afaﬂ afaH)

Suma din membrul al doilea se numeste paranteza Poisson a functiilor H
si f ¢i se noteaza astfel:
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'L /(OH of OH of

Astfel pentru doua marimi oarecare se poate defini in general paranteza
Poisson:

l
of dg  Of 9g )
v 95 = A T A A 4.137
i g} ,; (apk Iqe  Oqr Opy (4.137)
Obsevatii
a) Paranteza Poisson este antisimetrica
{f.9t=—Ag. f} (4.138)
b) Paranteza Poisson este liniard in raport cu fiecare termen:
{afitcafe, gy =alfi, g} +c{fe. g} (4.139)
s agn+cagpl=al{f, af+eclf, g} (4.140)

c¢) Sunt satisfacute relatiile:

{fv 9192} = {f’ 91}92+{f7 g?}gl (4141)

{fifes gt =fi{fe, gt + fo{f1 .9} (4.142)

d) In cazul in care f = f (u , v....) unde functiile u si v depind de vari-
abilele canonice:

of of
= — - 4.14
{fogt=g5tu. b +5-{v, g} + (4.143)
e) Derivata partiald in raport cu timpul a unei paranteze Poisson se ex-
prima astfel:
0 af Jg
— =q = = 4.144

f) Este satisfacutd identitatea lui Jacobi

g, My +{n, {f. g}t +{g, {h, f}} =0 (4.145)
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Trebuie remarcat ca proprietatile (a)-(e) rezulta direct din definitia paran-
tezelor Poisson. Identitatea lui Jacobi trebuie verificata prin calcul direct.

Parantezele Poisson joaca un rol important in mecanica analitica. Exista
cateva cazuri importante care sunt mentionate mai jos:

a) Parantezele Poisson ale variabilelor canonice sunt:

{ai, ¢} =0 (4.146)
b) Parantezele Poisson ale unei functii si a unei variabile canonice sunt:
af
= —— 4.149
. ay =5 (1.149)
of
, = — 4.150
{f, o} Dk ( )
Daca f = H atunci:
OH
H =—— =4 4.151
{H, a} Opr dk ( )
oH .
{H, p}= P (4.152)
qk

Ecuatiile 4.151 si 4.152 constituie o altd exprimare a ecuatiilor canonice
Hamilton.

c¢) Functiile care raman constante in cursul misgcarii, constituie integrale
prime ale migcarii. Conditia ca o functie f sa fie o integrala prima a miscarii

este ca pi 0. Atunci din relatia 4.135 se scrie:
df _of
= H =0 4.153

Daca integrala prima nu depinde explicit de timp rezulta:

{H, f}=0 (4.154)
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In particular cand f = H, {H , H} = 0 se obtine un nou mod de
exprimare a legii conservarii energiei.

d) O ultim& obsevatie se referd la teorema Poisson. Aceasta afirma ca
daca f si g sunt doua integrale prime atunci si paranteza lor Poisson este
o integrala prima a miscarii. Pentru a demonstra acest fapt se calculeaza
derivata in raport cu timpul a parantezei Poisson {f , g} .

TR - T R T BT (4.155)

Se tine cont ca:

Utilizand identitatea Jacobi gi tindnd cont de proprietatea de antisimetrie
a parantezelor Poisson:

{H,{f, g}y =—Af {9, H}} {9, {H, f}} =0 (4.157)

relatia 4.155 devine:

st oan={8 e {r 2 v oo - m

sau:
d d 9
Rezulta:
d _Jd dg

Deoarece functiile f si g sunt integrale prime ale miscarii, ele nu variaza
in timp astfel ca derivatele in raport cu timpul sunt nule. Rezulta:

d
- {f,g}=0 (4.159)

Astfel, teorema lui Poisson este demonstrata. Prin acest procedeu se pot
obtine alte integrale prime. Numarul de integrale prime independente este
20 — 1.
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4.5 Transformari canonice

Sa consideram cazul in care hamiltonianul este o constanta a migcarii si
toate coordonatele generalizate sunt ciclice. In aceste conditii hamiltonianul
va depinde doar de impulsurile generalizate:

H:H(pk)

Din py, = 0L/Jqy iar OL/0q) = const (relatia 4.57) rezulta cd impulsurile
generalizate sunt constante.
Atunci ecuatiile pentru coordonatele generalizate au o forma mai simpla:

_oH _
Opr,

unde wy, sunt functii de pj, gi sunt constante (deoarece impusul conjugat unei
coordonate ciclice este constant in timp). Se integreaza 4.160 si rezulta:

dr wy , k=1,2,..1 (4.160)

G = wit + By, (4.161)

Trebuie remarcat ca pentru un anumit sistem se pot alege mai multe seturi
de coordonate generalizate. Astfel, in cazul migcarii unui punct material in
plan, se pot alege coordonatele generalizate ca fiind coordonatele carteziene
sau coordonatele polare. De exemplu in cazul unei migcari in cAmp central
daca se aleg coordonatele carteziene ca fiind coordonate generalizate atunci
nici una dintre cele doua nu sunt coordonate ciclice. Daca insa se lucreaza
in coordonate polare, # este o coordonata ciclica.

Numarul de coordonate ciclice depinde de modul de alegere a coordo-
natelor generalizate; pentru fiecare problema in parte se poate alege un set
de coordonate care sa fie ciclice.

Vom studia transformarea de la un set de variabile la alt set de variabile
mai convenabile. In cazul formalismului Hamilton impulsurile generalizate
sunt variabile independente. Din acest motiv transformarea de coordonate
necesita implicarea impulsurilor generalizate. Astfel se considera ca:

Qr=0Q (g, pi,t) (4.162)

Po=P (¢, pi, t) (4.163)
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Pentru ca aceste relatii sa reprezinte o adevarata schimbare de variabile
este necesar ca relatiile 4.162 si 4.163 sa fi inversabile fata de variabilele ¢; si
pi, adica:

@ =q (Qi , Pi, t) (4.164)

pe=pe(Qi, P, t) (4.165)

Conditia necesara si suficienta pentru ca acest fapt sa fie posibil este ca
Jacobianul sistemului sa fie diferit de zero, adica:

a(Pl ) PQ PEEXD) Pl ; Ql ) QZ IREER) Ql)
a(pl y P2 5oy DLy 15 42 50y Ql)

Date fiind avantajele formei canonice a ecuatiilor de miscare este de dorit
ca gi in noile variabile ), , P, ecuatiile de miscare sa aiba forma canonica:

J:

40 (4.166)

OH

Qv =55 2 (4.167)
: OH
P=—-—— 4.1

L 0Qk (4165

unde H este o functie Hamilton convenabil aleasa.

Transformarea pentru care relatiile 4.167 si 4.168 sunt valabile poarta
numele de transformare canonica.

Aceasta nu este posibil cAnd transformarea este arbitrard. Pentru ca
transformarea sa fie posibila se impun anumite conditii denumite conditii de
canonicitate.

Pentru a determina conditiile ca transformarea sa fie canonica se tine cont
de principiul lui Hamilton in care functia lui Lagrange se exprima astfel:

l
k=1

Atunci actiunea in functie de variabilele ¢; , p; este:

to l
5 :/ [qu‘k —H (g , pi, t)| dt (4.170)
k=1
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Integrala actiunii in variabilele Q) , Py este data de o relatie similara:

~ t2
5=
t1

In cazul miscarii reale a sistemului conditiile 65 = 0 si §H = 0 duc la
concluzia ca cele doua integrale pot diferi printr-o derivata totala in raport
cu timpul a unei functii F. De aici rezulta:

dt (4.171)

l
k=1

l
. : ~ dF
; (pqu - Pka) + (H - H) = (4.172)
sau
l ! N
(Z prdqr — Hdt) — (Z PdQy — Hdt> = dF (4.173)
k=1 k=1
Rezulta:
OF
= 4.174
Dk 9 (4.174)
OF
P=—_—— 4.1
TR (4.175)
~ OF
H=H+-— 4.1
+ = (4.176)

F (qx , Qr ,t) poartd numele de functie generatoare a transformarii canonice.
Se pot obtine deasemenea noi functii generatoare. De exemplu daca se

adauga la ambii membri ai relatiei 4.173 diferentiala totala d (Z;zl Pka>

se obtine:

l l l
> QudPe+ > puday — (H — 1) dt = d (F +y Pka) (4.177)
k=1 k=1 k=1

Expresia diferentiald din membrul drept scrisa in variabilele ¢ , P, con-
stituie o noud functie generatoare care se noteaza cu G (qx , Py ,t).
Astfel:
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oG
P = o (4.178)
oG
Qr = oL, (4.179)
~ oG
H=H+— (4.180)

In mod analog se obtine forma transformarilor exprimate prin functii
generatoare ce depind de variabilele (py , Px) sau (pr , Q).

Transformarile canonice formeaza un grup. Proprietatile acestuia sunt:

a) Transformarea identica

este canonica.

b) Inversa unei transformari canonice este tot o transformare canonica.
Conditia de canonicitate este indeplinita deoarece expresia obtinuta prin in-
locuirea lui p, cu Py si ¢, cu @ in conditia de canonicitate 4.173 este o
diferentiala totala exacta a lui F'.

c¢) Produsul a doud transformari canonice este tot o transformare cano-
nica. Prin produs a doua transformari canonice se intelege rezultatul obtinut
ca urmare a aplicarii succesive a doua transformari canonice. Pe langa trans-
formarea

Qr=0Qk (¢, pi, 1) (4.182)

Po=P(q, pi,t) (4.183)

se considera gi transformarea:
Q. =Q,(Qi, P, 1) (4.184)

P=P(Qi, P, t) (4.185)

Atunci:

Q=@ (@G, pi, 1) (4.186)
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Pe baza proprietatilor Jacobienilor rezulta:

i, @) 9(F;, Qi) 9(pi, @) .
Jacobianul noii transformari este diferit de zero deoarece Jacobienii din mem-
brul drept sunt diferiti de zero. Pentru a arata ca transformarea produs este

tot canonica se porneste de la conditiile de canonicitate a celor doua trans-

l l
(Z predagy — Hdt) - <Z PodQy — ?Idt) —dF (4.189)
k=1 k=1

l l
(Z PodQ), — ﬁfdt) - (Z PLAQ), — ﬁ’dt) — dF" (4.190)
k=1 k=1

Se observa ca prin adunarea celor doua relatii se obtine:

l l
(Z prdqy — Hdt) - (Z PLdQ), — f[’dt) = (dF 4 dF") (4.191)
k=1

k=1

fapt ce exprima canonicitatea transformarii produs.

Rezulta ca totalitatea transformarilor canonice formeaza un grup.

Se observa ca modul de definire al noilor coordonate si impulsuri gene-
ralizate face ca notiunile respective sa-si piarda din sensul intial. Acest lucru
se datoreaza faptului ca noile variabile canonice () precum si noile impulsuri
generalizate depind atat de vechile coordonate generalizate ¢, cat si de vechile
impulsuri generalizate py.

Conditia ca variabilele sa fie canonic conjugate se poate exprima cu aju-
torul parantezelor Poisson.

Se demonstreaza mai intai teorema generala de invarianta a parantezelor
Poisson fata de transformarile canonice.

Fie {f , g},, paranteza Poisson a celor doua functii in raport cu vari-
abilele canonice py, , ¢ si {f , g} pq Paranteza Poisson a celor doua functii
in raport cu variabilele canonice P, , Q). Atunci:
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{f,9b,,=1f gtpo (4.192)

Relatia se poate verifica prin calcul direct, dar se poate justifica si prin
consideratii calitative. Astfel se observa ca in relatiile 4.174 i 4.175 timpul
joaca rolul unui parametru. Prin urmare daca demonstram egalitatea pentru
marimi care nu depind explicit de timp, relatiile vor fi adevarate si in cazul
general. Sa consideram formal ca functia g este o functie Hamilton a unui
sistem fictiv. Atunci:

{f. 9t = ;l—]; (4.193)

d
Dar derivata in raport cu timpul d—J; nu poate depinde decat de propri-

etatile sistemului gi nu depinde de alegerea variabilelor. Prin urmare {f , g}
nu variaza in cazul in care vom trece de la un grup la alt grup de variabile
canonice. Rezulta ca egalitatea 4.192 este satisfacuta.

Atunci datorita relatiilor 4.146 , 4.147 , 4.148 si teoremei de invarianta a
parantezelor Poisson

{Qr s Qitpo=1Qk Qi},, =0 (4.194)
{Pk ) Pi}p?Q = {Pk; Pi}pﬂ =0 (4195)
{Pe. Qitpg=1{Lw Qi},, = Oki (4.196)

Relatiile 4.196 constituie conditia de canonicitate exprimata cu ajutorul
parantezelor Poisson.

4.6 Ecuatia Hamilton-Jacobi

Utilitatea transformarilor canonice consta in faptul ca ele permit trecerea
ecuatiilor de miscare dintr-o forma canonica in alta. Daca se alege in mod
convenabil o functie generatoare se pot obtine ecuatiile canonice in cea mai
simpla forma. Aceasta este:

Po=0,Qy=0 (4.197)
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In acest caz particular variabilele canonice sunt constante. Acest lucru
este posibil daca hamiltonianul nu este dependent de P si Q) si depinde
eventual numai de timp. Cum in ecuatiile canonice hamiltonianul apare
numai prin derivatele sale partiale in raport cu P si @y , atunci se poate
alege H = 0. Se noteaza cu S = S (qx , Qk , t) functia generatoarea a acestei
transformari canonice. Atunci:

P = g—i (4.198)
P, = —% (4.199)
H=H+ % (4.200)
Cum H = 0 rezultd ci
H(qk, g—i, t)+%—§:0 (4.201)

Aceasta ecuatie este cunoscuta sub numele de ecuatia Hamilton-Jacobi.
Din ecuatiile 4.197 rezulta:

Qk = ai , Pk = —bk (4202)

unde ay si b, sunt constante. Cum in relatia 4.201 variabilele (), nu apar
explicit, tindndu-se cont de 4.202 rezulta ca trebuie sa se gaseasca o solutie
a ecuatiei Hamilton-Jacobi S = S (g ,ar , t) care depinde de | constante
arbitrare a; (numite constante arbitrare esentiale). O astfel de solutie poarta
numele de integrala completa a ecuatiei cu derivate partiale Hamilton-Jacobi.
Ecuatia Hamilton Jacobi este o ecuatie cu derivate partiale de ordinul
intai avand [ + 1 variabile independente ¢; , ¢s , ..., ¢ sit. O solutie generala
a ecuatiei va trebui sa contina [ + 1 constante de integrare independente.
Cum functia S nu apare in ecuatia Hamilton - Jacobi decat prin intermediul
derivatelor sale rezulta ca daca S este o solutie a ecuatiei atunci gi S + C'
va fi o solutie. Prin urmare una din cele [ + 1 constante este o constanta
aditiva. Aceasta constanta nu are sens fizic si se poate alege egald cu zero.
Rezulta faptul ca din celelalte | constante esentiale nici una nu este aditiva.
Din relatia 4.199 si relatiile 4.202 rezulta:
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s _
&Lk_

Deoarece S = S (¢; , a; , t) rezulta ca:

by (4.203)

bk = bk (qi , Qo t) (4204)

Rezolvand sistemul de ecuatii 4.204 in functie de coordonatele generalizate
se obtine:

G = qr (a; , b, 1) (4.205)
Deoarece
o5 _

se obtine py = px (¢; , a; , t). Folosind relatiile 4.205 se obtine:

pr=pk(ai, bi, 1) (4.206)

In concluzie operatiile necesare pentru a determina miscarea unui sistem
de puncte materiale sunt:

a) Se afla integrala completa a ecuatiei Hamilton-Jacobi

b) Se egaleaza derivatele partiale ale integralei complete in raport cu
parametri care-i contine (ay) cu constante noi (by).

c) Se rezolva sistemul astfel obtinut in functie de variabilele gy.

Trebuie remarcat ca nu exista un procedeu general pentru gasirea in-
tegralei complete. In anumite cazuri o metods care permite simplificarea
problemei este metoda separarii variabilelor. Ea se utilizeaza de exemplu
cand hamiltonianul nu depinde de timp.

Atunci se considera S de forma:

S (Qk , Ak t) - SO (qk ) (Ik) + Sl (ak ) t) (4207)
Introducand pe S in ecuatia 4.201 se obtine:
851 (a’k ) t) 850 (Qk ) a‘k)
———~+H — =0 4.208
o A" T (4.208)

Deoarece primul termen depinde doar de timp, iar urmatorul numai de
de variabilele independente ¢y, egalitatea este satisfacuta daca fiecare termen
este constant.
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851 (ak y t)
—— < =-F 4.209
P (4.209)
Hla 95 (qx » ax) 5 (4.210)
gk
Din ecuatia 4.209 rezulta
Sy =—FEt (4.211)

Deoarece hamiltonianul nu depinde explicit de timp, constanta E este
chiar energia sistemului.

Raméne de rezolvat ecuatia 4.210 care se numeste ecuatia Hamilton-
Jacobi redusa.

Rezulta astfel ca daca functia generatoare S este determinata prin inte-
grarea ecuatiei Hamilton-Jacobi rezolvarea miscarii sistemului se reduce la
rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice.

Intr-un anumit sens functia generatoare care rezulti din ecuatia Hamilton-
Jacobi este chiar actiunea. Astfel pentru formularea principiului Hamilton
s-a considerat integrala

to
S:/ Ldt (4.212)
t1

luata de-a lungul unei traiectorii intre doud pozitii caracterizate de coor-
donatele generalizate q,il) si q,(f)pe care sistemul le ocupa la momentele ¢4,
respectiv to. Consideram notiunea de actiune sub un alt aspect. Fie inte-
grala actiunii pentru traiectorii reale toate cu o origine comuna in punctul din
spatiul configuratiilor q,il), (integrala data de 4.212 are un singur capat fix).
Cu alte cuvinte vom considera actiunea ca o functie de valorile coordonatelor

generalizate la limita superioara de integrare. Astfel:

t
S <Qk Ca t) z/ Lig, g, t)dt (4.213)

t1

Variatia actiunii conform relatiei 4.77 este in acest caz:

t 1

oL d (0L d (0L
‘”—/h;{a—qﬂ”%(a—qﬁ%) ~ai (5a) ] oo
Sau
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oL
0S8 = —(5 _— = — ) 4.214
Z Qk /tl 2 L‘?qk (aqk>] gk ( )

Deoarece traiectoriile miscarii reale satisfac ecuatiile lui Lagrange inte-
grala din relatia 4.214 se anuleaza. In primul termen din 4.214 la limita
inferioara dgy (t1) = 0. La limita superioara dgx (t) se noteaza cu dqi. Atunci:

l

I
Z 5% Zpk(;% (4.215)
k=1

k=
De aici rezulta:

08
9, (4.216)
Se considera apoi functia S ca o functie de timp. Atunci derivata sa totala

este:
l

dsS 8S
T Z Qk + ZPka (4.217)

Avéand in vedere relatia 4.213:

as
=1L 4.218
Din ultimele doua relatii se poate scrie ca:
1
_ Zpkq'k + L (4.219)
k=1
si
a5

Daca in aceasta ultima relatie se inlocuiesc impulsurile generalizate date
de relatia 4.216 rezulta ca functia S satisface ecuatia Hamilton-Jacobi. Acesta
a fost gi motivul pentru care s-a notat initial functia generatoare cu S.



Capitolul 5

Termodinamica

5.1 Notiuni fundamentale

5.1.1 Sistem termodinamic, starea sistemului

Prin sistem intelegem o portiune din univers cuprinzand un ansamblu de cor-
puri precum gi cAmpurile de interactiune dintre ele. Restul universului poarta
numele de mediu extern. In practici acest termen cuprinde acele p#rti ale
mediului care au un efect direct asupra comportarii sistemului. Interfata din-
tre sistem si mediul extern poarta numele de inveligul sistemului sau frontiera
si trebuie bine definita. Frontiera nu trebuie sa fie neaparat materializata in
sensul ca nu intotdeauna ea reprezinta o interfata fizica. Aceasta inseamna
ca sistemul nu este in general izolat de mediul extern. Trebuie remarcat
ca in timp ce termenul de sistem este extrem de larg, conceptul de sistem
termodinamic este mai restrans.

Sistemul termodinamic trebuie sa indeplineasca doua conditii: sa contina
un numar suficient de particule (atomi, molecule) si s fie delimitat clar de
restul universului. Interactia sistemului cu mediul extern se realizeaza prin
schimb de energie si masa. Pornind de cele doua modalitati de interactie cu
mediul extern sistemele pot fi clasificate astfel:

- sisteme deschise: sunt sistemele care schimba substanta si energie cu
mediul extern;

- sisteme inchise: sunt sistemele care nu schimba substanta cu mediul
extern. Acestea sunt de doua feluri: sisteme izolate - care nu schimba nici
substanta si nici energie cu mediul extern, si sisteme neizolate - care schimba
doar energie cu mediul extern.

137
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Starea unui sistem termodinamic reprezinta totalitatea proprietatilor sale
la un moment dat. Ea este determinata de conditiile impuse din exterior
sistemului dat.

Marimile ce caracterizeaza starea sistemului poarta numele de parametri
de stare. Pentru un sistem ei sunt dati de experienta.

In general nu toti parametri de stare pot lua valori independente, intre
acestia putdnd exista anumite relatii care poarta numele de ecuatii de stare.
Din acest motiv parametri ce caracterizeaza un sistem termodinamic pot fi
impartiti in doua clase: unii din acesti parametri pot lua valori arbitrare
si se numesc parametri independenti, iar ceilalti pot fi exprimati in functie
de primii si se numesc parametri dependenti. Cunoasterea parametrilor in-
dependenti caracterizeaza complet starea sistemului. Alegerea parametrilor
independenti se face in functie de specificul problemei studiate.

Parametri de stare pot fi clasificati dupa mai multe criterii:

Astfel o clasificare ii imparte in parametri intensivi si parametri extensivi.
Parametri extensivi sunt parametri legati de extinderea spatiala a sistemului.
Fie un sistem S impartit in doud subsisteme S si S;. Fie a; valoarea unui
parametru in subsistemul S; si as valoarea parametrului in subsistemul S,.
Parametrul considerat este extensiv daca in cazul sistemului reunit (format
din cele doud subsisteme) valoarea lui satisface relatia:

a=aj+ as (5.1)

Un exemplu de parametru extensiv il constituie masa.

Parametri intensivi sunt parametri care nu depind de extinderea spatiala
a sistemului. De multe ori ei caracterizeaza proprietatile locale ale sistemului.
De exemplu parametri intensivi sunt presiunea si temperatura.

O alta clasificare imparte parametri in parametri externi si parametri
interni. Parametri externi sunt parametri dependenti de sistemele incon-
jurdtoare ale sistemului considerat (de exemplu intensitatile unor campuri
electrice si magnetice in care evolueaza sistemele). Parametri interni sunt
parametri care depind si de proprietatile interne ale sistemului.

Starea unui sistem poarta numele de stare stationara daca parametri
care definesc starea sistemului nu evolueaza in timp. Un exemplu de stare
stationara este acela al difuziei termice intr-o bara metalica. Daca extre-
mitatile barei se mentin la temperaturi constante 77 si Ty (17 < T») se sta-
bileste un transport de energie de la sursa calda la sursa rece. Temperatura
nu este constanta in lungul barei, dar valorile locale sunt constante in timp.
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Starea de echilibru termodinamic este starea stationara care se stabileste
in interiorul sistemului cand nu exista schimburi de energie sau substanta cu
mediul extern.

5.1.2 Transformari de stare

Transformarea de stare sau procesul termodinamic reprezinta trecerea sis-
temului dintr-o stare in alta stare. Procesele pot fi clasificate dupa mai
multe criterii.

Astfel dupa marimea variatiei parametrilor procesele pot fi diferentiale
(daca parametri sistemului sufera variatii foarte mici) si finite (daca variatiile
parametrilor sunt semnificative).

O alta clasificare este dupa natura starilor intermediare prin care trece
sistemul.

Se numeste proces cuasistatic procesul in care parametri sistemului varia-
za lent in timp astfel incat starile intermediare sa poata fi considerate cu o
buna aproximatie stari de echilibru. De fapt ele nu sunt stari de echilibru
perfect ci sunt stari foarte apropiate de cele de echilibru.

Daca starile intermediare nu pot fi considerate ca stari de echilibru pro-
cesul este necuasistatic (nonstatic).

O alta clasificare este aceea care ia in consideratie reversibilitatea proce-
selor termodinamice.

Un proces se numeste reversibil daca sensul desfagurarii lui poate fi inver-
sat sau daca sistemul poate evolua din starea finala in starea initiala trecand
prin aceleasi stari intermediare de echilibru prin care sistemul a trecut in
transformarea primara. Astfel rezulta ca unele transformari cuasistatice pot
fi transformari reversibile.

Unele din procesele cuasistatice se realizeaza in sens unic. Un astfel de
proces este difuzia a doud gaze aflate in doud recipiente legate intre ele cu
un tub foarte subtire. Acest proces este ireversibil. Ireversibile sunt toate
procesele necuasistatice.

Trebuie observat ca procesele cuasistatice reversibile sunt procese idea-
lizate. In realitate in naturd nu existi procese reversibile. Totusi, procesele
reversibile prezinta o mare importanta in sensul ca permit punerea in evi-
dent# a mirimilor termodinamice de stare. In plus, in multe aplicatii este util
ca procesele sa fie studiate initial idealizdndu-le ca procese reversibile si apoi
sa se introduca factorii care determina irevesibilitatea proceselor respective.
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Figura 5.1: Lucrul mecanic elementar efectuat prin deplasarea unui piston
intr-un clindru

5.1.3 Lucrul mecanic

Unul dintre tipurile importante de interactie este cel datorat existentei unor
forte care se exercita intre sistem si mediul extern. Trebuie distins intre
fortele care se exercita de catre sistem asupra mediului extern si fortele cu care
mediul extern actioneaza asupra sistemului. Aceste forte conform principiului
actiunii si reactiunii sunt egale in marime, dar de sens contrar.

Prin forte de interactie vom intelege fortele exercitate de mediul extern
asupra sistemului considerat. Aceasta este conventia cu care se va lucra in
continuare.

a) Lucrul mecanic la alungirea unei bare

Se considera ca asupra unei bare elastice de lungime [ se exercita o forta
de tractiune F' care alungeste bara cu dl. Atunci lucrul mecanic elementar
este:

L = Fd (5.2)

b) Lucrul mecanic efectuat de presiune

Consideram ca sistemul consta dintr-un fluid ce ocupa volumul V' dintr-un
cilindru inchis cu ajutorul unui piston mobil. Sub actiunea fortelor externe
pistonul se deplaseaza cu distanta infinitezimala dz (Fig. 5.1).

Atunci lucrul mecanic elementar se scrie:

OF = Fdx = p,S dx (5.3)

unde cu p., am notat presiunea exterioara care se exercita asupra pistonului.
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In plus Sdz = —dV (deoarece la o deplasare dz in sensul fortei externe ce
actioneazd asupra sistemului volumul se micgoreazi). In cazul c& avem de-a
face cu o transformare cuasistatica starile intermediare sunt stari de echilibru
iar forta totala care actioneaza asupra sistemului trebuie sa fie nuld. Astfel
daca se noteaza cu p presiunea din interiorul sistemului:

PS — PeaxS =0 (5.4)

adica p = pe,. Atunci expresia lucrului mecanic este:

5L = —p dV (5.5)

Se observa ca daca dV < 0, 0L > 0 mediul extern efectueaza un lucru
mecanic asupra sistemului, iar daca dV > 0, 0L < 0 sistemul efectueaza un
lucrul mecanic asupra mediului.

¢) Lucrul mecanic al tensiunii superficiale

Fie o pelicula de lichid cu tensiunea superficiala o asupra careia actioneaza
o fortd F. Atunci cand o dimensiune a suprafetei variaza cu dz lucrul mecanic
efectuat este:

§L =F dx (5.6)

Cum procesul se considera cuasistatic forta F' de tractiune trebuie sa fie
egala, dar de sens contrar cu forta datorata tensiunii superficiale a lichidului
care se opune varierii suprafetei acestuia. Atunci F = F, = ol, unde [

este lungimea conturului pe care actioneaza fortele de tensiune superficiale.
Astfel:

0L =0l dx=0dS (5.7)

d) Forma generald a expresiei lucrului mecanic
Se pornegte de la discutia efectuata mai sus si se exprima lucrul mecanic
sub forma:

5L = A da (5.8)

In expresia de mai sus A joac# rolul fortei si poartd numele de forti gene-
ralizata iar a este un parametru de pozitie care poarta numele de coordonata
generalizata. Daca asupra sistemului actioneaza mai multe tipuri de forte
lucrul mecanic elementar va fi suma lucrurilor mecanice elementare:
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Figura 5.2: Lucrul mecanic in diverse transformari

0L =" Ay day, (5.9)
k

Parametri a;, - coordonatele generalizate - sunt parametri externi, deoarece
ei sunt determinati de actiunile ce au loc asupra sistemului. Fortele genera-
lizate A, depind atat de conditiile impuse din exterior cat si de coordonatele
particulelor ce alcatuiesc sistemul. Acestea sunt parametri interni.

Trebuie remarcat ca daca se considera o transformare intre doua stari de
echilibru lucrul mecanic depinde de modul in care se face aceasta transfor-
mare. In cazul unui fluid, stérile acestuia se pot reprezenta intr-o diagrams
p,V. Intr-o astfel de reprezentare lucrul mecanic total L = — ff pdV este
egal in valoare absoluta cu aria cuprinsd intre axa OV gi curba p = p (V).
Astfel in Fig. 5.2 sunt reprezentate mai multe transformari de la o stare
la alta. Se observa ca ariile de sub curbele respective sunt diferite ceea ce
inseamnd c& lucrul mecanic depinde de drum (de tipul de transformare).

Un concept util care va fi folosit foarte mult in continuare este acela de
sistem 1zolat adiabatic. Un astfel de sistem nu poate schimba energie cu
mediul extern decéat prin efectuare de lucru mecanic.
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5.1.4 Principiul general al termodinamicii

Un sistem izolat ajunge intotdeauna dupd un anumit timp intr-o stare de
echilibru termodinamic si nu poate iesi de la sine din aceasta stare.

Acesta este principiul general al termodinamicii si se bazeaza pe nenuma-
rate observatii experimentale.

Acest postulat are rolul unui principiu director. El arata sensul in care
evolueaza procesele de neechilibru si pune in evidenta ireversibilitatea lor.
Trebuie remarcat ca principiul general nu da nici un fel de informatie privitor
la durata relaxirii pentru atingerea stirii finale de echilibru. In plus princi-
piul general arata gi limitele de aplicabilitate ale termodinamicii, deoarece in
enuntul acestuia se vorbeste de sisteme izolate. In astfel de sisteme numérul
de particule trebuie sa fie foarte mare, dar nu infinit. Mentionam si faptul
ca termodinamica studiaza fenomenele in care fluctuatiile sunt neesentiale.
Din punct de vedere al fizicii statistice inseamna ca sistemele respective nu
trebuie sa contina un numar foarte mic de particule.

5.2 Principiul I al termodinamicii

5.2.1 Energia interna a unui sistem termodinamic

Se considera un sistem termodinamic izolat adiabatic care sufera un proces
ciclic. Lucrul mecanic trebuie sa fie nul deoarece in caz contrar ar fi posibil
crearea unui perpetuum mobile de speta I, adica ar fi posibila obtinerea
de lucru mecanic fara ca sa existe vreo modificare a sistemului respectiv.
Rezulta ca lucrul mecanic efectuat de fortele exterioare asupra unui sistem
termodinamic depinde doar de starea initiala si finala. Astfel a fost formulat
principiul I pentru sistemele izolate adiabatic.

Ezxista o functie U care depinde doar de starea sistemului astfel incat
intr-o transformare oarecare a sistemului izolat adiabatic intre starile a gi b:

Loy = Uy, — U, (5.10)

Lucrul efectuat de un sistem izolat adiabatic nu depinde de drum.

Functia U poarta denumirea de energie interna a sistemului. Din relatia
de mai sus rezulta ca U, energia interna a sistemului, este definita pana la
o constanta aditiva. Pentru a preciza valoarea acestei constante se alege in
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mod arbitrar o anumita stare O de referinta in care energiei i se atribuie
valoarea zero.

Revenind la forma diferentiald a primului principiu se poate afirma ca
pentru un sistem izolat adiabatic:

dU = 6L (5.11)

5.2.2 Formularea generala a primului principiu al ter-
modinamicii

Formularea restransa a primului principiu a permis introducerea functiei de
stare numita energie interna a carei variatie in procesele adiabatice este egala
cu lucrul mecanic efectuat.

Daca sistemul nu mai este inchis intr-un invelis adiabatic relatiile 5.10
si 5.11 nu mai sunt valabile pentru o transformare oarecare. In acest caz
lucrul mecanic depinde nu numai de starea initiala si finala, ci si de starile
intermediare. De aceea se introduce marimea (), prin relatia:

Qab =Up —Us — Lap (5.12)

Aceasta marime poarta denumirea de cantitate de caldura. Daca @, > 0
se spune ci sistemul primeste caldurd iar dacd Q. < 0 sistemul cedeaza
caldura. Deoarece in membrul drept al ecuatiei 5.12 intervine lucrul mecanic,
care este o marime de transformare, rezulta ca si caldura depinde de starile
intermediare prin care trece sistemul cdnd evolueaza intre cele doua stari.
Pentru a intelege semnificatia caldurii se considera un proces in care lucrul
mecanic este nul: L, = 0. Atunci:

Qab =Up — U, (5.13)

Aceasta inseamna ca marimea () (cantitatea de caldurd), este acea marime
care determind variatia energiei interne fara ca sa aiba loc variatia para-
metrilor externi.

Egalitatea 5.12 se scrie sub forma:

Uy— U, = Lo, + Qup (5.14)

si se observa ca desi fiecare termen din membrul al doilea depinde de starile
intermediare, suma lor nu depinde decat de starea initiala si finala. Egali-
tatea de mai sus constituie forma generala a principiului 1.
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Variatia energiei interne a unui sistem termodinamic inchis este egala cu
suma dintre lucrul mecanic primit sau cedat de sistem gi caldura elementara
cedata sau primita de sistem.

Sub forma diferentiald! primul principiu se scrie:

dU = §L + 6Q (5.15)

Daca Q4 = 0 atunci din 5.14 obtinem:

Uy — Uy = Lay (5.16)

Aceasta este forma primului principiu in cazul sistemelor izolate adia-
batic. Rezulta ca sistemele izolate adiabatic nu schimba caldura cu mediul
extern.

Principiul T formulat pentru sisteme inchise reprezinta legea conservarii
ener-giei. Intr-adevir daci Qu, = 0 si Loy = 0, U, = U, si energia unui sistem
izolat se conserva.

5.2.3 Temperatura empirica. Principiul zero
Contactul termic

Fie doua sisteme S; si S5 separate printr-un perete fix si adiabatic si situate
intr-o incinta izolata adiabatic de mediul extern. Sistemul S; se gaseste intr-o
stare de echilibru F; iar sistemul S5 se gaseste intr-o stare de echilibru Fy. Se
inlocuieste peretele adiabatic dintre cele doua sisteme cu unul diaterm care
permite schimbul de caldura dintre cele doua sisteme. Se spune ca sistemele
sunt in contact termic. In urma acestei operatii sistemul S = S; U S, izolat
adiabatic de mediul extern se va gasi in general intr-o stare de neechilibru
termic. Dupa un timp conform principiului fundamental al termodinamicii
sistemul S va ajunge intr-o stare de echilibru. Noile stiri de echilibru £, si
E, ale sistemelor Sy, respectiv Sy vor diferi in general de starile initiale de
echilibru.

Exista si situatii cand sistemele se gasesc in astfel de stari incat in-
locuirea peretelui adiabatic dintre ele cu unul diaterm nu determina schim-
barea stirilor intiale ale celor doud sisteme. In acest caz cele doud sisteme
se gasesc intr-o relatie de echilibru termic.

'Prin conventie se vor nota cu d respectiv § variatiile unor marimi care sunt, respectiv
nu sunt, diferentiale totale exacte.
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Figura 5.3: Tranzitivitatea echilibrului termic

Tranzitivitatea echilibrului termic

Fie doua sisteme S; si S izolate printr-un invelis adiabatic. Daca sistemele
sunt aduse in contact termic cu un al treilea sistem S3 (Fig. 5.3) atunci S si
S3 respectiv S, si S3 fie ramén intr-o stare de echilibru termic, fie evolueaza
datorita schimbului termic intr-o alta stare de echilibru comuna.

Daca se inlatura invelisul adiabatic dintre Sy si S si se izoleaza sistemul
S3 se constata ca sistemele S si Sy sunt in echilibru termic. Prin urmare
echilibrul termic este tranzitiv.

Pornindu-se de la proprietatea de tranzitivitate a echilibrului termic se
poate imparti multimea sistemelor termodinamice in clase de echivalenta.
Sistemele dintr-o clasa de echivalenta puse in contact termic unele cu altele
sunt in echilibru termic. Daca doua sisteme din doua clase de echivalenta
diferite sunt puse in contact termic ele nu vor fi in echilibru termic. Fiecarei
clase de echivalenta i se poate asocia un parametru. Acest parametru va
caracteriza din punct de vedere termic fiecare sistem termodinamic in parte,
fiind un parametru intern. El poarta numele de temperatura empirica.

Principiul zero al termodinamicii

Temperatura este o functie de starea de echilibru termodinamic.

Rezulta ca temperatura empirica este un parametru care permite com-
pararea starilor sistemelor aflate la echilibru.

Din formularea principiului zero al termodinamicii rezulta ca starea de
echilibru termodinamic este determinata de temperatura si de toti parametri
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externi. Astfel se poate da si o altd formulare a principiului zero:
Toti parametri interni ai sistemului sunt functii de parametri externi gi
de temperatura.

Ecuatii de stare

Matematic principiul zero al termodinamicii se scrie astfel:

Ai = Az (a1 , A2 .oly Gy 0) (517)
unde cu # am notat temperatura empirica.
Energia interna este o functie de stare a sistemului astfel ca:
U=U(ay, ag ..., ay , 0) (5.18)

Ecuatiile 5.17 poarta numele de ecuatii termice de stare iar ecuatia 5.18
poarta numele de ecuatie calorica de stare.
Ecuatiile termice de stare si ecuatia calorica de stare se obtin fie prin
metode experimentale fie prin metodele fizicii statistice.
De exemplu in cazul gazului ideal ecuatia termica de stare poarta numele
de ecuatia Clapeyron-Mendeleev gi are forma:
pV =vRT

Ecuatia calorica de stare este:

U=vCyT+ U,

In relatiile de mai sus v este numarul de kmoli, iar C'y, este caldura molara
la volum constant.

5.3 Principiul al II-lea al termodinamicii

5.3.1 Diverse formulari ale principiului al II - lea

Primul principiu al termodinamicii introduce marimea de stare numita ener-
gie internd, marime ce nu variaza in absenta actiunilor exterioare. Astfel
intr-o transformare ciclica variatia energiei interne este nula astfel ca:

L+Q=0 (5.19)
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Aceasta ecuatie specifica posibilitatea de a transforma lucrul mecanic in
caldura si invers, fara a preciza conditiile fizice in care acest fapt este posibil.
Pot exista trei situatii:

a)L=0 Q=0
b) L <0 Q>0
c)L>0 Q<0

Cand este realizat cazul al doilea spunem ca sistemul functioneaza ca o
maging termica in sensul ca primeste caldura din exterior si furnizeaza lucru
mecanic. Analizdnd functionarea maginilor termice, Sadi Carnot a ajuns la
concluzia ca ele nu pot functiona daca preiau caldura de la o singura sursa cu
o temperatura data. Pe baza acestor observatii Clausius a formulat principiul
al doilea sub forma:

Este imposibil de a realiza o transformare al carui unic rezultat sa fie
transferarea caldurii de la o sursa cu temperatura data la un corp cu o tem-
peratura mai ridicata.
sau

Trecerea caldurii de la un corp rece la unul mai cald are loc intotdeauna
cu modificarea simultana a sistemului si mediului extern.

O alta formulare a fost data de Kelvin:

Este imposibil de realizat o transformare al carui unic rezultat sa fie o
transformare in lucru mecanic a caldurii luata de la o sursa cu o temperatura
constanta.

Din examinarea datelor experimentale Planck a ajuns la concluzia ca:

FE'ste imposibil de construit o magina termica care sa produca lucrul mecanic
luand caldura de la o singura sursa de caldura.

Aceasta formulare arata imposibilitatea unui perpetuum mobile de speta
a II-a.

Daca se considera o transformare ciclicad si monoterma (in care sistemul
este in contact termic cu o singura sursd de caldura) atunci din variantele
(a), (b) si (c) se exclude varianta (b). Se observa ca varianta (c) nu este ex-
clusa ceea ce arata posibilitatea transformarii integrale a lucrului mecanic in
cdldurd. Situatia (a) o intalnim in cazul unei transformari ciclice monoterme
reversibile. Astfel conform principilui al IT - lea daca transformarea are loc
intr-un sens L > 051 Q < 0. In cazul transformarii inverse L' = —L si L'>0
adica —L > 0. Rezulta ca L = 0. Atunci si QQ = 0.
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Putem afirma ca intr-o transformare ciclica monoterma si reversibila sis-
temul nu schimba cu mediul exteriorul nici caldura nici lucru mecanic.

Formularea cea mai generala a principiului IT a fost data de Carathéodory:

In vecindtatea unei stiri de echilibru a unui sistem termodinamic omogen
existd stari care nu pot fi atinse prin procese adiabatice reversibile.

5.3.2 Fundamentele matematice ale principiului al II-
lea

Se numegte o forma Pfaff o expresie de forma:

O =) X; du (5.20)

i=1

In expresia de mai sus (x1, x2 ,..., x,) sunt variabile independente iar
(X1, X2,..., X,,) sunt functii de variabilele independente.

O forma Pfaff se numeste olonoma daca admite un factor integrant, adica
daca exista o functie p = p (v, x2 ,..., x,) astfel incat:

d® = ;6T (5.21)

sa fie o diferentiala totala exacta.
O forma Pfaff care nu admite un factor integrant se numeste neolonoma.
Ecuatia Pfaff este ecuatia satisfacuta de catre forma Pfaff:

ST =0 (5.22)

In cazul formelor olonome, ecuatia devine:

AP = poTl = 0 (5.23)

care are ca integrala prima & = C = const. Rezulta ca integralele prime
ale unei forme Pfaff olonome sunt date sub forma unei famili de suprafete
ce depind de un parametru C'. Daca forma Pfaff depinde de m variabile,
integralele prime vor fi hipersuprafete situate in spatiul R™. Trebuie remar-
cat ca hipersuprafetele respective nu se intersecteaza adica nu exista nici un
drum de la o hipersuprafata la alta pentru care dII = 0 (Fig. 5.4).

Aceasta inseamna ca hipersuprafetele, solutii ale ecuatiei Pfaff nu se in-
tersecteaza fiind disjuncte. In plus se demonstreazs ci dacs p este un factor
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Figura 5.4: Hipersuprafete in spatiul m dimensional ca integrale ale unei
forme Pfaff olonome

integrant, atunci si 4G (®) unde G este o functie arbitrara de integrala prima
® a functiei Pfaff este factor integrant.

Conform principiului al doilea sub forma data de Carathéodory, in vecina-
tatea unei stari de echilibru exista stari care sunt inaccesibile printr-un proces
adiabatic reversibil. Sa consideram un sistem izolat adiabatic care este ca-
racterizat de un numar de parametri externi a; , as ,..., a, si temperatura
empirica 6. Fie ZI o stare de echilibru. Variind coordonatele se pot efec-
tua o multime de procese izentrope care trec prin stari de echilibru diferite
gi care genereaza in spatiul starilor (spatiul starilor este un spatiu cu axele
ai, as , ..., a, gi0) o suprafatd izentropa?. In vecindtatea stirii Zl sistemului
exista o multime de stari de echilibru care nu pot fi atinse prin transformari
izentrope. Atunci pentru a atinge astfel de stari eliminam invelisul adiabatic
lisand sistemul s& evolueze citre o astfel de stare. In acest caz §Q # 0.
Se reface din nou invelisul adiabatic dupa ce sistemul a ajuns intr-o astfel
de stare si se variaza din nou parametri sistemului in mod reversibil. Se
va genera o noud suprafata izentropa. Se genereaza o multime de suprafete
izentrope care nu se intersecteaza una cu alta. Cum in transformarile de pe

2Procesul izentrop este procesul adiabatic reversibil.
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o suprafata izentropa 0() = 0 iar pentru transformarile dintre doua suprafete
0Q # 0 rezulta ca forma diferentiala 0@, care nu este o diferentiala totala
exacta, este o forma olonoma.

5.3.3 Entropia empirica

Caldura elementara 0@ fiind o forma Pfaff olonoma admite un factor inte-
grant . Expresia:

dd = ¢ 5Q (5.24)

este o diferentiala totala exacta ale carei integrale prime ® = C' reprezinta
o familie de hipersuprafete caracterizate de parametrul C. Pe fiecare hiper-
suprafata este satisfacuta ecuatia Pfaff 0& = 0. Suprafetele & = C' sunt chiar
suprafetele izentrope. Deoarece marimea ® este o diferentiala totala exacta
ea este o marime de stare gi caracterizeaza starea unui sistem din punct de
vedere al izentropiei. Ea poarta numele de entropie empirica.

5.3.4 Entropia si temperatura absoluta

Pentru a simplifica consideratiile care vor fi facute se considera un sistem
simplu, coordonata generalizata fiind V iar forta generalizata —p. Sistemul
se considera intr-o stare in care temperatura empirica este #. Vom diviza
acest sistem in doua subsisteme S; si Sy primul ocupand volumul V; iar cel
de-al doilea volumul V5.

Se presupune ca sistemului initial i se transfera o cantitate de caldura 6Q)
printr-un proces reversibil. Cantitatea de caldura se repartizeaza celor doua
subsisteme astfel:

5Q = 6Q + 6Qs (5.25)

unde 0(); este cantitatea de caldura ce revine primului sistem, iar dQ), este
cantitatea de caldura care revine celui de-al doilea sistem.

Cum caldurile elementare sunt forme Pfaff olonome pentru fiecare dintre
acestea exista cate un factor integrant. Astfel putem scrie:

d®y = &, (V1,0) 6C (5.26)

APy = &5 (V2,0) 60, (5.27)
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dd = ¢ (V1,Va,0) 6Q (5.28)

Atunci relatia 5.25 devine:

i =5 4o, + £ o, (5.29)

&1 3
Entropiile empirice ®; , ®5 si ® sunt functii de stare, care la echilibru
depind doar de coordonata generalizatd (in cazul nostru de volum) si de
temperatura empirica. Astfel:

(I)l = q)l (‘/17 9)
= (V1,V3,0)

Daca se considera primele doua ecuatii se pot exprima volumele in functie
de entropie

Vi =Vi(®1,0)
{ Vo = Vo (P, 0) (5:31)
ceea ce Inseamna ca factorii integranti sunt de forma:
51 = 51 (q)lv 0)
£y =& (P2, 0) (5.32)
5 = f ((I)la (I)Zv 9)

Rezulta ca entropia empirica a sistemului se poate exprima tindnd cont
de relatiile 5.30 si 5.31 astfel:

O = (D, y,0) (5.33)
Atunci:
0D 0D 0D
d® = — dP; + — dPy + — db .34
00, "1t aa, T2 g (5:34)

Prin identificarea expresiilor 5.29 si 5.34 se obtine:

0PN _ &
(#9).. 7 ¢ 639
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0P £
—_— = = 5.36
(8(1)2) o1 52 ( )
0o
<%> Doy, Py - O (537)
Se observa ca:
o (0P 0 [0d
20 (a@) 09, (%) - (538)

unde i =1, 2
Atunci tinand cont de 5.35 rezulta:

% (5_1) _ % (5_2) —0 (5.39)
§ §

Rezulta ca rapoartele factorilor integranti nu depind explicit de tempe-
ratura empirica . Aceasta se poate intAmpla in cazul in care acestia se
exprima ca un produs de doua functii, una depinzind de temperatura em-
pirica (si care este aceiasi pentru oricare din factorii integranti) si cealdlata
de entropia empirica.

& = B(0) g1 (P1)
oy =B (0) py (D2) (5.40)
£=p0(0)p ()
Rezulta:
Boy=—SL =2 ¢ (5.41)

P1(P1)  pa () (D)
Daca cele doua sisteme, indiferent de modul in care sunt alese, se afla
la echilibru la temperatura empiricd 6, se poate defini functia 5 = 3 (0)
independenta de sistemul considerat.
Cum &, sunt factorii integranti iar ¢, sunt functii de entropiile empirice

®; atunci si rapoartele Si sunt factori integranti ai caldurii indiferent de

forma functiilor ;. Rezultd ci [ (0) este un factor integrant al caldurilor
primite de subsistemele Sy si S, si sistemul S. In concluzie indiferent de
marimea si natura sistemului aflat la temperatura 6, pentru cantitatea de
caldura primita exista acelasi factor integrant. Rezulta ca expresia:
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p(0) 0Q

este diferentiala totala exacta, iar entropia care corespunde acestui factor
integrant privilegiat este o entropie privilegiata. Se poate presupune:

B(6) = —— (5.42)

unde 7" poarta denumirea de temperatura absoluta.

Atat temperatura T' cat si entropia privelegiata care se noteaza cu S, se
numesc absolute deoarece ele au fost definite in mod absolut, fara a se face
vreo referire la vreo proprietate specifica a sistemelor respective.

Se poate scrie:

1
as = 7 6Q (5.43)

Astfel se poate formula principiul al doilea:

Exista o functie de stare numita entropie care pentru procesele reversibile
satisface relatia 5.43.

Din cele discutate anterior rezulta urmatoarele proprietati ale entropiei:

a) Entropia este o functie de stare, dS este o forma diferentiald totald
exacta. Atunci pentru o transformare ciclica

7{ ds =0 (5.44)

indiferent de revesibilitatea sau ireversibilitatea procesului respectiv.
b) Pentru o stare arbitrard entropia este definitd pand la o constantd
aditiva; intre doua stari insa variatia entropiei este bine definita:

2 5Q

Sy — 5] = — 5.45
5= [ 3 (5.45)

c) Entropia este o functie aditiva.
Daca se divide un sistem S intr-o serie de subsisteme S; , S5 ,..., S,

atunci:
0Q = 0Qx (5.46)
k=1

si
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dS:@:ZL%:ZdSk (5.47)
k=1

k=1

5.3.5 Principiul al II - lea pentru procesele ireversibile

Un mare numdr de experiente au aratat cd in cazul proceselor ireversibile (aga
cum sunt procesele reale) entropia variaza chiar si in cazul cand sistemul nu
schimba caldura cu mediul extern. Aceasta variatie a entropiei, datorita
irevesibilitatii este intotdeauna pozitiva.

Se considera un singur exemplu: destinderea adiabatica in vid a unui gaz
ideal.

Fie dous recipiente izolate adiabatic de mediul exterior. Intr-unul din ele
se afla un gaz iar celdlalt este vidat. Gazul se afla in recipientul de volum V}
la presiunea p; si temperatura 77 . Recipientul vidat are volumul V5. Cele
doua recipiente comunica intre ele printr-un robinet. Se deschide robinetul
astfel incat gazul va ocupa gi recipientul de volum V5. Procesul este un proces
necuasistatic (deoarece se produce intr-un timp scurt iar starile intermediare
nu sunt stari de echilibru) si ireversibil (gazul nu se comprima de la sine in
).

Procesul are loc fara schimb de caldurd (@ = 0) iar lucrul mecanic este
nul deoarece destinderea este libera. Atunci AU = @+ L =0 si cum AU =
Cy AT atunci AT = 0. Procesul este si izoterm. Se tine cont ca entropia este
o functie de stare si se calculeaza variatia de entropie considerand un proces
cuasistatic reversibil izoterm in care gazul se destinde de la volumul V; la
volumul V, + V4. Intr-un proces izoterm:

T
50 = —oL = pav = L gy

Vv

unde v este numarul de kmoli.
0QQ VR
dS=—==—d
S T v Vv
Rezulta:
Vi+Ve
AS—/ VR v —urm A2
1% V ‘/1



156 CAPITOLUL 5. TERMODINAMICA

Aceiasi variatie de entropiei poate fi atribuita si procesului ireversibil intre
aceleagi dous stéri. In procesul reversibil cresterea entropiei are loc datoritd
unui aport de caldura pe cand in procesul ireversibil cresterea entropiei are loc
fara aport de cildurd. In acest ultim caz cresterea de entropie se datoreste
ireversibilitatii procesului. Atunci in cazul proceselor ireversibile se poate
formula principiul al IT -lea astfel:

dS =d;S >0 (5.48)
unde indicele i se refera la ireversibilitatea procesului.
Daca sistemul nu este izolat adiabatic atunci entropia variaza si datorita
schimbului de caldura:

_ 0@
deS = =% (5.49)

Temperatura 7' nu este intotdeauna temperatura sistemului (deoarece
pentru starile de neechilibru prin care trece sistemul in cursul unui proces
ireversibil temperatura nici nu se poate defini). Temperatura T" este tempe-
ratura termostatului cu care sistemul este in contact termic si cu care schimba
cadura.

Atunci variatia totald a entropiei este:

dS =d.,S + d;S (5.50)
sau
0Q
dS = T +d;S
Atunci:
0Q

unde §() este cantitatea de caldura schimbata de sistem in procesul ireversibil.

5.3.6 [Egalitatea lui Clausius. Ecuatia fundamentala a
termodinamicii

Se considera o transformare ciclica revesibila. Deoarece entropia este o
functie de stare variatia ei este nula.
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fdszf%Q:o (5.52)

Egalitatea de mai sus poartd numele de egalitatea lui Clausius. Trebuie
remarcat ca daca intr-un proces ciclic oarecare este adevarata ecuatia de
mai sus procesul este reversibil. Pentru a deduce ecuatia fundamentala a
termodinamicii se pornegte de la principiul intéi.

dU = 6Q + 6L (5.53)
unde:
i=1
Atunci:

dU = TdS + Y A; da (5.54)

=1

5.3.7 Inegalitatea lui Clausius. Inecuatia fundamen-
tala a termodinamicii

In cazul unui proces ciclic ireversibil avem:

7{ ds > 7{ ‘%Q (5.55)

f% <0 (5.56)

Relatia 5.56 poarta numele de inegalitatea lui Clausius. O consecinta a
acesteia este faptul ca intr-o incinta izolata adiabatic nu se poate desfagura un
proces ciclic ireversibil. Deoarece procesul este ciclic ar trebui ca ¢ dS = 0.
Cum procesul este ireversibil ar trebui ca § dS = ¢ d;S > 0 ceea ce duce la
o contradictie.

Deoarece

Cum f dS = 0 rezulta:

TdS > 5Q
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T
1 2
1’{ L
LT 3
\ \
1 1
S, s, S

Figura 5.5: Ciclul Carnot

iar
0Q =dU — 6L

atunci:

TdS > dU — 6L (5.57)

Aceasta inegalitate pentru procesele ireversibile poate fi exprimata in
cazul cel mai general care include si procesele reversibile astfel:

TdS > dU — 6L (5.58)

5.3.8 Ciclul Carnot reversibil

Ciclul Carnot consta din doua procese izoterme si doua procese adiabatice
(Fig. 5.5). Notam cu £ = —L - lucrul mecanic efectuat de sistem asupra
mediului extern.

Procesul 1-2 este o destindere izoterma in care sistemul primeste caldura
@1 > 0 si efectueaza lucru mecanic asupra mediului (£ = —L < 0).

Procesul 2-3 este o destindere adiabaticid (@ = 0, S = const). Sistemul
efectueaza lucru mecanic.

Procesul 3-4 este o comprimare izoterma (sistemul cedeaza caldurd iar
asupra lui mediul efectueaza lucru mecanic).
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Procesul 4-1 este o comprimare adiabatica in care mediul extern efectueaza
lucru mecanic asupra sistemului.
Pentru intreg ciclul (tindnd cont de egalitatea lui Clausius) se obtine:

JU[O LR E e

Pentru cele doud transformari adiabatice (in care caldura schimbata cu

mediul este nuld):
IS
o T Js T

Pentru transformarea izoterma 1-2:

/2@_%
. T T

Pentru transformarea izoterma 3-4:

f@_@
s T T

Pe intreg ciclul se obtine:

Q2 Q1

- 4+ == = 5.60
T 0 (5.60)
sau:
Q- 15
- = ——= 5.61
Q1 Ty (5.61)

Cu 717 si T» am notat temperaturile implicate in cele doua transformari.
Acestea sunt de fapt temperaturile celor doua surse de caldura cu care sis-
temul este in contact.

Cum @1 > 0si Q2 < 0 iar AU = 0 atunci lucrul mecanic efectuat de
sistem in cursul intregului ciclu este:

L=—-L=Q1+ Q=01 —|Q] (5.62)
Atunci randamentul ciclului Carnot este:
£ =1- @ (5.63)

T @1
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Din aceasta expresie rezulta ca randamentul ciclului Carnot depinde nu-
mai de temperaturile celor doua surse de caldura care determina tempera-
turile celor doua procese izoterme si este independent de natura sistemului
care-l efectueaza.

In cazul ciclului Carnot ireversibil se porneste de la inegalitatea lui Clau-
sius. Se ajunge, dupa un rationament asemanator cu cel de mai sus, la
concluzia ca:

Q2 , @
242 <0 5.64
TS (5.64)

Atunci randamentul ciclului ireversibil rezultd a fi mai mic decat in cazul
ciclului reversibil:

T.
77:521—@@——2 (5.65)

Q1 1 T
5.4 Aplicatii ale principiului I

5.4.1 Capacitati calorice si calduri latente

Conform principiului I al termodinamicii:
dU = 6Q + ) Arday (5.66)
k

In expresia de mai sus energia internd U gi parametri de forta A, depind
de temperatura si de parametri externi.

Deoarece energia interna este o functie de stare ea este o diferentiald
totala.

oU oU
dU = (8_T) dT +) (a—ak>T  day (5.67)
ag k stk

Din relatiile 5.66 si 5.67 se obtine:
ou
().,
86Lk Ta;in

oU
5Q = (6_T> dT + Ek:

Se vor discuta urmatoarele cazuri:
a) temperatura este constanta

day, (5.68)
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Atunci:
oU
= — — A )
0Q=> ( 8%)T k| day, (5.69)
k a5tk
Maérimile:
Mo = (G_U) A (5.70)
aak Toajzn

sunt caldurile latente asociate coordonatelor generalizate a,. Aceste marimi
se utilizeaza pentru a calcula cantitatea de caldura schimbata de sistem cu
mediul extern cand sistemul isi modifica un parametru de pozitie fara ca el
sd~si modifice temperatura.

b) parametri externi sunt constanti

Deoarece da; = 0:

- () -

Se definegte capacitatea calorica cAnd coordonatele generalizate sunt con-
stante prin relatia:

0Q ou
e (29) ~(2) o
Se pot defini caldurile molare la parametri externi constanti:
1 /0Q 1 /oU
Cudary = - (8_T) L <8_T) . (5.73)

5.4.2 Entalpia

Daca se aleg ca parametri independenti temperatura si parametri de forta
pornind de la expresia primului principiu al termodinamicii (5.66) se poate
scrie:

k k k
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Marimea

H=U-)Y Aa (5.75)
k

se numeste entalpie. Aceasta este o functie de temperatura si de parametri
de forta H (T, Ax). Ea este o diferentiald totald exacta.

0H oH
dH = | — dT + — dA 2.76

Atunci:

oH oH
(5@ = (—) dl’ + (—) + ag
or) ,, Zk: AL ) 1.4,

Astfel se poate defini capacitatea calorica a sistemului la parametri de

forta constanti:
0Q OH
C - —_— = —_— .
A <6T> ” (8T)Ak (5.78)

si caldura molara la parametri de forta constanti :

dA}, (5.77)

1 (0H
Cufay =7 <8_T)A (5.79)
k

Se pot defini si caldurile latente asociate parametrilor de forta Ag:

6Q ) (8}[ )
A, = [ =2 = == + 5.80
k <8Ak " aAk - ag ( )

Ele caracterizeaza schimburile de caldura dintre sistem si mediu atunci
cand un parametru de forta variaza iar temperatura este constanta.

Daca parametri de forta sunt constanti (dA; = 0) din relatia 5.74 rezulta
ca:

5Q = dH (5.81)
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5.4.3 Aplicatii in cazul fluidelor

O importanta particularizare o prezinta fluidele pentru care forta genera-
lizata este A = —p iar coordonata generalizatd a = V' . Aceasta inseamna ca
energia interna si presiunea pot fi exprimate in functie de volum si tempe-
ratura:

U=(V,T) (5.82)

p=p(V.T) (5.83)

In acest caz:

5Q = dU — 5L = (8—[]) dT + (8—U> dV +p dV
|4 T

aoT ov

ou ou
Q== dI — av 5.84
o= (ar), 7+ |(5v), 7 50

Se defineste capacitatea calorica a sistemului la volum constant:
0Q ou
Cyv==) == 5.85
=), - (o), >
si caldura latenta asociata volumului:

0Q ou
A=(==) == 5.86
(o), = (5r), (550

Astfel pentru expresia caldurii schimbata de sistem cu mediul extern se
obtine:

5Q = Cy dT + X dV (5.87)

Daca se considera ca parametri independenti temperatura si presiunea

5Q =dU +p dV = dU +d (pV) — Vdp (5.88)

5Q =d (U +pV) — Vdp (5.89)

Cum:
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H=U+pV

relatia 5.89 se mai poate scrie:

0Q = dH — Vdp
0OH OH
dH = (—) dT + (—) dp
ar ), op ) ¢
relatia 5.91 devine:

OH OH
o= (ar) o+ ((5), -]

Astfel capacitatea calorica la presiune constanta este:

_(5Q\ _(om
o= (o7),~ (o),

iar caldura latenta asociata presiunii este:

= (Y v
P 8PT

Deoarece:

Cazul gazului ideal

(5.90)

(5.91)

(5.92)

(5.93)

(5.94)

(5.95)

Prin gaz ideal se intelege un gaz a carui energie interna nu depinde decat de

temperaturd (in afard de masi).

U=U(T)

(5.96)

In cazul gazului ideal pentru o cantitate egald cu un kmol ecuatia de stare

este:

pV = RT

In acest caz:

ou

5Q = dU +p dV = <—) dT +p dV = CdT + p dV
14

or

(5.97)

(5.98)
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Se utilizeaza notatia C),yy pentru a specifica faptul ca este vorba de caldura
molara la volum constant.

Deoarece H = U + pV = U + RT se observa ca entalpia este in acest caz
o functie numai de temperatura. Atunci:

(%—ZI)T =0 (5.99)

6Q = C,pdT — Vdp (5.100)

iar relatia 5.93 devine:

Din relatia 5.98 rezulta:

(g—g) =Cuv +p (Z_‘;) (5.101)

Din (5.101) rezulta relatia lui Robert Mayer

o (1

CMP = CMV —|—pa—T D ) = CMV +R (5.102)

5.4.4 Procese cuasistatice reversibile fudamentale
Discutia acestor procese va fi linitata la cazul unui fluid si se vor particulariza
rezultatele obtinute pentru gazul ideal.

Procesul politrop

Procesul politrop este procesul in care capacitatea calorica este constanta.
Atunci cantitatea de caldura schimbata cu mediul in cazul unui proces
infinitezimal se poate scrie:

5Q = CdT

oU oU
Q= (a—T)Vd“ KW)T“’} v

Cum:

Atunci:
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C—@— a_U + a_U + d_v
—ar ~\or), " |[\ov ), ?] ar

astfel Incat:

ou av
= — — 1
C=Cy+ |:(8V>T+p} IT (5.103)
In cazul in care p = const ecuatia de mai sus devine:
ou ov
= — — 104
co=cv+|(5v),+| (37), (100

Din relatia 5.103 rezulta:

oU dv
o-ov=[(5w), 7]
T

Gy = Cr = Kg_g)“?} (3_9

Se face raportul ultimelor doua relatii si se obtine:

iar din 5.104

c-Cy dV

1

de unde rezulta:

C,—Cy\ (0T B
dT + (Cv — C) (W)pdv =0 (5.105)

Deoarece T'=T (p,V)

oT oT
T = (a_p) ) dp + <W)p dv (5.106)

relatia 5.105 devine:

oT C, — Cy oT B
(a—p>vdp+ (Cv &+ 1) (W)pdv =0 (5.107)

Sau:
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oT c,—C oT
— ) d L — | dV =0 5.108
(&), o+ (&=2) (7)), (0109
Notam:
c,-C
= 5.109
Acest raport poarta numele de indice politropic. Atunci ecuatia 5.108 se
poate scrie:
oT oT
— | d — | dV =0 5.110
(), (5v), 100

In cazul gazului perfect pentru 1 kmol de gaz se aplicd ecuatia de stare

data de 5.97 si rezulta:
ar 1%
— | == 5.111
( Ip ) vy R ( )
De asemenea
orT P
— | == 5.112
(ov),= % a1
Atunci relatia 5.110 devine:
dp AV _
T

Prin integrare se obtine ecuatia transformarii politrope:

0 (5.113)

pV"™ = const (5.114)

Din relatia 5.109 se poate exprima capacitatea calorica a procesului politrop
in functie de n:

_n—-"
C=——0Cy (5.115)

Lucrul mecanic in procesele politrope se poate calcula pornind de la
ecuatia acestuia. Considerand ca sistemul evolueaza din starea 1 in starea 2:

pV"™ = p V" = p V! (5.116)
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Atunci:
Va Va n vn Vot an+1
L:—/ pdV =— p_lvldvzpll(2 ) (5.117)
i i V" n — 1
— T, — vRT
I — p2Vo —p1Vi vRTy —vRTy (5.118)

n—1 N n—1

Procesele izentrope

Procesele izentrope sunt procesele adiabatice reversibile. In aceste procese
capacitatea calorica este nula deoarece ele se desfasoara fara schimb de cal-
durd. Atunci din relatia 5.109 se obtine:

C,
=L — 5.119
" Cy 7 ( )
Ecuatia procesului pentru gazul ideal este:
pV 7 = const (5.120)

Lucrul mecanic se calculeaza ca in cazul procesului politrop. Din acest
motiv expresia acestuia este analoaga cu cea a procesului politrop in care n
se inlocuieste cu . Raportul C,/Cy numit exponent adiabatic are valoarea
5/3 pentru gazele monoatomice.

Procese izoterme

Acestea sunt procesele in care T' = const, (dT' = 0); rezultd C' = oc. In
ceea ce priveste indicele politropic trebuie remarcat ca din ecuatia proceselor
izoterme:

pV = const (5.121)

rezulta n = 1.
Se aplica primul principiu si se tine seama ca dU = 0; rezulta:

5Q = —iL

Lucrul mecanic in acest proces este:
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2 2
L= —/ pdV = —/ vRTY — yRT — Uy (5.122)
1 1 4 Va p1

Procese izobare

Acestea sunt procesele in care presiunea este constanta. Rezulta n = 0.

Procele izocore

Acestea sunt procesele in care V' = const. Daca nu exista altd coordonata
generalizata in afara de volum, lucrul mecanic este nul; astfel dU = Q) iar
indicele politropic este

n=_———=00 (5.123)

deoarece C = CYy, .

5.5 Functii caracteristice

5.5.1 Functii caracteristice

Se numegte functie caracteristica o functie cu ajutorul careia se poate deter-
mina starea de echilibru a sistemului termodinamic.

Referindu-ne la starile de echilibru acestea sunt bine determinate daca se
cunosc valorile pe care le iau parametri externi (coordonatele generalizate) gi
temperatura. Ecuatiile caracteristice ale sistemului 7?7 si 7?7 dau parametri
de forta si energia interna in functie de temperatura si parametri externi.

Totusi o astfel de reprezentare nu este suficienta deoarece de multe ori
ca variabile independente pot sa intervina si parametri de forta. Acest lucru
trebuie luat in considerare caci anumite procese termodinamice se desfagoara
in conditii in care sistemul este in contact cu anumite rezervoare care fac
ca anumiti parametri intensivi si fie mentinuti constanti (temperatura, pre-
siunea).
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Energia interna

Din ecuatia fundamentald a termodinamicii (5.54) rezultd ci energia interna
poate fi exprimata in functie de entropie si coordonatele generalizate ale
sistemului:

U=U(S, a) (5.124)

Ecuatia 5.124 poarta numele de ecuatie fundamentala energetica. Dife-
rentiind rezulta:

ou ou
dU = — | dS — d 5.125
(as) | +Z(8ak> | i (5.125)
a; k Ai#k , S
Se identifica expresiile 5.54 si 5.125 i rezulta:
ou
T=|— 5.126
A, = <8_U> (5.127)
Oay, ),
itk |, S

Folosirea functiei U ca functie caracteristica este incomoda deoarece pen-
tru a scrie o relatie de forma 5.124 este necesar sa se cunoasca dependenta
lui U de S, entropia fiind a marime ce nu poate fi masurata direct.

Entropia

Din egalitatea fundamentala a termodinamicii rezulta:

dU — Z k Akdak
T
Ecuatia 5.128 sugereaza alegerea variabilelor U si a; ca variabile indepen-
dente pentru precizarea starilor de echilibru. Atunci:

ds = (5.128)

S=SWU, a1, ay,..., a) (5.129)

Ecuatia 5.129 poarta numele de ecuatie fundamentala entropica.
Astfel:

83 03
ds = (%) U+ (8—%)%& (5.130)

k kK, U
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Se compara expresia 5.128 cu 5.130 si rezulta:

1 (05
== (@)k (5.131)

A (05
L (8_%) (5.132)

itk , U

Prima relatie este ecuatia calorica de stare, iar relatiile 5.132 reprezinta
ecuatiile termice de stare.
Energia libera

Pentru a avea ca variabile independente temperatura si coordonatele gene-
ralizate se introduce functia caracteristica denumita energie libera.

F=U-TS (5.133)
Rezulta:
dF = —SdT + ) Ay, day, (5.134)
k
Cum
F= F(T, ay , ag , ..., an) (5135)
Se diferentiaza
oF OF
F=|— T — 1
d (8T) d +Z(8ak)T  da (5.136)
a; k y Qitk
si se identifica coeficientii diferentialelor din 5.134 si 5.136:
oF
=—| = 1
S (8T>ai (5.137)
or
A = (@_) (5.138)
k) 1 ) itk

In plus se observa ca:
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OF
U:F+TS:F—T(0—T)ai (5.139)

Relatia 5.139 este cunoscuta sub denumirea de ecuatia lui Gibbs-Helmholtz.

Entalpia

Daca se aleg ca parametri independenti entropia si parametri de forta, ental-
pia este data de expresia:

H=U-> A a (5.140)
k
Atunci:

dH =TdS =Y ardAy, (5.141)
k
Deoarece H = H (S, Ay):

oOH oOH
dH = <%)Ai ds + zk: (a_Ak> dA, (5.142)

Din 5.141 si 5.142 rezulta:

T = (g—g) ) (5.143)

OH
= — | — .144
” ( . Ak)g " (5.144)

Se tine cont de relatiile 5.140 si 5.144 si se obtine:

oH
U:H+2Ak ak:H—ZAk (6—Ak>5 ) (5.145)
k k s ik



5.5. FUNCTII CARACTERISTICE 173

Entalpia libera

Cand variabilele independente sunt temperatura si parametri de forta, se
introduce functia caracteristica entalpia libera definita astfel:

G=H-TS (5.146)

Atunci:

dG = —SdT = apdAy, (5.147)
k

Deoarece G = G (T, Aj) atunci:

oG
dA 5.148
o= (o), o2 n), e

Din 5.147 si 5.148 rezulta:
S=- (ﬁ) (5.149)
A;

oT
oG )
ap = — | — (5.150)
<8Ak T, Aizk
Se tine cont de relatiile 5.146 si 5.150 si se obtine:
oG
H = T T 151
S .

5.5.2 Relatiile lui Maxwell

Se considera pentru exemplificare cazul unui fluid. Asa cum s-a mai precizat,
in acest caz avem un singur parametru de pozitie a = V gi unul de forta

A= —p.
Astfel relatia 5.54 se scrie:
dU =TdS — pdV (5.152)

Cum dU este o diferentiala totala exacta

@), e
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In acelasi mod se obtine diferentiala energiei libere:

dF = —SdT — pdV (5.154)

@), e

Diferentiala entalpiei este:

Rezulta:

dH = TdS + Vdp (5.156)

(Z_Z)S _ (g_‘g)p (5.157)

Diferentiala entalpiei libere este:

Rezulta:

dG = —SdT + Vdp (5.158)

_ <%>T _ (gl;)p (5.159)

Relatiile 5.153, 5.155, 5.157, 5.159 poarta numele de relatiile lui Maxwell
si sunt relatii intre diverse derivate partiale ale parametrilor sistemului.

Rezulta:

5.5.3 Aplicatii ale relatiilor Maxwell

Din punct de vedere aplicativ este importanta cunoasterea relatiilor lui Maxwell
care contin derivatele partiale ale unor parametri termodinamici. In cazul
unui fluid toate aceste derivate pot fi exprimate pornind de la trei derivate
partiale de baza. Alegerea acestora depinde de posibilitatile de a fi masurate
experimental. Practic aceste derivate partiale considerate de baza intervin
prin intermediul coeficientilor calorici. Acestia sunt:

a) Capacitatea calorica la presiune constanta:

- (1) r(2) o100
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b) Coeficientul de dilatare izobar:

1 [oV
==|= 161
o= ( 8T>p (5.161)
c) Coeficientul de compresibilitate izoterm:
1 [oV
Kp=—=|—+ 5.162
! 4 ( Ip )T ( )

Pentru exemplificare se vor considera o serie de procese care pot fi ca-
racterizate cu ajutorul coeficientilor calorici definiti mai sus.
Incalzire izocora

In cursul acestui proces volumul se mentine constant iar presiunea este marita
lent. Atunci variatia de temperatura este data de:

oT
dl'=|— | d 5.163
(819)\/ P ( )

Se tine cont ca:

Pentru a exprima derivata partiald (0V/dp), se considerd relatia 5.162.
Se utilizeaza si relatia de definitie 5.161, iar 5.164 devine:

or K
(—) S (5.165)
op ) Q
Astfel:
K
AT = ?po (5.166)

Compresie adiabatica

In cazul acestei transformari sistemul nu schimba caldura cu mediul extern
dar temperatura sa se modificd. Intr-o transformare reversibild entropia
sistemului nu se schimba. Deoarece U = U (S, V):
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ou
T'=|\—| =T(S 5.167
(55) —Ts.» (5.16)
Atunci variatia temperaturii, cind entropia este constanta se scrie ca:
GT)
dl' = — | dp 5.168
(5). (5.16)

Cum:

O e

Pentru a evalua derivata partiald (05/0p), se tine cont de relatia Maxwell
5.153 iar pentru derivata partiala (0S/0T'), de relatia de definitie 5.160.
Atunci:

or (%)p aV'T
— | =—F—= (5.170)
op ) v e Cp
Rezulta:
T
ar = VL4, (5.171)
Cp

Compresia izoterma

Fie un sistem mentinut la o temperatura constanta si caruia i se modifica
lent volumul. Se considera ca toti parametri pot fi exprimati in functie de
temperatura si presiune. Rezulta ca si entropia este o functie de temperatura
si presiune S =S (p, T).

08 )
dS=|—| dp 5.172
(5). (5.172)
Se tine cont de relatia Maxwell 5.159 si se obtine:
ov
=—\| = = — 1
ds (aT)p dp aVdp (5.173)

De asemenea U = U (p ,T):
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dU = (a_p) dp (5.174)

Cum dU = TdS — pdV relatia 5.174 devine:

a8 oV
dU =T (=) —p(Z=) |4
{ <3P>T p<3p)T] P
dU = [—aVT + pV Ky dp (5.175)

Destinderea libera

In cazul acestui proces volumul V' este variat brusc de la valoarea V; la V.
Este esential ci energia internd nu variazd. Cum 7" = T (U , V), variatia
temperaturii este:

oT
T pr— —_— -1
d (W)Udv (5.176)
Dar:
(6_T> &) T(F)emp . p-T(FH)y
v /)y (g_U)V Cv Cv
Rezulta:
P To
dT = | =— dv 1
(CV + CVKT) (5.177)

5.5.4 Potentiale termodinamice

Unele functii caracteristice sunt denumite potentiale termodinamice deoare-
ce in starile de echilibru ajung sa aiba valori minime. Pentru a defini aceste
functii se scrie lucrul mecanic astfel:

§L=6L—pdV (5.178)

unde L este lucrul mecanic efectuat de alte forte generalizate in afara de
cele de presiune.

Potential termodinamic este orice functie caracteristica a carei variatie in
procesele reversibile este egala cu o L.
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Energia interna

Din expresia variatiei energiei interne ca functie caracteristica U (S , ay)

dU = TdS + 6L — pdV

rezulta ca energia interna este un potential termodinamic cdnd entropia si
volumul sunt constante.
Energia libera

Variatia energiei libere se pune sub urmatoarea forma:

dF = dU — TdS — SdT = 6L — SdT = 6L — pdV — SdT (5.179)
Rezulta ca energia libera este un potential termodinamic cand tempe-
ratura gi volumul sunt constante.
Entalpia

Se observa ca:

dU = TdS + 6L — p dV (5.180)

Atunci:

SL=d(U+pV)—TdS —Vdp=dH —TdS — Vdp (5.181)
Entalpia este un potential termodinamic cind entropia si presiunea sunt
constante.
Entalpia libera

Din 5.180 se obtine dupa cateva operatii:

SL=d(U+pV —TS) — Vdp+ SdT (5.182)

Sau

§L = dG — Vdp + SdT (5.183)

Rezulta ca entalpia libera este un potential termodinamic cdnd presiunea
si temperatura sunt constante.
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5.5.5 Conditii de echilibru

Cresterea entropiei

Pentru studiul conditiilor de echilibru ale sistemelor termodinamice se porneste
de la inegalitatea fundamentala a termodinamicii

5Q
/Jﬂ—& Si

Trebuie remarcat ca temperatura 7" nu este temperatura sistemului ci
temperatura termostatului cu care sistemul este in contact (este posibil ca in
cursul unui proces ireversibil temperatura sistemului sa nu poata fi definita
deoarece starile intermediare nu sunt stari de echilibru). Daca sistemul este
izolat:

S; < S (5.184)

Aceasta inegalitate arata ca in cursul proceselor ireversibile entropia sis-
temului cregste.

Din inegalitatea 5.184 se poate deduce afirmatia: starea finala de echili-
bru este realizata atunci cdnd entropia are valoare maxima.

Principiul minimului energiei interne

Conditia de maxim a entropiei intr-o stare de echilibru este echivalenta cu
conditia de minim a energiei interne.

Sa presupunem ca atunci cdnd entropia este maxima energia interna nu
ar fi minima. Atunci se poate extrage energie din sistem sub forma de lucru
mecanic, situatie in care entropia nu ar varia. Dand apoi sistemului energie
sub forma de caldura, pentru a aduce sistemul in aceiagi stare energetica,
rezultd ca entropia ar creste fapt ce ar contrazice afirmatia ca in starea
initiala energia nu ar fi minima.

Rezulta ca in starea de echilibru energia interna este minima.

Din punct de vedere matematic minimul energiei se exprima prin condi-
tiile:

dU =0; d°U >0
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Procese in care sistemul este in contact termic cu un termostat

In acest caz energia interni a sistemului se modificd prin schimbarea doar de
caldura cu un termostat.

Pentru a se determina conditiile matematice satisfacute in starea de echili-
bru se impun conditiile de echilibru pentru sistemul compus din sistemul
propriu zis i termostat.

dU+U)=0, dU+U,)>0
unde indicele r se refera la termostat.

In plus, in starea de echilibru:

d(S+S,)=0 ; dS,=—-dS

Deoarece sistemul este in contact cu termostatul variatia energiei ter-
mostatului se datoreaza schimbului de caldura cu sistemul. Astfel:

dU, =T,dS,

Cum dU = —dU, atunci:

dU —T,dS =0
Deoarece temperatura termostatului este constanta

d(U—-T.8) =0 (5.185)

Cum sistemul se afla in echilibru cu termostatul, temperatura sistemului
este egala cu temperatura termostatului:

T.=T
Astfel relatia 5.185 devine:
d(U—-TS)=0
sau:
dFF =0 (5.186)

Se va arata in continuare ca starea de echilibru a unui astfel de sistem este
una in care energia libera este minima, deoarece conditia 5.186 arata doar ca
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in aceasta energia libera atinge un extrem. Pentru aceasta se porneste de la
relatia:

(U +U,) =d*U +d*U, >0

Dar
dU, = T,dS,
si cum 1" =T, = const
d*U, = Td?S,
atunci:
d*U + Td*S, > 0 (5.187)

Sistemul plus termostatul fiind intr-o stare de echilibru valoarea entropiei
acestui ansamblul este maxima:

d* (S, +95) <0 ; d*S, < —d*S
Atunci din relatia 5.187 se obtine:

U —Td*S = d*(U —TS) = d*F > 0 (5.188)

Rezulta ca in starea de echilibru energia libera a sistemului este minima
Deoarece temperatura este constanta in cazul unei transformari suferite
de sistem

1 f
T/ 6Q < Sp—S; (5.189)
sau

f
/ 5Q < TSy —TS; (5.190)

Primul termen din (5.190) fiind céldura schimbata de sistem in cursul
transformarii aplicaAnd primul principiu se obtine:

Q=U;—U—L<TS; —TS,

Sau
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~L < (U, - TS, — (U; — TSy)

de unde
—L<F,—Ff=—(F;—F;,)=—-AF (5.191)
Cum lucrul mecanic efectuat de sistem este £ = — L atunci:
L<F,—Fy

Inegalitatea arata ca lucrul mecanic cedat de sistem mediului extern nu
poate depasi o valoare maxima data de diferenta dintre energia libera a
starii initiale si finale. Daca coordonatele generalizate sunt constante, lu-
crul mecanic este nul si rezulta ca:

F; <F, (5.192)

In conditiile in care temperatura este constanta iar variatiile variabilelor
de pozitie sunt nule, energia libera atinge un minim atunci cénd sistemul
atinge echilibrul.

Procese in care presiunea este constanta

Acest proces se realizeaza cind sistemul este in contact cu un rezervor ce
are presiunea constanti. In acest proces energia sistemului se modificii doar
datorita efectuarii de lucru mecanic de catre sistem asupra rezervorului sau
a rezervorului asupra sistemului. Din acest motiv variatia energiei interne a
rezervorului se datoreaza variatiei volumului:

au, = —Dr av;

Se pune conditia de minim a energiei interne pentru ansamblul format
din sistem si rezervor:

d(U +U,) = dU — p,dV, =0 (5.193)

Cum variatia volumului rezervorului este egala dar de semn contrar cu
variatia volumului sistemului:

AV, = —dV
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relatia 5.193 devine:

d(U+pV) =0 (5.194)

Sistemul fiind in echilibru cu rezervorul considerat p, = p. Atunci:

d(U+pV)=0
adica:
dH =0 (5.195)
Pentru a vedea natura punctului de extrem al entalpiei vom porni de la
conditia:
(U +U,) = d*U +d*U, > 0
Dar

Cum presiunea este un parametru constant atunci:

d*U, = pd®V
Astfel

PU + pd®V = d* (U + pV) > 0

Rezulta ca pentru un sistem in care presiunea e mentinuta constanta si
care nu schimba cu mediul extern caldura, la echilibru entalpia este minima.

Procese in care sistemul este in contact cu un rezervor de tempe-
ratura si presiune

Sistemul fiind in contact cu acest rezervor poate schimba caldura si lucru
mecanic cu acesta.
Se scrie conditia de echilibru pentru sistemul compus din sistem si rezervor
d(U+U,)=dU +T,dS, —p.dV, =0
Cum dS, = —dS si dV, = —dV , atunci:
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AU +U,) = dU — T,dS + p,dV =0

Sistemul fiind in echilibru cu rezervorul considerat 7, = T si p, = p.
Rezulta:

d(U-TS+pV)=0
sau:

dG =0 (5.196)

Pentru a arata ca in aceasta stare entalpia libera este minima vom porni
de la conditia de minim a energiei interne a ansamblului format din sistem
si termostat:

(U +U,) =d*U +d*U, >0

De aici rezulta:

d*U > —d°U, (5.197)

Deoarece sistemul schimba caldura si lucru mecanic cu rezervorul atunci
variatia energiei interne a rezervorului este:

dU, = T,dS, — p,.dV,
Deoarece T, ='T' = const, p, = p = const si dV, = —dV rezulta:

dU, = TdS, + pdV
si
d*U, = Td*S, + pd*V (5.198)

Atunci tindnd cont de relatia 5.197 se obtine:

dU? > —Td*S, — pd*V (5.199)

dU? + Td>S, + pd*V > 0 (5.200)

Deoarece la echilibru
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d(S+S,)<0

d?S,. < —d%S

relatia 5.200 devine:

d*U — Td?S + pd*V > 0

Atunci:

d*(U~TS +pdV) =dG* >0

Rezulta ca daca sistemul este mentinut la presiune si temperatura con-
stanta entalpia libera este minima in starea de echilibru.

Daca sistemul fizic efectueaza un lucru mecanic 6L are loc o variatie a
energiei totale a sistemului si a rezervorului

SL =d (U +U,) =dU + T,dS, — p,dV, (5.201)

sau

L = dU + TdS, — pdV, (5.202)

deoarece T, =T i p, =p
Cum intr-o transformare

d(S+S,)>0 (5.203)
iar dV, = —dV atunci:
0L > dU —TdS + pdV (5.204)
—0L< —d(U—-TS+pV)=—-dG (5.205)
Noténd cu £ = —L lucrul mecanic efectuat de sistem, din relatia 5.205
rezulta:
L=—-L<—-(Gy—Gy) (5.206)

Aceasta inseamna ca lucrul mecanic efectuat de un sistem in care tem-
peratura si presiunea sunt constante este mai mic sau cel mult egal cu minus
variatia entalpiei libere.
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5.6 Dependenta marimilor termodinamice de
masa

Exista o serie de cazuri in care masa sistemului variaza in cursul procesului
respectiv.

Pentru simplificarea prezentarii se admite situatia in care exista o singura
variabila de pozitie (volumul V') si o singurd variabild de forta (presiunea -
p), iar ca functie caracteristica entropia:

S=8U,V, M) (5.207)

In relatia de mai sus apar numai mérimi extensive. Se imparte sistemul
in n parti identice. Atunci, pentru fiecare parte energia interna este U/n ,
volumul V/n, masa M /n, si entropia S/n. Daca reunim m din cele n parti
pentru noul sistem obtinut entropia devine m.S/n, energia interna mU/n |
volumul mV/n si masa mM /n.

Rezulta

S(TU, My TM) = "sw, v, M (5.208)
n n n n

Notand cu k& = m/n atunci:

S(kU , kV , kM)=kS(U , V , M) (5.209)

Se obtine o conditie pe care o satisface o functie omogena de gradul I.
Derivand relatia de mai sus in raport cu k se obtine:

oS oS oS
S(U,V, M) = 8(kU)U+8(kV)V+ 8(/~cM)M (5.210)

Punind k£ = 1 relatia 5.210 devine:

oS 05 oS
SW.V, M)=-2U+ o2V + oM (5.211)

Se deriveaza relatia 5.209 in raport cu volumul V si se obtine:

0 (KU , kV . kM) _ 9S(U, V, M)

e ) v

(5.212)
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Relatia 5.212 arata ca derivata in raport cu volumul este o marime inten-
siva, deoarece are aceiagi valoare cand sistemul este fractionat. Un rationa-
ment similar se poate face si pentru derivatele entropiei in raport cu U sau
M.

Diferentiala relatiei 5.207 este:
oS oS oS

Expresiile 05/0U si 05/0V se pot obtine din relatia 5.129 in care unul
din parametrii de forta este presiunea; ele au fost obtinute in conditiile in
care masa este constanta.

os 1
T T (5.214)
oS p
VT (5.215)

Sa revenim la cazul cAnd masa este variabild; tindnd cont ca derivata
entropiei in raport cu masa este o marime intensiva se poate scrie:

as
oM T

unde i poarta numele de potential chimic.
Faptul ca derivatele partiale ale entropiei sunt marimi intensive duce la

concluzia ca marimile 7", p , x4 sunt marimi intensive. Folosind relatiile 5.214,
5.215, 5.216 relatia 5.213 devine:

(5.216)

dU + pdV — pdM

as T

(5.217)

De aici

dU =TdS — pdV + pdM (5.218)

Rezultd ca in cazul sistemelor deschise (in care masa este variabild) schim-
bul de masa determina modificarea energiei interne.
Folosind 5.214 , 5.215 , 5.216 relatia 5.211 devine:

U pV ouM
S = B + T E (5.219)
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Din aceasta relatie se poate deduce potentialul chimic
_U+pV =TS G
B M M

Se observa ca potentialul chimic este entalpia libera a unitatii de masa.

=g(, T) (5.220)

5.7 Echilibre si tranzitii de faza

5.7.1 Echilibru de faza

Pana acum discutia s-a axat asupra unor sisteme omogene, adica asupra unor
sisteme in care proprietatile sunt aceleasi in diverse puncte ale sistemului.

In continuare ne vom referi la sisteme eterogene. Acestea sunt formate
din mai multe subsisteme omogene sau faze.

Prin faza intelegem orice parte fizic distincta separata de celelalte parti
ale sistemului de o suprafata bine definita, pe care diverse marimi sufera
discontinuitati.

Un sistem format dintr-o singura faza poarta numele de sistem monofazic,
iar daca in el exista doua faze sistemul se numeste bifazic.

De exemplu un sistem monofazic poate fi un gaz ideal, un lichid pur, o
solutie omogena.

Ca exemple de sisteme bifazice se pot mentiona: sistemul apa-vapori
de apa, sarea solida in contact cu o solutie concentrata de sare, suspensii
coloidale lichide in alte lichide.

Conditiile de echilibru a doua faze sunt:

a) Cele doud faze trebuie sa fie in echilibru termic adicd temperaturile
celor doua faze sa fie egale: T7 = T5.

b) A doua conditie care trebuie indeplinitd este aceea de egalitate a pre-
siunilor, deoarece cele doua faze trebuie sa exercite forte egale si de sensuri
contrare pe suprafata de contact.

c) Pentru ca starea si fie o stare de echilibru este necesar ca entropia
acesteia sa fie maxima. Se presupune ca sistemul compus este inchis astfel
incat schimbul de substanta sa aiba loc doar intre cele doua faze. Atunci:

M, + My = const

si
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dM, = —dM, (5.221)

Entropia fiind o functie aditiva:

S=25+5, (5.222)

Conditia de maxim a entropiei este:

0S 95,  0S, 09S1  0S, dM,
= = =0 .22
oM, OM, oM, oM, 90, ddL (5:223)

Cum
dM, _ 1
dM,
rezulta:
oS B 051 _852 ~0
oM, OM, OM,
sau:
05 B 0955
oM, OM,
adica
i Mo
T, Ty

Deoarece cele doua temperaturi sunt egale rezulta:

iy = iy (5.224)

Relatia de mai sus reprezinta conditia de echilibru chimic: egalitatea
potentialelor chimice.

Astfel echilibrul termodinamic este realizat atunci cind sunt indeplinite
cele trei echilibre: termic, mecanic si chimic.

Deoarece pentru o substanta pura potentialul chimic este egal cu entalpia
unitatii de masa atunci:

pnp, T)=g20p, T) (5.225)
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g1 = g1 (p, T) reprezinta o suprafata in coordonate g, p,siT. g2 = g2 (p, T)
reprezinta o alta suprafata in aceleasi coordonate. Cele doua suprafete se in-
tersecteaza dupd o curba a cérei proiectie in planul (p , T") curba de echilibru
a fazelor.

Pentru a scrie relatia 5.225 s-a presupus ca echilibrele termic si mecanic
sunt satisfacute.

Din relatia 5.225 rezulta ca presiunea si temperatura fazelor in echilibru
pot fi exprimate una in functie de cealalta.

Reprezentand grafic presiunea in functie de temperatura, se obtine o
curba denumita curba de echilibru a fazelor. Regiunile aflate de o parte
si de alta a acestei curbe reprezinta stari omogene.

In cazul a trei faze, echilibrul de fazg se exprima prin egalititile:

b1 =pP2=p3=Pp

ThW=T,=15=T

gp, T)=g(p, T)=gs(p, T) (5.226)

In acest caz, conditia 5.226 este satisficutd pentru valori bine determinate
ale presiunii gi temperaturii. Astfel de stari in care coexistda simultan cele
trei faze, sunt reprezentate in diagrama p — 7' printr-un punct numit punct
triplu care corespunde intersectiei curbelor de echilibru a cate doua din cele
trei faze (Fig. 5.6).

5.7.2 Tranzitii de faza

Trecerea dintr-o fazi in alti fazd poartd numele de tranzitie de fazg. In cazul
substantelor pure mentionam: topirea, vaporizarea, sublimarea.

Trebuie observat ca notiunea de stare de agregare nu corespunde intot-
deauna cu cea de faza. Astfel numeroase corpuri exista sub diverse forme
cristaline care corespund aceleiasi stari de agregare. Fenomenul este cunos-
cut sub numele de polimorfism pentru corpurile compuse si alotropism pentru
corpurile simple. Un exemplu extrem de cunoscut este fierul care la tempe-
ratura 77 = 1183 K trece din structura cristalina cubicd cu volum centrat in
structura cubica cu fete centrate iar la 7, = 1663 K trece din nou in structura
cubica cu volum centrat.
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p

III II

T

Figura 5.6: Echilibru de faze pentru un sistem trifazic

Trecerea de la o faza la alta se caracterizeaza printr-o discontinuitate a
entropiei. Acest fapt determina existenta unei calduri latente de transfor-
mare. Astfel de transformari poartd numele de tranzitii de faza de speta
intai.

In afara acestui tip de tranzitie existd gi un alt tip de tranzitii de fazg
care au loc fara caldura latenta.

Exemplul cel mai cunoscut este cel al tranzitiei feromagentic - paramag-
netic care au loc la o temperatura critica Ty . Cind T' < T exista un para-
metru de tip extensiv magnetizarea care este diferit de zero; cand T > T
magnetizarea este nula.

Tranzitii de faza de ordinul intai

Prin tranzitii de ordinul intai se inteleg acele tranzitii care au loc prin dis-
continuitatea entropiei si care se produc cu existenta unei calduri latente.

Referindu-ne la un sistem cu un singur component, astfel de tranzitii sunt
schimbdrile starilor de agregare (topire - solidificare, vaporizare-condensare,
sublimare-desublimare), sau schimbari alotropice (tranzitia staniului alb cu
retea tetragonald in staniu cenusiu cu retea cristalind cubica si reciproc).

Pentru a explica aceste fenomene se considera conditia de echilibru a celor
doua faze in punctele de tranzitie:
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g, T)=g(p, T) (5.227)

Se deriveaza in raport cu temperatura ambii membri ai ecuatiei 5.227
si se tine cont ca presiunea nu este o variabila independenta ci depinde de
temperatura. Atunci:

dg1 dg1\ dp _ (0g2 dga\ dp
(3T)p+(3p)TdT_(3T>p+<3p>TdT (5:228)
Dar cum
dg
<8_T>p = —s (5.229)
(@) =v (5.230)
op )

unde cu s si cu v s-a notat entropia unitatii de masa, respectiv volumul
unitatii de masa, rezulta:

dp dp
—S1 + Uld—T = —S2 + ’Ugd—T (5231)
de unde:
dp 1 — 82
= = 232
dT V1 — Uy (5 3 )

Variatia de entropie poate fi calculata utilizdnd egalitatea fundamentala
a principiului II pentru procese reversibile:

2
oq - A1

. T T

unde prin Ay_,; s-a notat caldura necesara pentru ca unitatea de masa sa

treacd din stare 2 in starea 1 (cdldura latenta specificd). Se introduce in
5.232 relatia 5.233 si se obtine:

(5.233)

51 — S22 =

dp . 1 A2—)1
dT n T (Ul — UQ)
Relatia 5.234 indica modul in care variaza presiunea la tranzitia dintre
cele doua faze in functie de temperatura. Relatia inversa este:

(5.234)
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d_T_T(Ul—’Ug)

5.235
dp )\2_& ( )

Sa consideram cazul unui lichid in echilibru cu vaporii sai saturanti. Re-
latia 5.234 determina variatia presiunii vaporilor saturanti functie de tem-
peratura.

Ca aplicatie se considera apa ca substanta pura, faza 2 fiind faza lichida,
iar faza 1 cea gazoasa.

In acest caz \o_.; este pozitiv iar v; > vy deoarece volumul unitatii de
masa in stare gazoasa este mult mai mare decat cel in stare lichidd. Atunci

e > (0 adica presiunea si temperatura variaza in acelasi sens. Din motivele
p
aratate mai sus in relatia 5.234 se neglijeaza vo. Se obtine:

dp 1 Aot
B 2
ar T v (5.236)
Considerand vaporii ca fiind un gaz ideal
RT
v = — (5.237)
Hp
relatia 5.236 se poate scrie:
dp 1 )\2~>1,u’p
B 2
ar 1 R (5:238)
Se noteaza cu A = (A1) /R si se obtine:
dp dT
— =A== 5.239
Lo AT (5.230)

Se integreaza 5.239 si se obtine legea de variatie a presiunii vaporilor
saturanti.

P~ exp (-%) (5.240)

La trecerea din starea solidd (2) in cea lichida (1) in general Ag_; > 0 si

g ap VRV .. . o
v1 > vy , astfel ca aT > 0. Exista insa si unele exceptii, cea mai cunoscuta

. : . S y . dp
fiind a apei care prin topire isi micgoreaza volumul iar — < 0.

ar
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Te|-————~

Ve \%

Figura 5.7: Variatia volumelor specifice a doua faze in apropierea punctului
critic

Aga cum arata experienta, curba de tranzitie gaz-lichid se termina intot-
deauna intr-un punct de coordonate T, si p. numit punct critic. Coordo-
natele punctului critic sunt temperatura critica gi presiunea critica. Pentru
temperaturi mai mari decdt temperatura critica si presiuni mai mari decét
presiunea criticd nu exista alte faze si corpul este omogen (in cazul nostru
apa se afld sub forma de vapori).

In Fig. 5.7 este prezentats diagrama variatiei volumelor specifice (vo-
lumele unitatilor de masa) in functie de temperatura.

Pe masura ce temperatura se apropie de temperatura critica, volumele
specifice a celor doua faze care se afla in echilibru, se apropie, iar in punctul
critic coincid. In punctul critic trecerea intre cele doui faze ale substantei
poate avea loc in mod continuu si in nici un mod nu se poate produce sepa-
rarea celor dous faze. In punctul critic notiunea de fazi devine conventionals.

Trebuie observat ca punctul critic nu poate exista decat pentru acele faze
a caror diferenta este de natura pur cantitativa. Astfel cele doua faze a caror
curba de echilibru se termina in punctul critic sunt cea lichida si cea gazoasa;
ele se deosebesc una de alta doar prin marimea fortelor de interactie dintre
molecule. In cazul solidelor si lichidelor diferenta este de naturi calitativa
deoarece simetria lor intern este diferita (in starea lichidd in general nu avem
elemente de simetrie in timp ce, in solidul cristalin, in functie de natura retelei
cristaline apar diverse elemente de simetrie).

In apropierea punctului critic volumele specifice ale lichidului si vaporilor
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sunt aproximativ egale. Se noteaza aceste aceste volume cu v gi v + dv.
Atunci scriem conditia de egalitatea presiunilor:

pv, T)=pv+dv, T)

Se dezvolta in serie dupa dv membrul drept al egalitatii si se obtine:

Op 1 (0% 5
T)= T — — | =
b )=l 7+ (5) soe g (5E) @0

Rezulta ca:
2
(2) 2 (22) 50
o), 2\0v?),

unde dv este foarte mic. Cum dv — 0 atunci in punctul critic

dp\
(%L -

5.7.3 Tranzitii de faza de speta a doua

O tranzitie de faza poarta numele de tranzitie de speta a doua daca in afara de
continuitatea entropiei specifice are loc si continuitatea derivatelor partiale de
ordinul intai ale acesteia, derivatele partiale de ordin doi fiind discontinuee.
Unul din cele mai cunoscute exemple este tranzitia conductor normal-
supraconductor.
Deoarece potentiale chimice sunt egale:

g1 = g2

Se deriveaza in raport cu presiunea, si se obtine:

o1 _ 99
dp  Op
sau
V1 = Vg (5241)
Deoarece:
o1 _ 092

5 = a7 (5.242)
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rezulta si egalitatea entropiilor specifice:

S1 = S2

Diferentiind relatiile 5.241 si 5.243 se obtine:

8@1 8111 82}2 8U2
90 gy 9V gp = 9V2 )y 902
ap Pt ar op Pt ar

881 881 882 832
951 gy 4 95 gp — 952 952 4
ap Pt ar ap T ar

Din aceste relatii rezulta:

81]2 (%1

d "o T or
dT 8U1+8’U2

“dp  op
0sy 081

dp _ o1 " or
dT 851+882

S op Op
Cum

1 0v

—— =
vdT

unde « este coeficientul de dilatare izobar, si

1ov

vip X

(5.243)

(5.244)

(5.245)

(5.246)

(5.247)

(5.248)

(5.249)

unde y este coeficientul de compresibilitate izoterm, relatia 5.246 devine:

@ . —Q1 + Qg
dI'  —x1+ X»
Deoarece
0s ov
— = ——— = v
dp oT
ds  C,

or T

(5.250)

(5.251)

(5.252)
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relatia 5.247 devine:
d_p _ (Cpl B sz)
dT" Tv (o — ag)

Se noteazd Ao = a3 — ay, AC, = C,, — C,, , Ax = x; — X 5l daca se
tine cont de relatiile 5.250 si 5.253 se obtine:

(5.253)

Tv (Aa)® = (AC,) (Ay) (5.254)

Relatia de mai sus poarta numele de relatia lui Ehrenfest.

5.8 Principiul al IlI-lea al termodinamicii

5.8.1 Formulari ale principiului III

Principiul al doilea introduce functia de stare numita entropia si care, pentru
procesele reversibile, este:

0Q
= — 2
dsS , (5.255)
Integrand:
S = /—(S ; + const (5.256)

Rezulta ca entropia este o marime definita pana la o constanta aditiva.
Deoarece valoarea ei absoluta intervine intr-o serie de masuratori experimen-
tale, ea trebuie determinata exact. W. Nernst a studiat o serie de procese
chimice si a constatat ca pe masura ce temperatura scade, variatiile entropiei
sunt din ce in ce mai mai mici. Acest fapt l-a condus pe Nernst la urméatoarea
constatare:

La temperatura de zero absolut entropia unut corp chimic pur are o va-
loare constanta independenta de variatiile altor parametri.

lim S = S, (5.257)

T—0

Ulterior Planck a pornit de la considerente de mecanica statistica si a
aratat ca la temperatura de zero absolut Sy are valoare nula. Astfel Planck
a enuntat principiul al III - lea in modul urmator:
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Cdnd temperatura tinde spre zero absolut entropia oricarui corp chimic
pur tinde catre zero.

limS =0

T—0

5.8.2 Comportarea caldurilor specif ice la tempera-
turi joase

Fie un sistem ale carui stari se reprezinta intr-o diagrama V' — T . Atunci:

0Q = CydT + \dV (5.258)
unde
oCYy B 0*p
Fa TW (5.259)
dp
A= T8_T (5.260)

Pentru a gasi valoarea entropiei intr-o stare oarecare reprezentata printr-
un punct din diagrama data se integreaza expresia 0Q) /T pe un drum arbitrar
de la starea de entropie zero la starea data. Cum pentru 7" = 0 indiferent de
volum S = 0, se face integrarea presupunind ca volumul este constant

ST, V)= /0 ' wde (5.261)

unde @ , variabila de integrare are semnificatia unei temperaturi.
De aici rezulta ca Cyy — 0 cand T" — 0.

In cazul in care C, = const, integrala nu ar mai avea sens. Numitorul
tinde spre zero iar integrala devine infinita. Rezulta

lim Cy (T, V) =0 (5.262)

T—0

In mod analog se demonstreaza ca:

lim G, (T,V) = 0 (5.263)

Rezulta ca in vecinatatea temperaturii de zero absolut capacitatile calorice
ale solidelor tind la zero, deoarece la temperaturi scazute toate gazele se so-
lidifica.
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5.8.3 Comportarea coef icientilor termici la tempera-
turi joase

Coeficientul de compresibilitate izobara, precum si coeficientul termic al pre-
siunii tind la zero.
Tinand cont de relatiile Maxwell coeficientii termici se exprima astfel:
a) coeficientul de dilatare izobara:

1 (8V> 1 (85 )
a=—=|=—| =—=|(—=— (5.264)
V\oT ), V- \op ),
b) coeficientul termic al presiunii:
1/ 0p 1 /08
=—\|=] =—| = 5.265
P P <8T)V P (8V>T ( )
Deoarece variatia entropiei tinde la zero, in apropiere de zero absolut:
. oS
oS
lim <—> =0 (5.267)
7—0 \ Op )

Aceasta inseamna ca in apropiere de zero absolut coeficientii termici tind
la zero. Cum in apropierea acestei temperaturi substantele devin solide, aces-
tea nu mai sunt compresibile iar coeficientul termic al presiunii se anuleaza.

5.8.4 Imposibilitatea atingerii temperaturii de zero ab-
solut

Pentru a demonstra imposibilitatea atingerii lui zero absolut se considera
racirea unui gaz supus susccesiv la compresi izoterme si destinderii izentrope
(Fig.5.8) reprezentate intr-o diagrama 7', S.

In diagrama T — S toate izocorele trebuie si treacd prin origine deoarece
conform celui de-al treilea principiu S (7,V) — 0 cand 7" — 0.

Se observa ca desi destinderea adiabatica are loc intre aceleagi volume V;
si Vo variatia temperaturii este din ce in ce mai mica pe masura ce tempe-
ratura descreste spre zero absolut. Acest fapt arata ca temperatura de 0 K
nu poate fi atinsa printr-un numar finit de astfel de procese. Astfel principiul
al ITI-lea al termodinamicii interzice atingerea temperaturii de 0 K .
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Figura 5.8: Imposibilitatea atingerii temperaturii de zero absolut



Capitolul 6

Elemente de f izica statistica

6.1 Introducere

Atunci cand se studiaza proprietatile unor corpuri macroscopice putem tine
seama in mod explicit de structura acestora sau putem face abstractie de
ea. Pana la sfarsitul secolului trecut nu s-a tinut cont de aceasta structura
datorita faptului ca fizica era putin dezvoltata si nu se cunostea structura
materiei. Astfel s-a dezvoltat termodinamica fenomenologica, care agsa cum
s-a aratat in capitolul anterior, se bazeaza pe o serie de postulate. Daca se
cunoaste una din functiile caracteristice sistemului se pot determina propri-
etatile macrosocopice ale acestuia. Totusi termodinamica nu poate singura
sa~si furnizeze aceste functii deoarece principiile termodinamicii sunt astfel
formulate incat sa fie independente de structura materiei.

Rezulta ca pentru determinarea acestor functii caracteristice este necesara
o metoda de cercetare a corpurilor care sa tina seama de structura lor. Exista
o dificultate esentialil a acestei metode. In cazul termodinamicii cand facem
abstractie de structura corpurilor este nevoie de un numar mic de parametri
pentru a caracteriza starea unui corp. Caracterizarea miscarii si aranjarii
tuturor constituentilor (atomi gi molecule) necesitd cunoasterea unui numar
imens de parametri. Daca se considera fiecare atom sau moleculd un punct
material, pentru a cunoaste starea sistemului ar trebui cunoscute evolutia in
timp a pozitiei gi vitezelor acestora, lucru care nu este posibil.

Totusi, trebuie sa remarcam ca intre valorile parametrilor macroscopici
si cel microscopici trebuie sa existe anumite relatii. Cunoasterea starii mi-
croscopice trebuie sa determine cunoasterea starii macroscopice. Reciproc

201
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cunoasterea starii macroscopice nu determina in mod unic cunoasterea starii
microscopice in sensul ca exista o multime de stari microscopice compatibile
cu starea macroscopica data.

Presupunem ca asupra unui anumit sistem termodinamic se efectueaza
o anumita experienta care-l1 aduce intr-o anumita stare macroscopica data.
Starea microscopica insa nu este determinata si ea poate fi una din starile
microscopice compatibile cu starea macroscopica data. Daca se repeta expe-
rienta nimic nu garanteaza cd se ajunge in aceiagi stare microscopica (desi
starea macroscopicd este aceiagi). Rezultd cd trebuie luate in considerare
multitudinea starilor microscopice compatibile cu starea macroscopica data.

Totalitatea starilor microscopice compatibile cu o stare macroscopica data
formeaza un colectiv de stari numit colectiv statistic sau colectiv virtual.
Se poate privi colectivul statistic si ca o multime de sisteme termodina-
mice aflate in totalitatea starilor microscopice ce sunt compatibile cu o stare
macroscopica data.

Se admite ca sistemul pe care-1 studiem este compus dintr-un numar
foarte mare de particule (pot fi considerate particule si anumite conglomerate
care in timpul evolutiei sistemului nu se modifica si interactioneaza intr-un
mod specific). Se presupun cunoscute fortele care se exercitd asupra fiecirei
particule, atat interne cat si externe si ca aceste forte sunt conservative.
Se considera ca intreaga energie a sistemului este de natura mecanica si
inglobeaza energia cinetica a particulelor precum si energia potentiala de
interactie dintre particulele sistemului, iar legile dupa care are loc migcarea
sistemului sunt legile mecanicii clasice.

Pentru a formula problema fundamentala a statisticii clasice este necesar
sd se introduca notiunea de spatiu al fazelor pe care-l vom mai defini inca
o data. Fie un sistem cu f grade de liberate. Notam cu ¢; , ¢2 ,..., gf co-
ordonatele generalizate si cu p; , ps ,..., py impulsurile generalizate. Starea
sistemului la un moment dat este determinata de valorile celor f coordonate
generalizate si a celor f impulsuri generalizate. Daca se considera un spatiu
cu 2f dimensiuni avand ca axe cele f coordonate generalizate si cele f im-
pulsuri generalizate pe care-1 numim spatiul fazelor, starea sistemului intr-un
astfel de spatiu este reprezentata de un punct. Cand starea sistemului vari-
aza atunci punctul reprezentativ din spatiul fazelor descrie o anumita curba,
pe care o vom numi traiectorie de faza.

Daca se cunoagte hamiltonianul sistemului atunci evolutia ulterioara a
punctului reprezentativ este perfect determinata de ecuatiile canonice gi condi-

tiile initiale p (o) , ¢ (to) -
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In cazul sistemelor conservative:

f
dH OH . O0H .
@ =2 (G ) =0

adica energia este o integrala prima a miscarii ceea ce inseamna ca ea se
conserva. Aceasta lege admite o interpretare simpla. Sa consideram locul
punctelor din spatiul fazelor ce corespund energiei £ = const. Cum ener-
gia este o functie de coordonatele generalizate ¢; , ¢ , ..., g si impulsurile
generalizate p1 , pa ..., Py

E(Ql y 42 5.y Qf y P1y, P25 -eny pf) = const (61)

Aceastd ecuatie (in analogie cu cazul tridimensional) reprezintd o hiper-
suprafata 2f — 1 dimensionala in spatiul fazelor. Rezulta ca daca energia
sistemului nu se schimba, traiectoria punctului va fi o curba pe aceasta
suprafata. Vom considera o restrictie si anume ca punctele sistemelor fizice
nu se pot departa la infinit unele de altele (deoarece in acest caz am avea
de-a face cu sisteme deschise). Aceasta inseamna céd suprafetele de energie
constanta nu au panze care sa se extinda la infinit. O suprafatd de energie
constanta este o suprafata inchisa deoarece constituie frontiera regiunii din
spatiul fazelor in care se gasesc toate punctele care corespund unor valori a
energiei mai mici sau egale cu valoarea data.

Fie un sistem inchis iar A o marime a sistemului care depinde de coor-
donatele si impulsurile generalizate. Media temporala a marimii respective
este:

1 T
A) = lim — A t) dt 6.2
()= Jim 7 [ 40,00 (6.2
unde prin ¢ se intelege ansamblul variabilelor ¢; , g2 ,..., gy iar prin p se
intelege ansamblul variabilelor p; , pa , ..., py.

Aceasta medie presupune integrarea ecuatiilor de miscare, lucru care prac-
tic este imposibil de realizat datorita numarului imens de particule pe care le
au chiar si cele mai simple sisteme. Asa cum s-a discutat anterior chiar daca
starea macroscopica a sistemului este bine determinata, starea microscopica
nu este determinata, adica pozitia punctului reprezentativ in spatiul fazelor
nu este univoc determinata.

Pentru o stare macroscopica data numarul starilor microscopice este foarte
mare.
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p
2mE
// \ p
\/ V2E /mo’
Figura 6.1: Traiectoria generalizata in spatiul fazelor pentru un oscilator
armonic

Sa consideram ca exemplu o particuld de masa m care oscileaza cu pul-
satia w. In acest caz spatiul fazelor este bidimensional. Fixand valoarea
energiei F toate starile sistemului se afla pe o elipsa (Fig. 6.1).

p° ¢

2mE + 2F /mw?

Aceasta elipsa reprezinta traiectoria punctului reprezentativ in spatiul

fazelor. Daca am impune conditia ca H < E , atunci toate punctele din

interiorul elipsei H = E sunt compatibile cu restrictia impusi. In acest caz

trebuie remarcat ca numarul de stari microscopice este o functie de energie.

Intr-adevir considerand numirul de stiri proportional cu aria elipsei atunci
numarul acestora € este:

2F 1/2
Qwﬂ@mmm<——> ~E

mw?

Pentru un sistem de N oscilatori independenti cu hamiltonianul

H = Z (277% + m,w qZ)

numarul de stari pentru care H < E este:

O~ EN
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In acest caz numirul de stiri este o functie rapid crescitoare de F,
deoarece pentru un sistem macroscopic N ~ 10%2.

Se notdm cu V (E), volumul din spatiul fazelor limitat de suprafata de
energie constantd H (p , ¢). Atunci:

V(E) = / /H i (6.3)

unde cu dp s-a notat dpdps...dp; , iar cu dgq s-a notat dq;dqs...dgy.

Se observa cd V (E) are dimensiunea unei actiuni la o putere egald cu
numarul gradelor de libertate al sistemului.

Pentru a calcula numarul de stari trebuie sa tinem cont ca din punct
de vedere al mecanicii cuantice impulsul si coordonata satisfac relatia de
incertitudine:

AgAp > h (6.4)
unde h este constanta lui Planck. In cazul unui sistem cu cu f grade de
libertate

Ap1Aps.. . ApsAqiAgy...Agp > h' (6.5)

Din acest motiv nu are sens s& se discute localizarea unei stari mecanice
intr-un volum mai mic decat h/. Astfel numsrul de stiri din volumul marginit
de suprafata de energie constanta E este:

Q(B) = %/---/HSEdpdq (6.6)

Se poate astfel defini o densitate de probalitate (sau o functie de dis-
tributie) p(p , ¢) care permite exprimarea probabilitdtii ca starea micros-
copica a sistemului sa se afle intr-un anumit volum din spatiul fazelor dpdq

1
dP = mp(p , q)dqdp = p(p, q)dQ (6.7)
unde
_ dpdq

reprezinta numarul de stari din elementul de volum dpdq din spatiul fazelor.
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Probabilitatea ca punctul reprezentativ al sistemului sa se gaseasca intr-
un domeniu D al spatiului fazelor se obtine prin integrare pe tot domeniul
D.

Deoarece punctul reprezentativ al sistemului se afla undeva in spatiul
fazelor evenimentul este o certitudine si are probabilitatea egald cu unitatea.

/ /pqdpdq / /pqu—l

Relatia reprezinta conditia de normare a probabilitatilor.

In continuare se va discuta situatia unui sistem ce contine particule iden-
tice care au fiecare s grade de libertate. Daca N este numarul de particule
din sistem atunci numarul de grade de libertate al sistemului este:

f=Ns (6.9)

In mecanica clasics desi particulele sunt discernabile trebuie remarcat c&
daca se permuta doua particule identice intre ele, cele doua stari ale sistemu-
lui sunt identice, desi in spatiul fazelor le corespund puncte diferite. Atunci
unei stari mecanice a sistemului i se asociaza N! stari mecanice echivalente
care se obtin prin cele N! permutari ale celor N particule. Astfel vom asocia
acestor N! stiri mecanice echivalente o singuri stare microscopici. In acest
caz numarul de stari microscopice din elementul de volum dqdp din spatiul
fazelor este:

1 dpdq
NI hNs
iar probabilitatea de a gasi sistemul in elementul de volum dqdp din spatiul
fazelor se va scrie:

dQ = (6.10)

dP =

1
AP P @) dpdg (6.11)

Se observa ca relatiile 6.8 si 6.11 din cele doua cazuri considerate le putem
scrie ca:

dP =p(p, q)dQ (6.12)

unde df) este dat de relatiile 6.8 sau 6.10, dependent de situatia studiata.

Trebuie subliniat ca functia de distributie nu depinde de starea initiala a
sistemului, influenta acesteia fiind complet nesemnificativa in timpul evolutiei
sistemului.
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Pentru a intelege sensul celor discutate mai sus se presupune un sistem
fizic care se aduce intr-o starea fizica considerata. Se efectueaza aceasta
experienta de M ori. De fiecare data starea microscopica va fi alta, dar va fi
compatibila cu starea macroscopica data. Fie Mp numarul de stari ale caror
puncte reprezentative se afld in domeniul D. Raportul Mp /M este frecventa
relativa de realizare a starii respective. Cand M este foarte mare aceasta
frecventa este egald cu probalitatea de realizare a starii. Aceiasi interpretare
se obtine daca se lucreaza cu un colectiv statistic si se face o experienta
cu cele M sisteme. Daca se cunoagte functia de distributie atunci se poate
calcula valoarea medie a oricdrei marimi A(p , ¢) prin inmultirea valorilor
sale cu probabilitatea corespunzatoare si integrand peste tot spatiul fazelor:

<A>=/---/A<p, D0, p)do (6.13)

O problema importanta de rezolvat consta in a se gasi legatura intre media
temporala si media spat iala. Atunci cind se efectueaza o mediere tempo-
rala, aceasta implica considerarea unei succesiuni de pozitii ale punctului
reprezentativ in timp. Pe de alta parte media spatiala se face considerand
punctele reprezentative ale ansamblului statistic la un moment dat.

Cele doua sisteme de puncte din spatiul reprezentativ nu coincid ast-
fel incat valorile medii nu ar trebui sa coincida. Pentru a depasi aceasta
dificultate a fost emisa ipoteza ca media temporala coincide cu media spatiala
(aceastd ipotezd este numita ipoteza ergodica).

La inceput s-a presupus ca traiectoria punctului reprezentativ al sistemu-
lui trece prin toate punctele ansamblului virtual. Totusi aceasta ipoteza este
in contradictie din punct de vedere matematic cu proprietatile curbelor.

Ipoteza ergodica nu a putut sa fie demonstrata decat in anumite situatii
particulare. O solutie a fost sugerata in 1938 de R. Tolman. El considera ca
un ansamblu statistic caruia ii sunt precizati parametri macroscopici este ca-
racterizat din punct de vedere dinamic doar partial. Rezulta ca atunci cand se
doreste cunoasterea modului de distributie al punctelor reprezentative trebuie
sa se considere un nou principiu gi anume acela al ipotezei probabilitatilor
apriori egale pentru toate punctele din spatiul fazelor.

In concluzie problema fundamentala a statisticit consta in determinarea
functier de distributie pentru sistemul considerat.
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6.1.1 Teorema Liouville

Fie un domeniu Dy din spatiul fazelor care corespunde unui ansamblu statis-
tic la momentul initial. Cand are loc un fenomen fizic punctele ansamblului
statistic evolueaza in timp astfel ca la momentul ¢ acestea vor ocupa un nou
domeniu D;. Teorema lui Liouville afirma ca volumul in spatiul fazelor a
domeniului Dy este egal cu volumul lui Dy, sau intr-o alta formulare volu-
mul din spatiul fazelor este un invariant al miscarii. Acest fapt se exprima
prin egalitatea:

2 (p,q)
dpdg = —22_dnod 6.14
P = 5 ) P (6.14)
(

unde p = p(t) , ¢ =q(t) , po=p(0), @ = q(0), iar (p,q) /O (po, qo) este
Jacobianul transformarii.

Pentru a demonstra teorema lui Liouville trebuie aratat cd Jacobianul
transformarii este egal cu unitatea.
Fie A (p,q) o méarime ce nu depinde explicit de timp.

dA /04 94 N r9AOH OAOH
&= 2 (apﬁ” "o q’) > <api 94 O am) A 64

unde :

L:ii(aﬁra aHa) (6.16)

i—1 dq; Op; - Opi O

este operatorul lui Liouville. Solutia formala a ecuatiei 6.15 este:

A (t) = [exp (—iLt)] Ag (6.17)
In particular:

p(t) = [exp (—iLt)] po (6.18)

0(t) = [exp (—iLt)] do (6.19)

Atunci:
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a<p7 Q) o 0 (671’Ltp0 ) 67Z‘Lt(]0)

2 (po, q0) d(po, )
d(p,q) (e ™1 0 -
d(po,q) \ 0 ey ) =1 (6.20)

In expresia 6.20 s-a tinut seama ca pentru orice constanta:

2 (—iLt)"
L) o |e=e
n=1

e—tha —

6.1.2 Ecuatia Liouville

Vom arata cd functia de distributie p (p , ¢, t) satisface ecuatia:

dp
5 = o} (6.21)

unde :

{H,p}zZ(éHap 8H8p) (6.22)

i—1 Ipi Oq; - dq; Op;

Pentru a demonstra aceasta teorema se observa ca pentru un domeniu
infinit de mic existd o egalitate intre frecventa relativdi dM/M de a gasi
punctele reprezentative ale colectivului statistic in volumul dpdq din spatiul
fazelor (dM reprezintd numéarul de puncte care se gasesc in volumul consi-
derat, iar M este numdarul total de puncte al colectivului virtual) si pro-
babilitatea p (p, ¢) d2 ca un punct si se giseascd in volumul dpdg. In timp,
cele dM puncte repezentative se deplaseaza in spatiul fazelor si vor ocupa la
momentul ¢ volumul dp'dq’. Atunci:

dM
M

Conform teoremei lui Liouville volumul din spatiul fazelor raméane invari-
ant. Atunci:

=pp, d2=p(, ¢)dY (6.23)

p(p.q)=p.d) (6.24)
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Considerand ¢’ un moment de timp infinit de apropiat de ¢, adica t’ = t+dt
se poate scrie:

pPr=p(t")=p(t+dt)=p(t)+pdt (6.25)

¢ =q(t')=q(t+dt)=q(t)+ qdt (6.26)
Egalitatea 6.24 devine:

p(p,q,t) =plp(t) +pdt , q(t) +qdt 1]

p(p,a,t)=p(p,q.t +Za pzdt+z dt+
dp 8H 8p 8H 8p
p(p.a.t) = p(p.q.t) + Z ol ¥ R (6.27)

de unde rezulta egalitatea 6.21.

6.1.3 F luctuatii

In fizica macroscopici mirimile ce caracterizeazs un sistem aflat in stirile de
echilibru sunt perfect determinate. Totusi din punct de vedere al structurii
corpurilor marimile respective sunt marimi aleatorii deoarece pentru calcu-
larea lor se face o mediere in spatiul fazelor. Aceastd contradictie duce la
concluzia ca legile statisticii sunt de asa natura incat abaterile mari de la
valoarea medie sunt extrem de putin probabile. Daca se masoara cu precizie
marimile macroscopice se pot pune in evidenta mici abateri de la valoarea
medie, denumite fluctuatii. Matematic vom defini abaterea de la valoarea
medie a marimii respective ca A (p,q) — (A). Daca se face pur si simplu o
medie a acestei marimi rezultatul este nul. Din acest motiv se calculeaza o
medie a patratelor abaterilor. Aceastd medie se numeste abatere patratica
medie si este 0 masura a marimii fluctuatiilor marimii respective. Tinand
seama de 6.13 rezulta:

((AA)?) = ((A— (A))?) = / . / Apa) — (AP p(rg)d2  (6.28)
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(@ap) = [ [ a2 [ [apadasar [ o

Sa

((AA4)°) = (A%) —2(4)" + (4)°

si in final

((AA)*) = (A?) — (A4)? (6.29)

S-a ales medierea in spatiul fazelor deoarece conform ipotezei lui Gibbs o
mediere temporala se poate inlocui cu o mediere spatiala.

6.1.4 Starile de echilibru

Asa cum s-a discutat anterior problema mecanicii statistice consta in gasirea
functiei de distributie p (p , ¢) la momentul cand sunt specificate conditiile in
care se afla sistemul. Nu exista reguli generale pentru aflarea acestei functii
insa existd un caz in care se poate solutiona problema. Acesta este cazul
echilibrului termodinamic in care starea persista atata timp cat conditiile
exterioare nu se schimbé. In termodinamici proprietitile sistemului aflat in
starea de echilibru se pot obtine daca se cunosc ecuatiile de stare. Exista
doua posibilitati de obtinere a ecuatiilor de stare: fie pe cale experimentala,
fie pe baza unor considerente de fizica statistici (in cadrul cdreia obtinerea
marimilor se face pornindu-se de la un anumit model al structurii sistemului
considerat).

In stirile de echilibru valorile marimilor macroscopice nu variazi in timp.
Aceasta inseamna ca functia de distributie nu depinde explicit de timp, adica
Op/0t = 0. Atunci din ecuatia Liouville rezulta:

(H,p} =0 (6.30)

Aceasta ecuatie arata ca la echilibru functia de distributie depinde numai
de integralele prime ale miscarii (este ea insdsi o integrald prima a migcarii).
Deoarece mediile calculate trebuie sa se bucure de proprietatea de adi-
tivitate, integralele prime de care depinde functia de distributie trebuie sa
fie aditive. Pentru un sistem izolat constantele de miscare care se bucura
de aceasta proprietate sunt: hamiltonianul (care coincide cu energia in cazul
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sistemelor conservative), impulsul si momentul cinetic. Deoarece se poate
alege un sistem de referinta in care impulsul si momentul cinetic sa fie nule
atunci functia de distributie nu depinde decdt de hamiltonian (si evident de
numarul de particule).

Faptul ca functia de distributie depinde numai de hamiltonianul sistemu-
lui apare ca o ipoteza si se incadreaza in teoria ergodica.

6.2 Distributia microcanonica

6.2.1 Expresia distributiei microcanonice

Asa cum s-a discutat in paragraful anterior functia de distributie depinde
de H (hamiltonianul sistemului) care in cazul sistemelor in care fortele sunt
consevative este chiar energia sistemului.

Se considera pentru inceput un sistem izolat care se afla in echilibru ter-
modinamic. Acestui sistem ii corespunde un colectiv statistic numit ansam-
blu microcanonic. Sistemul este caracterizat prin numarul de particule N si
volumul V. Atunci energia sistemului este bine determinata si H = F.

Din acest motiv functia de distributie are un caracter singular fiind nula in
tot spatiul fazelor cu exceptia punctelor de pe hipersuprafata H (p , q) = E.
Pe de alta parte ea trebuie sa satisfaca conditia de normare.

/.../p<p, ¢)d = 1 (6.31)

Pentru a nu lucra cu functii singulare se admite ca energia este determi-
nata pana la o abatere foarte mica:

AE<E (6.32)

Deoarece sistemul este izolat, este plauzibil sa presupunem ca toate starile
microscopice compatibile cu conditiile date au posibilitati egale de realizare,
adica ele se realizeaza cu aceiagi probabilitate. Atunci:

C E<H<E+AFE

p(p, a)=p(H) ={ 0 1 rest (6.33)

Valoarea constantei C' se determina din conditia de normare. In acest caz
singura contributie diferita de zero este cea data de regiunea cuprinsa intre
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suprafetele de energii F si F4+ AFE. Pentru a simplifica notatiile se introduce
functia:

1 0<z<AFE
A(z) = { 0 in rest (6.34)

Astfel conditia de normare devine:

o// o — 1 (6.35)
E<H<LE+AFE

Deoarece constanta C' iese de sub semnul integralei trebuie calculat numa-
rul de stari ale sistemului al carui punct reprezentativ se afla in spatiul fazelor
cuprins intre cele doud suprafete de energie constanta. Se noteaza cu Q (E)
numarul de stari din interiorul volumului marginit de suprafata de energie
constanta F.

// 0 = Q(E + AE) — Q () (6.36)
E<H<E+AE
Cum AF este foarte mic:
Q(FE
Q(F+AFE)-Q(FE) = 0 8<E )AE (6.37)
Se noteaza de asemenea
00 (F)
Q(F) = :
() =220 (6.39)
Din relatia 6.35 rezulta:
c- ! (6.39)
- (E)AFE '
Astfel functia de distributie are forma:
1
H=————AH-FE A4
p(H) = A (- B) (6.40)

Aceasta expresie poartda denumirea de functie de distributie microcano-
nica clasica.

Cu ajutorul functiei de distributie se poate calcula valoarea medie pe
ansamblul virtual a oricarei variabile dinamice a sistemului:
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= m / - /E<H<E+AE A0 (641

Sau

<A>_m[/--./H@+AEAdQ—/-.. H@Adﬂ} (6.42)

<A>Q(é%a%/”'/HgEAdQQ/EE)%/'”/IKEACEQ )
6.43

Se observa ca in aceasta expresie AE nu mai apare asa incit valoarea
medie corespunde cazului cand AFE tinde la zero.

6.2.2 Interpretarea statistica a entropiei

Pentru a stabili legatura cu termodinamica se considera doua sisteme in con-
tact direct. Peretele separator este rigid si nu permite trecerea particulelelor
dintr-o parte in alta. In plus ansamblul celor dous sisteme este izolat de
exterior.

Hamiltonianul celor doua sisteme este:

H = Hy + Hy + Hy (6.44)

unde Hi, este hamiltonianul de interactie dintre cele doua sisteme. Pre-
supunem ca Hiy este extrem de mic si poate fi neglijat in calcule. Totusi el
exista gi este absolut necesar pentru stabilirea echilibrului dintre cele doua
sisteme.

In termodinamicg daci se ajunge la echilibru, H; si H, au valori bine de-
terminate. In fizica statistic ele sunt insi m&rimi aleatorii, deoarece starea
de echilibru nu este o stare statica in care marimile nu mai variaza in timp.
Trebuie remarcat ca pentru H; si H, exista anumite valori extrem de proba-
bile si ca orice abatere de la ele este putin probabila. Vor trebui determinate
functiile de distributie pentru marimile H; si H,. Cum in conditii de echilibru

H = H, + Hy = const (6.45)
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putem sa ne fixam atentia asupra lui H;. Presupunem ca si in cazul anterior
ca energia sistemului reunit poate lua valori in intervalul £, E4+AF . Atunci
densitatea de probabilitate pentru sistemul total are expresia data de relatia
6.33, iar probabilitatea ca punctul respectiv sa fie in intervalul delimitat de
cele doua suprafete de energie constanta este:

unde df); este numarul de stari corespunzator primului sistem iar df), este
numarul de stari al celui de-al doilea sistem. Ne intereseaza in continuare
probabilitatea ca starea primului sistem sa se gaseasca in elementul de volum
dS), indiferent de starea sistemului al doilea. Pentru aceasta se integreaza
peste toate elementele de volum df2;. Cum energia primului sistem o consi-
deram fixata atunci:

EFE—-FE <E,<E+AFE-—-E; (6.47)
iar probabilitatea considerata este:

00y (E — Ey)
oF
Cum valoarea constantei de normare este data de relatia 6.39 rezulta:

dP = Cd, AE (6.49)

1 00 (E - Ey)

- (E) OF
Pentru a determina probabilitatea ca energia primului sistem sa fie cuprin-

sa intre valorile F; si By +dE; se integreaza expresia de mai sus pe toate ele-

mentele de volum df2; pentru care energia variaza in intervalul F; si E1+dFE;.
Se tine cont ca:

P o, (6.50)

o
e dQ)y = —dFE 6.51
/ /E1<E<E1+dE1 ! aEl ' ( )

Aceasta probabilitate o vom nota cu dP; si este data de:

1 00 (E — E) 09, (EY)
O (E) OF 9,

dp, = dE, (6.52)
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Se face ipoteza ca sistemele considerate sunt sisteme cu un mare numar
de grade de libertate. Atunci functiile 92y /0FE si 0 /OF; sunt functii rapid
variabile. Cand 09, /0F; cregte, 02 /OFE scade si invers. Prin urmare pro-
dusul

090, (E — Ey) O
OE  OE,

are un maxim foarte pronuntat pentru o anumita valoare a lui £;. Maximul
se obtine anuldnd derivata logaritmului acestei expresii:

- o0,

d

In 6.53 notatia cu prim indic# prima derivata in raport cu energia. Obtinem:

dIn ) . dln €y
dF, dE,

0 (6.54)
dar

dinQ dinQydE,  dln®

— = 6.55
dE dEy; dE; dEs ( )
deoarece £y = E — F;.
Atunci:
dlnQ) dIn(
— =0 6.56
dFE dFEs ( )
sau:
dinQ)  dIn€
JE. ~ dE (6.57)
Deoarece
ddy
dQ)y = —dFE .
1= E 1 (6.58)

expresia d€); /dE; poate fi interpretata ca o densitate de stari microscopice.

Relatia 6.57 arata ca derivata in raport cu energia a logaritmului densitatii
de stari este aceiagi pentru toate sistemele care sunt in contact. Deoarece
numarul de particule a celor doua sisteme nu se modifica se deduce ca la
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echilibru aceasta derivata trebuie sa fie o functie numai de temperatura ab-
soluta a sistemului, temperatura fiind marimea care caracterizeaza echilibrul
termic. Atunci:

dln Y B
dE

B(T) (6.59)

Sau:

din® = 3(T)dE (6.60)

Deoarece s-a presupus ca peretele separator este diaterm atunci dE are
semnificatia unei cantitati de caldura, adica:

dE = 6Q (6.61)

Rezulta:

dnQ = B(T)6Q (6.62)

Din aceasta ultima relatie rezulta ca (3 (T') este un factor integrant al can-
titatii de caldura elementare. Acest factor integrant este pana la o constanta
egal cu 1/T. Se admite ca:

B(T) = — (6.63)

unde kg este constanta lui Boltzmann.
Pe baza acestor consideratii se poate introduce entropia sistemului ca
fiind data de:

5Q  dlnQ ,

Se integreaza si rezulta:

S =kgIn§Y (E) + const (6.65)

6.2.3 Aplicatii ale distributiei microcanonice la gazul
ideal monoatomic

Se asimileaza gazul ideal monoatomic cu un sistem de N puncte materiale
care se afla intr-un volum V' intre care nu se exercita forte de interactiune.
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Aceasta inseamna ca moleculele nu se pot misca complet liber in sensul ca
peretii actioneaza cu forte repulsive cand moleculele vin in contact cu acestia.
Deoarece nu exista forte de interactie intre molecule energia potentiala
de interactie este nula.
Se aleg ca variabile canonice g; si p; coordonatele si impulsurile carteziene.
Atunci hamiltonianul acestui sistem este:

(6.66)

unde m este masa unei molecule.
Pentru a determina entropia sistemului trebuie sa se calculeze numarul
de stari din interiorul hipersuprafetei de energie E din spatiul fazelor.

0= [ ... dpidps...dpsndqidgs...dgzn
- NIh3N
deoarece orice particula are trei grade de libertate de translatie.
Integrarea asupra elementului de volum dq;dqsdqs da chiar volumul V|
deoarece acestea sunt coordonatele carteziene ale primei particule. Se pro-

cedeaza in acelasi mod gi cu coordonatele carteziene ale celorlalte particule.
Relatia 6.67 devine:

(6.67)

N'th/ /dpldpg dpgN (668)

Integrarea dupa impulsuri se efectueaza pentru valorile ce indeplinesc
conditia

%V: Po¢p (6.69)
i=1 2m

sau
3N
> pi<2mE (6.70)
=1

In spatiul impulsurilor, aceste puncte sunt situate la o distantd de origine
cel mult egala cu v2mFE, adica ocupa volumul unei sfere de raza v2mFE.
Nu se va calcula explicit acest volum ci va fi evaluat facdnd urmatoarele
consideratii. Deoarece aria unui cerc este proportionala cu patratul razei,



6.2. DISTRIBUTIA MICROCANONICA 219

volumul sferei este proportional cu puterea a treia, atunci intr-un spatiu 3N
dimensional volumul sferei este proportional cu R*V. Atunci:

CiVN 2mE)?  CVNEY
A T 5 S VA (6.71)
Derivand:
0N 3N 3N
‘= —=_——CVVE2 ! 72
9 ~ anien v E (6.72)
Rezulta:
3 3N
S = ]{,’BIHQ/ = k‘BIHTC —i—NkBln% +kB (7 - 1) lnE—ln(N— 1)'
(6.73)
Cum numarul de molecule este foarte mare se poate scrie:
3N 3N
— -1~ — N—-1~N 6.74
d iy (6.74)
Utillizand formula lui Stirling
N
InN!~ Nln— (6.75)
e
relatia 6.73 se scrie:
3C V 3Nkp N
Din aceasta relatie se pot deduce proprietatile sistemului:
oS 1 3Nkp
9E T~ 2E (6.77)
oS P ]{?BN
— === 6.78
ov T Vv ( )

In relatia de mai sus F este de fapt energia interng U din termodinamic,
deoarece gazul ideal are doar energie cinetica de translatie.
Astfel se obtin ecuatiile de stare:

o ngNT (6.79)
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pV = kpyNT (6.80)

6.3 Distributia canonica

6.3.1 Expresia distributiei canonice

Utilizarea distributiei microcanonice este destul de incomoda deoarece obti-
nerea numarului de microstari este extren de anevoioasa pentru diferite sis-
teme. Aceastd distributie se foloseste pentru deducerea relatiilor de baza
din fizica statistica. La distributia microcanonica s-a ajuns admitand ca la
echilibru sistemul are o energie bine determinata fapt care este valabil pentru
sistemele izolate. Studiul facut arata ca subsistemele 1 gi 2 care nu sunt izo-
late ci doar in contact termic unul cu altul ating o stare de echilibru in care
energiile £} si Fs nu mai au valori bine determinate si pot admite fluctuatii
extrem de mici. Aceasta conduce la ideea de a studia starea de echilibru a
unui sistem in contact cu un termostat (rezervor termic). Se considerd ca
sistemul 1 este sistemul pe care-1 vom studia iar sistemul 2 este termostatul.
Probabilitatea pentru ca punctul reprezentativ al sistemul 1 sa se gaseasca
in elementul de volum dg;dp; din spatiul fazelor indiferent de starea in care
se gaseste termostatul 2 este data de expresia:

unde C' este o constanta.
Dar din ecuatia:

rezulta:
QL(E — Ey) = exp {w} (6.83)
B

unde F este energia totala a sistemului format din sistem si termostat.
Deoarece termostatul este un rezervor foarte mare de energie £y < F (ener-
gia sistemului 1 este foarte mica in raport cu energia termostatului) se poate
scrie:
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0S; (E)
oF

So(E—Ey) = S5 (E) — B (6.84)

unde

89S, (E) 1
=T (6.85)

iar 1" este temperatura termostatului. Daca se tine cont de relatiile 6.81, 6.84
si 6.85 se poate exprima functia de distributie astfel:

p = Cexp [SQkiE)] exp (— kilT> (6.86)

Expresia de mai sus capata o forma mai simpla daca inglobam factorul
exp [Se (E) /kp| in constantd, deoarece aceasta se referd la termostat. Se
exprimd FE; in functie de variabilele canonice si se noteazd F; = H (p,q).
Atunci functia de distributie devine:

H (p.q)
=C - 6.87
p=Cexp { TnT (6.87)
unde constanta se determina din conditia de normare. Rezulta:
1
C= (6.88)

J - [exp [—%} ds?

Deoarece sistemul se afla la 7', V, N fixati, constanta de normare va
depinde de acesti parametri. Inversa ei se noteaza cu Z (T, V, N):

Z(T,V,N):/~--/exp {—H(p’qq 0 (6.89)

kgT

Ea poartd numele de suma de stare, sau functie de partitie. Atunci functia
de distributie este:

L oxp [ Hp, Q)] (6.90)

P=Z@v,N) P | kT

Aceasta este functie de distributie canonica iar ansamblul respectiv poarta
numele de ansamblu canonic.
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Discutia de pana acum a fost facutd in ipoteza ca energia sistemului
variaza continuu. Atunci probabilitatea ca sistemul si se gaseasca intr-o
regiune din spatiul fazelor este:

dP = Cexp [——H (b, q)} ) (6.91)
kgT
unde df) este dat de una din expresiile 6.8 sau 6.10.
Vom considera situatia in care sistemul poate exista doar in starile discrete
de energie E1, B, ..., E,, .... In acest caz probabilitatea ca sistemul s se afle
in starea de energie F,, este:

E
P, =Cexp (_k i}) (6.92)
B

Constanta de normare se determina din conditia de normare:
Y P=1 (6.93)

Atunci functia de partitie este:

Z = Zexp( kBT) (6.94)

6.3.2 Interpretarea marimilor termodinamice

Odata determinata functia de distributie se pot deduce proprietatile sis-
temelor deoarece se pot calcula valorile medii ale marimilor caracteristice.
Ca exemplu se considera energia sistemelor conservative: aceasta este data
chiar de hamiltonianul sistemului. Energia interna a sistemului se calculeaza

astfel:
U=(H / / H exp ( ) dQ (6.95)

Parametrii de forta sunt definiti prin relatiile:

1=(5) =2

( kBT) dQ (6.96)

Notand
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8= kBLT (6.97)
se poate scrie functia de partitie astfel:
Z = Z(8,T) :/~-/exp(—5H) ds) (6.98)
Atunci:
g—g - —/---/Hexp(—ﬂH) ds) (6.99)

)

Energia interna, parametrii de pozitie si entropia sistemului se exprima
cu ajutorul functiei de partitie a sistemului:
Din 6.95 si 6.99 rezulta:

ZH exp (—BH) ds2 (6.100)
a;

g—g:—/---/Hexp(—ﬁH)dQ:—ZU (6.101)
sau
107 0
=———=——InZ 102
U 705 a5 n (6.102)
iar din relatiile 6.96 si 6.100:
1 [0Z
Ai=—— 1
i 57 (8ai> (6.103)
Astfel:
10

Entropia sistemului se deduce considerand In Z = In Z (5 , a;) ; prin dife-
rentiere:

olnZz olnZz
InZ = : 1
dln 35 dﬁ+zi: 7. da (6.105)

Sau
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dinZ = —UdB -  BAda (6.106)
dar:
dinZ = -UdfS — 0L = —d(UB) + B (dU — 6L) (6.107)
de unde:
U 0Q
InZ =—-d|— — 1
dln d <kBT) + i (6.108)
De aici rezulta:
U
S=kglnZ+ a (6.109)
sau
U-T8 F
InZ =— = —— A1
. kg T knT (6.110)

Relatia de mai sus leaga energia libera de functia de partitie. Relatia se
mai poate scrie:

F
Z = —— 11
Atunci functia de distributie este:
1 H F—H (6.112)
P=Z9P\ Tkt ) ~ PP\ kT '
De aici:
F—H
Inp = A1
np= (6.113)

Se observa ca relatia de mai sus contine marimi microscopice si macros-
copice. Mediind 6.113 se obtine:

F—(H) F-U S

In p) = - 2 114
{In p) kT knT . (6.114)

de unde rezulta:
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S =—kg(lnp) (6.115)
sau:
S = —k/---/plnpdﬂ (6.116)

In cazul in care energia sistemului ia valori discrete probabilitatea ca
sistemul sa se afle in starea de energie F este:

1 E F—-F
oL (- _ 11
Zexp( k:BT) exp( T ) (6.117)
Logaritméand:
F-F
InP = A1
n T (6.118)
si mediind:
F—(E) F-U S
InP) = = = —— 6.119
Py = =7 ksT kg (6.119)

rezulta relatia lui Boltzmann:

S = —kg (In P) (6.120)

Relatia lui Boltzmann arata ca entropia este proportionala cu logaritmul
probabilitatii de realizare a starii respective.

6.3.3 Fluctuatia energiei

Se definegte fluctuatia marimii A ca fiind radacina patrata din abaterea
patratica medie:

VIAA?) = ((A— (A" = ((42) — (1)) (6.121)

Pentru a calcula fluctuatiile energiei se observa ca:

2 2 2
Pz 9 (18Z) 1027 (132) (6.122)

92  o3\zop) zZoE \zop
Dar:
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Z—g:—/---/Hexp(—ﬁH)dQ: {—%/---/Hexp(—ﬁ[{)dﬁ Z

(6.123)
107
Ssau
0
U= (H)= —%mz (6.125)

Derivand inca o data relatia 6.123 se obtine:

0z 2 _ 2
Y :/---/H exp (—0H)dQ = Z (H?) (6.126)

Tinand cont de relatiile 6.124 si 6.126 relatia 6.122 devine:
0?InZ
B2

Pe de alta parte din relatia 6.110 rezulta In Z = —(F iar prin derivare
de doua ori in raport cu [ se obtine:

= (H*) — (H)* = ((AH)?) (6.127)

62 Inz 82 0 oOF
= om (=AF) =5 (—F—fo= 6.128
Se observa ca:
OF 1 9F 1 OF 1 OF
08 kaT 08  knT OT =—T—= 12
ﬁaﬁ kgT 08 kgT OT 05/0T oT (6.129)
Cum:
oF
T = S
rezulta:
oF
bog =T (6.130)

Atunci :
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= % (-F—-TS) = 0(=U) _ kBT28—U = kgT?Cy  (6.131)

<<AH)2> B oT

unde Cy este capacitatea calorica a sistemului la volum constant. Rezulta
ca fluctuatia relativa este:

V{((AH)?) = VEpT2Cy (6.132)

(AH))  /EzT2Cy
(H)  (H)

Cum pentru un sistem termodinamic alcatuit din N particule Cy ~ N si

(H) ~ N, atunci:
VIAH?) N 6.154)
(#H) N VN '
De exemplu numarul de molecule de gaz la presiune normala dintr-un
centrimetru cub este de ordinul 10'®. Atunci AH/ (H) ~ 107°.

Se observa ca in sistemele macroscopice fluctuatia relativa a energiei este
neglijabila, adica energia variaza insesizabil in jurul valorii energiei medii.

(6.133)

6.3.4 Aplicatii ale distributiei canonice la gazul ideal

Gazul ideal este alcdtuit din particule care nu interactioneaza (datorita unui
grad inalt de rarefiere) aga incat hamiltonianul sistemului este:

H=S Lo (6.135)

iar numarul de grade de libertate este f = 3N
Atunci:

Z(T,V,N) = lew /---/exp(—ﬁH) dpdq (6.136)

Se integreazi dupi variabilele de pozitie si se obtine V. Atunci:
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VN 3N 00 p2
Z(T,V,N) = ———— —— dp; 1
TN = e 3 [ _ew (~5ir ) oo (6.137)
sau
VN o p2 3N
Rezulta:
VN (27kaBT)%
Z = N3N (6.139)
Energia libera este:
F(T,V,N)=—kgTInZ (6.140)
Se tine cont de formula lui Stirling si rezulta:
2rmkpT\*? eV

Daca se cunoagte energia libera se pot determina toate proprietatile sis-
temului. Astfel, entropia sistemului este data de:

B oF B 2rmkgT 32 ey
s==(5r), e IHI(T) B

Din 6.141 si 6.142 rezulta energia interna a gazului perfect:

+ ;Nk:B (6.142)

3
U=F+TS = §NkBT (6.143)
Presiunea se obtine prin derivarea energiei libere in raport cu volumul:
oF NkgT
- (=) = 6.144
== (5) =% (6,144

Aceasta este o ecuatie termica de stare, cunoscuta si sub denumirea de
legea gazelor perfecte.
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6.3.5 Legea de distributie Maxwell - Boltzmann

Fie un sistem de N particule care nu interactioneaza intre ele insa care in-
teractioneaza cu diverse cAmpuri externe. Atunci hamiltonianul sistemului
contine pe langa termenii datorati energiei cinetice a particulelor i energia
potentiala de interactie.

N N
H=> Ei+)Y E, (6.145)
=1 =1
N N

o= Z(p—xﬁpyﬁp“) ZEPZ S o, (6.146)
=1

=1

In conformitate cu distributia canonica functia de distributie a sistemului
este:

H
p=Cexp (_kB_T) (6.147)

unde C' este o constanta.

Astfel probalitatea ca particulele sa aiba componentele impulsului in in-
tervalele (pui, Pui + Apui) , (Pyi, Pyi + dDyi) , (P2iy P2i + dp;) si sd fie localizate
in elementele de volum: dx;dy;dz; este:

H
dP = Cexp ( 2 T> H dx;dy;dz; H dpsidpyidp.i (6.148)
B

Din aceasta formula se observa ca probabilitatea de a gasi particula o par-
ticula ¢ in elementul de volum din spatiul fazelor dz;dy;dz;dp.,dp,:dp.; este
independenta de pozitiile i impulsurile celorlalte particule. Pentru aceasta se
integreaza dupa coordonatele carteziene si dupa componentele impulsurilor
celorlalte particule din sistem. Renuntind la indicele ¢ se obtine probabili-
tatea ca o particula sa se gaseasca in volumul dxdydzdp,dp,dp. din spatiul
fazelor. Se introduce rezultatul integrarii intr-o constanta, si se obtine legea
de distributie Maxwell Boltzmann:

H
dP = Cexp (__T> dxdydzdp,dp,dp, (6.149)

B

unde H este hamiltonianul unei singure particule:
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P2+ s+ p2
2m

H= + B, (z,y, 2) (6.150)

Legea de distributie Boltzmann se obtine atunci cadnd intereseaza pro-
babilitatea de localizare a particulei indiferent de impulsul ei. Se integreaza
?? dupa impulsuri si se obtine pentru probabilitatea de localizare expresia:

E
dP = Cexp (_k_;) drdydz (6.151)
B

Trebuie remarcat ca prin integrare se obtin alte constante care impre-
una cu constanta initiala dau o noua constanta. Noua constantd se poate
determina exact daca se aplica conditia de normare.

1
C= - (6.152)
[[[, exp (—kB’i[> dxdydz
unde V' este volumul sistemului.
Atunci probabilitatea corespunzatoare este:
exp (— Ep ) dxdydz
P okl (6.153)

- [[[, exp (—,i—pT) dxdydz

O aplicatie utila a acestei distributii este determinarea in functie de po-
zitie a concentratiei de molecule a unui gaz perfect in cAmp gravitational.
Pentru a o deduce, se considera un cilindru cu aria bazei egala cu S. Energia
potentiala a unei molecule in cAmpul gravitational este:

E, =mgz (6.154)

unde am considerat axa Oz ca axa verticald. Atunci probabilitatea ca par-
ticula sa se afle in elementul de volum dxdydz este:

dP = Cexp (—%) dxdydz (6.155)
B

Se integreaza dupa dxdy si se obtine ca rezultat suprafata S. Probabili-
tatea ca particula sa se afle intre cotele z gi 2z + dz este:

dP = C'exp (—ZQ;) dz (6.156)
B
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Numerele de particule care se afla la inaltimea z; in intervalul z1 , z;+dz;
si la inaltimea 2o in intervalul z5 , 25 4+ dzy sunt proportionale cu probabi-
litatile de localizare respective.

magz
N (21) = Cexp (— ijl) (6.157)
magz
N (25) = Cexp (— ijQ) (6.158)
unde C' este o constantd. Atunci:
N (Zl) mg (21 - 22)
= A 1
N (z) exp [ ToT (6.159)

Aceasta relatie o vom transforma pentru a obtine o relatie intre concen-
tratiile moleculelor la inatimile respective n (21)si n (22):

ZEZ; = exp {—%} (6.160)

Pentru z = 0 se obtine concentratia de molecule de la suprafata paméan-
tului. Atunci concentratia de molecule variaza cu inaltimea dupa legea:

mgz
nz)=n0)exp | ——— 6.161
&) =nOew (-12) (6.161)

Presupunand ca temperatura nu variaza cu inaltimea si cunoscand faptul
ca p = nkgT rezulta:

p(2) = p (0) exp (‘%) (6.162)

unde p (0) este presiunea la suprafata pgmantului.

Legea de distributie Mazwell se refera la distributia dupa viteze a mole-
culelor unui gaz. Pentru a obtine aceasta lege se integreaza 6.149 dupa vari-
abilele de pozitie si rezulta probabilitatea ca particula sa aiba componentele
impulsului in intervalele (p, , p, + dp.), (py , py +dpy) ., (P2, P: + dp.).
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P:+ P+ P

dP = Cexp <— Sk T

)C@ﬂ@M@z (6.163)

Cum p, = mv, , p, = mv, , p, = muv, , probabilitatea ca viteza par-
ticulei sa aibd componentele in intervalele (v, , v, + dvy), (v, , v, + dvy).si
(v, , v, + dv,) este:

m (v2 + vg + v?)
2kpT

dP = Cexp dv,dv,duv, (6.164)

Aceasta este legea de distributie a lui Maxwell. Constanta de integrare
se deduce din conditia de normare:

2 2 2
Jor-c ol 255500
B

Aceata integrala se face calculand trei integrale de tipul:

dvgdvydv, =1 (6.165)

&0 mu? 2rkgT

_ = 1

/_Oo exp ( 2kBT> dv - (6.166)
Atunci relatia 6.165 devine:
2kpT\
C(WB> =1 (6.167)
m
de unde :
%
m

= 1

C <27rkBT) (6.168)

Astfel expresia 6.164 este:

m
AP =
(2kaT)

Se poate exprima aceasta probabilitate folosind coordonate polare, in care
viteza particulei este caracterizata prin modulul ei, prin unghiul 6 pe care il

Njw

dv,dvydv, (6.169)

m (vi +v§ —1—213)
P kT




6.3. DISTRIBUTIA CANONICA 233

face cu axa Oz si unghiul ¢ pe care il face proiectia vitezei in planul xOy cu
axa Ox. Atunci:

dv,dv,dv, = v*sin dfdpdv (6.170)
Se obtine:

2

dP = Cexp <_27ZUT
B

Daca intereseaza doar probabilitatea ca viteza particulei sa fie cuprinsa
intre v, v + dv indiferent de orientare, relatia 6.171 se integreaza dupa vari-
abilele 6 si . Deoarece:

) v? sin 0dfdpdv (6.171)

T 2
/ sin 9d9/ dp = 4m (6.172)
0 0

se obtine:
dP = 4nC M 2 (6.173)
=4rCexp | —5 T vodv .
Constanta C' se determina ca gi in cazul anterior din conditia de normare:
4rC /OO e UL PEPR (6.174)
T xp | — vidv = .
Se obtine:
1 3
m
C=- 6.175
Atunci relatia 6.174 devine:
3 2
m 2 mu
dpP =2 — ’d 6.176
g (27rkBT> P ( 2kBT) v (6.176)
Din aceasta expresie rezulta functia de distributie dupa viteze:
3 2
m mu
=9 2 — 6.177
p =2 (i) Pen () eam)

Functia are un maxim pentru o anumita viteza denumita viteza cea mai
probabila.
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2kgT
m

(6.178)

Up:

Putem calcula viteza medie precum si viteza patratica medie:

(v) = % =/ 8;?;7 (6.179)
(v?) = Jo v?p(v)dv _ 3ksT
IS p(v) dv 2mm

(6.180)

6.3.6 Teorema echipartitiei energiei

Teorema echipartitiei energiei arata ca valoarea medie a unui produs de forma
pi (0H/0p;) sau q; (0H/0q;) este totdeauna egald cu kgT.
Vom face aceastd demonstratie pentru produsul p; (0H/0p;)

(50) =2 [t ()

dp;...dp;...dpsdq,...dg;...dgy
ht

unde:

ds) =

Integrand prin parti rezulta:

<ngH> = kBT/ /exp< kBT) ds)
S e o

Cea de-a doua integrala din 6.181 va fi efectuata dupa p;.

/8 BN s = HA™ (6.182)
opr [P\ iy )| i mree (< F )| = :

Rezultatul integrarii este nul deoarece exponentiala tinde mai repede la
zero decat p;. Atunci:
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OH\  kpT
| _ Bl 1
<pz 3pi> 7=k (6.183)

Intr-un mod aseméandator se demonstreaza ca:

< a_H> kT (6.184)

Daca presupunem ca p; reprezinta componenta carteziana a impulsului
unei particule a sistemului

o0H 1
Cum:
OH p? _pl
bi op;, m 2m
o0H (p?)
i =20 —kpT
<p apl > 2m B
Atunci:
(p7)  kgT
=L = = 6.185
2m 2 ( )

Prin urmare contributia fiecarui grad de libertate la energia cinetica este
kpT /2. Aceasta justificd denumirea de teoremd a echipartitiei energiei:

Fiecare grad de libertate contribuie la energia totala cu kgT /2.

In cazul gazului ideal format din N particule numérul gradelor de liber-
tate este 3N. Cum in cazul acesta nu avem interactie intre molecule, energia
interna este datorata numai energiei cinetice a particulelor.

kgT

Considerand N = N4 (numarul lui Avogadro) cdldura molard la volum
constant este:

_(OU\  3ksN 3R
Cpy = <8—T)V == (6.187)
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Daca sistemul este format din particule ce oscileaza in jurul unei pozitii
de echilibru si ne limitam la proiectia acestei miscari de-a lungul unei axe
de coordonate, energia potentiala este proportionala cu patratul coordonatei
particulei care in acest caz reprezinta elongatia de la pozitia de echilibru.

U = cq’
unde ¢ este o constanté.
Atunci
oH
= 2cq;
0¢; “
oH
i— Yy = (2 2\ — kT 6.188
(050 ) = (2) = b (6.189)
Astfel:
kgT
(ea?) = =5~ (6.189)

Prin urmare contributia acestui termen la energia potentiald este kgT'/2

Pentru miscarea completa in spatiu energia potentiald medie a fiecarei
particule este 3kgT /2. O astfel de situatie o intalnim in cazul corpurilor
solide. Daca numarul de atomi continut de corp este N energia potentiala
a intregului ansamblu este 3NkgT'/2. La aceastd energie se adiuga energia
datoratd migcarii atomilor, care are tot valoarea 3NkpT'/2.

Daca se considera un kmol de substanta energia interna totala a acestuia
este:

U = 3NkgT (6.190)
Caldura molara a corpului solid este:
ou
= | = = 191
Cuv <8T>V 3R (6.191)

Rezultatul este cunoscut sub denumirea de legea Dulong-Petit care este
confirmata experimental la temperaturi mari.
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6.4 Distributia macrocanonica

6.4.1 Expresia distributiei macrocanonice

Atunci cand a fost dedusa distributia microcanonica s-a considerat ca sis-
temul este complet izolat de mediul extern.

O astfel de situatie este una idealizata, in general un sistem poate schimba
energie sau substanta cu mediul extern. Distributia canonica ia in conside-
rare faptul ca sistemul se poate afla in contact termic cu un termostat si poate
schimba energie cu acesta. Acest lucru trebuie privit prin prisma imposibi-
litatii izolarii complete a unui sistem. Totusi exista o limitare importanta in
cazul utilizarii acestei distributii si anume aceea ca numarul de particule din
sistem este constant.

Din acest motiv trebuie considerata si o distributie pentru sistemele ce
schimba atat energie cat si particule cu mediul extern. Aceasta este dis-
tributia macrocanonica.

Se presupune ca sistemul S este in contact cu un alt sistem R care este
in acelasi timp si termostat si rezervor de particule. In plus ambele sisteme
contin un singur fel de particule si cum cele doua sisteme sunt in echilibru
potentialul chimic este acelasi.

Se observa ca energia si numarul de particule al sistemului considerat nu
sunt fixate. Atunci se poate vorbi numai de valorile lor medii in conditiile
date; ele sunt marimi care prezinta fluctuatii.

Din cele doua sisteme se formeaza un sistem compus a carui energie este:

E=Ei+ Ey + Ei (6.192)

F fiind energia sistemului S, F este energia rezervorului R si E12 este ener-
gia de interactie dintre cele doua sisteme. Considerand energia de interactie
neglijabila atunci:

E=E + E, (6.193)

In sistemul compus numarul total de particule este constant.
Deoarece sistemul R este un rezervor

Ey > Fy

Ny > Ny
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Se aplica sistemului compus izolat distributia microcanonica. Probabi-
litatea ca punctul reprezentativ al sistemului S sa se gaseasca in elementul
de volum dpidq; din spatiul fazelor, indiferent de starea in care se gaseste
rezervorul R este:

dP = CQ’2 (Ey , No)d)y = C’Q’2 (E—FE;, N—Np)d) (6.194)
Deoarece
Sy = kpln Q; (6.195)
rezulta

Se(E—E;, N—N)

QI2<E—E1, N—Nl):exp
kp

(6.196)

Avand in vedere relatiile 6.195 si 6.196 entropia Sy se exprima astfel:

a8 a8
So(E—FEy,, N=N))=55(E, N)+ —2F) 4+ —=

0B el (6.197)

Deoarece entropia depinde de numarul de particule N va fi exprimata

in functie de potentialul chimic al unei particule

9S  90S OM  pd(Nmg) — mop  fig
ON OMON T ON T T
In relatia de mai sus mg este masa unei particule, iar p, = mou este
potentialul chimic al unei particule.

Dar
05, D5, 05, 1
_ _ 9% _ 1 1
o S E—F] E. = (6.198)
08, 38 O(N-N) _ 95 _ (6.199)
Ny O(N—-Ny) O oN, T

unde T este temperatura de echilibru.
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E N
S(E—=Fy, N=Ni)=$(E, N) - = + 5

Se exprima FE; in functie de variabilele canonice si se utilizeaza notatia

(6.200)

Ei=H(p, q) (6.201)
Relatia 6.194 devine:

dP = Cexp (:—2) exp (—M> Ay (6.202)
B

Prin introducerea primului termen exponential in constanta, functia de
distributie devine:

_ H — poyN
p—C’eXp( T )

Renuntand la indicele 1, densitatea de probabilitate a unui sistem in
contact cu un termostat si un rezervor de particule are forma:

B H — ugN
p = Cexp ( T ) (6.203)

Constanta de normare se determina din conditia de normare:

CZ/ /eXp( kBT )dQ_ 1 (6.204)

Sumarea se face de la zero (zero particule in sistem) pana la infinit
deoarece toate particulele din rezervor pot in principiu sa treaca in sistem,
rezervorul fiind un sistem cu un numar foarte mare de particule:

Ca i in cazul distributiei canonice inversa acestei constante este functia

de partitie
Z=Ct Z/ /ex HolVY 1o (6.205)
P k;BT '

Cu aceasta, functia de distributie macrocanonica se scrie:

1 H — pyN
p=exp < T ) (6.206)
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6.4.2 Interpretarea marimilor termodinamice

Se utilizeaza relatia (dedusa in cazul distributei canonice)

S=—kp(lnp)=—kp Y _ / . -/plnde (6.207)
N=0
Din relatia 6.206 rezulta:
H — pogN
Inp=——"——-1InZ7 2
np T n (6.208)

astfel ca 6.207 devine:

o'} ]fB,LLO 00 00
S:kBanE:/---/de— o E:/---/deQ+§ /---/deQ
N=0 N=0 N=0

(6.209)
Cum:
Z/.../deQ:<H>:U
N=0
Z/---/deQ:<N>
N=0
> / / pdQ) =1
N=0
entropia se scrie:
k
S = kU — “ZEO Ny 4 kpIn 7 (6.210)
sau
—kgTInZ =U — py(N) =TS (6.211)

Se noteaza cu 2, potentialul macrocanonic. Indicele m a fost pus pentru
a-1 deosebi de €2 - numarul de stari din spatiul fazelor.

Q= U — iy (N) — TS (6.212)
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Q= —kpTIn Z (6.213)

Prin diferentierea relatiei 6.212 se obtine:

QY = dU — p1gd (N) — (N dpg — TdS — SdT (6.214)
Cum:
dU =TdS — pdV — pyd (N)
QY = —SdT — (N) dpg — pdV’ (6.215)
Atunci:
Q
S =— (a_m) (6.216)
T ) v,y
8Qm)
p=— (=2 (6.217)
( ov T,(N)
Q
(N) =— (a m) (6.218)
Do TV

Cum potentialul macrocanonic se exprima in functie de functia de par-
titie, atunci din cunoagterea acestuia se pot determina entropia, presiunea si
numarul mediu de particule al sistemului considerat.

Se va calcula in continuare fluctuatia numarului mediu de particule si se
va exprima in functie de marimi ce pot fi determinate in mod experimen-
tal. Pentru aceasta se deriveaza functia de partitie data de relatia 6.205 la
potentialul chimic. Atunci:

o5 T Z/ /NeXp< HkB/}oN> Q) = kbiT (N)  (6.219)

Rezulta

) kT 97
Z O

Derivand inca o data relatia 6.219 se obtine:

(6.220)
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H — jyN Z
2 0 _ 2
8u0 - o T2 Z/ /N exp< T )dQ T (N?) (6.221)

Rezulta:

kET? 027
2\ _ B
(N?) = 7 02 (6.222)

Fluctuatia numarului mediu de particule din sistem este:

VAN = /(v2) — (w2 (6.223)
Se tine cont de relatiile 6.220 si 6.222. Relatia 6.223 devine:

22 92 2 2 2
\/T k312 0*Z kBT oA
Z  Oud Z? \ Ouyg

w1 ez N1 & 5: Pz 1°
(@) =t |72 (55m5) *+ 2507 =" LG
(6.224)
Dar cum din relatia 6.220
O0lnZz
N 9 G T)
atunci:
5 8(N) 12 9 (N)]2
((AN)*) =kp [%] = kp [T 8<uo>] (6.225)

Pentru a putea exprima aceasta expresie in functie de anumiti parametri
cunoscuti se vor face citeva consideratii termodinamice.

Avéand in vedere modul in care am definit potentialul chimic se poate
scrie:

U+pV —TS U+pV TS
M a (N)

energia interna a unui sistem deschis se exprima ca

o = Mojt = Mg (6.226)
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U=py(N)—pV+TS (6.227)

Atunci:
Qp=U— g (N) =TS =—pV (6.228)

De aici
dQ, = —pdV — Vdp (6.229)

Se compara relatia aceasta cu 6.215 si rezulta:

\% S
Se noteaza £ = V/ (N) .
dpg = Edp — %dT (6.231)
Din aceasta relatie rezulta:
%), (&)
- = - 6.232
(5),~<(%), (6:232)
Dar:
O\ _ (0o \ (OANYY _ V(O N _ (N)* ([ Oy
U3 d(N) 9¢ &2 \0(N) V. \9(N)
(6.233)
Din relatiile 6.232 si 6.233 se obtine:
(B (o) (o
Vo\O(N) /7 0 ) ¢ W) r
Deoarece coeficientul de compresibilitate izoterma este:
1 [foV
=—— = 234
o 4 <ap>T (6:234)

atunci:
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Relatia 6.225 devine:

Rezulta:
V(N2 = ko[ T () (6.236)

Atunci:

YUANT) (any \/» (6.237)

Rezulta ca fluctuatia rela,tlva a numarului mediu de particule intr-o stare
de echilibru este foarte mica.

Existi unele exceptii ca de exemplu in cazul transformarilor de fazi. In
acest caz compresibilitatea sistemului devine extrem de mare. Astfel in cazul
acestor tranzitii, in special in apropierea punctelor critice ne asteptam la
variatii mari ale numarului de particule al uneia dintre faze. Atunci trebuie
lucrat cu formalismul macrocanonic si nu cu cel canonic in care numarul de
particule nu variaza.



Capitolul 7

Electromagnetism

7.1 Electrostatica

7.1.1 Sarcina electrica

Sarcina electrica este o marime scalara care masoara starea de electrizare a
corpurilor. S-a demonstrat experimental ca exista doua tipuri de sarcina,
una a electronilor (sarcind negativad) si una a protonilor (sarcind pozitiva).
Sarcina este discretd, electronii au o sarcind —e = —1,6 x 107! C iar pro-
tonii +e = 1,6 x 1071 C. Ea este un invariant scalar si satisface o lege de
conservare. Un corp electrizat de dimensiuni neglijabile fata de distantele la
care se gasesc corpurile cu care interactioneaza poate fi considerat puncti-
form iar sarcina este punctiforma. Starea de incarcare a corpurilor poate fi
descrisa prin marimea p numita densitate de sarcina. Astfel se poate exprima
sarcina dq dintr-un volum dV ca fiind dq = pdV. Aici prin dV se intelege
un element de volum foarte mic la scara macroscopica, dar suficient de mare
la scara microscopica incat sa contina multi atomi si molecule. Numai in
acest fel se poate trata densitatea de sarcina ca fiind continua de la punct
la punct. In cazul in care sarcina este distribuitii pe o suprafati se poate
introduce o densitate superficiala de sarcina o astfel incat sarcina de pe o
suprafata elementara d.S este dg = odS.

245
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ry F21

9. q

Figura 7.1: Forta cu care sarcina ¢, actioneaza asupra sarcinii ¢; in cazul in
care semnele celor doua sarcini coincid

7.1.2 Legea lui Coulomb

Legea introdusa de Coulomb se bazeaza pe urmatoarele fapte experimentale
referitoare la interactia dintre doua particule incarcate:

a) dacd sarcinile sunt de acelasi fel ele se resping, dacd sunt de semne
contrare ele se atrag;

b) forta actioneazad de-a lungul liniei ce uneste cele doud particule;
c) forta este invers proportionald cu patratul distantei dintre sarcini;
d) forta este proportionald cu marimea fiecarei sarcini.

Forma matematica a legii lui Coulomb in sistemul de unitati international
SI este:

I qgpran
47'('6() 7"%1 T21

Fy = (7.1)

ﬁgl reprezinta forta cu care sarcina ¢o actioneaza asupra sarcinii ¢; (Fig.
7.1). Se observa ci ecuatia pune in evidentd caracterul atractiv sau repulsiv
al fortei daca semnele sarcinilor sunt incluse in ¢; si g2. Cand g1g2 > 0 (adica
ambele sarcini au acelagi semn) ﬁgl are sensul vectorului 75 si forta este re-
pulsiva, iar daca ¢1go < 0 (sarcinile au semne contrare) Fy, are sens contrar lui
ra1 §i forta este atractiva. Sarcinile se masoara in coulombi, distanta in metri
iar forta in newtoni. Factorul 1/47 este o constantd de proportionalitate in-
trodusi pentru a simplifica anumite ecuatii iar g9 = 8,854 x 1072 C? /Nm?
este o constanta numita permitivitatea vidului.

In cazul unui sistem de sarcini forta totald care se exercitd asupra uneia
dintre ele este egald cu suma fortelor exercitate de celelalte particule asupra
ei. Astfel forta F’j care se exercita asupra sarcinii ¢; datorata celorlalte sarcini
este:
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= Z = 1 Z q:q;5 -

F] = E] = 47‘(‘5 3J Tij (72)

— 0“7 T
i#j it Y

Daca se noteaza cu 7; vectorul de pozitie al sarcinii ¢ atunci:

rij = |7 — 7l (7.3)
iar 7.2 devine:
- 1 qu — —
= e e (57 (7.4)
05 1T = Ti

7.1.3 Campul electric

S-a vazut ca forta totald ce se exercita asupra unei particule incarcate este
egalil cu suma fortelor exercitate de celelalte particule inciircate. In naturd
existd un numar enorm de particule si cadnd se considera forta ce actioneaza
asupra uneia din ele este util sa ne referim la multitudinea de surse ce con-
tribuie la aceasta forta prin introducerea conceptului de cAmp electric. Astfel
daca se considerd un corp de proba cu sarcina ¢ (foarte micd) iar asupra lui
actioneaza o forta F , atunci raportul F /q este intensitatea cAmpului electric
in punctul in care sarcina este localizata.

Referitor la interactia dintre sarcini trebuie remarcat ca ea se realizeaza
in doua etape:

- in prima etapa sarcina sursa determina aparitia in spatiul din jurul sau
a unei stari speciale, care confera spatiului proprietati diferite de cele ale
spatiului vid.

- in a doua etapa orice sarcina adusa in spatiul in care s-a realizat aceasta
stare speciala sufera actiunea unei forte. De fapt aceasta stare speciala, in
care fiecare sarcina este actionata de o forta, poarta numele de cAmp electric.

Considerand in punctul P o sarcina de proba ¢ iar in jurul ei o serie de
sarcini ¢; unde ¢ = 1,2, ..., n forta care actioneaza asupra sarcinii din punctul
P este:

= 1 qiq o o
F = T —T; 7.5
Ameg 2 17— 7| ( ) (7:5)

i

Se observa ca:
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| =

1 di
= r—T; 7.6
q 47rsozi:|77—ﬁ|3( ! 50
nu mai depinde de sarcina ¢, care poate fi facuta oricat de mica incat prezenta
ei sa nu modifice porzitia celorlalte sarcini. Astfel se poate defini intensitatea

campului electric in punctul P creat de sarcinile g;:

Fo Ll 5 & 5 (7= 7) (7.7)

4’/T€() ‘77— 771

i
Daca sistemul ar avea doar sarcina ¢; intensitatea cdmpului creat de
aceasta ar fi:

= 1 qi

7

3 (7 —73) (7.8)

 dmeo |7 — T

Astfel:
E=>YE (7.9)

Cu alte cuvinte intensitatea campului electric este suma intensitatilor
campurilor electrice datorate fiecarei sarcini in parte. Acesta este agsa numitul
principiu al superpozitiei.

Pentru a obtine o reprezentare a campului electric se pot defini liniile
de cAmp ca fiind curbele la care in fiecare punct vectorul intensitate camp
electric este tangent. Ele au sensul lui E. Astfel in cazul unei sarcini pozitive
(Fig. 7.2) sensul liniei de cAmp este dinspre sarcind iar in cazul unei sarcini
negative sensul este inspre sarcina respectiva. Trebuie remarcat ca liniile de
camp sunt continue, pornesc de pe sarcinile incarcate pozitiv si se termina pe
cele negative. Ele nu se intersecteaza deoarece in orice punct cAmpul electric
trebuie sa fie univoc determinat.

7.1.4 Camp electric in medii substantiale

S-a considerat campul electric generat de particule care sunt in repaus si
incarcate electric. Aceasta imagine nu este cea mai potrivita atunci cand se
considera caAmpul electric in interiorul unui atom, deoarece electronul in acest
caz nu este o sarcina electrica in repaus. Mai mult, in mecanica cuantica se
aratd ci pozitia electronului nu poate fi determinats. In loc si se imagineze
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Figura 7.2: Linii de camp

electronul ca o sarcina punctiforma este de preferat ca sarcina lui sa fie
privita ca fiind imprastiata in spatiu in asa numitul nor electronic aflat in
jurul nucleului. Se considera ca p,; (7") dT este sarcina continutd in elementul
de volum d7 determinat de vectorul de pozitie 7 intr-un sistem de referinta
care are ca origine, de exemplu nucleul, iar p,, (7') este densitatea de sarcina
a norului electronic. Atunci sarcina totala a electronului este egala cu suma
tuturor sarcinilor din elementele de volum d7 din norul electronic. Putem
exprima sarcina electronului ca o integrala pe volumul norului electronic.
Deoarece acest volum nu poate fi cu exactitate definit! integrala se extinde
in tot spatiul.

///oopel (F)dT:/_Z/_Z/_Zpel (7) dxdydz (7.10)

In atomii complecsi norii electronici ai diferitilor electroni se pot supra-
pune si intr-o portiune poate exista o sarcina provenita de la mai multi elec-
troni.

Sarcina cu care este incarcat nucleul poate fi reprezentata printr-o densi-
tate de sarcina, chiar daca nucleul este mult mai mic in comparatie cu intreg

!Prin aceasta nu se introduce nici o eroare deoarece probabilitatea de a gisi electronul
la distante mari de nucleu este foarte mica.
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Figura 7.3: Sarcina din fiecare volum d7’ contribuie la cAmpul creat in pun-
ctul P

atomul.

Se poate defini o densitate de sarcind atomica p,, (7) care si ia in con-
sideratie si sarcina pozitiva a nucleului. Aceasta densitate este pozitiva in
regiunea nucleului si negativa in regiunile unde se gasesc norii electronici.
Integrala densitatii de sarcina atomica pe intreg volumul atomului este nula
deoarece atomii sunt neutri din punct de vedere electric.

Pentru determinarea caAmpului produs de densitatea atomica de sarcina
se generalizeaza formula 7.8 inlocuind suma printr-o integrala. Astfel campul
electric intr-un punct P (Fig. 7.3) este:

3 (7) — ) Pt ()
Eu i d A1
() ~ dne, /// 7 — 7! ! (7.11)

Relatia de mai sus nu este foarte utila deoarece in general nu se cunoaste
densitatea de sarcina atomica. Nu numai ca aceasta densitate nu este cunos-
cuta dar si atomii sunt intr-o continua miscare de agitatie termica. Aceasta
face ca p,, (F)si Eq (7) si fie intr-o continud schimbare. In interiorul ato-
milor cAmpul electric, numit cAmp electric intern este foarte mare in apropierea
nucleului. Peste acest cAmp se suprapune si cAmpul provenit de la atomii
si moleculele din jurul atomului considerat. Trebuie remarcat ca nu numai
atomii si moleculele incarcate genereaza camp electric ci si atomii si mole-
culele neutre. Aceste cAmpuri sunt extrem de puternice pe distante de cateva
diametre atomice. Astfel molecula de HCI este neutra din punct de vedere
electric dar in cadrul legaturii chimice care tine cei doi atomi impreuna o parte
a norului electronic al atomului de hidrogen este transferat catre atomul de
clor. Atunci atomul de hidrogen raméne cu un exces de sarcind pozitiva in
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NS

Figura 7.4: Liniile de cAmp din jurul moleculei de HCI . Hidrogenul a pierdut
o parte din norul electronic astfel ca in regiunea respectiva apare un exces
de sarcina pozitiva

timp ce cel de clor raméne cu un exces de sarcina negativa. Astfel liniile de
camp pleaca de la atomul de hidrogen la cel de clor si ies in afara moleculei
(Fig. 7.4)

7.1.5 Campul macroscopic

In cazul unor sisteme macroscopice, detaliile campului atomic nu mai au nici
o importanta si ceea ce este important este cAmpul mediu. Valoarea medie
a campului electric estimata pe o regiune mult mai mare decat a unui singur
atom, dar inca foarte mica fata de dimensiunea intregului sistem poarta
numele de cAmp electric macroscopic.

In comparatie cu campurile atomice mari din apropierea nucleelor, cAm-
purile macroscopice sunt mici. In izolatori, precum portelanul, electronii
sunt tinuti strans legati de atomi iar excesul de sarcina pozitiva si negativa
poate ramane mult timp, mentindnd un cAmp macroscopic. Sarcina neta a
izolatorului poate fi distribuitd in volum sau pe suprafatii. In cazul metalelor
conductoare precum cuprul, sarcinile in exces se distribuie doar pe suprafata.
In cazul conductorilor anumiti electroni de valenta si electronii de conductie
sunt liberi sa se miste in interiorul conductorului in prezenta unui cAmp elec-
tric macroscopic. Atunci cdnd un corp conductor este plasat intr-un camp
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Figura 7.5: Sarcini induse care apar pe suprafata unui conductor aflat in
camp electric

extern electronii de conductie se deplaseaza sub influenta caAmpului astfel ca
pe suprafetele conductorului apar sarcini ca in Fig. 7.5.

Sarcinile care apar pe suprafata conductorului in acest mod, datorita
prezentei unui cAmp electric se numesc sarcini induse.

In continuare vom studia legitura dintre cAmpul macroscopic si cel micros-
copic. Sa consideram un volum 0V mic in comparatie cu volumul sistemului,
dar suficient de mare pentru a contine suficienti atomi. Sarcina neta din §V/

este:
J[] puteyar
%

Atunci putem defini o densitate macroscopica de sarcina

p )= 55 [ [ putire (7.12)

ca fiind sarcina pe unitatea de volum 0V centrata pe 7. Densitatea de sarcina
astfel definitd p (7) este o functie ce variazd continuu in interiorul corpurilor
cu exceptia frontierelor, unde densitatea de sarcina se schimba in mod dis-
continuu.

Pe suprafete pot fi concentratii mari de sarcina. Sarcina de suprafata
ocupa un strat subtire avind grosimea de cateva diametre atomice. De aceea
se poate reprezenta aceasta sarcina ca un strat de grosime infinitezimala.
Densitatea superficiala de sarcina poate fi definita ca si cea de volum. Sa
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Figura 7.6: Fluxul cAmpului electric printr-o suprafata

consideram o portine §V din stratul subtire avind sarcina de pe suprafata
0S5 centrata pe vectorul de pozitie 7. Densitatea superficiala de sarcina este:

o () = % / / /5 ) (7.13)

Campul macroscopic satisface principiul superpozitiei. Pentru a gasi un
camp electric intr-un punct al carui vector de pozitie este 7 este necesar sa
se insumeze contributia sarcinii nete p (7') d7’ din toate elementele de volum
i contributia sarcinilor de suprafatd o (') dS’ de pe toate elementele de
suprafata. Rezulta:

— 1 (r=7") p(r")dr’ 1 // (r=r") o (r")dS’
E = 7.14
dmeg /// 7 — 7] ’ dmeg 7 — ) (7.14)

7.1.6 Legea lui Gauss

Se defineste fluxul cAmpului electric printr-o suprafata ds (Fig. 7.6) ca fiind:

dd = EdS (7.15)

unde dS = 7idS , iar 77 este normal la suprafata in punctul considerat. Atunci:

d® = EdS cosf (7.16)

unde 6 este unghiul format de vectorii 7 si E.
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Figura 7.7: Legea lui Gauss. In cazul c§ sarcina este in interiorul suprafetei,
unghiul total sub care se vede suprafata din ¢ este 47

Pentru a determina forma legii lui Gauss se considera o sarcina ¢ in in-
teriorul unei suprafete inchise S (Fig. 7.7). Atunci fluxul prin suprafata

considerata este:
= = q 7dS
P = EdS = — 7.17
[[Fas =2 ] (7a)

1

rZyr

Se observa ca:

Tas = %dS cosf = don (7.18)
T

r2

unde d.S,, este proiectia suprafetei ds pe un plan perpendicular pe 7. Cum:

s,

2.3 4 q
®= || EdS = = — 2
[lEos =i ] = 20

Daca sarcina este aleasa in exteriorul suprafetei rezulta ca fluxul total al
campului electric este nul.

atunci:
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Daca in locul unei singure sarcini, in interiorul suprafetei S exista un
sistem de sarcini atunci in locul lui ¢ se afla o suma de sarcini.

o= // fag = 2i=1d (7.21)
S €o

Relatia 7.20 raméne adevarata si in cazul in care sarcina q este distribuita
in mod continuu in volumul V. Atunci se poate exprima sarcina ¢ in functie
de densitatea volumica de sarcina astfel:

o~ [ v e

unde V' este volumul inchis de suprafata S. Relatia 7?7 devine:

fles-Lfffron o

care este forma integrala a legii lui Gauss in vid.
Dar integrala de suprafata se poate transforma intr-una de volum:

/ /S EdS = / / /V VEdV (7.24)

unde V este operatorul divergenta.

- 0B, 0B, 0E
E=""4+2 v = 2
VE= 5t o (7.25)

[we-t fffrow

Astfel se ajunge la forma diferentiala a legii lui Gauss pentru sarcini in

vid:

Atunci:

VE =" g(F) (7.27)
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Figura 7.8: Lucrul mecanic efectuat la deplasarea unei sarcini de-a lungul
curbei AB

7.1.7 Potentialul electric

Se demonstreaza in continuare ca fortele electrostatice sunt forte conserva-
tive. Pentru aceasta se arata ca lucrul mecanic efectuat de forta datorata
campului electric al unei sarcini () ce actioneaza asupra sarcinii ¢ care este
deplasata intre doua puncte, nu depinde de drum ci doar de pozitia initiala si
finala. Se considera situatia aratata in Fig. 7.8, unde sarcina q este deplasata
intre punctele A si B.

Lucrul mecanic elementar este:

= Qg 1T oo
0L =F.dl = —dl 7.28
dregrr ( )
Cum:
"dl = dicos§ = dr (7.29)
,

atunci lucrul mecanic total va fi:

"B 1 1
L= / Qg _dr = — Qg (— - —) (7.30)
v, Ameqr dmeg \rp  Ta

si se constata ca el nu depinde de drum.

Se obtine acelasi rezultat daca corpul cu sarcina g este deplasat in cAmpul
produs de o distributie continua de sarcini.

Sa consideram doud puncte A si B intr-un camp electrostatic (Fig. 7.9).
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Figura 7.9: Lucrul mecanic al cAmpului electric asupra unei sarcini calculat
pe doua drumuri intre doua puncte este acelasi

Din faptul c& lucrul mecanic nu depinde de drum rezulta:

B B A
. / Fdl = q / Fdl = —q / Bdl’ (7.31)
A(Cy) A(Cy) B(Cy)
Atunci:
B A
q / Edl+q / Edf_jfﬁdf_o (7.32)
A(Ch) B(C?) C

Prin urmare pentru un cAmp electrostatic conservativ circulatia vectorului
respectiv pe orice curba inchisa este nula.

7{ Edl'=0 (7.33)
c
Ecuatia 7.33 poate fi folosita ca criteriu de conservativitate pentru orice
camp vectorial pentru care este indeplinita o relatie de tipul de mai sus.
Utilizand teorema lui Stokes care permite trecerea de la integrala pe un
contur la o integrala pe o suprafata ce se spijina pe conturul respectiv, se

obtine:
fﬁdi://(VxE)dﬁzo (7.34)
& S

Pentru ca o astfel de integrala sa fie nula indiferent de suprafata aleasa
este necesar ca rotorul intensitatii cAmpului electric sa fie nul:
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VxE =0 (7.35)

In coordonate carteziene ecuatia 7.35 se scrie:

(aEZ - %) € + (% - %) €y + <% - aE‘”) e, =0 (7.36)
dy 0z 0z ox ox dy

Aceasta este forma diferentiala a conditiei de conservativitate a cAmpului
electric.

Intr-un camp conservativ se poate introduce o energie potentiald astfel
ca lucrul mecanic efectuat la deplasarea unui corp dintr-un punct in altul sa

fie egal cu diferenta dintre energiile potentiale pe care corpul le are in cele
doua puncte:

Ep (Fg) — Ep (Ta) = —Lap (7.37)

In cazul unei sarcini punctiforme ¢ ce se deplaseaza in campul creat de o
alta sarcina punctiforma Q:

. . qQ (1 1
E - F = — - — 7.38
p(7) ~ B () = 12 (2 ) (7.38)
Atunci energia potentiala de interactie dintre cele doua sarcini este:
p = 1< + const
dmegr

unde constanta este determinata de modul de alegere al punctului in care
energia potentiala este nuld. Trebuie remarcat ca relatia 7.38 defineste
doar diferenta dintre energiile potentiale. Alegerea punctului in care energia
potentiala este nula se face de obicei astfel incat forma energiei potentiale
sa fie cat mai simpla. Din acest motiv in cazul sistemului format din doua
sarcini se poate considera ca la o distanta infinita dintre ele energia potentiala
este nula. Rezulta:

qQ

dmegr

Ep (7.39)

Se introduce notiunea de potential electric ca raportul dintre energia
potentiala a unui corp de proba si valoarea sarcinii acelui corp:
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Ep

= — (7.40)
q
Pentru un cAmp produs de o sarcina punctiforma forma acestuia este:
Q
= 7.41
4regr ( )

Se determina in continuare relatia dintre intensitatea cAmpului electric
si potential. Sa consideram inca o datad lucrul mecanic efectuat de campul
electric la deplasarea unei sarcini intre doua puncte.

Atunci:

dar:

Rezulta:

B
‘@—m:—/ﬁd (7.42)
A

Ecuatia de mai sus poate fi privita ca una de definitie pentru potential,
insa ca si in cazul anterior, potentialul este definit pana la o constanta arbi-
trara. Cum

B
Lo
/Eﬂ:5m3 (7.43)

atunci:
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1 1
Vg —Vy = —gLAB = gLBA (7'44)

Se alege un punct de referintd in care se considera potentialul nul (de
exemplu punctul A). Rezulta:

1 1
VB = gLBA = 5LBR (745)

Aceasta inseamna ca potentialul intr-un punct este egal cu raportul dintre
lucrul mecanic efectuat de fortele cAmpului la deplasarea unei sarcini din acel
punct intr-un punct de referinta si valoarea sarcinii respective.

Sa consideram diferenta de potential intre doua puncte aflate la distanta
07 care este suficient de mica pentru ca E si poata fi considerat constant pe
acest interval. Atunci:

PO
SV =V (F+ 6F) — V (F) = —/ Fdl = —Bor
In coordonate carteziene :

oV oV ov
L r+ TSy + 26 = —E,60 — E,0y — E
o ox + 3y oy + 5, 0z 20T 40y 0z

Rezulta:
oV oV OF,
E,=— , B =—— : E,=—
ox Y dy 0z
sau
=-VV (7.46)

Se porneste de la relatia anterioara si se tine cont de faptul ca:
vE=L (7.47)
Se obtine:
VE=-VW=-Av=2" (7.48)

Operatorul



7.1. ELECTROSTATICA 261

0? 0? 0?
2
A=V =5 o2y ' o2
este operatorul Laplace
Relatia
AV = —gﬁ (7.49)

poarta denumirea de ecuatia lui Poisson. Daca in regiunea din spatiu con-
siderata nu exista sarcini libere atunci:

AV =0 (7.50)

Ecuatia 7.50 poarta numele de ecuatia lui Laplace.

Trebuie remarcat ca notiunea de potential, precum si relatia V x E=0
pot fi deduse pornind de la forma generala a legii lui Coulomb 7.14 in care se
considera numai termenul de volum (deoarece termenul de suprafata provine
practic tot dintr-o distributie volumica cu o grosime foarte mica). Campul
produs de o distributie continua este:

Treg / / / = |:I F( s (7.51)

Factorul vectorial al integrantului poate fi privit ca o functie de 7 si este
gradientul cu semn schimbat al scalarului 1/ |7 — 7’|. Intr-adevar:

E =

r—r' 1
<—> =-V—0—g, (7.52)
7— 7 |7 — 7|
Relatia de mai sus se poate verifica prin calcul direct.
Deoarece gradientul se aplica coordonatelor z, y, z iar integrarea se refera

la coordonatele ', 3/, 2z’ operatorul gradient poate fi scos in afara integralei:

(") dr’
E=— .
4mov / / / o w‘ (7.53)

Din ecuatia de mai sus se observa ca intensitatea campului electric este
generata de un scalar V' numit potential:

E=-VV (7.54)

Potentialul poate fie exprimat in functie de densitatea de sarcina astfel:
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= = (59

Deoarece rotorul gradientului oricarei functii scalare este nul rezulta:

VxE=0 (7.56)

7.1.8 Momentul de dipol

Momentul electric
Prin definitie momentul electric al unei sarcini punctiforme este:

Pg=qr (7.57)

unde 7 este vectorul de pozitie al sarcinii electrice.
In cazul cand exista mai multe sarcini punctiforme ¢; , ¢s , ..., ¢, plasate
fata de origine la distantele 77 , 75 ..., 7, momentul electric al acestei dis-

tributii este:

=Y a (7.58)
=1

Dipolul electric

Dipolul electric este un sistem de doua sarcini egale si semne contrare ¢
—q aflate la distanta [ una de alta (Fig. 7.10).

Momentul electric al dipolului este:

P=qr —qry=q (T —7T3) = ql (7.59)
In continuare se calculeazg potentialul creat de un dipol electric la o dis-

tantd mult mai mare decat distanta dintre sarcinile dipolului. Se presupune
cd sarcinile sunt situate pe axa Oz. Potentialul in punctul P va fi (Fig. 7.11):

T (i - l) (7.60)

47T€0 T9 1

unde:

o 2, Ly 2 7o
ry=r +Zl —lrcosf =r 1+ﬁ—;COS¢9
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Figura 7.10: Dipolul electric

Figura 7.11: Calculul potentialului creat de un dipol
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1 % 1
] :T2+Zl2+lrcose =72 (1—1— ﬁ+;cose>

Deoarece s-a presupus ca r > [ atunci:

1 11 2 1 B 1 l
—:(7‘%) 2:—(1+———0089) :;(1+2—rcosﬁ+...)

r2

N

N[

1 1 1 12 l B 1 l
_:(Tf) é:_(1—1——2—|——0039) :—(1——0089—1—...)
1 T r r T 2r

Rezulta:

ql cost
V= 7.61
4degr? ( )
Se observa ca pr = prcost = qlrcos . Relatia 7.61 se mai scrie:
T
V= 7.62
degr3 ( )

Campul electric creat de aceasta distributie de sarcina se calculeaza uti-
lizand relatia 7.46

. Ty 1 Ty
FE = — = — = ) = - _
vV v <47r50r3) 47r50v <7‘3)
Dar:
57 1 . . 1

Considerand ca momentul de dipol este un vector constant:

" . 1 3r
V(7Fp)=7p; V(—) =——

Campul creat de un dipol la o distanta mult mai mare decat cea dintre
sarcinile sale este:

- i 3(rp) 7
E=- 7.63
dregrd  dmwegrd ( )
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Figura 7.12: Dipol in cAmp electric

7.1.9 Dipolul in cAmp electrostatic

Se considers un dipol intr-un camp electrostatic £ (Fig. 7.12).
Asupra fiecarei sarcini va actiona cate o forta, rezultanta acestora fiind:

unde F; si By sunt intensitatile cAmpului in punctele in care este plasata
sarcina pozitiva respectiv sarcina negativa. Expresia 7.64 mai poate fi scrisa:

F=q (F4+1) = aF (7)

Sau
F o= q'Ew(ﬂf)—Ex(F)' &, +
q[E, <F+ [ ) ~E,(M)]e + (7.65)
q|E, (F+f) _ B, (7)) et
Cum
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0
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R

Figura 7.13: Dipol in camp electric uniform

e 0B, 0B, 0B, -
By (F+1) = B, (7) = Gl et 5 =T VB,
B (r+T) = B.(f) = 5ol + 5l t 5= VE:

Rezulta:

ﬁ:q(fVEx> €x+q(fVEy> 5y+q(fVEz) @:q(fv)E: FV) E
(7.66)
Daca dipolul se afla intr-un cAmp electric uniform, rezultanta fortei ce
actioneaza asupra sa este nuld. Se observa ca numai in cAmpuri electrice
neomogene, asupra dipolului actioneaza o forta diferita de zero.
Trebuie remarcat ca in cAmp electric omogen asupra dipolului actioneaza
un cuplu de forte care in raport cu centrul dipolului este:

M=IxqE=pxE (7.67)

Cand dipolul este orientat de-a lungul liniilor de cAmp adica atunci cand
vectorii p' si E au aceiagi directie cuplul se anuleaza (Fig. 7.13).

Prin urmare aceasta pozitie corespunde energiei potentiale minime a
dipolului in cAmp electric.

Calculul energiei potentiale a dipolului in cAmp electric se face pornind
de la faptul ca lucrul mecanic efectuat la rotatia dipolului cu un unghi dé
este egal cu variatia energiei potentiale.

dE, = —5L = —Md6f

Sau
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dE, = —pE sin 0df

Se integreaza:

AE, = —pE cosf (7.68)

De aici rezulta ca:

E, = —pE cos 0 + const (7.69)

Deoarece atunci cand dipolul se ageaza de-a lungul liniilor de cAmp energia
este minima, ar trebui ca aceasta pozitie sa se aleaga ca pozitie de zero pentru
energia potentiala.

Totusi, de obicei, se alege pozitia de zero a energiei potentiale cand 6 =
/2, adica atunci cand dipolul este perpendicular pe liniile de caAmp. In acest
caz cele doud sarcini ale dipolului se afla in acelasi plan echipotential.

Punand E, = 0 cand 6 = 7/2 rezulta ca const = 0 astfel ca:

E, = —pE cos = —jE (7.70)

7.1.10 Energia potentiala a unui sistem de sarcini

Sa consideram o sarcina punctiforma izolata ¢;. Cand sarcina ¢y este adusa
la distanta 75 fata de prima energia potentiald a sistemului de sarcini este:

q192
477'607“12

Cand o alta sarcina ¢3 este adusa in apropierea celor doud, energia potenti-

ala aditionala este:
a3 (2 N 2)
dmeg \ 113 T23

Pentru un ansamblu de n sarcini, energia totala este:

p=-2 B, B 0 Ry, Bah Bk By
471'80 T12 47T€0 13 23

Sau:
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E

p = 4moz Z;"]] (7.71)

7 7,0<t

Restrictia j < i este impusa pentru ca fiecare interactie sa fie luata doar
o singura data.

Se poate exprima energia potentiala considerand fiecare interactie de
doua ori si apoi sa impartim la 2:

EONDITE NI

JJ#Z

p

unde

1 ﬁ
47T€0

Vi = (7.73)

2] ;él
este potentialul in punctul in care se afla sarcina g;.
Pentru o distributie de sarcina continua energia potentiala capata forma

8meg / / |(:: F( dvdv’ (7.74)

L[] 2
47'('60 |F—77,

Atunci energia potentiald se poate exprima astfel:

/ / / (F)V (7) (7.75)

Ecuatiile 7.72 , 7.74 si 7.75 exprima energia potentiala electrostatica in
functie de pozitia sarcinilor si releva interactiunile dintre acestea prin forte
coulumbiene.

O alta abordare este aceea care pune in evidenta caAmpul electric gi care
interpreteaza energia sistemului de sarcini ca fiind energia cAmpului electric
generat de sarcinile electrice. Pentru aceasta se utilizeaza ecuatia Poisson
pentru o densitate de sarcina:

p

Se observa ca:

AV =L
€0
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Rezulta:

E, = —% / / / coVAVdy (7.76)

Aceasta integrala care se extinde in tot spatiul se va integra prin parti;

rezulta:
—%// vV (VVV)dv +—///|VV| dv (7.77)

Prima integrala este nula deoarece la infinit valoarea potentialului tinde
catre zero. Atunci:

E,= —///va dv = = ///50E2dv (7.78)

Se observa ca in aceasta formulare orice referire explicita la sarcina elec-
trica a disparut. Se poate considera ca integrantul din 7.78

- % 1ok (7.79)

este o densitate de energie.

Trebuie remarcat ca densitatea de energie a cAmpului este o marime po-
zitiva. Din acest motiv integrala care da energia campului este tot o marime
pozitiva. Aceasta pare a contrazice formula 7.72 deoarece in cazul a doua
sarcini opuse aceasta energie este negativa. Explicatia consta in faptul ca re-
latia 7.79 si relatia 7.75 contin si contributiile ”energiei proprii” la densitatea
de energie.

7.1.11 Conductori in echilibru electrostatic

Proprietatea esentiala a unui conductor este conferita de mobilitatea sarcinilor
(de reguld electroni) in interiorul siu.

In cazul echilibrului electrostatic campul electric este egal cu zero in inte-
riorul conductorului tar potentialul este constant.

Pentru a demonstra prima parte a acestei afirmatii se considera ca inten-
sitatea cAmpului electric in conductori este diferita de zero. Atunci electronii
liberi vor fi pusi in migcare, fapt ce ar insemna ca nu ne gasim in conditii de
echilibru electrostatic aga cum am presupus. Rezulta ca in conductori cAmpul
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Figura 7.14: Campul electric la suprafata unui conductor

este nul. Datorita acestui fapt conform ecuatiei 7.54 rezulta ca potentialul
este constant in toate punctele din interiorul conductorului.

Sarcina electrica neta este repartizata in intregime pe suprafata conduc-
torilor si nu in interiorul lor.

Pentru a arata acest lucru imagindm o suprafata inchisa S in interiorul
conductorului pentru care aplicim legea lui Gauss. Deoarece in interiorul
conductorilor si deci si pe suprafata S intensitatea cAmpul electric este nula:

S €0

De aici rezulta ca sarcina @);,; din interiorul suprafetei este nula. Cum
suprafata considerata poate lua orice forma, aceasta poate fi facuta sa tinda
spre suprafata conductorului care inchide tot volumul sau. Rezulta ca sarcina
din interiorul conductorului va fi nula. Sarcina se distribuie pe suprafata
conductorului.

La suprafata conductorilor in echilibru electrostatic campul electric este
orientat totdeauna normal la suprafata acestora, iar suprafata conductorilor
este o suprafata echipotentiala.

Daca intensitatea cAmpului electric nu este normala la suprafata conduc-
torului, atunci ar exista o componenta tangentiala a cAmpului electric. Cum
sarcina este dispusa pe suprafata conductorului rezulta ca aceasta sarcina ar
fi pusa in miscare si conductorul nu ar mai fi in echilibru electrostatic.

Se va calcula in continuare valoarea cAmpului electric la suprafata con-
ductorilor cunoscand densitatea de sarcind. In Fig. 7.14 este reprezentati
o portiune din suprafata unui conductor pe care densitatea superficiala de
sarcina este +o. Se considera o suprafata foarte mica sub forma de cilindru
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cu o baza aflata in interiorul conductorului iar o alta in afara. Bazele se aleg
suficient de mici pentru ca pe intreaga lor arie cAmpul electric sa fie nor-
mal la suprafata conductorului si sa fie constant. Se aplica legea lui Gauss
pentru aceasta suprafata si se observa ca numai integrala prin baza situata
in vid aduce o contributie diferitd de zero la fluxul cAmpului (in interiorul
conductorului E = 0 iar pe fetele laterale £ L ). Atunci:

. A
/ / Fd§ = Bas = 725 (7.80)
S

€0

unde 0 AS este sarcina totala din interiorul suprafetei considerate. Din 7.80
rezulta caAmpul la suprafata conductorului:

E=— 7.81
- (7.81)

7.1.12 Energia stocata de un sistem de conductori incar-
cati electric

Fie un ansamblu de conductori 1 , 2 ,.. la potentialele Vi , V5 ,... pe care

densitatile de sarcina sunt: o; , 09 ,.... . Un astfel de sistem este prezentat

in Fig. 7.15. Densitatea de sarcina nu este aceiasi pe fiecare conductor. Se

inconjoara sistemul cu o suprafata Sy care sa includa toate corpurile consi-

derate dar care sa fie la o distanta suficient de mare incat campurile sa fie
neglijabile pe aceasta. Atunci energia unui astfel de ansamblu este:

1 1
E, = 5//5 o1V1dSy + 3 //S 0aVadSy + ... (7.82)

Cum la suprafata conductorilor ¢ = g E iar normalele la suprafete sunt
indreptate spre interiorul acestora relatia de mai sus se scrie:

1 L1 S o
Ep = —5 //S 50‘/1E1d51 — 5 //S 60‘/2E2d52 - ... (783)

Daca se inlocuieste suma acestor integrale de suprafata cu o singura in-
tegrala pe suprafata S = SoU S U Ss.... se poate exprima energia potentiala
cu ajutorul unei integrale de volum.

1 Lo .
E, = —5//5 eoVEdS = —5///V Y (VE) dv (7.84)
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Figura 7.15: Sistem de conductoare incarcate electric

Se observa ca:

v (vﬁ) —VVE+ EVV = VVE — B2

Deoarece conductoarele sunt in vid, nu avem sarcini electrice in volumul
exterior corpurilor, astfel incat VE = 0; atunci 7.84 capata forma mai simpla:

E, = %///V eoF2dv = %///V 0 (VV) dv (7.85)

care indica dependenta energiei potentiale de potentialul electric.

7.2 Dielectrici

Dielectricii sunt medii in care nu apare curent electric in prezenta unui caAmp
electric extern, dar isi modifica starea sub actiunea campurilor electrice si
care la randul lor modifica interactiunea dintre corpurile cu sarcina electrica.
Proprietatea electrica fundamentala a dielectricilor o constituie aparitia efec-
tului de polarizare sub actiunea unui cAmp electrostatic. Fenomenul este de-
terminat de orientarea dipolilor in cAmp electric. Exista trei mecanisme prin
care un dielectric se poate polariza:

a) Polarizarea electronica se datoreaza electronilor din dielectricii alcatu-
iti din moleculele simetrice, atomii sau ionii in care centrul sarcinilor pozitive
coincide cu centrul sarcinilor negative. In prezenta unui camp electric are loc
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o deplasare relativa a centrului sarcinilor negative fata de nucleu incat intreg
ansamblul atomic sau ionic se manifesta ca un dipol electric. Polarizarea
electronica nu depinde de agitatia termica, deoarece in acest caz avem de-a
face cu procese atomice.

b) Polarizarea de orientare dipolara este prezenta in dielectrici constituiti
din molecule nesimetrice (molecule polare) in care centrul sarcinilor pozitive
nu coincide cu centrul sarcinilor negative. Un exemplu il constituie oxidul de
carbon in care moleculele poseda un moment dipolar permanent. Din cauza
agitatiei termice dipoli sunt orientati haotic. In prezenta unui camp electric
ei tind sa se orienteze in directia acestuia.

c¢) Polarizarea ionica apare prin deplasarea ionilor din pozitiile de echili-
bru sub actiunea unui caAmp electric. Este caracteristica cristalelor ionice.
Toate substantele prezinta polarizare electronica. Unele substante prezinta
si polarizare ionica iar altele si polarizare orientationala.

7.2.1 Dipoli electrici
Dipoli electrici indusi

Campul electric generat de o distributie de sarcini poate fi estimat aplicand
principiul superpozitiei. In practicsi ins§ acest lucru este extrem de dificil
de realizat deoarece sarcinile electrice nu sunt fixe. Astfel intr-un metal
electronii de conductie se deplaseaza pana ce cAmpul macroscopic devine zero
in interiorul metalului. Intr-un izolator, electronii sunt legati de atomi dar
un camp electric extern deplaseaza usor electronii in interiorul fiecarui atom.
Rezultatul deplasarii consta in aparitia unor sarcini induse care micsoreaza
campul in izolator fara sa-l1 anuleaze.

Astfel daca se considera un atom neutru care are Z electroni, in absenta
unui cAmp electric extern, nucleul se afla in centrul norului electronic acolo
unde nu se exercita forte electrice. Nucleul se gaseste intr-o pozitie de echili-
bru stabil, astfel incat daca el se deplaseaza apar forte care tind sa-1 readuca
in pozitia initiala.

Daca atomul este introdus intr-un camp electric atunci nucleul este de-
plasat in sensul cAmpului iar norul electronic in sens contrar pana se ajunge
din nou intr-o stare de echilibru stabil. Distorsiunea este extrem de mics. In
noua pozitie de echilibru se spune ca atomul este polarizat. Daca se noteaza
cud distanta dintre centrul sarcinilor negative si al celor pozitive vectorul
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Figura 7.16: Dipolul indus in atomul de hidrogen

p=Zed (7.86)

poarta numele de moment de dipol al atomului considerat. Un astfel de atom
care prezinta un moment electric de dipol se denumegte atom polarizat, iar
dipolul asociat dipol indus.

Se evalueaza in contiunuare marimea acestui moment electric dipolar pen-
tru atomul de hidrogen folosind un model simplificat. Presupunem ca in ab-
senta unui cAmp electric sarcina electrica negativa este uniform repartizata
in volumul unei sfere de raza rg, al carui centru coincide cu pozitia nucleului.
Se considera ca in prezenta cAmpului electric exterior distributia isi pastreaza
forma sferica si dimensiunea, dar se deplaseaza din pozitia ei initiala in sens
contrar sensului in care se deplaseaza nucleul (Fig. 7.16). Se noteaza cu
d distanta dintre centrul sferei ce reprezinta norul electronic si nucleu. La
echilibru forta eE cu care campul electric actioneaza asupra nucleului tre-
buie sa fie egala cu forta cu care norul electronic actioneaza asupra nucleului.
Pentru a stabili valoarea acestei forte se utilizeaza legea lui Gauss. Conform
acestei legi campul electric din regiunea nucleului este determinat numai de
sarcinile din interiorul sferei de raza d aga cum este aratat in Fig. 7.16. Prin

/ / EudS = — / / /V d pdv (7.87)

Integrand se obtine:
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Atom H He Ne Ar C Li Na K
ax107MF/m 734 234 445 17,80 16,68 134,4 300,40 378

Tabelul 7.1: Polarizabilitati

e d3

607’8

Ednd? =

Valoarea campului electric ce actioneaza asupra nucleului este:

e d

B =
dreg T3

(7.88)

si este orientat in sens invers sensului cAmpului electric exterior. Se egaleaza
cele doua forte

el = eEd
Rezulta:
e d
E= —
dreg 1

Momentul electric dipolar se poate exprima ca

p=ed=4neyriE = aF (7.89)

sau vectorial

p=aE (7.90)

Marimea « poarta denumirea de polarizabilitate.

Proportionalitatea intre momentul electric de dipol indus si cAmpul elec-
tric este valabila doar pentru cdmpuri mici. Proprietatea atomilor de a
dobandi un moment electric de dipol cand sunt introdusi in cAmp exte-
rior poarta numele de polarizatie electrica. Coeficientul de proportionalitate
poarts numele de polarizabilitate atomici. In Tabelul 7.1 sunt prezentate
céteva valori ale acestui coeficient pentru citeva substante.

Se observa ca pentru gazele rare valorile polarizabilitatii sunt foarte mici
deoarece electronii sunt foarte puternic legati de atomi.
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Cunoscand efectul de polarizare in caAmp electric uniform asupra atomilor,
putem sa imaginam ce se va intdmpla cu un dielectric constituit din asemenea
atomi asupra caruia actioneaza un camp electric exterior. Vor fi induse
momentele de dipol ale acestor atomi care se vor alinia aproximativ paralel cu
directia cAmpului electric exterior deoarece asupra fiecarui dipol va actiona si
un camp rezultat din compunerea cAmpurilor electrice create de dipoli vecini.
In general cele doud campuri nu sunt paralele. In plus in sistemul de atomi
procesul este afectat si de vibratiile retelei cristaline.

Dipoli electrici indusi in molecule

Sa consideram initial moleculele in care, in absenta unui cAmp exterior cen-
trele distributiilor sarcinilor pozitive si negative nu coincid. Exista doua
tipuri de molecule: cele cu simetrie sfericd si cele cu o simetrie mai joass. In
cazul moleculelor cu simetrie sferica ca de exemplu CHy sau BCl; valoarea
momentului dipolar in prima aproximatie nu depinde de directia cAmpului
exterior si este valabila relatia 7.90 cu observatia ca polarizabilitatea mole-
culei nu este suma polarizabilitatilor atomilor constituent;i.

In cazul unor molecule care nu au o simetrie sferic polarizarea moleculei
depinde de directia cAmpului electric exterior.

Astfel in cazul moleculei de dioxid de carbon un caAmp electric aplicat de-
a lungul moleculei va induce un dipol mai mare decét in cazul cind acesta
este aplicat perpendicular. Aceasta diferenta rezulta din faptul cd molecula
este mai ugor deformabila in lungul axei proprii decét intr-o directie perpen-
diculara. Se noteaza cele doud polarizabilitati cu a si o). Campul E se
descompune dupa cele doud directii (Fig. 7.17):

E,=Fcos ; E,=FEsin0

Atunci momentele de dipol induse pe cele doua directii sunt:
p| = o) cost
pL =oa Esinf

Momentul de dipol total este:

p=E(ojcosf é, +a, sinf é,) (7.91)
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Figura 7.17: Polarizarea moleculei de dioxid de carbon

Rezulta ca directia vectorului p nu mai coincide cu directia caAmpului
electric. In acest caz polarizabilitatea unei molecule nu mai este o mirime
scalard ci tensoriald (compusd dintr-un ansamblu de coeficienti ce exprima o
dependenta liniara intre componentele vectorului p'si cele ale vectorului E)
In cazul general:

Pz = axxEx + azyEy + aszz
Py = ayo By + By + oy E, (7.92)
Dz = azzEz + azyEy + azzEz

adica

E

oll

ﬁ =
unde:

. Qg Ogy Oy
a=| oy oy o (7.93)
Ay Oy Qyy
Valorile componentelor acestui tensor sunt functii de modul de alegere al
sistemului de referints. In plus tensorul este simetric, adici:

Ogy = Qg 5 Oy = Qzy Qg = Qg

Atunci matricea asociata acestui tensor este simetrica si exista un sis-
tem de coordonate particular pentru care doar componentele diagonale ale
tensorului sunt diferite de zero.
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Momente dipolare permanente

Exista unele molecule la care datorita structurii lor, chiar in absenta cam-
pului electric exterior, centrele sarcinilor pozitive si negative nu coincid si in
consecinta ele poseda un moment dipolar permanent.

Orice molecula biatomica, formata din atomi de natura diferita, poseda
un asemenea moment dipolar. Aceasta proprietate se datoreaza faptului ca la
formarea unor asemenea molecule, de exemplu a moleculelor de HCI, HBr si
HI o parte din norul electronic al atomului de hidrogen se transfera atomilor
de iod, brom sau clor. Radméne un exces de sarcina pozitiva la extremitatea
moleculei ce contine atomul de hidrogen si un exces de sarcina negativa la
cealalta extremitate.

7.2.2 Densitate de polarizare (materiale omogene)

Cand un izolator este plasat intr-un cAmp electric atomii lui se polarizeaza.
Pentru simplificare sa consideram un material dielectric care contine N atomi
pe unitatea de volum. Intr-un cAmp electric uniform centrul sarcinilor ne-
gative al fiecarui atom se deplaseaza cu aceiasi distanta fata de nucleu in
sens contrar cAmpului electric. Fiecare atom va avea un moment de dipol p’
orientat in sensul cAmpului. Se considera o situatie simplificata in sensul ca
nu vom lua in considerare interactia dintre momentele de dipol induse si nici
campul electric produs de acestea. Deplasarea electronilor conduce la aparitia
unor sarcini la suprafata dielectricului. Avand in vedere cele discutate mai
sus, momentul de dipol ce poate fi asociat unui element de volum dv este
pNdv. Campul electric creat de acest element de volum este echivalent cu
cel creat de un dipol electric pNdv. Produsul pN se numeste densitate de
polarizare si se noteaza cu P.

Vom incerca sa asociem momentele de dipol de densitatea de sarcina de
la suprafata dielectricului.

Pentru aceasta se considera o portiune de dielectric de grosime d avand
suprafata dzdy (Fig.7.18). Deoarece s-a presupus dielectricul omogen si
izotrop directia vectorului de polarizare coincide cu directia campului elec-
tric.

Unui element de volum din paralelipipedul considerat a carui inaltime
este egala cu dz i se poate asocia un moment de dipol:

Pdv = Pdxdydz (7.94)
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Y

X | dy

Figura 7.18: Campul electric creat de un volum paralelipipedic dintr-un di-
electric polarizat.

Potentialul creat de acest element de volum in punctul A suficient de
departat de acest volum este:

Pdxdydz cos
4dteqr?
Se noteaza dS = dxdy si integrand in raport cu z se obtine:

P z2 P r2 P 1 1
v, dS/ dzcosf dS/ dr _ PdS <___) (7.96)

4req r2 dmeg ), T2 Ameg \1T1 T2

dv = (7.95)

z1

Relatia 7.96 este echivalenta cu expresia potentialului creat de doua sarcini
punctiforme egale si de semn contrar avand valoarea PdS. Sarcina +PdS
este situata la capatul paralelipipedului care se gaseste la distanta r; fata de
punctul A iar sarcina negativa —PdS la celdlalt capat la distanta ro fata de
punctul A.

O placa dielectrica introdusa intre pldcile unui condensator plan poate
fi descompusa in paralelipipede de tipul anterior astfel incat pe baza celor
discutate anterior ea poate fi inlocuita cu doua distributii de sarcini plan
paralele a caror densitati superficiale sunt c = +P si o = —P .
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vat
+ + 4+ + + + +

Figura 7.19: Dielectric intre placile unui condensator incarcat

Dacd P nu este perpendicular pe suprafata dielectricului densitatea de
sarcina de pe suprafata dielectricului este egald cu componenta normala a
densitatii de polarizare. Atunci:

o= P, = Pcosf (7.97)

unde 6 este unghiul dintre P si normala la suprafata.

7.2.3 Permitivitatea relativa si susceptibilitatea elec-
trica

Sarcinile induse pe suprafata materialului dielectric contribuie la caAmpul elec-
tric macroscopic din interiorul materialului. Contributiile acestora poarta de-
numirea de cAmp de depolarizare, deoarece cAmpul creat de sarcinile induse
la suprafata are sens contrar campul electric din exterior.

O consecinta a campului de depolarizare este cresterea capacitatii unui
condensator prin umplerea acestuia cu material dielectric.

Sa consideram un condensator plan paralel cu suprafata armaturilor S' si
distanta d dintre acestea. Pe armaturi se afld o densitate de sarcina o. Se
introduce intre placile condensatorului plan un material dielectric pastrand
densitatea de sarcina initiala (Fig. 7.19). Aplicand legea lui Gauss pentru o
suprafata S rezulta:
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ES=2(0-P)S (7.98)
€0

Experimental se arata ca si in cazul in care in interiorul condensatorului
se introduce un dielectric se pastreaza proportionalitatea dintre sarcina de pe
condensator si diferenta de potential ce se aplica pe armaturile sale. Mai mult
se constata ca factorul €, cu care capacitatea creste depinde numai de natura
dielectricului nu si de dimensiunile geometrice. Se noteaza cu Cj capacitatea
condensatorului in absenta dielectricului si cu C' capacitatea condensatorului

cu dielectric. Relatia dintre acestea este:

C=¢0Cy= 5,,% (7.99)

Dar capacitatea condensatorului cu dielectric se poate scrie tindnd cont
de relatia 7.98 astfel:

. q oS P\ &S
= U= B4 (1+80E> 7 (7.100)

Din compararea relatiilor 7.99 si 7.100 rezulta ca pentru materiale dielec-
trice omogene si izotrope:

P
1+ = 7.101
€ ( +50E) ( )

Constanta e, poartd numele de permitivitate relativa. Atunci din relatia
7.101 se obtine:

P = (e —1)eoFE = x.e0F (7.102)

unde

Xe =6&r— 1 (7.103)

poarta denumirea de susceptibilitate electrica.
In cazul unor dielectrici cristalini sau al unor dielectrici neomogeni per-
mitivitate relativa si susceptibilitatea sunt marimi tensoriale.
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7.2.4 Campul local

Pentru dielectrici omogeni relatia 7.102 se poate scrie vectorial astfel:

—

P=yx.cE (7.104)

Deoarece densitatea de polarizare se poate exprima in functie de momen-
tul de dipol:

P=Njp (7.105)
rezultd
L Xe€om
— E 7.106
P="N (7.106)

Ecuatia 7.106 stabileste legatura dintre momentul de dipol mediu al unei
singure molecule gi cAmpul macroscopic. Totusi relatia nu este corecta in
totalitate deoarece cAmpul macroscopic reprezinta o mediere pe o regiune mai
mare si de cele mai multe ori nu coincide cu cAmpul local in care se afla de fapt
molecula respectiva. Campul local este suma dintre cAmpul extern si campul
generat de celelalte molecule din jurul moleculei considerate. Relatia 7.106
este corecta numai pentru gaze rarefiate, deoarece intr-un astfel de sistem
moleculele sunt foarte departate unele de altele iar caAmpul local coincide cu
cel macroscopic.

In lichide sau in solide se va considera in loc de 7.106 relatia:

Elocal (7107)

7.2.5 Susceptibilitatea dielectricilor gazosi polari

In cazul moleculelor polare, campul electric poate induce in atomii con-
stituenti dipoli electrici insa contributia acestora este mai mica decat a dipo-
lilor permanenti. In absenta campului electric, moleculele polare dintr-un
dielectric sunt orientate haotic astfel ca momentul dipolar al unitatii de
volum este nul. Datoritd distantelor mari dintre molecule (cazul dielectri-
cilor gazosi) se poate neglija interactia dintre dipolii respectivi. Daci se
aplica un camp electric apare o interactie intre acesta si dipolii din gaz.

Energia potentiala de interactie dintre moleculele polare si cAmpul electric
este:
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E, = —pE = pE cosf (7.108)

unde # este unghiul dintre momentul de dipol si directia cAmpului electric.

Daca asupra moleculelor nu ar actiona alte forte, dipolii s-ar alinia paralel
cu campul electric. Acest lucru nu se petrece deoarece moleculele sunt intr-
un proces continuu de agitatie termica si acest fapt face ca dipolii moleculari
sa fie partial aliniati in cAmp electric. Se noteaza cu 6; unghiul facut de
dipolul i cu directia cAmpului electric. Atunci densitatea de polarizare va fi
egala cu:

N
P= chos 0; = Np (cos0) (7.109)

i=1
unde N este numdrul de molecule din unitatea de volum iar (cosf) este
valoarea medie a cosinusurilor unghiurilor facute de momentele de dipol cu

directia cAmpului electric. Pentru calculul acestei medii se aplica statistica
Boltzmann:

[ cosBexp (—,i—pT) aQ

feos0) = [ exp (—f;}) d

(7.110)

unde df2 = sin #dfdyp .

Trebuie remarcat ca exponentul —FE,/kgT este foarte mic.

Pentru a evalua energia potentiala se considera ca dipolul provine din
transferarea unui electron de la un atom la un alt atom. Atunci ¢ = e =
1,6 x 10719 C iar distanta este de ordinul distantelor atomice (d = 10710
m). Se considerd cAmpul electric ca avand valoarea F = 10° V/m, adica
valoarea maxima permisa astfel incat sa nu se produca o descarcare electrica
in aer. Obtinem astfel pentru energia potentialda E, = edE ~ 107* eV,
La temperaturi obignuite (300 K) energia cineticd medie de translatie &, =
3kpT /2 are valoarea ~ 1072 eV.

Din acest motiv kgT' > FE,; se poate aproxima:

Ly Ly
exp( kBT) o~ (1 kBT> (7.111)

Cele doua integrale care apar in expresia 7.110 au expresiile:
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/COS@GXP( ’ T) d§l = / d@/ ( pECOSH) cos 0 sin Odf
B

E 2pE
0 P ) dQ =
/cos exp ( kBT> ST
E, E 0
/exp( kBT> 40 = / ( p= o8 ) sin fdf = 4
iar densitatea de polarizare este:
_ B (7.112)
~ 3kgT ‘

Avéand in vedere modul de definire al susceptibilitatii electrice obtinem
pentru aceasta:

P Np?
EoE 380]€BT

Xe = (7.113)

Daca se iau in considerare gi momentele de dipol induse, care sunt in
directia cAmpului, polarizarea este:

2
b
P=N F 114
(a + 3kBT) (7.114)
De aici rezulta
N p2
- 7.115
=2 (a5 (7.115)

Aceasta relatie este importanta deoarece prin determinarea susceptibi-
litatii electrice la diverse temperaturi se pune in evidenta existenta sau ine-
xistenta moleculelor polare. Astfel, lipsa dependentei de temperatura a lui
X. (cazul metanului) dovedeste cd substanta nu contine molecule polare.
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7.2.6 Susceptibilitatea lichidelor nepolare

Moleculele din lichide si solide sunt atat de apropiate incat sunt afectate
de campurile create de ceilalti dipoli. Atunci campul efectiv in care se afla
aceste molecule este cAmpul local. Trebuie remarcat ca polarizabilitatea «
nu variaza functie de cAmp deoarece depinde numai de structura moleculei.
Atunci fiecare din moleculele respective in cAmpul local va avea un moment
dipolar aﬁlocal . Daca concentratia de molecule este /N, momentul de dipol
pe unitatea de volum este:

P = NaEjpea (7.116)

In general este dificil de estimat campul local. Pentru calculul campului
local se considera un model simplificat. In acest model pe care-1 vom consi-
dera pentru lichide nepolare, atomul sau molecula respectiva este inconjurata
de vecini dispusi pe o suprafata sferica cu centrul in centrul moleculei consi-
derate. Acest model este valabil pentru lichidele nepolare deoarece cAmpurile
generate de aceste molecule au raza mica de actiune si nu sunt prea intense.

Sa consideram in interiorul dielectricului o cavitate sferica de raza r; ne
propunem s gdsim valoarea cAmpului creat in interiorul cavitatii (Fig.7.20).
In interiorul cavititii campul local este suma a doi termeni: E - campul
creat de sarcinile libere si Ep campul creat de sarcinile de polarizare de pe
suprafata sferei considerate.

Se calculeaza valoarea cAmpului de polarizare de pe suprafata sferei. Den-
sitatea de sarcina de pe suprafata interioara a sferei depinde de polarizare
prin relatia:

o= —Pcost (7.117)

In relatia 7.117 s-a considerat cii densitatea de polarizare are directia
campului local iar € este unghiul dintre directia razei 7 si directia lui P. Se
considerd o noud raza 7’ foarte apropiatd de prima cu care face unghiul df
suficient de mic pentru ca sa se poata admite ca pe inelul de latime rdf
densitatea de sarcind este constanta. Atunci un element de suprafata de pe
acest inel cu lungimea dx este incarcat cu sarcina:

dq = odS = Pcosf rdfdx (7.118)

Aceasta sarcind creazd un camp electric in centrul sferei care poate fi
descompus dupa o directie paralela cu P sgi una perpendiculara pe P. Con-
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N

Figura 7.20: Modelul pentru calcularea cAmpului in centrul unei cavitati
sferice

siderdnd un element simetric celui ales intial, componentele perpendiculare
ale campului se anuleaza astfel incat sunt efective doar componentele cam-
pului care sunt paralele cu densitatea de polarizare. Atunci:

dE,s = —47T60T2PCOS 0(2mr sin 6)rdf cos 6
sau
P cos? 0 si
dE,, — cos” 0 sin 0df (7.119)
260

Integrand relatia 7.119 pentru toate valorile pe care le poate lua unghiul
0 se obtine:

™ P cos? 6 sin 8df P
E,,=— = — 7.120
P \/0 250 350 ( )
Atunci:
— . — — . — XGE . XE —
Eioeas =E+ E,s = E + =(1+=5) FE (7.121)
380 3
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Se observa ca acest cAmp nu depinde de raza sferei si el este campul ce
va determina efectiv polarizarea moleculei in centrul sferei considerate.

Ecuatia Clausius-Mossotti

Prin actiunea campului electric local un atom sau molecula situata in
centrul sferei va avea un moment electric dipolar:

ﬁ: aﬁlocal (7122)
Dar:

P = Nj= NaEje (7.123)
Se tine cont de relatia 7.121:

€0XeE:Na <1+%)E

si se obtine:

Na
= — 7.124
Cum ¢, — 1 = x, din relatia 7.115 se obtine:
er—1 Na
= _— 7.125
€+ 2 3e0 ( )

Aceasta relatie poarta numele de relatia Claussius-Mossotti.

7.2.7 Densitatea de polarizare a materialelor neomo-
gene

Desi consideratiile de pana acum au fost facute pentru cazul unei polarizari
uniforme, este important sa se considere gi cazul in care polarizarea nu este
uniforma. Acest lucru se datoreaza neuniformitati dielectricului, sau variatiei
campului electric in functie de pozitia din interiorul dielectricului. Pentru a
putea determina polarizarea trebuie sa tinem cont ca in afara sarcinilor induse
la suprafata dielectricului apar si sarcini induse in interiorul acestuia.

Sa consideram un cub in interiorul unui dielectric neutru cu volumul
dzoydz (Fig.7.21). Cubul este mic la scard macroscoapicd, dar suficient de
mare pentru a contine suficient de multi atomi. Daca aplicam un camp
electric acesta se polarizeaza. Se presupune pentru simplificare ca polarizarea
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Figura 7.21: Polarizarea unei portiuni cubice dintr-un dielectric

in interiorul cubului este diferita de zero in directia Ox, ca este dependenta

de = si independenta de y si z. O consecinta a polarizarii este deplasarea

electronilor in sens invers caAmpului. Atunci sarcinile de pe fetele cubului

sunt + P, (z) 0yoz pe fata ABCD si —P, (z + dz) 0ydz pe fata EFGH.
Contributia la sarcina neta a cubului este:

0P,
— A2
g dxdydz (7.126)

Generalizand putem afirma ca exista contributii similare pentru toate
componentele lui P din directiile Oy si Oz astfel incat sarcina totala dq din
interiorul cubului este:

[P, (3 + 1) — P, (2)] 6y6z = —

ox dy + 0z

P, P, P
0qg = — [8 =+ or, | 9 } d0xdydz (7.127)

Cu alte cuvinte sarcina macroscopica de polarizare este:

5q [apm 0P, OP.

0= Saogos | ow oy az} =-ve (1129
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7.2.8 Vectorul inductie a cAmpului electric

Intr-un dielectric pot exista si sarcini libere astfel cii densitatea totald de
sarcini este suma dintre densitatea sarcinilor libere p; si densitatea de sarcini
de polarizare p,:

P =P+ Py (7.129)

Campul macroscopic este legat de densitatea totala de sarcina:

; +
VE=L Pl (7.130)
€o o
L1 S
VE=Z <p, - VP> (7.131)
0
sau
eVE + VP = p, (7.132)

Deoarece P depinde de E , VP # 0 numai daca p; # 0. Exista o densitate
de sarcini de polarizare p, numai in regiunile in care exista sarcini libere.
Din relatia 7.132 rezulta:

v (aoﬁ n ﬁ) = o, (7.133)

Se defineste o noua marime vectoriala, vectorul inductie a cAmpului elec-
tric:

D=¢ckE+P (7.134)

astfel incat:

VD =p, (7.135)
Cum P = XQSOE relatia 7.134 devine:

D= (1+4x,) ek = ¢e,e0E (7.136)

Vom calcula fluxul inductiei cAmpului electric printr-o suprafata inchisa.
Aplicand teorema lui Gauss se obtine:

//Sﬁdﬁz//vvﬁdvz///vpldv (7.137)



290 CAPITOLUL 7. ELECTROMAGNETISM

Aceasta este legea lui Gauss in medii materiale: fluxul inductiei cAmpu-
lui electric printr-o suprafata inchisa este egal cu sarcina libera totala din
interiorul acelei suprafete.

7.2.9 Energia electrostatica in medii dielectrice

Asa cum am discutat anterior, energia unui sistem de sarcini este:

B=5 [[[r0v @

Acest rezultat nu poate fi folosit in descrierea mediilor dielectrice, deoarece
distributia finala de sarcina s-a obtinut prin aducerea de la infinit a sarcinilor
in cAmpul electrostatic existent efectudndu-se un lucru mecanic.

Intr-un mediu dielectric se efectueazi un lucru mecanic atat la aducerea
sarciniilor cat gi pentru polarizarea mediului.

Initial nu vom face nici o presupunere asupra mediului dielectric (de linia-
ritate, omogenitate, etc.). Se considerd initial o variatie a energiei 6E, da-
torita unei modificari dp a densitatii de sarcina in spatiu:

SE, — % / / / 5p (r) V (7 dv (7.138)

In 7.138 integrala este considerats pe intreg spatiul.
Cum

VD = P
iar
5p = VoD (7.139)

relatia 7.138 devine prin integrarea pe tot spatiul:

E, = % / / / v (55) V (7) dv (7.140)
0B, = %///v[aﬁvo?)] dv—%///éﬁVV(F)dv

Prima integrald se anuleaza la infinit dacd se presupune ci V () = 0 si
cum VV (1) = —F obtinem:
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OE, = % / / / ESDdv (7.141)

Energia electrostatica totala se calculeaza prin varierea lui 6D de la 0 la

D.
E,= %///dv /OD ESD (7.142)

Dacsd mediul este liniar D = e FE atunci:

FoD - B0 (<) - 5% ~ L5 (ep) (7.143)

astfel ca energia electrostatica totala este:

E,= % / / / EDdv (7.144)

In relatiile anterioare ¢ este permitivitatea totald a mediului respectiv.

O alta problema este aceea cdnd un dielectric este adus intr-un camp
electric ale carui surse sunt fixe. Pentru aceasta se considera campul E; care
este datorat unei distributi de sarcini p, () si care existd intr-un mediu cu
permitivitatea absolutd e; (7). Energia electrostatica initiald este:

1 -
Epl = 5/// ElDldU (7145)
unde 51 = €1E_:1.

Se introduce in acest cAmp un dielectric de volum V' care modifica cAmpul
electric de la valoarea El la valoarea Ez. Prezenta acestui dielectric poate fi
descrisa prin permitivitatea dielectrica absoluta care are valoarea €5 in inte-
riorul corpului si €; in exterior. Se presupune ca permitivitatea dielectricului
variaza lent in interiorul corpului de la valoarea e, la valoarea ¢; la marginea
volumului V. In final energia are valoarea

1 I
Ep2 = 5 /// EQDQdU (7146)

unde Dy = e5F5 . Diferenta dintre energiile in cele doua cazuri este:

1 L
W= /// <E2D2 - E1D1> dv (7.147)
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:%///(5251—EQEl)var%///(EﬁEl) (Do~ By) v

(7.148)
Deoarece V x (Eg + El) = ( se poate scrie:
Ey+ Ey=—-V¢ (7.149)

unde ¢ este o functie scalara ce depinde de pozitie. Atunci a doua integrald
din 7.148 devine:

I= —% // (132 _ 131) Vodv (7.150)

Integrand prin parti:

[:—%///V[¢(52—51)}dv+%///<bv<52—51>dv (7.151)

Se observa ca:

///V D2 D1 d’U—/ D2 D1 dS =0

deoarece la marginea domeniului Dy =
In cazul celei de-a doua integrale se observa ca
VEQ == Vﬁl =P

deoarece prin aducerea dielectricului in regiunea considerata nu se modifica
densitatea de sarcina libera. Rezulta:

///(I)V<52—51)dv—0

Atunci relatia 7.148 devine:

1 L
W=—3 /// <E1D2 . D1E2> dv (7.152)

Integrala se face pe tot spatiul dar practic ea se limiteaza doar la volumul
corpului. Cum Dy = &1 F si Dy = e5F)y
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W = —% /// (6o — £1) FxEydv (7.153)

Daca mediul in care se afla corpul este vidul e; = ¢¢ si €5 = g,6¢. Se
noteaza Fy = F;. Atunci:

(€9 — 1) E, = (e, —1) coFy = P (7.154)

1 .
W = ——/// PEydv (7.155)
2 /) ),

Aceasta relatia arata ca densitatea de energie a unui dielectric aflat in
campul Ej ale carui surse sunt fixe este data de relatia:

iar relatia 7.153 devine:

w=—=PE, (7.156)

7.3 Curentul electric continuu

Prin curent electric se intelege deplasarea directionata a electronilor in me-
tale, sau a ionilor in unele lichide sau gaze sub actiunea cAmpului electric.
Aceste particule poartda numele de purtatori de sarcina. Un curent poate fi
datorat mai multor tipuri de purtatori de sarcina. De exemplu in gaze purta-
torii de sarcina sunt atat electronii cat si ionii moleculari incarcati pozitiv.

Pentru a exista curent electric in mediul respectiv trebuie sa existe purta-
tori de sarcina capabili sa se deplaseze sub actiunea unui cAmp electric. De
exemplu in cazul unui metal la o temperatura diferita de zero Kelvin elec-
tronii sunt intr-o continua stare de agitatie termica. Prin aplicarea unui
camp electric, peste migcarea de agitatie termica se suprapune o miscare
dirijata in sens invers cAmpului electric. Un astfel de mediu poarta numele
de conductor.

Un mediu fara purtatorii de sarcina capabili sa se deplaseze sub actiunea
unui camp electric poarta numele de izolator.

7.3.1 Marimi ce caracterizeaza curentul electric

Intensitatea curentului electric I. Aceasta este o méarime fizica scalara care
reprezinta sarcina neta ce traverseaza in unitatea de timp suprafata transver-
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E

VAt

Figura 7.22: Miscarea purtatorilor de sarcina in interiorul unui conductor

sala a conductorului.

_AQ
At

In sistemul international de unititi intensitatea curentului este o marime
fizicd fundamentald iar unitatea sa de masura este Amperul (A).

Densitatea de curent. Admitem ca in conductorul omogen si izotrop care
contine un singur tip de purtatori de sarcina ¢ densitatea acestora este n.
Daca in conductor este aplicat un caAmp electric, sarcinilor li se imprima o
miscare ordonata de transport in sensul cAmpului daca sarcinile sunt pozitive
si in sens invers cAmpului daca sarcinile sunt negative. Se considera ca viteza
medie a miscarii de transport este v.

Pentru a defini densitatea de curent vom considera o portiune de conduc-
tor a carui sectiune transversala este S si in interiorul careia exista caAmpul
electric E (Fig. 7.22).

In intervalul de timp At toti purtitorii de sarcing din cilindrul cu aria
bazei S si generatoarea vAt se vor deplasa conform celor indicate in Fig.
7.22. Deoarece numarul de purtatori de sarcina din cilindru este N = nSvAt,
sarcina ce trece prin aria bazei este AQ = Nq = nSvqAt. Atunci intensitatea
curentului este:

I (7.157)

AQ
v nvgS (7.158)

Densitatea de curent se defineste ca fiind sarcina ce trece in unitatea de

1
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timp prin unitatea de suprafata:

I
Jj=—==nqu (7.159)

n

Densitatea de curent este insd o marime vectoriald (avand in vedere ca-
racterul vectorial al vitezei); atunci:

j=nqt (7.160)

Acest rezultat poate fi generalizat in cazul in care in materialul respectiv
exista mai multe tipuri de purtatori de sarcina cu concentratiile n;, vitezele
medii v; si sarcinile g;.

j: ij = an’(h@ (7-161)

Discutia anterioara a fost facuta pornind de la ipoteza cd avem de-a face
cu un conductor omogen. In conductorii neomogeni concentratia purtitorilor
de sarcind depinde de pozitie n = n(x , y, z) astfel cid si densitatea de
curent este diferita de la punct la punct j = j(m , Y, z) sl este o marime ce
caracterizeaza local curentul electric.

Pentru a calcula in acest caz intensitatea curentului printr-o sectiune se

va considera elementul de arie:

dS = ids (7.162)

unde 77 este normala la aceasta suprafata. Daca directia densitatii curentului
nu este perpendiculard pe elementul de suprafata, la curentul ce trece prin
aceasta suprafata contribuie doar componenta normala a acestei densitati de
curent. Atunci:

dI = jdS (7.163)

Printr-o suprafata finita intensitatea curentului este data de integrala:

I= //Sdlz //de§ (7.164)

Conform relatiei 7.164 intensitatea curentului poate fi considerata ca fiind
fluxul densitatii de curent prin suprafata S.
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7.3.2 Ecuatia de continuitate

Fie o suprafata S inchisa in interiorul unui conductor care cuprinde volumul
V. Normala la suprafata inchisa fiind indreptata intotdeauna in exteriorul
acesteia, integrala din jdg reprezinta sarcina ce iese in unitatea de timp din
volumul V' prin suprafata S. Conform legii conservarii sarcinii, sarcina ce
iese din volumul V este egala cu variatia sarcinii din acest volum in acelasi
interval de timp (—dq/dt). Rezulta:

[[ jas - 7165

Daca se exprimé ¢ in functie de densitatea de sarcind p = p(z , y, 2)

qz///p(fﬂ,y72)dv (7.166)
v
relatia 7.165 devine:

//de———///pdv— /// 0 (7.167)

Utilizarea simbolului de derivata partiala sub integrala este impusa de
faptul ca densitatea de sarcina poate fi functie si de componentele spatiale.

Cum:
/ /S jds = / / /V Vjdv (7.168)
// Vido = — /// 9 4 (7.169)

Egalitatea de mai sus este adevarata pentru orice volum V' astfel ca:

dp
— = 1
Vj+ o =0 (7.170)

Aceasta relatie poarta denumirea de ecuatia de continuitate.
In regim stationar, densitatea volumica de sarcina nu depinde de timp si
ecuatia de continuitate capata forma:

Vi=0 (7.171)
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7.3.3 Teoria clasica a conductiei

Aceasta teorie a fost elaborata in 1900 de Drude si a fost perfectionata de
Lorentz in anul 1910. Teoria se bazeaza pe ipoteza existentei gazului elec-
tronic in metale, adica a existentei unor electroni liberi in interiorul acestora.
Prin electroni liberi in metale se inteleg electronii de valenta care nu sunt
legati de nici un atom al retelei cristaline si care se pot deplasa in interiorul
acestuia pe distante relativ mari.

Conform acestui model, in absenta campului electric, electronii se misca
haotic in toate directiile. Céand se aplica un camp electric electronii liberi
sunt supusi unei forte care le imprima o miscare directionata. Daca reteaua
ar fi rigida gi perfecta electronii s-ar misca accelerat. Acest lucru nu este
posibil deoarece in metale exista imperfectiuni ale retelei si impuritati, iar
ionii retelei cristaline executa miscari de vibratie in jurul pozitiilor de echili-
bru. In miscarea lor electronii suferd ciocniri cu ionii retelei cristaline si cu
defectele din retea. Se admite ca o ipoteza simplificatoare ca la fiecare cioc-
nire electronul pierde energia acumulata intre doua ciocniri succesive. Astfel,
daca timpul dintre doua ciocniri este 7, viteza capatata inainte de ciocnire
este:

ek
v=ar = —T (7.172)

Me
in ipoteza ca viteza initiala este zero. Rezulta ca electronul parcurge drumul
dintre doua ciocniri succesive cu o viteza medie, care este chiar viteza de

transport.

v ek

Vg = = = T
2 2m,

Timpul mediu intre doua ciocniri este raportul dintre drumul liber mediu

A si viteza termica a electronului vy. Viteza termica a electronilor poate fi

estimata pornind de la formula obtinuta in cazul gazelor ideale:

(7.173)

op = 1) 2KBT (7.174)

Me

unde kg = 1,38 x 10723 J/K , T temperatura absolutd a metalului. Atunci:

1 ne? 1ne? A
j=nevg =~ rE=-""2g_6E (7.175)
2 m, 2 me U
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unde:

B 1ne? \

o =
2 me Ur

(7.176)

reprezinta conductivitatea conductorului, aceasta fiind o constanta de mate-
rial. Valoarea inversa a conductivitatii reprezinta rezistivitatea.

7.3.4 Tensiunea electromotoare

Pentru mentinerea curentului electric intr-un circuit inchis este necesar ca
purtatorii de sarcina sa fie actionati de forte care sa le asigure deplasarea
acestora pe o durata de timp suficient de mare.

Aga cum a fost discutat in paragrafele precedente, sarcinile electrice trans-
fera in mod continuu si ireversibil energia lor nodurilor retelei cristaline prin
efect Joule. Rezulta ca sarcinilor trebuie sa li se asigure o energie egala cu cea
disipata in acelasi interval de timp. Aceasta inseamna ca asupra sarcinilor
trebuie sa actioneze pe langa fortele de natura electrostatica si forte de natura
neelectrostatica. Acesta forte poartd denumirea de forte imprimate. Aces-
tora le corespunde un cAmp electric numit imprimat.

E; = (7.177)

| =

Fortele imprimate sunt generate in anumite puncte ale circuitelor in care
se gasesc surse de tensiune electromotoare. Ca exemple de surse de tensiune
electromotoare sunt: pilele electrice si acumulatoarele care transforma e-
nergia libera din diverse reactii chimice in energie electrica sau generatoarele
conventionale care induc un caAmp electric neconservativ prin varierea unui
camp magnetic.

Sa consideram circuitul din Fig. 7.23 in care G este un generator, R un
rezistor si A un ampermetru. Lucrul mecanic efectuat asupra sarcinii ¢y intre
doua puncte oarecare 1 si 2 de catre cAmpul imprimat si cAmpul electrostatic
este:

2 2
Wia = qo / Edl + q / Eydl (7.178)
1 1

Wia = qo (V1 — V2) + q@o€12 (7.179)
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Figura 7.23: Schema de principiu a unui circuit electric

unde am notat cu 12 = qo ff E;df tensiunea electromotoare dintre punctele
1si2.
Se definegte caderea de tensiune pe aceasta portiune a circuitului ca:

W
Upy = f = (Vi — Vi) + &r (7.180)

Se observa ca numai daca tensiunea electromotoare este nula caderea
de tensiune este egala cu diferenta de potential. Daca relatia anterioara se
extinde pe intreg circuitul se obtine:

W =q ¢ Edl+ qq f{ Edl (7.181)

Deoarece pentru un cAmp electrostatic § Edl = 0, rezulta pentru tensi-
unea electromotoare pe intregul circuit expresia:

e W _ %Eidf (7.182)
do

Tensiunea electromotoare ce actioneaza intr-un circuit este egala cu lucrul
mecanic necesar pentru a deplasa unitatea de sarcina pe intreg circuitul.

7.3.5 Legea lui Ohm

In cazul metalelor, densitatea de curent este proportional cu intensitatea
campului electric.

j=oE (7.183)
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Aceasta este legea lui Ohm.
Sa consideram un conductor omogen cu sectinea S prin care circula curen-

tul 1.
I:// j’d§:// aﬁd§:// oEdS (7.184)
S S S

Daca la capetele conductorului este mentinuta o tensiune U (iar de-a
lungul acestuia nu exista nici o sursa de tensiune electromotoare)
U

B== (7.185)

unde [ este lungimea conductorului. Atunci:

1= U%S (7.186)
De aici:
U ) [
L 1
T =5 F5=FH (7.187)

R poartd numele de rezistenta si se masoara in Ohmi (€2). Relatia 7.187 este
o alta forma de exprimare a legii lui Ohm.



7.4. MAGNETISM 301

7.4 Magnetism

Constatarea proprietatilor magnetice a fost facuta inca din antichitate, nu-
mele de magnet provenind de la numele unei regiuni din Asia mica ”"Magne-
sia”, unde se gaseau roci cu astfel de proprietati.

In anul 1820 Oersted a descoperit ci dac printr-un conductor trece un
curent electric iar daca in apropierea acestuia se aduce un ac magnetic, asupra
acului magnetic se exercita o fortd. La putin timp de la descoperirea lui
Oersted, Ampére a ardtat ca intre doi conductori strabatuti de curent electric
se exercitd forte care sunt de atractie sau respingere in functie de sensul
curentilor. In plus aceste forte nu sunt forte similare cu cele ce se manifests
intre conductorii incarcati. Daca se introduce o placa metalica intre cei doi
conductori forta de interactie dintre cei doi conductori nu se modifici. In
consecinta s-a presupus ca aceasta forta trebuie sa fie de acelasi tip cu forta
care apare intre un conductor parcurs de curent electric si acul magnetic.

Pentru a gasi o corespondenta intre un ac magnetic si un conductor,
Ampeére a presupus ca acul magnetic contine un numar foarte mare de curenti
microscopici pe care i-a numit curenti moleculari.

Ulterior Maxwell a afirmat ca asemenea forte se exercita intre orice sarcini
electrice aflate in miscare. Aceste forte pot fi atribuite existentei in jurul
sarcinilor in miscare a unui cAmp, numit cAmp magnetic. In consecinta
unui curent i se poate asocia un cAmp magnetic care se manifesta in spatiul
inconjurator. S-a verificat experimental ca forta ce actioneaza asupra unei
sarcini in migcare este intotdeauna perpendiculara pe viteza particulei si
proportionala cu aceasta viteza. Ea este proportionala si cu marimea sarcinii,
iar sensul ei depinde de semnul sarcinii electrice.

Pentru a descrie cAmpul magnetic se introduce in fiecare punct un vector
B numit inductie a cAmpului magnetic. Rezultatele experimentale arata ca
forta care se exercita asupra sarcinii ¢ avand viteza v este de forma:

f=aq (17 x 5) (7.188)

Astfel se poate defini campul magnetic ca fiind cAmpul material ce acti-
oneaza asupra unei sarcini electrice in miscare cu o forta a carei expresie este
7.188. Aceasta forta poarta numele de forta Lorentz.
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Figura 7.24: Calculul inductiei cAmpului magnetic

7.4.1 Legea Biot Savart

Aceasta lege se refera la caAmpul care apare in jurul curentilor. Ea este
analoaga celei ce permite calculul cAmpului electrostatic determinat de o
distributie de sarcini. In conformitate cu aceasta campul magnetic intr-
un punct P se datoreste unor contributii dB provenite de la elementele de
lungime dl’ prin care trece curentul I. Contributia fiecarui element este
proportionala cu curentul si invers proportionala cu patratul distantei la
punctul P. Marimea dB este perpendiculara pe planul determinat de dl’ si
7 — 7’ unde 7 este vectorul de pozitie al punctului P , iar 7/ este vectorul de
pozitie al portiunii de circuit considerat (Fig. 7.24). Rezulta:

pol I’ x (7 — ')
Am |7 =P

dB =

(7.189)

unde f, este permeabilitatea magnetica a spatiului vid. Factorul p,/47 a
fost introdus pentru a exprima relatiile in SI.

Campul total in punctul P este obtinut integrand pe intregul circuit (care
este o curba inchisi):

1 -
jotod f’x (=) (7.190)
47 |7

Vom exprima aceasta relatie intr-un mod mai general. In acest sens se
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tine seama de:

[dl" = j Sdi" = j(7") SdlI' = J (7') dv' (7.191)

In relatia 7.191 s-a tinut cont c& sensul vectorul dl’ este acelagi cu sensul
lui j. Atunci inductia cAmpului magnetic pentru o distributie de densitate

de curenti este:
>3 Ho jX (F_ F,) /
B=— —=d 7.192
4 /// 7 — 7 ! ( )

Aceasta este legea Biot Savart.

7.4.2 Legea lui Gauss pentru magnetism

Ca in cazul cAmpului electric se definegte fluxul cAmpului magnetic printr-o
suprafata printr-o relatie de forma:

D = / /S BdS (7.193)

Deoarece cadmpul magnetic nu este produs de sarcini magnetice este de
agteptat ca fluxul inductiei cAmpului magnetic printr-o suprafata inchisa sa

fie nul.
/ / BdS =0 (7.194)
S

Vom demonstra acest lucru.
Daca se tine cont de relatia:

!/

1 p—
=

\Y

P
R (7.195)

se poate exprima inductia cAmpului magnetic astfel:

B(7) = —Z—i///j'(f’) x (Vﬁ) ' (7.196)

Considerand identitatea:

AXVf=—Vx (fff) (7.197)
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oy
[—

Figura 7.25: Element de curent in cAmp magnetic

in care A este un vector constant, relatia 7.196 devine:

B () = Z—;///v x (’gﬂ)') ' (7.198)

Deoarece operatorul rotor actioneaza asupra coordonatelor lui 7 se poate

scrie:
5 o G
B =V x <_47r /// 7= 7?I|0lv) (7.199)

VB =0 (7.200)

Rezulta:

deoarece divergenta unui rotor este nula.
Daca se considera un volum V inchis de suprafata S

///V VBdv = //S BdS =0 (7.201)

Relatia 7.201 exprima faptul ca fluxul cAmpului magnetic prin orice
suprafata inchisa este nul. Ea arata ca nu exista sarcini magnetice libere.

7.4.3 Forta electromagnetica

Fie un element de curent care strabate o portiune de lungime dl avand secti-
unea S (Fig. 7.25).

Deoarece curentul este datorat deplasarii unor sarcini electrice, iar asupra
oricarei sarcini electrice in miscare actioneaza o forta Lorentz, forta totala
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ce se exercitd asupra elementului de curent este rezultanta fortelor ce se
exercita asupra tuturor sarcinilor care se deplaseaza. Daca se noteaza cu
n concentratia purtatorilor de sarcina, numarul acestora din elementul de
volum considerat este dN = nSdl. Considerand ca viteza de transport este v
atunci forta rezultanta ce actioneaza asupra tuturor purtatorilor de sarcind
este:

dF = dNf, (7.202)

unde f; = q (U X B) este forta Lorentz ce actioneaza asupra fiecarei partic-

ule. Se obtine:
dF = nSq (17 X é) dl (7.203)
Cum j = ngt relatia 7.203 devine:

dF = (]’ X é) Sdl = (j' X E) dv (7.204)

Rezulta ca pentru o repartitie continua a densitatii de curent forta totala
care actioneaza asupra acesteia este:

F= ///V (j' X é) dv (7.205)

unde integrala se efectueaza pe un volum suficient de mare care sa contina
intreaga densitate de curent.
Revenind la situatia considerata initial se observa ca:

Jdv = jSdl = jSdl = Idl (7.206)

Atunci relatia 7.204 devine:
dF =1 (df x E) (7.207)
Considerand curentul de-a lungul unei curbe C atunci:
F= / I (df x é) (7.208)
c

Sa consideram interactia dintre doud bucle de curenti (Fig. 7.26).
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Figura 7.26: Interactia dintre doua bucle de curenti

Se calculeaza forta cu care campul magnetic generat de bucla a doua
actioneaza asupra primei bucle. Forta care actioneaza asupra elementului de
curent [dl; este:

— - — d [ df 7
dF = 1, <dll x BQ) — I,dly x P02 / 2 X 112 (7.209)
2

41 mzy?’

Forta totala care actioneaza asupra primei bucle este:

F:l'l/dllx'uo 2/ 23”3“12
1 - Jy |7“12|

7 ,uoflfg //dll X dlz X 7712) (7.210)

!7“12|

Sau

7.4.4 Legea lui Ampére pentru curenti stationari

Legea se refera la valoarea circulatiei cAmpului magnetic pe un contur inchis
in regiunea din spatiu in care exista un cAmp magnetic. Pentru obtinerea
acestei legi vom porni tot de la expresia legii Biot-Savart.

Se aplica operatorul rotor egalitatii 7.198.

Atunci:
=
VxB="yx VX/// AGRIN (7.211)
4 |77 — 7|
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1 : Vx (VxA)=v(va) - viA
o= e [o (vl erege) - [ 2
V x B = /// < )dv—// V2<;;|>dv,]

(7.212)
Se folosegte faptul ca

unde semnul prim indica faptul ca operatorul gradient actioneaza asupra
variabilelor ce intervin in vectorul 7.
Cum:

\% (ﬁ) = 478 (F — i) (7.214)

unde 0 (7 — ') este functia delta (Dirac), relatia 7.212 devine:

VxB=-— v/// (7) dv+u0/// 7Y du’

Prima integrala din 7.215 se poate evalua astfel:

3=tz flf = (7)ol e

(7.216)
Prima integrala din relatia 7.216 este nulad fiind extinsa pe un interval

suficient de larg la marginea caruia densitatea de curent este nula. Relatia
7.215 devine:
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_ 1 . =
VxDB= Z—;v /// V' (F) dv' + o) (7.217)

7= 7|
In cazul stationar V'j (7) = 0; rezulti:

V X B =) (7.218)

Aceasta este legea lui Ampére pentru curenti stationari sub forma locala.
Daca se considera o suprafata S care se sprijina pe o curba C'

/L(Vxé)dg‘:uo//sfdg

]{ BdS = pol (7.219)
C

De aici rezulta

Indiferent de forma conturului pe care se spijina suprafata S circulatia
vectorului B este proportionald cu curentul I care strabate suprafata.

7.4.5 Potentialul vector

Avand in vedere ca VB = 0 in orice punct, rezulta ca B trebuie sa fie rotorul
unui caAmp vectorial A () denumit potential vector:

B(F)=V x A(F) (7.220)

Se observa ca inductia cAmpului magnetic sub aceasta forma a fost ex-
primata in relatia 7.199. Se poate alege pentru potentialul vector expresia:

A= Ho ;(F,) /
A =2 \VA' 221
(") 4#///\F—F’ldv+ (7.221)

Se poate adauga la ff(F ) un gradient al unei functii scalare deoarece
rotorul gradientului unei functii scalare este nul. Prin introducerea gradien-
tului unei functii scalare rezulta ca pentru o inductie magnetica data B (7)
potentialul vector poate fi transformat astfel:

A— A+VU (7.222)
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O astfel de transformare se numeste transformare de etalonare. Ea este
posibila deoarece precizeaza numai rotorul lui A. Aceastd libertate in alegerea
potentialului vector permite sa se utilizeze pentru A o form# convenabili.
Inlocuind 7.220 in 7.218 se obtine:

v x (v X fT) = o] (7.223)

Cum:
v (VA) - V2 = ] (7.224)

daca se utilizeaza etalonarea lui Coulomb, adica daca alegem VA =0 poten-
tialul vector satisface ecuatia:

V2A = ] (7.225)

7.4.6 Momentul magnetic

Campul magnetic poate fi studiat cu ajutorul unor mici bucle de curenti.
Exista urmatoarele aspecte:

a) campul magnetic generat de orice curent poate fi exprimat in functie
de caAmpul datorat unor mici bucle de curent.

b) miscarea electronilor in atomi poate fi asimilatd cu o bucld de curent.

Bucla de curent in cAmp magnetic extern

Fie o bucla de curent intr-un cAmp magnetic extern (Fig.??).

Pe laturile SP si RQ actioneaza forte care sunt egale si opuse ca sens.
La fel sunt si fortele care actioneza asupra laturilor SR si PQ. Rezultanta
fortelor ce actioneaza asupra buclei este zero. Existd insa un moment oM
care tinde sa roteasca bucla in jurul axei verticale.

Deoarece fortele ce actioneaza asupra laturilor SR gi PQ F} = Fy, = F =
I BL; momentul cuplului acestor forte fata de axa A;A, este:

M = FLycos = LiLyBI cost) = BIS cosf (7.226)
Relatia poate fi scrisa vectorial astfel:

— —

M =1ISxB (7.227)
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Figura 7.27: Bucla de curent in cAmp magnetic

Am ajuns la concluzia ca asupra unei mici bucle de curent actioneaza un
cuplu de forte care tinde sa alinieze bucla perpendicular pe cAmpul magnetic.

De aici rezulta ca se poate defini o energie potentiala a buclei in cAmpul
magnetic extern. Energia potentiala este egala cu lucrul mecanic ce trebuie
efectuat asupra buclei pentru a o roti cu o viteza unghiulara constanta dintr-o
pozitie perpendiculara intr-o pozitie paralela cu campul. Daca prin conventie
se alege originea energiei cand 6 = 7/2 atunci:

0 0

E, = M df = / ISBsinfdf = —IBS cos 6 (7.228)
w/2 /2

sau:

E,=—IBS (7.229)

Momentul de dipol magnetic

Facand o analogie intre rezultatul obtinut pentru o bucla de curent si cel al
dipolului electric, vom asocia unei bucle de curent un dipol magnetic al carui
moment m este definit astfel:

=15 (7.230)

unde S este un vector perpendicular pe suprafata buclei si a carui marime
este egala cu suprafata buclei. Atunci momentul fortei ce actioneaza asupra
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unui dipol magnetic este:

M =1 x B (7.231)

iar energia sa potentiala intr-un cAmp magnetic este:

E,= —mB (7.232)

Ecuatia de mai sus ne permite sa calculam forta ce actioneaza asupra
buclei intr-un cAmp magnetic neuniform. Astfel:

F=-VE, (7.233)

F=-v (mé) = V (myB, + myB, + m.B,) (7.234)

Daca campul magnetic este omogen forta exercitata asupra dipolului mag-
netic este nula. Daca cAmpul magnetic este orientat de-a lungul lui Oz si
dependent de coordonata z expresia fortei ce actioneaza asupra dipolului
magnetic devine:

- OB
F=m,—¢ 7.235
ms——e (7.235)

In concluzie asupra unui dipol magnetic actioneaza atat un cuplu de forte
care tinde sa-1 orienteze paralel cu campul magnetic cat si o forta care are
tendinta sa-1 deplaseze in directia gradientului cAmpului magnetic.

Legatura dintre momentul de dipol magnetic si momentul cinetic

Ca orice bucla de curent, curentul produs de migcarea orbitala a unui electron
intr-un atom este caracterizat prin momentul sau magnetic m.
Sa consideram un electron aflat pe o orbita circulara, perioada de rotatie
fiind T'. Miscarea circulara a electronului este echivalenta cu un curent
[=-—S=-2__ (7.236)
T 2m 2mr
Semnul minus apare din cauza ca sarcina electronului este negativa, sensul
curentului datorat miscarii electronului fiind opus sensului migcarii acestuia.
Cum aria buclei considerate este 7r? , momentul magnetic este:
ev evr

m=——nmr’=—

.2
2rr 2 (7 37)
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p

~

Figura 7.28: Distributie de curent

Deoarece momentul cinetic orbital este

L =m.ur (7.238)

unde m, este masa electronului, rezulta:

e
= _ 7.239
m=—g (7.239)
Vectorial relatia 7.239 se scrie:
7 =4I (7.240)
m=— =— )
2me, 7

Maérimea v = e/2m, poartd numele de raport magnetomecanic orbital al
electronului.

7.4.7 Campul magnetic al unei distributii localizate de
curent

Vom examina proprietatile unei distributii de curent localizate intr-o regiune

din spatiu aflata la o distantd mare de punctul in care se doreste sa se

calculeze inductia cAmpului magnetic (Fig. 7.28). Pentru aceasta se pornegte
de la expresia generala a potentialului vector

—

A7) = Z—i/// %dv’ (7.241)

Se dezvolta in serie Taylor numitorul in raport cu 7’
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— =/

1 T
—:W+W+m (7.242)

si relatia 7.241 devine:

A7) = Z—; / / / GO dv’+ﬁ / / / FF) () do...  (7.243)

Marimile ce intervin in 7.243 sunt marimi vectoriale. Se considera com-
ponentele:

A =10 / / / i () o + 4;7(; 5 / / / (FF) i (7)) dol.. (7.244)

unde ¢ = z,v, 2.
In cazul stationar (Vj = 0) este adevarata identitatea:

/// £ T T )+ 9 (7)) V)] df =0 (7.249)

unde f si g sunt doud functii arbitrare de 7 .
Dacisealege f=1gig=r.(r.=2a",y , 2 ) rezulta:

[y =o (7.246)

Pentru f = r} si g = r’; rezulta:

/ / / (7575 (F") + 1 4; (F")] dv" = 0 (7.247)

Se evalueaza expresia

1—///(7?7?')]; (F)dv’—er///r;jidv’
I:%Zj:rj///r;jidv'+%zjjrj///r;jidvl

Se tine cont de 7.247 :
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I_%;rj///r;jidu'—%;rj///r;jjdv'
J:—%;rj/// (g — %) dv’:—% [Fx/// (F’x](F’)) dv’L

(7.248)
Deoarece momentul de dipol magnetic al unei distributii de curent se

definegte:
M = /// (F’ X ]‘(F’)) dv’ (7.249)
atunci:
| P
I= —3 (7 x m), (7.250)
Rezulta:
A(py =t xr (7.251)
47 ’T‘

Acesta este termenul de ordinul cel mai mic din dezvoltarea potentialului
vector care nu se anuleaza. Calculand rotorul lui A se obtine cAmpul magnetic
produs de momentul de dipol al distributiei localizate de curent

B(F)=VxA(F) = (7.252)
unde 77 = 7/r este versorul directiei 7.

Se poate face o legatura intre expresiile cu care este definit momentul

magnetic (7.249 si 7.230). Expresia 7.249 se poate particulariza pentru o

spira circulard cu sectiune constantd s gi raza r’ strabatuta de un curent a
carui densitate de curent este constanta, astfel:

A=y [ (<)
/// (F/ xj) del/:If <F’ X df’) =15 (7.253)

S
Il
N | —
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unde S este un vector perpendicular pe suprafata spirei avind modulul egal
cu aria spirei.
Rezulta ca momentul magentic este perpendicular pe planul spirei.

7.4.8 Magnetizarea

Fie un corp de proba care este introdus in cAmp magnetic. Experimental
se constata ca pentru majoritatea substantelor asupra lui se exercita forte
extrem de mici. Daca dimensiunea probelor este mica, forta care actioneaza
asupra ei este direct proportionala cu gradientul inductiei cAmpului magnetic.

O alta constatare experimentala este aceea ca pentru anumite substante
forta ce actioneaza asupra acestora tinde sa atraga substanta inspre regiunile
cu cAmp mai intens in timp ce pentru altele forta tinde sa respinga substanta
din camp.

Avénd in vedere faptul ca intr-un cAmp magnetic neuniform, asupra unui
dipol magnetic se exercita o forta se ajunge la concluzia ca in proba se induce
un moment magnetic.

Dupa comportarea substantelor in cAmp magnetic se poate face o clasificare
a acestora.

Substantele care sunt slab respinse de cAmpul magnetic (care se mag-
netizeaza in sens invers cAmpului), precum apa, clorura de sodiu, cuartul,
sunt numite diamagnetice. Majoritatea substantelor anorganice si aproape
toate substantele organice sunt diamagnetice. Rezulta ca diamagnetismul
este o proprietate a fiecarui atom sau molecule. Cand este observata o com-
portare diferita, aceasta se datoreaza faptului ca diamagnetismul este mascat
de efecte mai puternice.

Substantele care sunt atrase catre regiunile unde cAmpul este mai intens
(care se magnetizeaza in sensul cAmpului) sunt numite substante paramag-
netice. Exista si aici doua categorii de substante: unele care sunt atrase cu
forte slabe de acelagi ordin de marime ca si in cazul substantelor diamagne-
tice (Na) si altele (CuCly) in care efectul paramagnetic este mult mai puter-
nic. Unele substante prezinta un paramagnetism dependent de temperatura.

O a treia categorie de substante sunt cele care posedd moment magnetic
propriu. Acestea poartd numele de substante feromagnetice. Singurele me-
tale care prezinta feromagnetism sunt fierul, nichelul, cobaltul si gadoliniul;
aliaje ale acestor metale pot fi de asemenea feromagnetice.

Existenta momentelor magnetice se datoreaza miscarii orbitale a electro-
nilor precum si spinului electronilor.
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Miscarea electronilor pe anumite ”orbite” in jurul nucleului este echiva-
lenta cu o bucla de curent care are un moment magnetic dipolar a carui
marime este legata de momentul cinetic orbital prin relatia:

e —

L (7.254)

L= 2me

In expresia de mai sus, in afard de momentul cinetic L apar numai con-
stante universale.

Consideratiile facute pana acum s-au situat in cadrul mecanicii clasice
insa la nivelul atomului miscarea electronilor este tratata riguros cu ajutorul
mecanicii cuantice. Conform acestei teorii momentul cinetic orbital al elec-
tronului este o marime care poate lua numai valori discrete:

Ll=m/I(l+1) 1=0,1,2,.. (7.255)

In expresia de mai sus & = h/27 unde h este constanta lui Planck. Rezult
ca gi momentul magnetic asociat migcarii orbitale este cuantificat:

eh

e

I(I+1) 1=0,1,2,.. (7.256)

1| =

Marimea j, = ehi/2m, = 9,29 x 1072* Am? poartd numele de magneton
Bohr.

Spinul electronului este o marime care nu are corespondent clasic si el
reprezinta un moment cinetic propriu. Calculele si experientele realizate au
dus la concluzia ca momentul cinetic de spin are valoarea

Sl=hvs(s+1) (7.257)
unde s = 1/2.
Proiectia spinului pe o axa poate lua doar doua valori S, = i/2 i S, =
—h/2.

Electronul fiind o particula incarcata cu sarcina electrica, momentului sau
cinetic 1i corespunde un moment magnetic de spin. Relatia dintre momentul
cinetic si momentul magnetic trebuie sa fie una analoaga cu cea care exista
in cazul miscarii orbitale. Experimental s-a constatat ca:

g = ——8 = —245 (7.258)
Me
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Faptul ca raportul dintre momentul magnetic de spin i momentul cinetic
de spin este de doua ori mai mare decat acelasi raport in cazul miscarii
orbitale este cunoscut sub numele de anomalie giromagnetica.

Avéand in vedere cele discutate mai sus rezulta ca proprietatile magnetice
ale atomilor sunt legate de proprietatile magnetice ale electronilor acestor
atomi.

Se poate calcula un moment cinetic total al electronilor din atom J care
este suma momentelor cinetice orbitale gi de spin a electronilor. Acestui
moment cinetic i se poate asociaza un moment magnetic total al electronilor
respectivi. Este posibil ca acest moment magnetic sa fie zero sau diferit de
zZero.

Exista mai multe situatii posibile:

a) Cand se introduce o substanta in cAmp magnetic electronii se rotesc in
asa fel incat pot genera un cAmp magnetic de sens contrar cAmpului exterior.

b) In absenta campului magnetic exterior atomii substantei respective
poseda momente magnetice care sunt orientate in toate directiile cu proba-
bilitate egalda. Ca urmare a acestui fapt campul magnetic produs de acestea
este nul. Plasand substanta in cAmp magnetic asupra momentelor magnetice
actioneaza un cuplu de forte care tinde sa le orienteze pe toate paralel cu
directia cAmpului. Chiar daca orientarea momentelor paralel cu cAmpul nu
este perfecta datorita agitatiei termice, exista totusi o orientare preferentiala
a acestora. Ca urmare, suma vectoriald a momentelor magnetice ale atomilor
este diferita de zero, ceea ce face ca si cAmpul magnetic generat sa fie diferit
de zero. Se spune ca in cAmp magnetic substanta se magnetizeaza.

Daca in material exista un mare numar de momente magnetice dipolare,
toate orientate in acelagi sens iar densitatea acestora este n atunci se poate
defini vectorul densitate de magnetizare:

M = nith (7.259)

Relatii care au loc in materiale feromagnetice

a) materiale omogene

Sa consideram o proba dintr-un material in care momentele magnetice
sunt uniform repartizate. Fie o folie din acest material cu fetele perpendicu-
lare pe M si avand o grosime foarte mica 77.

Folia se poate diviza in elemente de volum dv = dadz, unde da este
elementul de arie. Momentul magnetic al elementului de volum este:
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=

R

Figura 7.29: Material omogen in cAmp magnetic

Mdadz

Daca se admite ca momentul magnetic este produs de un curent ce in-
conjoara portiunea se considera:

Mdadz = dIda (7.260)
Cum dda este paralel cu M :

dl = Mdz (7.261)

In acest mod se poate inlocui fiecare portiune de material cu cate o bucla
de curent de intensite I care satisface relatia 7.261. Din Figura 7?7 se vede ca
raman necompensati curentii de la margine. Acum se poate reface intregul
bloc, care este echivalent cu o bucla de curent cu intensitatea

[ = / Mdz = Mz (7.262)
0

Acest curent poarta numele de curent superficial de magnetizare. FEl
poate fi caracterizat printr-o densitate liniara de curent:

Jm(s)=—-=M (7.263)
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Figura 7.30: Material neomogen in cAmp magnetic

b) materiale neomogene

In cazul materialelor neomogene M si prin urmare curentii corespunzatori
de magnetizare nu au aceiasi valoare in toate regiunile corpului si nu se mai
compenseaza reciproc (Fig. 7.30).

Se va considera un caz particular al unui material magnetizat in directia
Oz si a carui magnetizare creste in functie de y. Materialul se imparte in vo-
lume paralelipipedice de marime AzAyAz a caror magnetizare este prezen-
tata in Fig. 7.30. Fiecare element de volum poate fi inlocuit prin curentul
superficial:

I =jnAz=M,Az (7.264)

Cum magnetizarea creste liniar de la un element la alt element si in-
tensitatea curentilor va creste tot liniar. Ca urmare la limita de separatie
dintre doua elemente de volum vecine, curentii de sens opus nu se anuleaza.
Diferenta dintre intensitatile curentilor este:

oM,
dy

Se observa ca pe fetele normale la Ox curentii se anuleaza reciproc. Den-

Al =M, (y+ Ay) — M, (y)] Az = AyAz (7.265)
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sitatea curentului in sensul axei Ox este:
(1) AT oM,
Ima = =
AyAz dy

Daca se analizeaza cazul unei probe magnetizate in directia Oy a carei
magnetizare are directia axei Ox se obtine:

(7.266)

oM,
&) == 7.267
Jma o (7.267)
Astfel:
oM, OM -
ime = 0 4@ =T T ( M) 7.268
JIma -]ma: + mx ay az V X . ( )
Generalizand si pentru celelalte directii rezulta:
Jm =V x M (7.269)

7.4.9 Curentii liberi si intensitatea cAmpului magnetic

Aga cum s-a prezentat mai inainte, s-a ajuns la concluzia ca in afara de

curentii de conductie (datorati electronilor liberi), la generarea unui cAmp

magnetic contribuie si curentii atomici sau moleculari datorati electronilor.
Densitatea totala de curent se poate exprima astfel:

jtotal = jliber + jm (7270)
unde jliber , jm sunt densitatile de curent corespunzatoare electronilor liberi,
respectiv legati.

Deoarece j,, satisface relatia 7.269 , legea lui Ampeére se poate scrie sub
forma:

—

VxB= Ho (jliber +jm) = Hog <v X M _'_jliber) (7271)

de unde:

)

. B -
jliber =V x <_ - M) (7272)
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Relatia 7.272 sugereaza faptul ca se poate defini o alta marime caracte-
ristica cAmpului magnetic a carei surse sunt doar curentii liberi, denumita
intensitatea cAmpului magnetic.

—

B

H=="-M (7.273)
Ho
Ea se mésoard in A/m. Rezulta:
V X H = Jiver (7.274)

Integrand pe o suprafata care se sprijina pe un contur C:

/ /s (v ) a5 - / /S JiiverdS (7.275)

Se aplica teorema lui Stokes si rezulta:

]{ Hdl'= Ljper (7.276)
C

Relatia dintre H si B joaca un rol important in electromagnetism. Pen-
tru substante izotrope paramagnetice sau diamagnetice exista o relatie de
liniaritate:

B=pH = ppu,H (7.277)

unde p este permeabilitatea absoluta a mediului respectiv iar p, este per-
meabilitatea relativa. Pentru astfel de substante p, difera foarte putin de
unitate. Pentru substantele paramagnetice p, > 1, iar pentru substantele
diamagnetice 0 < p, < 1.

Pentru substantele feromagnetice relatia 7.277 trebuie inlocuita cu o re-
latie neliniara:

—

B=58 (H) (7.278)

Aceste substante prezinta fenomenul de histerezis fapt ce arata ca B nu
este o functie univoca de H (Fig.7.31). Mai mult inductia magnetica depinde
de istoria materialului. Permeabilitatea relativa u, in acest caz este definita
ca derivata in raport cu H a raportului B/p, cand H are valori suficient de
mici incdt B si H sa fie paraleli. Pentru anumite substante feromagnetice
permeabilitatea relativd poate ajunge la valori de 10°.
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B

T

Figura 7.31: Curba de histeresis

7.5 Inductia electromagnetica

Primele observatii legate de cAmpurile electrice si magnetice variabile in timp
au fost realizate de Faraday in 1831. El a constatat ca intr-un circuit apare
un curent cand acesta este introdus sau scos din cAmp magnetic.

In Figurile 7.32 si 7.33 sunt prezentate diferite moduri in care fenomenul
se poate pune in evidenta experimental. Astfel in cazul din Fig. 7.32 la
inchiderea comutatorului, in spira din circuitul care contine ampermetrul
A se stabilegte pentru scurt timp un curent care este inregistrat de acesta.
Acelasi lucru se petrece in cazul prezentat in Fig. 7.33 cind magnetul este
adus in apropierea spirei. Curent apare si atunci cand magnetul este fix iar
circuitul se roteste in cAmpul creat de acesta.

Exista mai multe posibilitati de a obtine o tensiune electromotoare indusa:

a) prin plasarea unui circuit intr-o regiune in care existd un cAmp mag-
netic variabil in timp.

b) prin migcarea unui circuit rigid intr-un cAmp magnetic.
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« O 4

bobina

Figura 7.32: Fenomenul de inductie electromagnetica care apare la inchiderea
comutatorului K

Figura 7.33: Fenomenul de inductie electromagnetica care apare la aducerea
unui magnet in apropierea circuitului
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Figura 7.34: Sarcina electrica in cAmp magnetic
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Figura 7.35: Sarcina electrica in migcare in cAmp magnetic

7.5.1 Campul electric generat prin miscarea surselor
campului magnetic

Se considera o particula cu sarcina electrica ¢ care se gaseste intr-un camp
magnetic produs de un magnet (Fig. 7.34). Particula i magnetul sunt in
repaus fata de sistemul laboratorului (SL). Se constata cd asupra particulei
nu actioneaza nici o forta.

Sa privim aceiasi situatie dintr-un sistem de referinta care se deplaseaza
cu viteza — fatd de SL (ne vom limita la cazul vitezelor mici fatd de viteza
luminii). Fatad de acest sistem de referinta particula si magnetul se deplaseaza
cu viteza v.

Deoarece sarcina se deplaseaza intr-un camp magnetlc (Fig. 7.35) cu
viteza v ea va fi supusa unei forte Lorentz fl = qU X B. Daci nu ar exista si
alte forte care sa actioneze asupra particulei ea ar trebui sa fie accelerata fapt
ce ar intra in contradictie cu situatia initiala. Acest paradox este eliminat
daca se considera ca in sistemul aflat in miscare apare un camp electric E
astfel incat:

Fp=—1 (7.279)

Rezulta:
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Figura 7.36: Bara conductoare in miscare in cAmp magentic

gF = —g (17 X E) (7.280)

de unde:
F=— (17 x é) (7.281)

In concluzie, cand sursa unui cAmp magnetic este in miscare fata de un
observator, acesta va constata pe langa cAmpul magnetic si existenta unui
camp electric.

7.5.2 Campul indus intr-un conductor in miscare intr-
un cAmp magnetic uniform

Fie un conductor de lungime [ ce se deplaseaza cu viteza v de-a lungul axei
Oz intr-un cAmp magnetic uniform a carui inductie magnetica este paralela
cu axa Ox (Fig. 7.36).

Un observator O’ solidar legat de conductor constata ca sursa campului
magnetic se deplaseaza cu viteza —v. Atunci in interiorul conductorului
apare un camp electric

E=uxB (7.282)
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o)

v

Figura 7.37: Spira conductoare in cAmp magnetic

Acest camp este de natura neelectrostatica. Orice sarcing electrica va fi
supusa unei forte:

F=qE (7.283)

Sub actiunea acestei forte, electronii se vor deplasa spre extremitatea din
stdnga a conductorului, iar la capatul din dreapta sa va produce o acumulare
de sarcini pozitive. Aceste sarcini vor determina aparitia unui cAmp electric
de natura electrostatica care va avea un sens contrar cAmpului electric indus.

In aceastd experients imaginars capetele conductorului pot fi considerate
ca cele doua borne ale unei surse de t.e.m. a carei valoare este:

l
€= / Edl' = El = Blu (7.284)
0

7.5.3 Tensiunea electromotoare indusa intr-o spira de
curent ce se deplaseaza intr-un cAmp magnetic

Sa consideram o spira realizata dintr-un conductor subtire care se deplaseaza
in campul magnetic B cu viteza ¥ ce face un unghi a cu B (Fig. 7.37).
Intr-un element de buclg dl campul electric indus este:

—

E=0xB (7.285)
iar tensiunea electromotoare indusa este:
d€ =Edi= (U X E) dl (7.286)

Tensiunea electromotoare indusa in intreaga bucla este:
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G, t+dt

Figura 7.38: Spira conductoare care se deplaseaza in cAmp magnetic

&= 72 <17 x é) di (7.287)

In continuare se examineazi mai detaliat aceasts situatie. Se considers ci
in timpul deplasarii circuitului forma acestuia se pastreaza si atunci fiecare
element al circuitului va fi caracterizat de o aceiasi viteza de deplasare.

In cazul ilustrat in Fig.7.38 sunt reprezentate pozitiile buclei la momentele
de timp t gi t 4+ dt. La momentul ¢ fluxul cAmpului magnetic prin bucla este:

d(t) = / /S BdS (7.288)

Pentru calculul fluxului prin suprafata circuitului la momentul ¢+ dt vom
tine cont ca fluxul unei marimi vectoriale este acelasi prin orice suprafata
marginita de un contur dat.

Pentru pozitia C, a buclei la momentul t+dt se alege urmatoarea suprafata:
suprafata initiala S si suprafetele laterale S; datorate miscarii buclei. Atunci:

<I>(t+dt)=//séd§+//s §d§:®(t)+//9§<17dtxdf> (7.289)

Deoarece integrala de suprafata se poate transforma intr-o integrala cur-
bilinie:

O(t+dt)=d(t)+ Mé(amfﬂ dt (7.290)

rezulta
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d@:cp(t+dt)—c1>(t):[}[z?(axdf)]dt (7.291)
C

Sau

Cfl—f:ﬁé(ﬁxdf):—ﬁ(axé)df (7.292)

Conform relatiei 7.287 ultima integrala este chiar tensiunea electromo-
toare indusa:

_do
dt

Rezulta ca aparitia unei t.e.m. induse intr-un circuit este determinata de
viteza de variatie a fluxului inductiei magnetice prin acel circuit.

€= (7.293)

7.5.4 Legea inductiei electromagnetice

In paragraful precedent s-a ardtat c& variatia fluxului magnetic ca urmare a
deplasarii circuitului in cAmp magnetic determina o t.e.m. indusa. Un flux
magnetic variabil se poate obtine cidnd cdmpul magnetic variaza in timp.
Faptul ca apare un curent in interiorul circuitului arata ca si in acest caz se
induce o t.e.m iar asupra sarcinilor se exercita o forta de natura electrica. Re-
latia 7.293 raméne valabila in orice situatie in care exista un cAmp magnetic
variabil in timp printr-un circuit. Deoarece:

£= ]{ Edl (7.294)

P = / / BdS (7.295)
—_ = d — —
]{ o - / / Bds (7.296)
c dt S

unde S este suprafata care se spijina pe curba C'.

Se remarca faptul ca, deoarece fc Edl # 0 campul electric indus este
neconservativ. Transforménd integrala din membrul stang al relatiei 7.296
intr-o integrala pe suprafata S se obtine:

atunci:



7.5. INDUCTIA ELECTROMAGNETICA 329

/ /S (v X E) S = — / /S aa—lfd§ (7.297)

De aici se obtine:

. 9B
VXxE=—— 2
X T (7.298)

Aceasta este forma diferentiald a legii lui Faraday; ea stabileste ca se pot
produce cAmpuri electrice prin variatia in timp a cAmpului magnetic. Trebuie
remarcat ca suprapunerea campului electric indus cu un caAmp electrostatic
nu modifica cu nimic relatia de mai sus deoarece rotorul unui cAmp potential
este nul.

In acelasi timp liniile cAmpului electrostatic pornesc de pe corpurile incr-
cate pozitiv gi se termina pe corpurile incarcate negativ; in cazul in care este
implicat un cAmp electric indus liniile de cAmp formeaza curbe inchise.

7.5.5 Energia cAmpului magnetic

Pentru studiul energiei campului magnetic se considera ca printr-un proces
lent, cvasistationar, se modifica densitatea curentilor de la valoarea zero pana
la o valoare finalf. In evaluarea schimburilor de energie trebuie si se tini
cont ca lucrul mecanic al fortei Lorentz este nul astfel ca transferul de energie
de la si inspre cAmpul magnetic nu poate fi asociat cu un lucru mecanic al
fortei Lorentz. In schimb orice variatie a cimpului magnetic poate fi asociata
cu un camp electric indus Emd.

Fie un circuit prin care circula curentul /. Daca fluxul cAmpului magnetic
se schimba atunci in circuit se induce o tensiune electromotoare £. Pentru a
mentine curentul existent in circuit trebuie ca sursele sa efectueze un lucru
mecanic. Transferul de energie efectuat prin intermediul surselor in scopul
cgmpensﬁzirii campului Emd se evalueaza considerdnd un cAmp compensator
Ec = — Lvind-

Vom considera initial o particula cu viteza ¢ asupra careia actioneaza o
forta F'. Viteza de variatie a energiei cinetice a acestei particule este:

ABein _ 5 (7.299)
dt

Rezulta ca energia furnizata de surse in unitatea de timp pentru a mentine

viteza particulei cu sarcina e este:
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evE.
Pentru a calcula lucrul mecanic efectuat de surse in unitatea de timp

asupra circuitului considerat se insumeaza contributia actiunii surselor asupra
tuturor electronilor. Tindnd cont ca j = nev rezulta:

dw . i -
=Y eB= ) ANeéEc (7.300)
Al

In expresia de mai sus se considers suma contributiilor portiunilor de cir-
cuit Al in care numarul de electroni este AN . Notand cu S sectiunea conduc-
torului si tinand cont c& n este concentratia de electroni atunci AN/n = SAL.
Relatia 7.300 devine:

aw s . .
C =N SAE. =Y SjAIE. = 1Y AlE,, 7.301
dt Al ’ Al ’ Al ’ ( )

Dar cum ) 4, AlE;,; = € atunci:

aw dd
i 1€=1 o (7.302)
unde ® este fluxul cAmpului magnetic prin circuitul considerat.
Rezulta ca daca variatia fluxului inductiei magnetice printr-un circuit
prin care trece curentul I este 0& = S§B, lucrul mecanic efectuat de surse

pentru a mentine neschimbata valoarea curentului este:

SW = 15® = [ (§5§) (7.303)

In relatia 7.303 s-a considerat c# variatia fluxului este datorati numai
variatiei cAmpului magnetic §B.

Pentru evaluarea lucrului mecanic efectuat pentru stabilirea unei dis-
tributii stationare de curenti si cAmpuri se considera ca procesul decurge
cu o viteza foarte mica astfel incat conditia A; = 0 sa fie tot timpul in-
deplinita. Atunci distributia de curent poate fi impartita intr-o retea de
bucle elementare, o bucla elementara reprezentand un curent de sectiune Ao
care urmareste o curbd inchisa C ce delimiteaza o suprafatd AS (Fig. 7.39).

Pentru a exprima lucrul mecanic efectuat impotriva fortelor de tensiune
electromotoare induse datorita modificarii inductiei magnetice vom tine cont
de relatia 7.303. Pentru o bucla elementara lucrul mecanic are expresia:
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Figura 7.39: Distibutie de curent impartita in mici bucle de curent

AGW) =1 / /A . §BdS (7.304)

Se exprima inductia magnetica in functie de potentialul vector si curentul
in functie de densitatea de curent. Rezulta:

A(6W) = jAc / /A K (v x A ) ds (7.305)

Aplicand teorema lui Stokes se poate scrie:

A (5W) = jAc 7{ (M ) dl (7.306)

c

Cum j Acdl = j’dv, dl fiind paralel cu j suma peste toate aceste bucle va
fi o integrala de volum astfel incat lucrul mecanic pentru intreaga densitate

de curent este:
SW = / / / (M ) Jdv (7.307)

Pentru a obtine o expresie a lucrului mecanic care sa contina in locul lu1
jsi § A vectorii campului magnetic se foloseste legea lui Ampeére V x H= j.

Relatia 7.307 devine:
oW = / / / oA (v X ﬁ) dv (7.308)



332 CAPITOLUL 7. ELECTROMAGNETISM

Se tine cont de relatia:
V (f x64) =84 (V x i) = [ (V x 04)

Atunci:

6W:/// [ﬁ (VXM>+V(FI><5A‘>MU (7.309)

Al doilea termen din 7.309 se anuleazi la infinit deoarece H si A se
presupun nule. Atunci lucrul mecanic este:

SW = / / / HéBdv (7.310)

Daca presupunem medii liniare (neferomagnetice):
— — 1 — —
HOB = 35 (75)

Cand campul variaza de la zero la o valoarea finitda se obtine pentru
energia cAmpului magnetic formula:

1 L
W = §// HBdv (7.311)

Modificarea energiei magnetice atunci cAnd un corp cu permeabilitatea fi,
este plasat intr-un mediu magnetic ale carui surse sunt fixe se poate rezolva
in analogie cu modificare energiei cAmpului electrostatic cand intr-un camp
ale carui surse sunt fixe se aduce un corp dielectric.

Daca in mediu inductia cAmpului magnetic este Bo, si intensitatea este H, 0
iar dupa introducerea corpului de permitivitate p vectorii cAmpului magnetic
devin B si H , modificarea energiei este data de:

W= % / / /v (BHy — HBo) dv (7.312)

unde integrala se extinde peste volumul corpului.

7.6 Ecuatiile Maxwell

Ecuatiile Maxwell reprezinta formularea matematica a principalelor postulate
ale electrodinamicii clasice. Ele sunt un sistem complet de ecuatii in sensul
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ca determina univoc cAmpul electromagnetic. Ele sunt valabile in anumite
situatii, si anume atunci cand corpurile materiale sunt imobile iar constantele
de material € , ;1 , o nu depind de timp sau de intensitatea cAmpurilor. Se
face abstractie de prezenta unor materiale ce prezinta momente magnetice
dipolare permanente. Nu se ia in considerare dependenta constantelor de
material de temperatura. Aceste ecuatii se exprima sub forma unor legi
generale precum si a unor legi de material.

7.6.1 Legea fluxului electric

Este legea care ilustreaza legatura dintre cAmpul electric si sursele sale. Sub
forma diferentiala ea este data de relatia:

VD = p, (7.313)

unde p,; este densitatea de sarcini libere. Sub forma integrala aceasta lege se

/ /S DdS = / / /V pdv (7.314)

unde S este suprafat;a ce margineste volumul V.
fn vid D = 50E Rezulta:

fles-Lfffm  om

vE=" (7.316)

7.6.2 Legea fluxului magnetic

Forma diferentiala a legii este :

VB = (7.317)

/ /S BdS =0 (7.318)

iar forma integrala este:
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unde S este o suprafata inchisa. Ecuatiile de mai sus sunt o consecinta a
faptului ca liniile de cAmp sunt inchise. Legea arata inexistenta sarcinilor
magnetice libere.

7.6.3 Legea inductiei electromagnetice

Forma diferentiala este:

VxE=—— (7.319)

]{ o - / / BdS (7.320)
c dt JJs

Curba inchisa C' margineste suprafata S care nu este o suprafata inchisa.

Aceasta lege aratd ca un cAmp magnetic variabil in timp produce un
camp electric. Sub forma integrala legea confirma observatiile experimentale:
tensiunea electromotoare indusa intr-un circuit este egala cu viteza de variatie
a fluxului magnetic prin suprafata circuitului.

iar forma integrala este

7.6.4 Legea circuitului magnetic. Curent de deplasare

Legea stabileste ca campul magnetic poate fi produs de curenti electrici si
de campuri electrice variabile in timp. Pentru curenti stationari aceasta lege

este:
j[ﬁdf: // jdS (7.321)
C S

VxH=] (7.322)

Maxwell a fost primul care a sesizat unele dificultati ridicate de ecuatiile

de mai sus. Sa aplicam aceasta lege succesiv pentru curbele C; , Cs , ... a
cdror lungime tinde la zero (Fig. 7.40).

Atunci suprafetele S; , S5 ,... marginite de curbele C , Cs , ... tind céatre

o suprafata inchisa si finita iar:

lim ]{ Hdl'=0 (7.323)
C
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C, C, C,

Figura 7.40: Curbe a caror lungime tinde la zero

G

1)

Figura 7.41: Incarcarea unui condensator

Rezulta ca prin suprafata inchisa S:

[Lﬁ§:o (7.324)

Integrala de suprafata din relatia 7.321 reprezinta curentul total ce iese
din suprafata S. Egalitatea 7.324 arata ca printr-o suprafata inchisa curentul
net este nul. Aceasta situatie este valabila doar in cazul curentilor stationari.
Exista si cazuri cand acest lucru nu se petrece.

S& considerdm de exemplu incarcarea unui condensator (Fig. 7.41).

Fie o suprafata S inchisa care inconjoara una din armaturi. Viteza cu
care creste sarcina pe aceasta armatura este:

dqg .
i i(t) (7.325)

Atunci:
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// jag =% 4 g (7.326)
. dt

Deoarece curentul iese prin suprafats, integrala este negativa j fiind in-
dreptat inspre interiorul suprafetei iar dS = 1ndS spre exterior. Cum

q= / DdS (7.327)
S
rezulta:

D 32
dt / s (7.328)

// 7dS + a4 // DdS =0 (7.329)
s dt JJs

Termenul al doilea din relatia 7.329 are dimensiune de curent si poarta
numele de curent de deplasare.

Ecuatia de mai sus este legea de consevare a sarcinii. O formulare mai
generala a legii circuitului magnetic se obtine daca in relatia 7.321 se in-

locuiegte ffs jdg cu ffs jd§+ i ffs DdS. Se obtine:

%Hdl / / jas+ = / DdS (7.330)

sau scriind relatia in forma diferentiala:

Atunci:

VxH=j+ %5 (7.331)

Aceste ultime doua relatii arata cd un cAmp magnetic poate fi generat de
un curent electric si de un camp electrlc Varlabll in timp.

Daca se considera situatia din vid B = ,uOH si D = goE ecuatia 7.331
devine:

8

5 E (7.332)

V X B = o] + ofoz;

iar ecuatia 7.330 devine:

},{ Bdl = / / 75 + pyze s / / A5 (7.333)
c s dt J Js
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7.6.5 Legile de material

Experimental se constata existenta unor relatii intre P si E , H si M si intre
j si B, Ele sunt determinate de starea mediului.

Legatura dintre P si E

In general densitatea de polarizare P este o suma formata din doi termeni:

P=P,+P, (7.334)

Termenul P, este polarizarea permanenta si este independenta de exis-
tenta campului electric (se poate obtine o polarizare permanenta tensionand
pe o anumita directie un cristal piezoelectric).

Termenul P, poarta numele de polarizare temporala si este determinat de
actiunea campului electric.

B =P (E) (7.335)

Astfel in mediile anizotrope dar liniare:

Pr = o (XowBao + Xoy By + X5, B:)
P, = eo(XoBo + X5 By + X5, E:) (7.336)
P, = &g (Xisz + XZyEy + XZZEZ)

Marimile xf; unde ¢, j =z, y, 2 sunt componentele unui tensor sime-
tric, denumit tensorul susceptibilitatii electrice’?. Existd un anumit sistem de
referinta in care tensorul respectiv are diferite de zero doar componentele pe
diagonala. Relatile 7.336 se pot scrie condensat:

P, =cox°E (7.337)

Intr-un mediu omogen si izotrop marimea tensoriald x¢ devine un scalar
Xe-

—

P=c,x.E (7.338)

2Tensorul este simetric X5 = Xji
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In cazul in care nu exista polarizare permanenta pentru mediile anizotrope
liniare, inductia cAmpului electric se scrie ca:

5 = &ToE_" + ]3 = €QE + €o GE = &p (1 + ?) E = &ngE_" (7339)
unde

=14+x°

Q]

este tensorul permitivitatii relative a mediului respectiv.
In cazul mediilor izotrope fara polarizare permanenta

D=coE+P=cy(1+x,)E =coekE (7.340)

iar permitivitatea relativa este un scalar:
e=1+x.

Legitura dintre H si M

Densitatea de magnetizare a unui material este data de suma a doi termeni:

M = M, + M, (7.341)

unde Mp este magnetizarea permanenta, independenta de cAmpul magnetic
si Mt magnetizarea temporald, dependenta de campul magnetic. Corpurile
feromagnetice prezinta magnetizare permanenta. Magnetizarea temporala se
intalneste la toate corpurile si in general are o valoare foarte mica:

AZ;::AZ;(I?) (7.342)
In mediile anizotrope liniare fira magnetizare permanents

M= M,=x"H (7.343)

unde x™ este tensorul permeabilitatii magnetice. In cazul mediilor izotrope
liniare tensorul degenereaza intr-un scalar:

—

M:XMH
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In cazul mediilor anizotrope fara magnetizare permanenta inductia cam-
pului magnetic este:

B = (Fl + M) = 1 (1 + X:m) i =y (7.344)

unde 7 este tensorul permeabilititii relative.
In mediile izotrope liniare cei doi tensori devin scalari:

—

B = p, (ﬁ + M) = o (1 + X)) H = propH (7.345)

7.6.6 Legatura dintre ; si E

In mediile anizotrope si liniare legdtura dintre vectorii Jj s E este datd de
legea lui Ohm a carei forma generala este:

j=5 (E + E) (7.346)

unde 7 este tensorul conductivititii, iar F; este intensitatea caAmpurilor elec-
trice de origine neelectrostatica (produse datoritd neomogenititilor de mate-
rial sau de temperaturd). E; se numeste cAmp electric imprimat.

7.7 Potentiale electromagnetice

Ecuatiile lui Maxwell sunt un sistem de ecuatii cu derivate partiale de ordinul
intai care leaga intre ei vectorii campurilor electric si magnetic. Ecuatiile
Maxvell impreuna cu legile de material permit determinarea vectorilor cam-
pului electric si ai cAmpului magnetic in functie de p si j .

Ecuatiile pot fi rezolvate ca atare pentru anumite situatii simple. Uneori
este convenabil sa se introduca un potential scalar sau un potential vector.

Deoarece VB = 0 indiferent daci campul magnetic este static sau dinamic
putem defini vectorul inductie cAmp magnetic prin intermediul potentialului
vector

B=VxA (7.347)
Introducand 7.347 in relatia 7.319 obtinem:

VXE:—%(VXE>
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Sau

VX(E+%§>:O (7.348)

Daca rotorul unei marimi se anuleaza atunci acea marime poate fi scrisa
ca un gradient al unei functii scalare si anume al potentialului:

L 04

E+ o = A% (7.349)
Rezulta:

a 0A

E=-VV - N (7.350)

Prin definirea lui B si E in functie de potentialele A si V (relatiile 7.347
si 7.350) cele doud ecuatii omogene ale lui Maxwell 7.317 gi 7.319 sunt satis-
facute. Fie un mediu omogen si izotrop in care ¢, si i1, sunt independente de
intensitatile cAmpului electromagnetic. Ne propunem sa obtinem ecuatiile
satisfacute de potentialul vector A si potentialul scalar V. Din relatiile 7.347
si 7.350 se poate scrie:

L A
D=cFE=—¢ (VV + (98_25) (7351)
Hz;Bz;(VXA) (7.352)

_ A
VD = -V <VV + (?9_25) =p (7.353)
De aici rezulta:
A P
A 1 =_=£ .354
V+V ( BT ) 5 (7.354)

Aplicand relatiei 7.352 operatorul rotor si considerand 7.331 rezulta:



7.7. POTENTIALE ELECTROMAGNETICE 341

V x (EVXA) :j’+52 (—VV—%>

14 ot ot
sau
S 1% A
Dar:
v x (v“f) :V(WY)—A/Y
rezulta
— — aV 82/1’ v
—AA+V (VA) +euV (E) +€’MW = J
sau
. A 1% .

Se obtin astfel ecuatiile 7.354 si 7.356 pe care le satisfac cele doua potentiale,
ecuatii care sunt inca cuplate.

Decuplarea acestor doua ecuatii poate fi realizata tinand cont de faptul
ca existd o nedeterminare in definirea potentialelor.

Astfel potentialul vector al cAmpului magnetic nu este modificat de trans-
formarea

A — A+ VU (7.357)

iar potentialul scalar de transformarea

V=V - 7.358
5 (7.358)

Acestea se numesc transformari de etalonare iar invarianta cAmpurilor in
urma acestor transformari se numegte conditie de etalonare.

Invarianta campurilor la transformarea de etalonare da posibilitatea de
a se lucra cu ecuatii mai simple. O relatie simpla este sugerata de forma
ecuatiei 7.356 in care termenul:
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- oV
V(VA —
< +eu 5 )
poate fi anulat daca se pune conditia:

ov
5=

Aceasta conditie este numita conditia lui Lorentz iar etalonarea respectiva
poarta numele de etalonare Lorentz. Atunci ecuatia satisfacuta de potentialul
vector este:

VA+epu 0 (7.359)

- A .
AA —cp—5 = —puj 7.360
gy = 1 (7.360)
Din conditia de etalonare Lorentz obtinem:
- ov
A=—cpu—
\Y gl BT
iar ecuatia 7.354 devine:
0?V p
AV —epp— = —= 361
V—ep BT . (7.361)

7.8 Conditii la limita

Suprafetele corpurilor constituie frontiere care separa medii ce au in general
proprietati diferite. Ne propunem sa studiem campurile in vecinatatea unor
astfel de suprafete unde parametri ¢ , 1 , si o se schimba brusc.

7.8.1 Conditiile la limita pentru componentele normale
ale inductiei caAmpului electric si inductiei cAm-
pului magnetic

Fie S suprafata de separatie dintre mediile 1 i 2. Se considera din aceasta
suprafata un element AS suficient de mic. Se construieste un cilindru de
indltime Ah situat in cele doua medii (Fig. 7.42).

Suprafata AS se alege suficient de mica astfel incat pe bazele cilindrului
considerat vectorul inductie cAmp magnetic sa fie uniform.

Atunci aplicand legea lui Gauss se obtine:
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Figura 7.42: Constructie pentru demonstrarea relatiilor dintre componentele
normale ale inductiei cAmpului electric si componentele normale ale inductiei
campului magnetic la suprafata de separatie dintre doua medii.

DiiiAS — Dyt AS + &y = Aq (7.362)

unde ®;,; este fluxul inductiei cAmpului electric prin suprafata laterala a
cilindrului iar sarcina Agq este sarcina din interiorul cilindrului.

Se face inaltimea cilindrului sa tinda la zero Ah — 0. Atunci ®;,; = 0.
Daca admitem ca poate exista sarcina si pe suprafata AS atunci putem scrie:

Aq = Aq, + Ag, (7.363)

unde Ag, este sarcina de suprafata, iar Ag, este sarcina din volumul cilin-
drului. Atunci cand inatimea tinde la zero si sarcina de volum Ag, va tinde
la zero. Relatia 7.362 devine:

(51 - 52) AAS = Ag, = 0AS (7.364)

unde o este densitatea de sarcina de pe suprafata.
Rezulta:

(131 - 132) =0 (7.365)
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Deoarece

Dln
D2n

3 S
|

Dy
Dy

sunt componentele normale la suprafata de separatie dintre cele doua medii
relatia 7.365 se mai poate scrie ca:

Dln_DQn:J

Daca pe suprafata de separatie dintre cele doud medii nu exista sarcini
electrice atunci:

Dln - D2n

adica componenta normala a inductiei cAmpului electric este continua.
Pentru componentele normale ale inductiei cAmpului magnetic vom utiliza
tot teorema lui Gauss ca si in cazul anterior:

BiiiAS — Byt AS + gy = 0 (7.366)
Se face inaltimea cilindrului sa tinda la zero Ah — 0. Atunci:
<§1 - gg) ﬁ - 0
Cum:

Bin = By, ; Byt = By,

unde By, si By, sunt componentele normale ale inductiei cAmpului magnetic,
rezulta:

Bln — B2n

La suprafata de separatie a doua medii componenta normala a vectorului
inductie cAmp magnetic este continua.
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P

Figura 7.43: Constructie pentru demonstrarea relatiilor dintre componentele
tangentiale ale intensitatii campului electric si componentele tangentiale ale
intensitatii campului magnetic la suprafata de separatie dintre doua medii

7.8.2 Conditii la limita pentru componentele tangentiale
ale intensitatii cAmpului electric si intensitatii
campului magnetic

Pentru a rezolva aceasta problema se face constructia indicata in Fig. 7.43.

Fie S suprafata de separatie dintre cele doua medii. Sectionam aceasta
suprafata cu un plan P care poate fi considerat perpendicular pe o portiune
micad AS din aceasta suprafatd. Construim in planul P un contur drep-
tunghiular ABCD care intersecteaza suprafata S in interiorul portiunii AS.
Se considera AB=CD=A[ iar AD=BC=Ah laturile laterale fiind paralele cu
normala 77 la suprafata de separatie. Vectorul unitar al tangentei la linia de
intersectie dintre suprafata S si planul P o not&m cu . Orientarea sa este
astfel aleasa incat sa verifice relatia:

t=7x1 (7.367)

unde 7 este un vector normal la planul P.
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Conditiile la limita pentru componentele tangentiale ale inten-
sitatii campului electric

Se considera circulatia vectorului E pe conturul ABCD

. - 0B
EltAl - EgtAl —|— Clat - —EAlAh (7368)

In relatia de mai sus am impartit circulatia vectorului E in trei parti.
Primii doi termeni corespund laturilor AB gi CD iar al treilea termen cores-
punde laturilor BC si DA. Se micgoreaza inaltimea Ah — 0 , astfel incat
laturile AB si CD se confunda pe suprafata de separatie; termenul Cj,; se
anuleaza. Rezulta:

(El - Ez) £=0 (7.369)

Pentru a interpreta aceasta egalitate trebuie sa tinem cont ca orientarea
lui ¢ pe suprafata de separatie este arbitrara in raport cu intensitatea cAmpu-
lui electric, deoarece putem roti planul P in raport cu normala 7. De aceea
putem considera c& ¢ coincide cu directia proiectiei vectorului E pe S. Atunci:

E_:lf — Elt
EQ{ - E2t
unde Fy; si Ey sunt componentele tangentiale ale caAmpului electric in cele
doua medii. Rezulta:
E = By (7.370)

adica componenta tangentiala a vectorului intensitate cAmp electric este con-
tinua la suprafata de separatie dintre doua medii.

Egalitatea 7.369 poate fi pusa sub o alta forma tindnd cont de relatia
7.367. Rezulta:

(El—E}> (7 x ) = [ﬁx (El—ﬁg)]%:o
Aceasta egalitate nu mai depinde de sensul vectorului 7 care indica ori-
entarea lui P. Atunci:

7 % (El - Ez) ~0 (7.371)



7.8. CONDITII LA LIMITA 347

Figura 7.44: Densitatea curentului de suprafata

Formula 7.371 are avantajul de a include in ea un vector 7 perfect definit
care nu depinde de sensul cAmpului studiat.

Conditiile la limita pentru componentele tangentiale ale inten-
sitatii cAmpului magnetic.

Ca si in cazul precedent se scrie ciculatia vectorului H pe conturul ABCD

— — -5 =2
HytAl — Hyt Al 4 Cpoy = — <aa_t + j> FAIAD (7.372)

unde C},; este contributia laturilor laterale la circulatia lui H. Ca si in
cazurile anterioare se trece la limitd ( Ah — 0), contributia laturilor BC si

DA la circulatia vectorului H este nuli iar termenul — <85 / 8t> TAIA se

anuleaza. Termenul j7AIAA se anuleaza daca nu exista curenti de suprafata.
Un curent de suprafata se caracterizeaza prin densitatea superficiala

- —»AI

Js = lim do—~~ (7.373)

unde 7, este versorul ce indic# sensul curentului, iar Al este un element al
liniei ce este perpendiculard pe AT (Fig. 7.44)
Atunci

xr2
JEAIAR = 7Al / jda (7.374)
1

unde 1y — x; = Ah.
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Atunci cand Ah — 0 conturul se reduce la un element Al dar integrala nu
se anuleaza deoarece portiunea Al este traversata de totalitatea curentului
superficial. Atunci:

7AI / jdz — 77,Al (7.375)

Rezulta:
(ﬁ1 - ﬁz) P=77 (7.376)
Tinand cont de 7.367 relatia 7.376 devine:
(ﬁl - ﬁg) (7 x ) = [ﬁ x (F[l - ﬁz)] 7=

Sau:

7 x (H1 - H2) =7, (7.377)

Rezultatul arata ca in prezenta unui curent pe suprafata de separatie a

doua medii, vectorul intensitate cAmp magnetic prezinta o discontinuitate.

In absenta curentului superficial componenta normala a intensitatii cAmpului
magnetic ramane constanta:

Hy, = Hy, (7.378)

7.9 Teorema Poynting si conservarea energiei

7.9.1 Campul electromagnetic si transformarea energiei

Fie W (t) energia campului electromagnetic dintr-un volum V. Aceasta poate
varia in timp. Daca:

a) dW/dt <0
energia campului electromagnetic se diminueaza. Descresterea energiei cam-
pului poate fi datorata absortiei acesteia de catre mediu, transformarii in alt
tip de energie sau emisiei de radiatii electromagnetice. Daca:

b) dW/dt > 0
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are loc o crestere a energiei cAmpului electromagnetic. Ea se poate rea-
liza datorita existentei unor surse in domeniul considerat precum si datorita
patrunderii de radiatii electromagnetice prin frontiera domeniului.

Pentru studiul energiei campului electromagnetic se va considera pentru
inceput o sarcina pozitiva ¢ intr-un camp electric E. Asupra acesteia va
actiona o forta F = qE . Lucrul mecanic efectuat de cAmp cand sarcina este
deplasata pe distanta dl este:

5L = qEdl (7.379)

iar puterea consumata de camp este:

OL  odl o
= -—-— E— pu— T .
g = = (7.380)

Daca se considera ci sarcina ¢ ocupa volumul AV foarte mic atunci se
poate exprima sarcina ca fiind distribuita cu o densitate p.

P

q = pAV (7.381)

Putem exprima energia consumata de camp in domeniul AV ca fiind:
AP = piEAV (7.382)
Se poate astfel defini o densitate de putere consumata:
p=—=piE =] (7.383)
Cum:

j=oE (7.384)

atunci densitatea de putere se poate scrie:

p=oE? (7.385)

Puterea disipata intr-un volum V' este:

pP= / / /V JEdv = / / /V o E*dv (7.386)
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Aceasta este legea lui Joule. Pentru a o exprima sub o forma mai cunos-
cuta vom considera cazul unui domeniu sub forma cilindrica in care curentul
curge de-a lungul axei sale. Atunci putem exprima puterea consumata astfel:

P= /l / /S JEdIdS = (El) (jS) = UI (7.387)

Pentru a considera actiunea surselor, relatia 7.384 se schimba cu
j=o (E v E) (7.388)

Aceasta inseamna ca aldturi de cAmpul electrostatic E existd si un cAmp
imprimat E; care nu derivd dintr-un potential. Exista mai multe cazuri in
care pot aparea caAmpurile imprimate:

a) campuri imprimate datorate neomogenitatilor de material si neomogeni-
tatilor de temperatura care dau efectele termoelectrice.

b) campuri electrice imprimate de natura electrochimica.

c) campuri electrice imprimate care apar datoritd fenomenului de in-
ductie.

In acest caz densitatea de putere se poate scie ca:

o j(j—aﬁz)

p=E= =02~ JE, (7.389)

g

Rezulta ca densitatea de putere poate fi pusa sub forma unei sume de doi
termeni

P =Dpp+Ds (7.390)
Termenul p, = 0’152 este densitatea de putere pierduta de campul elec-
tromagnetic iar termenul p, = —j’EZ- reprezinta densitatea de putere care este

castigata de campul electromagnetic.

7.9.2 Ecuatia de bilant energetic

Din legea circuitului magnetic rezulta:

j=VxH-=— (7.391)

Atunci:
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JEae= ], 7

Folosind identitatea vectoriala:

- a ~8D
E d .392
at ] v (7.392)

V(ﬁxﬁ>:ﬁ(VxE>—ﬁ<VxFI>

si legea lui Faraday

~ 0B
E=—
V x T
relatia 7.392 devine:
D B
[[[ 80— [[] v (5 )+ 82 2%] 0 aany

Ne vom limita in continuare discutia la mediile macroscopice care au
proprietati liniare. Admitem ca expresiile densitatilor de energie ale campului
electric si magnetic sunt valabile i pentru cAmpuri variabile in timp.

Notam densitatea totala de energie a cAmpului electromagnetic cu

w= - (ED + éﬁ) (7.394)

Cum:

——E—+H (7.395)

relatia 7.393 se scrie:

[ Bt~ [ 59 (Ex )|

Tinand cont de 7.389

JI[ (o7 =ig)as == [[[ G [[ (B i) aa
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%///Vudv:///vjﬁidv—///va1?dv—///g<§><ﬁ>d/f (7.396)

unde X este suprafata care inconjoara volumul V' iar dA este elementul de
suprafata.

Rezultd ci variatia energiei cAmpului in unitatea de timp [, (Ou/0t) dv
este datorata transformarii energiei neelectrice in energie a cAmpului electro-
magnetic [ fv fﬁidv pierderilor de energie prin efect Joule [[ fv a*1f2dv si
transferului de energie electromagnetica prin suprafata > data de integrala

//E(Exﬁ)ds

S=ExH (7.397)

Vectorul

poarta numele de vector Poynting si el trebuie interpretat ca densitatea
fluxului de putere transferata prin suprafata 3. Deoarece energia dintr-un
volum V este W = fv udv relatia 7.396 se mai poate scrie:

@:/// fﬁidv—/// a—ledv—// SdA (7.398)
dt v v >

Relatia 7.398 poarta denumirea de Teorema Poynting.
Formula 7.398 mai poate fi scrisa sub forma diferentiala astfel:

ou = B ;
8—? =B, — 02— V§ (7.399)
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