
Capitolul 1

Elemente de mecanic¼a
newtonian¼a

1.1 Cinematica punctului material

Cinematica este partea din mecanic¼a ce studiaz¼a mi̧scarea f¼ar¼a a-i conside-
ra cauzele. Prin mi̧scare mecanic¼a îņtelegem schimbarea în timp a pozi̧tiei
unui corp în raport cu alt corp material. Corpul fa̧t¼a de care se studiaz¼a
mi̧scarea care prin conveņtie, este considerat fix poart¼a numele de corp de
referiņt¼a. De corpul de referiņt¼a poate fi ataşat rigid un sistem de coordonate
(de exemplu un sistem ortogonal cu trei axe). Pentru m¼asurarea timpului
este necesar un ceasornic. Aceasta implic¼a un proces periodic (de exemplu
oscila̧tiile unui pendul). Sistemul de coordonate şi ceasornicul formeaz¼a sis-
temul de referiņt¼a. Un rol important îl au sistemele de referiņt¼a în care este
valabil principiul ineŗtiei şi care poart¼a numele de sisteme inerţiale. Sistemele
ineŗtiale se deplaseaz¼a unele fa̧t¼a de altele cu vitez¼a constant¼a. Un corp ma-
terial este în general un sistem complex. Pentru studiul mi̧sc¼arii acestuia
se pot face o serie de simplific¼ari cum ar fi neglijarea formei acestuia sau a
dimensiunilor sale. Astfel, un corp ale c¼arui dimensiuni pot fi neglijate în
raport cu spa̧tiul înconjur¼ator, poart¼a numele de punct material.
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Figura 1.1: Vectorul de pozi̧tie este vectorul cu originea în originea sistemului
de coordonate şi cu vârful pe punctul material

1.1.1 M¼arimi fundamentale

Traiectorie

Mi̧scarea unui punct material este caracterizat¼a prin modificarea în timp
a coordonatelor sale în sistemul de coordonate ales. Astfel, într-un sistem
de coordonate cartezian, cunoaşterea mi̧sc¼arii este echivalent¼a cu a cunoaşte
evolu̧tia în timp a razei vectoare sau a vectorului de pozi̧tie (Fig. 1.1).

~r(t) = x(t)~ex + y(t)~ey + z(t)~ez (1.1)

Se numeşte traiectorie curba descris¼a de punctul material în timpul mi̧sc¼arii
sale.
Funçtia ~r(t) trebuie s¼a satisfac¼a anumite condi̧tii. Ea trebuie s¼a fie con-

tinu¼a, uniform¼a, finit¼a şi cel pu̧tin de dou¼a ori derivabil¼a. Ecua̧tiile:

x = x(t) (1.2)

y = y(t)

z = z(t)

poart¼a numele de ecua̧tiile dinamice ale mi̧sc¼arii şi ele reprezint¼a ecua̧tiile
parametrice ale traiectoriei, având ca parametru timpul.
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Figura 1.2: Vectorul deplasare �~r şi vectorul vitez¼a ~v

Prin eliminarea timpului se ob̧tin dou¼a ecua̧tii:

f1(x; y; z) = 0 (1.3)

f2(x; y; z) = 0

Fiecare din aceste ecua̧tii reprezint¼a câte o suprafa̧t¼a, traiectoria fiind
curba de interseçtie a celor dou¼a suprafȩte.

Viteza

Viteza unei particule reprezint¼a varia̧tia pozi̧tiei sale raportat¼a la unitatea
de timp. Fie ~r1 vectorul de pozi̧tie al punctului material la momentul t şi ~r2
vectorul de pozi̧tie la momentul t + �t. Vectorul �~r = ~r2 � ~r1 se numeşte
vector de deplasare.
Definim vectorul vitez¼a medie (Fig. 1.2):

~vm =
�~r

�t
=
�x

�t
~ex +

�y

�t
~ey +

�z

�t
~ez (1.4)

Modulul vitezei medii este:

vm = j~vmj =
j�~r j
�t

(1.5)
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Pentru a caracteriza mi̧scarea punctului material trebuie definit¼a viteza
instantanee. Prin defini̧tie:

~v = lim
�t!0

�~v

�t
=
d~r

dt
=
dx

dt
~ex +

dy

dt
~ey +

dz

dt
~ez (1.6)

Cum

~v = vx~ex + vy~ey + vz~ez (1.7)

prin identificare din rela̧tiile 1.6 şi 1.7 se ob̧tine pentru componentele vitezei:

vx =
dx

dt
; vy =

dy

dt
; vz =

dz

dt
(1.8)

Când are loc trecerea la limit¼a, P2 ! P1, secanta P1P2 se roteşte în jurul
lui P1 şi devine tangent¼a la traiectorie. Rezult¼a c¼a vectorul vitez¼a instantanee
este tangent la traiectorie.
Deoarece la limit¼a (pentru deplas¼ari foarte mici) lungimea arcului de

curb¼a coincide cu lungimea coardei rezult¼a:

jd~r j
ds

= lim
�s!0

j�~r j
�s

= 1 (1.9)

În rela̧tia 1.9�s este spa̧tiul parcurs pe curb¼a de mobil iar s este lungimea
arcului pe traiectorie de la un punct considerat ca referiņt¼a şi poart¼a denu-
mirea de coordonat¼a curbilinie.
Atunci derivata d~r=ds - având modulul egal cu unitatea este un versor

îndreptat în direçtia tangentei la curb¼a. Se notez¼a acest versor cu ~t; el are
sensul creşterii lui s.

d~r

ds
= ~t (1.10)

Atunci:

~v =
d~r

dt
=
d~r

ds

ds

dt
= ~t

ds

dt
= ~tv (1.11)

unde v = ds=dt este viteza de deplasare pe traiectorie; ea reprezint¼a spa̧tiul
parcurs pe traiectorie în unitatea de timp. Ţinând cont de cele prezentate
mai sus:

j~v j =
��~tv�� = v (1.12)
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adic¼a viteza pe traiectorie este egal¼a cu modulul vectorului vitez¼a.
În concluzie vectorul vitez¼a instantanee este tangent la traiectorie şi în-

dreptat în sensul mi̧sc¼arii.
Putem exprima vectorul de pozi̧tie ca fiind:

~r = ~er(t)r(t) ; j~er(t)j = 1 (1.13)

unde ~er este versorul razei vectoare.
Atunci, putem exprima viteza astfel:

~v =
d~r

dt
=
dr

dt
~er(t) + r

d~er(t)

dt
(1.14)

Semnifica̧tia formulei de mai sus este urm¼atoarea: viteza punctului mate-
rial este datorat¼a atât varia̧tiei modulului razei vectoare cât şi direçtiei razei
vectoare.
În plus vectorul d~er=dt este perpendicular pe ~er:
Acest lucru se poate demonstra, ţinând cont c¼a

j~erj = 1 (1.15)

Atunci:

~e 2r = 1

Derivând în raport cu timpul rela̧tia de mai sus se ob̧tine:

d~e 2r
dt

= 2~er
d~er
dt
= 0 (1.16)

şi se justific¼a afirma̧tia f¼acut¼a anterior. Trebuie observat c¼a deşi j~erj = 1, ~er
î̧si modific¼a direçtia în timp. Astfel, putem trage concluzia c¼a derivata unui
vector variabil, dar de modul constant este perpendicular¼a pe acel vector.

Accelera̧tia

În general în cursul unei misc¼ari viteza ~v variaz¼a atât ca direçtie cât şi ca
modul. Se impune introducerea unei m¼arimi care s¼a caracterizeze aceast¼a
varia̧tie. Aceast¼a m¼arime poart¼a numele de accelera̧tie. Ea reprezint¼a vari-
a̧tia vitezei în unitatea de timp. Ca şi în cazul vitezei vom defini o accelera̧tie
medie pe un interval de timp �t (Fig. 1.3)
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Figura 1.3: Accelera̧tie medie

~am =
�~v

�t
(1.17)

precum şi o accelera̧tie instantanee

~a = lim
�t!0

�~v

�t
=
d~v

dt
=
dvx
dt
~ex +

dvy
dt
~ey +

dvz
dt
~ez (1.18)

care mai poate fi scris¼a ca:

~a =
d~v

dt
=
d2~r

dt2
=
d2x

dt2
~ex +

d2y

dt2
~ex +

d2z

dt2
~ez (1.19)

Exprimând accelera̧tia în funçtie de proieçtiile sale pe cele trei axe de coor-
donate

~a = ax~ex + ay~ey + az~ez

se ob̧tine:

ax =
dvx
dt

=
d2x

dt2
(1.20)

ay =
dvy
dt

=
d2y

dt2
(1.21)

az =
dvz
dt
=
d2z

dt2
(1.22)

Se observ¼a c¼a accelera̧tia este îndreptat¼a înspre interiorul traiectoriei şi
nu este tangent¼a la traiectorie.
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Figura 1.4: Curbura şi raza de curbur¼a

O descriere mai detaliat¼a a vectorului accelera̧tie impune definirea unor
m¼arimi noi precum raza de curbur¼a şi curbura. Se consider¼a pe o curb¼a C
(Fig. 1.4) trei puncte necolineare P1 , P2 , P3.
Cele trei puncte definesc un cerc a c¼arui raz¼a R d¼a curbura medie C =

1=R a curbei pe poŗtiunea P1P2P3 . Dac¼a punctele P1 şi P3 tind c¼atre P2
atunci cercul ob̧tinut poart¼a numele de cerc de curbur¼a sau cerc osculator al
curbei în punctul P2. Planul limit¼a definit de cele trei puncte poart¼a numele
de plan osculator şi coņtine cercul osculator. Se poate defini astfel raza de
curbur¼a într-un punct:

R = lim
��!0

�s

��
=
ds

d�
(1.23)

Curbura în punctul respectiv este inversul razei:

C =
1

R
= lim

�s!0

��

�s
=
d�

ds
(1.24)

Din Fig. 1.4 se observ¼a c¼a �s=�� reprezint¼a raza cercului osculator.
Astfel curbura C m¼asoar¼a gradul de abatere a curbei de la linia dreapt¼a.

Vectorul unitate perpendicular pe tangenta la curb¼a într-un punct îndrep-
tat înspre centrul de curbur¼a şi aflat în planul osculator poart¼a numele de
normal¼a principal¼a. Din Fig.1.4 se vede c¼a:�����~t��

���� = 2
��~t �� sin��=2

��
=
sin��=2

��=2
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Atunci când �� ! 0 rezult¼a:

sin��=2

��=2
! 1

Astfel: �����~t��
����! 1 ;

���� d~td�
���� = 1 (1.25)

Atunci când P1 se apropie de punctul P2 vectorul ~t se roteşte în jurul lui
P1 iar �~t devine perpendicular pe ~t . Rezult¼a:

d~t

d�
= ~n (1.26)

În plus

d~t

ds
=
d~t

d�

d�

ds
= C~n =

~n

R
(1.27)

Derivând rela̧tia 1.11 ob̧tinem :

~a =
d~v

dt
=
d

dt
(v~t ) =

dv

dt
~t+ v

d~t

dt
=
dv

dt
~t+ v

d~t

ds

ds

dt
(1.28)

~a =
dv

dt
~t+ v2

d~t

ds
=
dv

dt
~t+

v2

R
~n

Se poate exprima accelera̧tia ca sum¼a din doi vectori perpendiculari:

~a = at~t+ an~n (1.29)

unde

at =
dv

dt
=
d2s

dt2
(1.30)

poart¼a denumirea de accelera̧tie tangeņtial¼a, ea fiind datorat¼a varia̧tiei mo-
dului vitezei, iar

an =
v2

R
(1.31)
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Figura 1.5: Mi̧scarea circular¼a

poart¼a denumirea de accelera̧tie normal¼a sau centripet¼a şi este datorat¼a vari-
a̧tiei direçtiei vitezei.
Se remarc¼a faptul c¼a mi̧scarea curbilinie este întotdeauna o mi̧scare ac-

celerat¼a deoarece ~an 6= 0:
Rezult¼a c¼a accelera̧tia se descompune într-o component¼a tangeņtial¼a ~at

care este îndreptat¼a de-a lungul vitezei şi o component¼a normal¼a ~an îndrep-
tat¼a înspre centrul de curbur¼a.

1.1.2 Mi̧scarea circular¼a

Mi̧scarea circular¼a este mi̧scarea unui punct material a c¼arui traiectorie este
un cerc.
Într-o mi̧scare circular¼a variaz¼a numai direçtia razei vectoare ~r (Fig. 1.5).
Atunci în rela̧tia 1.14 dr=dt = 0: Rezult¼a:

~v = r
d~er
dt

(1.32)

Conform Fig. 1.5 versorul razei vectoare se scrie ca:

~er = ~ex cos'(t) + ~ey sin'(t) (1.33)

Deoarece

d~er
dt
= (�~ex sin'+ ~ey cos')

d'

dt
(1.34)
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putem scrie:

d~er
dt
= ~t

d'

dt
(1.35)

unde

~t = �~ex sin'+ ~ey cos' (1.36)

şi

d'

dt
= ! (1.37)

reprezint¼a viteza unghiular¼a.
Astfel în mi̧scarea circular¼a, vectorul vitez¼a este:

~v = r!~t (1.38)

iar modulul s¼au este:
v = j~v j = r! (1.39)

Accelera̧tia tangeņtial¼a este:

at =
dv

dt
= r

d!

dt
= r" (1.40)

unde

" =
d!

dt
(1.41)

poart¼a numele de accelera̧tie unghiular¼a.
Accelera̧tia normal¼a sau centripet¼a este:

an =
v2

r
= !2r (1.42)

Accelera̧tia total¼a este:

a =
q
a2t + a

2
n = r

p
"2 + !4 (1.43)

Viteza poate fi scris¼a vectorial prin introducerea vectorul vitez¼a unghiu-
lar¼a ~! perpendicular¼a pe planul traiectoriei circulare având sensul dat de
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Figura 1.6: Accelera̧tia normal¼a şi tangeņtial¼a în cazul mi̧sc¼arii circulare

regula burghiului drept (Fig. 1.6). Se poate defini şi vectorul accelera̧tie
unghiular¼a ca fiind:

~" =
d~!

dt
(1.44)

care va fi situat pe aceiaşi ax¼a cu ~!.
Din Fig. 1.6 se observ¼a c¼a:

~v = ~! � ~r (1.45)

~at = ~" � ~r (1.46)

~an = ~! � ~v = ~! � (~! � ~r ) = �!2~r = �v
2

r2
~r (1.47)

Ca exemplu putem considera cazul mi̧sc¼arii circulare uniforme. În acest
caz ! = const. Rezult¼a c¼a accelera̧tia unghiular¼a şi accelera̧tia tangeņtial¼a
sunt nule, numai accelera̧tia normal¼a fiind diferit¼a de zero. Pentru o astfel
de mi̧scare se pot defini frecveņta şi perioada.
Frecveņta � reprezint¼a num¼arul de rota̧tii efectuat de corp în unitatea de

timp.

� =
!

2�
(1.48)

Perioada T reprezint¼a timpul în care se efectueaz¼a o rota̧tie complet¼a
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T =
1

�
=
2�

!
(1.49)

1.2 Legile mecanicii

1.2.1 Formul¼arile legilor mecanicii

Legea I (Principiul ineŗtiei)

Experimental s-a constat c¼a dac¼a asupra unui corp aflat în stare de repaus nu
se exercit¼a açtiunea altor corpuri aceast¼a stare se meņtine un timp nedefinit.
Dac¼a se lanseaz¼a pe un plan şlefuit o bil¼a se constat¼a c¼a traiectoria acesteia
este o dreapt¼a iar în intervale de timp scurte mi̧scarea este aproape o mi̧scare
uniform¼a în sensul c¼a viteza se micşoreaz¼a foarte pu̧tin.
Repetând experieņta pe alte plane se const¼a c¼a cu cât suprafa̧ta planului

este mai bine şlefuit¼a micşorarea vitezei în acelaşi interval de timp este mai
mic¼a. Aceste fapte duc la concluziile urm¼atoare:
- în punctul de contact dintre bil¼a şi plan apar interaçtii care se opun

mi̧sc¼arii;
- dac¼a interaçtiile care se opun mi̧sc¼arii ar fi eliminate atunci mi̧scarea

bilei ar fi o miscare rectilinie uniform¼a.
Generalizând, se poate formula principiul ineŗtiei:
Orice corp liber îşi p¼astreaz¼a starea de repaus sau de mişcare rectilinie şi

uniform¼a (un corp liber este corpul asupra c¼aruia nu se exercit¼a nici forţe
nici momente indiferent de modul de aplicare).
Principiul nu a putut fi verificat în mod absolut în practic¼a, deoarece

nici un corp nu poate fi izolat complet de açtiunea celorlalte corpuri care-l
înconjoar¼a. Experieņtele care au dus la aceast¼a concluzie au minimizat cât
s-a putut de mult sau au anulat într-un fel açtiunile exterioare corpului.
Proprietatea unui corp de a-̧si meņtine starea de repaus sau de mi̧scare

rectilinie şi uniform¼a poart¼a numele de ineŗtie.
Sistemele de referiņt¼a în care este valabil principiul ineŗtei poart¼a numele

de sisteme ineŗtiale. Ca o observa̧tie trebuie remarcat c¼a sistemele de refe-
riņt¼a legate de p¼amânt nu sunt riguros ineŗtiale, datorit¼a mi̧sc¼arii acestuia.
Abaterile sunt îns¼a mici, astfel încât aceste sisteme pot fi considerate ca
ineŗtiale.
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Legea a II-a (Legea fundamental¼a a mecanicii)

În mecanic¼a se consider¼a dou¼a feluri de interaçtiuni dintre dou¼a corpuri:
a) interaçtiuni în urma c¼arora viteza unuia din corpuri se modi�c¼a (în

m¼arime şi direçtie), adic¼a corpul este accelerat.
b) interaçtiuni în urma c¼arora corpurile se deformeaz¼a.
Cele dou¼a tipuri de açtiuni poart¼a numele de foŗte. În continuare ne vom

limita la primului caz.
Experimental s-a constatat c¼a accelera̧tia c¼ap¼atat¼a de un corp este pro-

poŗtional¼a cu foŗta care açtioneaz¼a asupra lui.

~a v ~F

Atunci legea a doua se formuleaz¼a astfel:
Acceleraţia pe care o cap¼at¼a un corp datorit¼a acţiunii unei forţe este direct

proporţional¼a cu m¼arimea acelei forţe şi colinear¼a cu ea.

~a =
~F

m
(1.50)

În rela̧tia de mai susm este un parametru ce caracterizeaz¼a corpul respec-
tiv şi poart¼a numele de mas¼a. Newton a interpretat acest parametru ca fiind
cantitatea de substaņt¼a coņtinut¼a într-un corp. Deoarece cu cât masa este
mai mare accelera̧tia imprimat¼a este mai mic¼a, se poate spune c¼a masa unui
corp este o m¼asur¼a a ineŗtiei sale. Din acest motiv masa m poart¼a numele
de mas¼a ineŗtial¼a.
Legea a doua poate fi exprimat¼a şi în alt mod. Pentru aceasta se defineşte

impulsul ca fiind produsul dintre mas¼a şi vitez¼a.

~p = m~v (1.51)

Dac¼a se consider¼a masa ca fiind o constant¼a

~F = m~a = m
d~v

dt
=
d (m~v )

dt
=
d~p

dt
(1.52)

Rezult¼a c¼a:

~F =
d~p

dt
(1.53)

Relatia 1.53 reprezint¼a o alt¼a form¼a a legii a II-a a dinamicii. Ea este
valabil¼a şi în cadrul mecanicii relativiste unde masa este o m¼arime variabil¼a.
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Legea a III-a (Principiul açtiunii şi reaçtiunii)

Foŗtele care açtioneaz¼a asupra unui corp sunt determinate de alte corpuri.
Experimental se constat¼a c¼a foŗtele cu care un corp açtioneaz¼a asupra al-
tuia determin¼a instantaneu din partea celui de-al doilea o reaçtiune asupra
primului. Se g¼aseşte c¼a cele dou¼a dou¼a foŗte sunt egale dar de sens contrar.
Prin generalizarea acestor fapte s-a ob̧tinut principiul açtiunii şi reaçtiunii:
Dac¼a un corp acţioneaz¼a asupra altui corp cu o forţ¼a ~F12, al doilea corp

acţioneaz¼a asupra primului cu o forţ¼a ~F21 egal¼a în m¼arime şi de sens contrar
cu prima forţ¼a.

~F21 = �~F12
Cele dou¼a foŗte poart¼a numele de açtiune şi reaçtiune şi açtioneaz¼a asupra

unor corpuri diferite.

Legea a IV-a (Principiul suprapunerii foŗtelor)

Principiul suprapunerii foŗtelor arat¼a ce se petrece atunci când asupra unui
corp açtioneaz¼a simultan mai multe foŗte:
Dac¼a asupra unui corp acţioneaz¼a forţele ~F1; ~F2; :::; ~Fn, efectul obţinut

este acelaşi ca şi în cazul în care asupra corpului ar acţiona o singur¼a forţ¼a

~F =
nX
k=1

~Fk (1.54)

Aceasta înseamn¼a ca fiecare foŗt¼a açtioneaz¼a independent, efectul uneia
dintre ele nefiind afectat de existeņta celorlalte foŗte.

1.2.2 Sisteme de referiņt¼a (SR)

Aşa cum s-a ar¼atat, studiul mi̧sc¼arii corpurilor impune raportarea acesteia la
un sistem spa̧tio-temporal (SR) care const¼a:
- dintr-un sistem de coordonate (ataşat de un corp considerat prin con-

veņtie fix);
- un ceasornic pentru m¼asurarea timpului.
Newton a ajuns la concluzia c¼a un sistem de referiņt¼a, fixat de corpuri

materiale nu poate fi absolutizat, din lipsa motivelor care ar suştine unici-
tatea unui astfel de sistem.
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Totuşi un sistem de referiņt¼a fix a fost introdus, deşi despre pozi̧tionarea
acestuia nu se poate spune nimic precis. Acesta este spa̧tiul absolut.
Admiterea timpului absolut a fost realizat¼a în aşa fel încât marcarea

momentelor de timp absolut nu putea fi atribuit¼a unor evenimente materiale.
Alegerea unui sistem de referiņt¼a se face astfel încât principiile mecanicii

s¼a fie satisf¼acute iar fenomenele studiate s¼a apar¼a cât mai simplu.
În conformitate cu aceasta s-a introdus sistemul de referiņt¼a ineŗtial (SRI);

în acest sistem principiul ineŗtiei este satisf¼acut.
Ceriņtele ce trebuie îndeplinite de spa̧tiu şi timp în sistemul de referiņt¼a

ineŗtial pentru meņtinerea st¼arii de mi̧scare rectilinie şi uniform¼a sau repaus
relativ a unui corp liber sunt:
1 Omogenitatea spa̧tiului: toate punctele din spa̧tiu sunt echivalente.
2 Izotropia spa̧tiului: traiectoriile corpurilor libere în mi̧scare sunt rec-

tilinii indiferent de direçtiile în care are loc mi̧scarea.
3 Uniformitatea timpului: corpurile libere parcurg spa̧tii egale în intervale

de timp egale.

1.2.3 Transform¼arile Galilei

Fie dou¼a sisteme S şi S0 ineŗtiale, S0 fiind în mi̧scare relativ¼a fat¼a de S cu
viteza constant¼a ~v. Un punct material are coordonatele (~r; t) în S şi (~r 0; t0)
în S0.
Se pune problema de a determina rela̧tiile de trecere de la coordonatele

(~r; t) la coordonatele (~r 0; t0).
Aceste rela̧tii sunt date de transform¼arile Galilei şi rezult¼a din existeņta

spa̧tiului absolut şi a timpului absolut.

Transformarea timpului

Se consider¼a dou¼a sisteme de referiņt¼a cu dou¼a ceasornice identice. Deoarece
pozi̧tia unui ceasornic în sistemul c¼aruia îi este ataşat nu conteaz¼a se poate
alege pozi̧tia acestuia astfel ca s¼a existe un moment în care pozi̧tia celor dou¼a
ceasornice s¼a coincid¼a. Astfel se poate realiza sincronizarea lor.

t0 = t
0
0 = 0 (1.55)

În mecanica clasic¼a se presupune c¼a mersul ceasornicelor este independent
de starea de mi̧scare a sistemelor de referiņt¼a; scurgerea timpului este aceiaşi



24 CAPITOLUL 1. ELEMENTE DE MECANIC¼A NEWTONIAN¼A

Figura 1.7: Transform¼arile Galilei. Sistemul S0 este reprezentat la dou¼a mo-
mente de timp: t = 0 şi t 6= 0.

în ambele sisteme de referiņt¼a; atunci:

t0 = t (1.56)

Se constat¼a c¼a dac¼a se admite existeņta unui timp absolut, simultanei-
tatea este absolut¼a: dou¼a sau mai multe evenimente simultane într-un sistem
de referiņt¼a ineŗtial sunt simultane în orice alt sistem de referiņt¼a ineŗtial.

Transformarea spa̧tiului

Pentru deducerea rela̧tiei de transformare dintre ~r şi ~r 0 se consider¼a c¼a:
- etaloanele de lungime nu se modific¼a în funçtie de starea de mi̧scare a

sistemelor c¼arora le sunt ataşate;
- m¼asurarea unei distaņte într-un sistem se face prin considerarea pozi̧ti-

ilor celor dou¼a extremit¼a̧ti la un moment de timp t.
Se consider¼a c¼a la t0 = t = 0 originea sistemului S0 se g¼aseşte la coordonata

~r0: Din Fig. 1.7 se observ¼a c¼a:

~r = ~r0 + ~r
0 + ~vt (1.57)

Rela̧tia 1.57 reprezint¼a rela̧tia de transformare a spa̧tiului.
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Pentru t = 0, ~r0 = 0, rela̧tiile Galilei care dau transformarea spa̧tiului şi
timpului devin:

t = t0 (1.58)

~r = ~r 0 + ~vt

Dac¼a S0 se deplaseaz¼a de-a lungul axei Oy, rela̧tiile Galilei sunt:

t = t0 (1.59)

x = x0

y = y0 + vt

z = z0

Derivând rela̧tia 1.57 se ob̧tine rela̧tia de leg¼atur¼a dintre vitezele punctului
material din cele dou¼a sisteme de referiņt¼a

~u =
d~r

dt
viteza punctului material în S, şi

~u 0 =
d~r 0

dt
viteza punctului material în S0:

d~r

dt
=
d~r 0

dt
+ ~v (1.60)

Atunci:

~u = ~u 0 + ~v (1.61)

Dac¼a un corp se mi̧sc¼a rectiliniu şi uniform (cu vitez¼a constant¼a în sistemul
de referiņt¼a S) el se va mi̧sca în acelaşi mod şi în sistemul S0.
Dac¼a S şi S0 sunt ineŗtiale, atunci sistemele de referiņt¼a se mi̧sc¼a unele

fa̧t¼a de altele cu vitez¼a constant¼a.
Pentru ob̧tinerea rela̧tiilor dintre accelera̧tiile din cele dou¼a sisteme de

referiņt¼a se deriveaz¼a în raport cu timpul rela̧tia 1.61:

d~u

dt
=
d~u 0

dt
+
d~v

dt
(1.62)
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Rezult¼a:

~a = ~a 0

Cum masa este constant¼a, legea a II-a a dinamicii î̧si p¼astreaz¼a aceiaşi
form¼a în ambele sisteme de referiņt¼a. Acest fapt a dus la enuņtarea princi-
piului relativit¼a̧tii al lui Galilei:
Legile mecanicii sunt invariante la transform¼arile Galilei.

1.3 Dinamica punctului material

1.3.1 Teorema impulsului

Din principiul al doilea al dinamicii rezult¼a:

~Fdt = d~p (1.63)

Se defineşte impulsul foŗtei astfel:

~H =

Z t2

t1

~Fdt (1.64)

Din 1.63 şi 1.64 rezult¼a:

~H =

Z t2

t1

d~p = ~p2 � ~p1 = m2~v2 �m1~v1 (1.65)

Cum în mecanica clasic¼a masa este constant¼a m1 = m2 se ob̧tine:

~H = m~v2 �m~v1 = �~p (1.66)

Rela̧tia 1.66 reprezint¼a teorema impulsului:
Impulsul forţei rezultante aplicate unui punct material este egal cu vari-

aţia impulsului punctului material.
Dac¼a asupra punctului material nu açtioneaz¼a nici o foŗt¼a (~F = 0), sau

rezultanta foŗtelor ce açtioneaz¼a asupra punctului este nul¼a atunci:

d~p

dt
= 0 (1.67)

Integrând rela̧tia 1.67 se ob̧tine:
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Figura 1.8: Momentul cinetic

~p = const (1.68)

Aceasta este legea conserv¼arii impulsului:
Dac¼a rezutanta forţelor ce acţioneaz¼a asupra unui punct material este

nul¼a, impulsul acestuia r¼amâne constant.

1.3.2 Teorema momentului cinetic

Momentul cinetic (Fig. 1.8) al unui punct material P se defineşte în raport
cu un punct O:

~l = ~r � ~p = ~r �m~v (1.69)

Rezult¼a c¼a momentul cinetic este un vector perpendicular pe planul for-
mat de vectorul de pozi̧tie şi impuls. Modulul lui este:

l = rp sin' = rmv sin'

Se deriveaz¼a expresia 1.69 şi se ob̧tine:

d~l

dt
=
d~r

dt
�m~v + ~r �md~v

dt
=
d~r

dt
� ~p+ ~r � d~p

dt
sau

d~l

dt
= ~v � ~p+ ~r � d~p

dt
= ~r � ~F = ~M (1.70)
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deoarece ~v�~p = 0 , ~v şi ~p fiind vectori pe aceiaşi direçtie. M¼arimea ~M = ~r� ~F
este momentul foŗtei. Rezult¼a:

~M =
d~l

dt
(1.71)

Aceasta reprezint¼a teorema momentului cinetic.
Momentul forţei este egal cu derivata momentului cinetic în raport cu

timpul.
În cazul în care momentul foŗtei este nul:

d~l

dt
= 0

Prin integrare rezult¼a:

~l = const

Aceasta este expresia matematic¼a a legii de conservare a momentului
cinetic.
Dac¼a momentul rezultant al forţelor care acţioneaz¼a asupra unui punct

material este nul, momentul cinetic se conserv¼a.

1.3.3 Lucrul mecanic

Foŗtele pot produce deplas¼ari ale corpurilor. O m¼asur¼a a efectului produs
de foŗt¼a este lucrul mecanic. Presupunând c¼a prin açtiunea foŗtei ~F are loc
o deplasare foarte mic¼a d~r a punctului material pe traiectorie (Fig. 1.9) se
poate defini lucrul mecanic elementar:

�L = ~Fd~r (1.72)

În cazul unei deplas¼ari finite între punctele (1) şi (2):

L =

Z (2)

(1)

~Fd~r =

Z (2)

(1)

Fxdx+ Fydy + Fzdz (1.73)

În cazul unei foŗte constante:

L =
!
F

Z (2)

(1)

d~r = ~F (~r2 � ~r1) = ~F ~d = Fd cos� (1.74)
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Figura 1.9: Lucrul mecanic

unde � este unghiul dintre foŗta ~F şi vectorul deplasare ~d = ~r2 � ~r1:
Se observ¼a c¼a dac¼a ~F ? ~d atunci L = 0, fapt ce arat¼a c¼a într-o deplasare

curbilinie doar componenta tangeņtial¼a a foŗtei efectueaz¼a lucru mecanic.

1.3.4 Puterea

Definim puterea ca fiind viteza cu care este efectuat lucrul mecanic.
Puterea medie în intervalul de timp�t este raportul dintre lucrul mecanic

�L efectuat în acest interval şi valoarea intervalului �t:

Pm =
�L

�t
(1.75)

Puterea instantanee sau puterea momentan¼a se defineşte ca fiind1:

P = lim
�t!0

�L

�t
=
�L

dt
(1.76)

Cum �L = ~Fd~r rezult¼a:

P = ~F
d~r

dt
= ~F ~v (1.77)

1S-a introdus notaţia �L pentru a menţiona faptul c¼a lucrul mecanic nu este o dife-
renţial¼a total¼a exact¼a.
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1.3.5 Teorema energiei cinetice

Din legea a doua a mecanicii:

~F = m
d~v

dt

rezult¼a:

~F~vdt = m~vd~v (1.78)

sau:

~Fd~r = d

�
1

2
m~v 2

�
(1.79)

Deoarece

�L = ~Fd~r

rezult¼a:

�L = d

�
1

2
m~v 2

�
= d

�
1

2
mv2

�
(1.80)

Se observ¼a c¼a lucrul elementar al rezultantei foŗtelor ce açtioneaz¼a asupra
unui punct material este egal în orice moment, cu difereņtiala m¼arimii mv2=2
care poart¼a numele de energiei cinetic¼a. Integrând rela̧tia 1.80 se ob̧tine:

L =

Z (2)

(1)

d

�
1

2
mv2

�
=
1

2
mv22 �

1

2
mv21 = Ec2 � Ec1 (1.81)

unde:

Ec =
1

2
mv2 =

p2

2m
(1.82)

este energia cinetic¼a.
Rela̧tia 1.81 reprezint¼a teorema varia̧tiei energiei cinetice:
Lucrul mecanic efectuat de rezultanta forţelor ce acţioneaz¼a asupra unui

punct material este egal cu variaţia energiei cinetice a punctului material.
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Figura 1.10: Energia poteņtial¼a. Lucrul mecanic efectuat de foŗtele conser-
vative este acelaşi între punctele P1 şi P2 indiferent de drumul parcurs.

1.3.6 Energia poteņtial¼a

Exist¼a câmpuri de foŗte numite conservative (câmpul gravita̧tional, câmpul
electrostatic) în care lucru mecanic efectuat de foŗtele câmpului asupra pun-
ctului material nu depinde de traiectorie sau vitez¼a, ci numai de pozi̧tia
ini̧tial¼a şi final¼a. O conseciņt¼a a acestui fapt este c¼a lucrul mecanic efectuat
de astfel de foŗte asupra unui punct material ce se deplaseaz¼a pe o traiectorie
închis¼a este nul. Din Fig. 1.10 rezult¼a:

LP1aP2 = LP1bP2

LP1aP2 � LP1bP2 = 0

LP1aP2 + LP2bP1 = 0

sau: I
~Fd~r = 0

Aceast¼a proprietate se poate considera ca o defini̧tie a câmpului conser-
vativ. Astfel un câmp de foŗte este conservativ dac¼a lucrul mecanic efectuat
de foŗtele câmpului pe orice traiectorie închis¼a este nul.
Pentru a defini energia poteņtial¼a se alege un punct P0 de referiņt¼a. Acest

punct poate fi un punct fix sau poate fi plasat la infinit.
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Într-un câmp conservativ energia poteņtial¼a Ep într-un punct P este egal¼a
cu lucrul mecanic cu semn schimbat efectuat de foŗtele câmpului pentru
deplasarea punctului material din P0 în P:

Ep(~r ) = �
Z P

P0

~Fd~r =

Z P0

P

~Fd~r (1.83)

Atunci:

LP1P2 =

Z P2

P1

~Fd~r =

Z P0

P1

~Fd~r +

Z P2

P0

~Fd~r

sau:

LP1P2 = Ep(P1)� Ep(P2) (1.84)

Rezult¼a:

LP1P2 = � [Ep(P2)� Ep(P1)] = ��Ep (1.85)

Rela̧tia difereņtial¼a corespunz¼atoare este: �L = �dEp
Cum

�L = ~F d~r = Fxdx+ Fydy + Fzdz (1.86)

iar

dEp =
@Ep
@x

dx+
@Ep
@y
dy +

@Ep
@z
dz (1.87)

se ob̧tine:

Fx = �
@Ep
@x

Fy = �
@Ep
@y

Fz = �
@Ep
@z

adic¼a:

!
F = �5 Ep (1.88)
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Rela̧tia de mai sus indic¼a modul în care se determin¼a foŗtele ce açtioneaz¼a
asupra punctului material când se cunoaşte energia poteņtial¼a.
Valoarea efectiv¼a a energiei poteņtiale nu are semnifica̧tie fizic¼a datorit¼a

modului arbitrar în care se alege punctul P0 (acesta în general se alege astfel
încât expresia energiei poteņtiale s¼a fie cât mai simpl¼a). Semnifica̧tie fizic¼a
are doar varia̧tia energiei poteņtiale care este legat¼a de lucrul foŗtelor conser-
vative. Astfel energia poteņtial¼a se determin¼a pân¼a la o constant¼a arbitrar¼a.

1.3.7 Conservarea energiei mecanice

Fie un punct material ce se deplaseaz¼a într-un câmp conservativ, atât sub
açtiunea foŗtelor conservative cât şi unor foŗte neconservative; atunci, con-
form teoremei varia̧tiei energiei cinetice:

L = Ec2 � Ec1 (1.89)

unde Ec2 este energia cinetic¼a în pozi̧tia final¼a, iar Ec1 este energia cinetic¼a
în pozi̧tia ini̧tial¼a.
Având in vedere faptul c¼a asupra punctului material açtioneaz¼a atât foŗte

conservative cât şi foŗte neconservative, vom considera lucrul mecanic ca o
sum¼a:

L = LC + LNC (1.90)

unde LC este lucrul mecanic al foŗtelor conservative, iar LNC lucrul mecanic
al foŗtelor neconservative. Cum:

LC = � (Ep2 � Ep1) (1.91)

atunci

LNC � (Ep2 � Ep1) = Ec2 � Ec1 (1.92)

şi:

LNC = (Ep2 + Ec2)� (Ep1 + Ec1) (1.93)

Se defineşte energia mecanic¼a a unui punct material ca fiind suma dintre
energia cinetic¼a şi cea poteņtial¼a:

E = Ec + Ep (1.94)
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Atunci

LNC = E2 � E1; (1.95)

Rela̧tia 1.95 reprezint¼a teorema varia̧tiei energiei mecanice:
Lucrul mecanic al forţelor neconservative care acţioneaz¼a asupra unui

punct material este egal cu variaţia energiei mecanice a punctului material
respectiv.
Dac¼a asupra punctului material nu açtioneaz¼a foŗte neconservative atunci

LNC = 0 şi

E2 = E1: (1.96)

Aceasta este legea conserv¼arii energiei mecanice:
Într-un câmp de forţe conservative energia mecanic¼a a punctului material

r¼amâne constant¼a în cursul mişc¼arii, având loc o transformare a energiei
cinetice în energie potenţial¼a şi invers.

1.4 Dinamica sistemelor de puncte materiale

1.4.1 Teorema impulsului total. Conservarea impulsu-
lui

Fie un sistem de N puncte materiale de mase mk, având vectorii de pozi̧tie
~rk, k = 1; 2; :::; N

Masa total¼a a sistemului de puncte materiale este

M =
NX
k=1

mk (1.97)

Se defineşte centrul de mas¼a al sistemului ca fiind punctul al c¼arui vector
de pozi̧tie este:

~R =

NP
k=1

mk~rk

NP
k=1

mk

=
1

M

NX
k=1

mk~rk (1.98)

Putem defini viteza centrului de mas¼a:
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~V =
d~R

dt
=
1

M

NX
k=1

mk
d~rk
dt

(1.99)

Rezult¼a:

~V =
1

M

NX
k=1

mk~vk (1.100)

Asupra unui punct Pk se exercit¼a pe de o parte foŗte interne ~F
(i)
kl ; l 6= k

din partea celorlalte puncte materiale şi pe de alt¼a parte foŗte externe ~F (e)k ,
din partea unor corpuri care nu fac parte din sistemul considerat.
Conform legii açtiunii şi reaçtiunii foŗtele interne sunt perechi, egale dou¼a

câte dou¼a şi de sensuri contrare.

~F
(i)
kl = �~F

(i)
lk (1.101)

Din acest motiv, însumând totalitatea foŗtelor interne pe întreg sistemul
rezultatul este nul.

~F (i) =
NX

k;l=1
l 6=k

~F
(i)
kl = 0 (1.102)

Se noteaz¼a cu ~pk = m~vk - impulsul particulei k, şi se defineşte impulsul
total al sistemului:

~P =
NX
k=1

~pk (1.103)

Pentru un punct material, principiul al II-lea al dinamicii se scrie:

~Fk =
d~pk
dt

(1.104)

unde
~Fk = ~F

(e)
k + ~F

(i)
k (1.105)

iar

~F
(i)
k =

NX
l=1
l 6=k

~F
(i)
kl (1.106)
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reprezint¼a rezultanta foŗtelor interne ce açtioneaz¼a asupra particulei k.
Atunci

~F
(e)
k +

NX
l=1
l 6=k

~F
(i)
kl =

d~pk
dt

(1.107)

Însumând pentru toate punctele materiale:

NX
k=1

~F
(e)
k +

NX
k;l=1
l 6=k

~F
(i)
kl =

NX
k=1

d~pk
dt

(1.108)

şi ţinând cont de rela̧tia 1.102 se ob̧tine:

~F (e) =
NX
k=1

~F
(e)
k =

d

dt

NX
k=1

~pk =
d~P

dt
(1.109)

Expresia 1.109 reprezint¼a teorema impulsului total:
Derivata în raport cu timpul a impulsului total al unui sistem de particule

este egal¼a cu rezultanta forţelor externe ce acţioneaz¼a asupra sistemului de
puncte materiale.
Ţinând cont de rela̧tia 1.100 ob̧tinem:

~P =M~v (1.110)

adic¼a impulsul total este egal cu produsul dintre masa total¼a a sistemului şi
viteza centrului de mas¼a.
Dac¼a rezultanta foŗtelor externe ce açtioneaza asupra sistemului este nul¼a:

~F (e) =

NX
k=1

~F
(e)
k = 0

atunci
d~P

dt
= 0 (1.111)

iar
~P = const (1.112)

Se ob̧tine astfel legea conserv¼arii impulsului:
Impulsul unui sistem de puncte materiale r¼amâne constant când rezul-

tanta forţelor exterioare este nul¼a.
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1.4.2 Teorema momentului cinetic total. Conservarea
momentului cinetic total

Pentru sistemul de puncte materiale considerat putem defini momentul ci-
netic total fa̧t¼a de un punctul O, care este originea sistemului de coordonate
considerat:

~L =

NX
k=1

~lk =

NX
k=1

(~rk � ~pk) (1.113)

unde
~lk = ~rk � ~pk (1.114)

este momentul cinetic al particulei k.
Se deriveaz¼a rela̧tia 1.114 în raport cu timpul şi se ob̧tine:

d

dt
~lk = ~rk �

d~pk
dt
+
d~rk
dt

� ~pk

sau

d

dt
~lk = ~rk � ~Fk + ~vk � ~pk = ~rk � ~Fk (1.115)

deoarece
~vk � ~pk = ~vk � m~vk = 0

unde
~Fk = ~F

(e)
k + ~F

(i)
k

Atunci
d

dt
~lk = ~rk �

h
~F
(e)
k + ~F

(i)
k

i
, (k = 1; :::; N) (1.116)

Se însumeaz¼a rela̧tiile de mai sus şi se ob̧tine:

NX
k=1

d

dt
~lk =

NX
k=1

h
~rk � ~F

(e)
k

i
+

NX
k=1

h
~rk � ~F

(i)
k

i
sau

d

dt
~L = ~M (e) + ~M (i) (1.117)

unde

~M (e) =
NX
k=1

h
~rk � ~F

(e)
k

i
(1.118)
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este momentul foŗtelor exterioare, iar

~M (i) =
NX
k=1

h
~rk � ~F

(i)
k

i
=

NX
k;l=1
l 6=k

h
~rk � ~F

(i)
kl

i
(1.119)

este momentul foŗtelor interne.
Vom ar¼ata c¼a ~M (i) = 0:
Într-adev¼ar, suma este format¼a din perechi de termeni

~rk � ~F
(i)
kl + ~rl � ~F

(i)
lk = ~rk � ~Fkl � ~rl � ~F

(i)
kl = (~rk � ~rl) � ~F

(i)
kl = 0

Aceasta este adev¼arat deoarece vectorul ~Fkl are pe direçtia vectorului ~rk�
~rl dintre cele dou¼a particule.

Atunci:
d~L

dt
= ~M (e) (1.120)

Rela̧tia 1.120 reprezint¼a teorema varia̧tiei momentului cinetic total:
Derivata în raport cu timpul a momentului cinetic total ~L al unui sistem

este egal¼a cu momentul rezultant ~M al forţelor externe.
Daca ~M (e) = 0 , atunci momentul cinetic al unui sistem de puncte mate-

riale se conserv¼a.

L = const

Aceasta este legea conserv¼arii momentului cinetic total.
Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale r¼amâne constant

când momentul forţelor exterioare ce acţioneaz¼a asupra sistemului este nul.

1.4.3 Teorema energiei cinetice. Conservarea energiei
mecanice

Dac¼a se ia în considerare rela̧tia 1.79 pentru un punct material k, teorema
energiei cinetice se scrie:

d

�
1

2
mkv

2
k

�
=
h
~F
(e)
k + F

(i)
k

i
d~r (1.121)
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În rela̧tia 1.121 cu ~F (e)k s-a notat rezultanta foŗtelor exterioare ce açtioneaz¼a
asupra particulei k, iar cu F (i)k s-a notat rezultanta foŗtelor interne ce açtioneaz¼a
asupra particulei k:
Se însumeaz¼a pentru toate punctele materiale; rezult¼a:

d

 
NX
k=1

1

2
mk~v

2
k

!
=

NX
k=1

F
(e)
k d~r +

NX
k=1

~F
(i)
k d~r

sau

d

 
NX
k=1

1

2
mkv

2
k

!
= �L(e) + �L(i) (1.122)

Dac¼a se integreaz¼a rela̧tia de mai sus se ob̧tine:

�

 
NX
k=1

1

2
mkv

2
k

!
= L(e) + L(i) (1.123)

În rela̧tia 1.123 cu L(e) s-a notat lucrul mecanic al foŗtelor exterioare ce
açtioneaz¼a asupra sistemului, iar cu L(i) s-a notat lucrul mecanic al foŗtelor
interne ce açtioneaz¼a asupra sistemului.
Rela̧tia 1.123 reprezint¼a expresia matematic¼a a teoremei varia̧tiei energiei

cinetice totale.
Variaţia energiei cinetice totale este egal¼a cu lucrul mecanic efectuat de

toate forţele, atât externe cât şi interne.
Dac¼a foŗtele interne sunt conservative, atunci se poate introduce energia

poteņtial¼a a sistemului care este funçtie numai de pozi̧tiile tuturor punctelor
materiale ale sistemului, adic¼a funçtie numai de configura̧tia sistemului.

L(i) = ��Ep

Atunci:

�Ec = ��Ep + L(e)

sau

�(Ec + Ep) = L
(e) (1.124)
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Varia̧tia energiei mecanice, a unui sistem în care foŗtele interne sunt con-
servative este egal¼a cu lucrul mecanic al foŗtelor externe aplicate.
Dac¼a sistemul este izolat foŗtele externe sunt nule:

L(e) = 0

Rezult¼a c¼a:
Ec + Ep = const (1.125)

Aceasta este legea de conservare a energiei mecanice pentru un sistem de
puncte materiale:
În cazul unui sistem izolat în care forţele interne sunt conservative, ener-

gia mecanic¼a total¼a este constant¼a.



Capitolul 2

Mi̧scarea oscilatorie

2.1 Oscila̧tii armonice

2.1.1 Ecua̧tia de mi̧scare

Mi̧scarea oscilatorie armonic¼a este determinat¼a de foŗte de tip elastic. În
cazul în care se consider¼a c¼a foŗta care açtioneaz¼a asupra unui punct material
are direçtia axei Ox:

~F = �kx~ex (2.1)

unde k este constanta de elasticitate iar ~ex este versorul axei Ox.
Foŗta este îndreptat¼a c¼atre origine, punct ce reprezint¼a pozi̧tia de echilibru

în care valoarea ei este nul¼a. Ţinând cont de legea a doua a dinamicii:

~F = m~a = m
d2x

dt2
~ex (2.2)

rezult¼a o ecua̧tie difereņtial¼a de ordinul al doilea.

m
d2x

dt2
+ kx = 0

care se poate scrie:

d2x

dt2
+ !2x = 0 (2.3)

unde

41
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! =

r
k

m
(2.4)

reprezint¼a pulsa̧tia mi̧sc¼arii oscilatorii.
Solu̧tia general¼a a unei astfel de ecua̧tii poate fi pus¼a sub forma:

x (t) = a sin!t+ b cos!t (2.5)

unde a si b sunt constante care depind de condi̧tiile ini̧tiale. M¼arimea x (t)
poart¼a numele de elonga̧tie şi reprezint¼a dep¼artarea fa̧t¼a de pozi̧tia de echili-
bru la care punctul material ajunge la un moment dat.
Solu̧tia 2.5 se poate scrie şi sub forma:

x (t) = A cos (!t+ �0) (2.6)

unde A si �0 sunt constante care depind de condi̧tiile ini̧tiale. A poart¼a
numele de amplitudinea mi̧sc¼arii şi reprezint¼a dep¼artarea maxim¼a de pozi̧tia
de echilibru la care ajunge punctul material. M¼arimea �0 poart¼a numele de
faz¼a ini̧tial¼a a mi̧sc¼arii iar ' = !t+ �0 este faza mi̧sc¼arii.
Echivaleņta solu̧tiilor 2.5 şi 2.6 se justific¼a astfel: dezvoltând funçtia co-

sinus ob̧tinem:

x (t) = A sin �0 sin!t+ A cos �0 cos!t (2.7)

Identificând rela̧tiile 2.5 şi 2.7 se ob̧tine:

a = A sin �0 (2.8)

b = A cos �0

O caracteristic¼a a acestei mi̧sc¼arii este periodicitatea. Pentru a determina
perioada mi̧sc¼arii se ţine cont de faptul c¼a funçtia cosinus este periodic¼a cu
perioada 2�: Notând cu T perioada mi̧sc¼arii:

cos (!t+ �0 + 2�) = cos [! (t+ T ) + �0]

Rezult¼a c¼a perioada T , care reprezint¼a timpul în care se efectueaz¼a o
oscila̧tie este:

T =
2�

!
(2.9)
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Frecveņta mi̧sc¼arii se defineşte ca fiind inversul perioadei şi reprezint¼a
num¼arul de oscila̧tii efectuate în unitatea de timp:

� =
1

T
(2.10)

Viteza şi accelera̧tia în mi̧scarea oscilatorie armonic¼a sunt:

v =
dx

dt
= �!A sin (!t+ �0) (2.11)

a =
dv

dt
= �!2A sin (!t+ �0) = �!2x (2.12)

2.1.2 Energia oscilatorului armonic

Foŗtele elastice sunt foŗte conservative (lucrul mecanic efectuat de acestea nu
depinde de drum ci doar de pozi̧tia iņtial¼a şi final¼a) Cum:

�L = Fdx = �kxdx
prin integrare între pozi̧tiile x1 si x2 se ob̧tine:

L = �k
x2Z
x1

xdx = �k
2

�
x22 � x21

�
(2.13)

Deoarece lucrul mecanic depinde doar de pozi̧tia ini̧tial¼a şi final¼a se poate
defini o energie poteņtial¼a:

�Ep = �L =
k

2

�
x22 � x21

�
(2.14)

Ep =
kx2

2
+ const (2.15)

Energia poteņtial¼a este definit¼a pân¼a la o constant¼a arbitrar¼a. Aceasta
arat¼a c¼a semnifica̧tie fizic¼a are doar varia̧tia acesteia şi nu valoarea ei. Cum
constanta aditiv¼a se poate alege arbitrar, se consider¼a c¼a în pozi̧tia în care
x = 0 energia poteņtial¼a este nul¼a. Atunci aceast¼a constant¼a devine zero.
Ţinând cont de cele de mai sus şi de rela̧tia 2.6 se ob̧tine:

Ep =
k

2
A2 cos2 (!t+ �0) (2.16)
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Cum !2 =
k

m
rela̧tia 2.16 se scrie:

Ep =
m!2A2

2
cos2 (!t+ �0) (2.17)

Energia cinetic¼a se ob̧tine ţinând cont de expresia vitezei 2.11 şi este dat¼a
de expresia:

Ec =
mv2

2
=
m!2A2

2
sin2 (!t+ �0) (2.18)

Energia mecanic¼a a oscilatorului armonic liniar este suma dintre energia
cinetic¼a si cea poteņtial¼a. Rezult¼a:

E = Ec + Ep =
m!2A2

2
(2.19)

Se constat¼a c¼a energia oscilatorului armonic liniar este propoŗtional¼a cu
p¼atratul amplitudinii şi p¼atratul pulsa̧tiei şi nu depinde de timp.

2.1.3 Energii medii

Fie o funçtie f (t) care depinde de timp. Se defineşte valoarea medie a funçtiei
în intervalul de timp [t1; t2] ca fiind:

hf (t)i = 1

t2 � t1

t2Z
t1

f (t) dt (2.20)

Se observ¼a c¼a valoarea medie a funçtiei respective depinde de intervalul
pe care se face medierea.
Pentru m¼arimi periodice intervalul de timp se ia egal cu perioada T :

hf (t)i = 1

T

Z T

0

f (t) dt (2.21)

O proprietate a mediei temporale este aceea c¼a media sumei a dou¼a funçtii
este egal¼a cu suma mediilor fiec¼arei funçtii luate în parte.

hf + gi = hfi+ hgi (2.22)

Trebuie remarcat c¼a media temporal¼a a unui produs de dou¼a funçtii nu
este egal¼a cu produsul mediilor celor dou¼a funçtii:



2.1. OSCILAŢII ARMONICE 45

hfgi 6= hfi hgi (2.23)

Rela̧tiile 2.22 şi 2.23 se demonstreaz¼a pornind de la defini̧tia valorii medii.
Pentru calculul valorilor medii a energiei cinetice şi a energiei poteņtiale

a oscilatorului armonic este necesar s¼a se calculeze mediile temporale ale
funçtiilor sin2 !t şi cos2 !t.



sin2 !t

�
=
1

2
h1� cos 2!ti = 1

2
� 1
2
hcos 2!ti = 1

2
(2.24)

deoarece hcos 2!ti = 0
În mod analog se demonstreaz¼a:



cos2 !t

�
=
1

2
(2.25)

Atunci se poate calcula direct energia cinetic¼a medie şi energia poteņtial¼a
medie a oscilatorului armonic liniar tinând cont de rezultatele 2.24 şi 2.25

hEci =
1

2
m!2A2



sin2 (!t+ �)

�
=
1

4
m!2A2 =

1

2
E (2.26)

hEpi =
1

2
m!2A2 hcos (!t+ �)i = 1

4
m!2A2 =

1

2
E (2.27)

Se observ¼a c¼a mediile în timp a celor dou¼a energii sunt egale iar suma lor
este energia total¼a.

2.1.4 Reprezent¼ari ale mi̧sc¼arii oscilatorii

a) Reprezentarea fazorial¼a
Mi̧scarea oscilatorie poate fi reprezentat¼a cu ajutorul unui vector rotitor

(Fig. 2.1) a c¼arui m¼arime este egal¼a cu amplitudinea iar viteza unghiular¼a
de rota̧tie ! este egal¼a cu pulsa̧tia mi̧sc¼arii respective. În Fig. 2.1 vectorul
este reprezentat la un moment oarecare. Acest vector poart¼a numele de
fazor. Pentru a cunoaşte elonga̧tia la un moment dat se proiecteaz¼a vectorul
respectiv pe axa Ox.
b) Reprezentarea complex¼a
Se consider¼a c¼a vectorul din Fig. 2.1 reprezint¼a un num¼ar complex, axa

real¼a fiind axa Ox. Astfel:
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Figura 2.1: Reprezentarea fazorial¼a a mi̧sc¼arii oscilatorii

x = A cos (!t+ �0) = Re[A exp i (!t+ �0)] (2.28)

sau

x = Re[ �A exp i!t] (2.29)

unde �A = A exp i�0 poart¼a numele de amplitudine complex¼a; se observ¼a c¼a�� �A�� = A, adic¼a modulul amplitudinii complexe este egal cu amplitudinea
real¼a. Num¼arul complex se noteaz¼a cu o bar¼a deasupra. De cele mai multe
ori se efectueaz¼a calculele cu numere complexe şi doar în rezultatul final se
va considera partea real¼a.

2.1.5 Compunerea mi̧sc¼arilor oscilatorii

Compunerea mi̧sc¼arilor oscilatorii de-a lungul aceleiaşi axe

Presupunem c¼a asupra unui corp açtioneaz¼a pe aceiaşi direçtie dou¼a foŗte de
tip elastic:

F1 = �k1x (2.30)

F2 = �k2x

Se consider¼a urm¼atoarele cazuri:
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Figura 2.2: Compunerea a dou¼a oscila̧tii de aceiaşi pulsa̧tie

a) constantele elastice sunt egale k1 = k2 = m=!2

Atunci fiecare foŗt¼a determin¼a o mi̧scare oscilatorie:

x1 = A1 cos (!t+ �10)

x2 = A2 cos (!t+ �20)

Compunerea acestor oscila̧tii se poate face analitic prin însumarea celor
dou¼a expresii de mai sus. Mai simplu compunerea se face pornind de la
reprezentarea fazorial¼a a celor dou¼a mi̧sc¼ari (Fig. 2.2) prin sumarea vectorial¼a
a celor doi fazori la un moment dat.
Se ob̧tine astfel pentru amplitudine expresia:

A =
q
A21 + A

2
2 + 2A1A2 cos (�10 � �20) (2.31)

Pentru determinarea fazei ini̧tiale se consider¼a proieçtia lui A la momentul
ini̧tial pe cele dou¼a axe de coordonate. Se ob̧tine:

Ax (0) = A1 cos �10 + A2 cos �20

Ay (0) = A1 sin �10 + A2 sin �20

Atunci se poate exprima tangenta unghiului care reprezint¼a defazajul
ini̧tial:

tg � =
Ay (0)

Ax (0)
=
A1 sin �10 +A2 sin �20
A1 cos �10 +A2 cos �20
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Trebuie remarcat faptul ca funçtia tangent¼a este o funçtie periodic¼a cu
perioada �. Ea nu determin¼a univoc cadranul în care se g¼aseşte �0. Pentru
aceasta trebuie s¼a se cunoasc¼a semnele lui Ax şi Ay.
Valoarea amplitudinii rezultante dat¼a de rela̧tia 2.31 depinde nu numai

de amplitudinile A1 şi A2 ale celor dou¼a mi̧sc¼ari oscilatorii ci şi de difereņta
de faz¼a dintre acestea �10 � �20.
Dac¼a:

��0 = �10 � �20 = 2k� (k = 0; 1; :::) (2.32)

rezult¼a:

A = A1 + A2 (2.33)

În acest caz se spune c¼a oscila̧tiile sunt în faz¼a.
Dac¼a:

��0 = �10 � �20 = (2k + 1)� (k = 0; 1; :::) (2.34)

rezult¼a:

A = jA1 � A2j (2.35)

În acest caz se spune c¼a oscila̧tiile sunt în opozi̧tie de faz¼a.
Un alt caz interesant este acela când

��0 = �10 � �20 = (2k + 1)
�

2
(k = 0; 1; :::)

Atunci:

A =
q
A21 + A

2
2

iar oscila̧tiile sunt în cuadratur¼a.
b) constantele elastice nu sunt egale k1 6= k2
Aceasta înseamn¼a c¼a nici pulsa̧tiile celor dou¼a mi̧sc¼ari nu sunt egale.

x1 = A1 cos (!1t+ �10)

x2 = A2 cos (!2t+ �20)

Ca şi în cazul anterior compunerea oscila̧tiilor se face fazorial:
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A =
q
A21 + A

2
2 + 2A1A2 cos ('1 � '2) (2.36)

De aceast¼a dat¼a îns¼a fazele nu mai sunt considerate la momentul ini̧tial
ci la un moment oarecare:

'1 = !1t+ �10 (2.37)

'2 = !2t+ �20

Din acest motiv mi̧scarea rezultant¼a nu mai este o mi̧scare armonic¼a sim-
pl¼a deoarece amplitudinea ei este variabil¼a în timp.
Pentru a avea o privire de ansamblu asupra acesteia se consider¼a cazul

când amplitudinile celor dou¼a mi̧sc¼ari oscilatorii sunt egale şi fazele ini̧tiale
sunt nule:

A1 = A2 = A

şi

�10 = �20 = 0:

Atunci:

x = A cos!1t+ A cos!2t (2.38)

Se ob̧tine:

x = 2A cos
!1 � !2
2

t cos
!1 + !2
2

t = 2A cos
t cos!t (2.39)

unde:


 =
!1 � !2
2

(2.40)

! =
!1 + !2
2

(2.41)

Dac¼a !2 / !1(adic¼a !2 este pu̧tin mai mic decât !1) se observ¼a c¼a mi̧s-
carea oscilatorie are amplitudinea variabil¼a în timp dup¼a legea 2A cos
t: Se
spune c¼a amplitudinea este modulat¼a. Dac¼a 
t = k� amplitudinea rezultant¼a
este maxim¼a. Dac¼a not¼am cu � intervalul de timp dup¼a care amplitudinea
devine din nou maxim¼a atunci:
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Figura 2.3: Compunerea a doua oscila̧tii cu pulsa̧tii de valori apropiate

� =
2�

!1 � !2
=

1

�1 � �2
(2.42)

Frecveņta la care se succed maximele amplitudinii este:

� =
1

�
= �1 � �2 (2.43)

Fenomenul de succesiune a maximelor oscila̧tiilor rezultante poart¼a nu-
mele de b¼at¼ai, nume sugerat de fenomenul acustic care-i corespunde.
Rela̧tia 2.42 arat¼a c¼a intervalul de timp dintre maximele succesive ale

amplitudinii este cu atât mai mare (b¼at¼aile sunt mai rare) cu cât frecveņtele
oscila̧tiilor care se compun sunt mai apropiate. Invers b¼at¼aile sunt mai dese
cu cât frecveņtele oscila̧tiilor difer¼a mai mult una de alta.
În Fig. 2.3 este reprezentat grafic rezultatul compunerii a dou¼a oscila̧tii

cu frecveņte apropiate.
Fenomenul poate fi pus în evideņt¼a cu ajutorul a dou¼a diapazoane care

vibreaz¼a cu frecveņte diferite dar apropiate. Astfel dou¼a diapazoane cu
frecveņtele de 400 Hz şi 320 Hz vor da b¼at¼ai cu freveņta de 80 Hz iar sunetul
produs de cele dou¼a va fi perceput ca un sunet de frecveņt¼a joas¼a deşi fiecare
din diapazoane are o frecveņt¼a mai mare.
Fenomenul apare de exemplu în cazul avioanelor bimotoare care zboar¼a

la în¼aļtime. Sunetul auzit se înt¼areşte sau sl¼abeşte succesiv. Aceasta se
datoreaz¼a motoarelor sale, ale c¼aror tura̧tii difer¼a pu̧tin.
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Figura 2.4: Compunerea a dou¼a oscila̧tii de aceiaşi pulsa̧tie efectuate în di-
reçtii perpendiculare cu o difereņt¼a de faz¼a �0 = 0

Compunerea mi̧sc¼arilor oscilatorii care se efectueaz¼a în direçtii per-
pendiculare

S¼a consider¼am dou¼a mi̧sc¼ari oscilatorii cu aceiaşi pulsa̧tie, una dup¼a axa Ox
şi alta dup¼a axa Oy:

x = A cos!t (2.44)

y = B cos (!t+ �0) (2.45)

Se consider¼a urm¼atoarele cazuri:
a) Dac¼a �0 = 0 atunci prin eliminarea timpului din rela̧tiile de mai sus

rezult¼a:

y =
B

A
x (2.46)

Rela̧tia 2.46 reprezint¼a ecua̧tia unei drepte. Traiectoria punctului material
este o dreapt¼a şi este reprezentat¼a în Fig. 2.4
b) Dac¼a �0 = � atunci prin eliminarea timpului din ecua̧tiile 2.44 şi 2.45

se ob̧tine:

y = �B
A
x (2.47)

Aceasta reprezint¼a tot ecua̧tia unei drepte.
c) Dac¼a �0 =

�

2
ecua̧tiile 2.44 şi 2.45 devin:
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Figura 2.5: Compunerea a dou¼a oscila̧tii care se efectueaz¼a în direçtii per-
pendiculare cu aceiaşi pulsa̧tie şi o difereņt¼a de faz¼a �0 = �=2

x = A cos!t (2.48)

y = B cos
�
!t+

�

2

�
= �B sin!t (2.49)

Din 2.48

cos!t =
x

A

iar din 2.49

sin!t = � y
B

Deoarece sin2 !t+ cos2 !t = 1 se ob̧tine în final ecua̧tia:

x2

A2
+
y2

B2
= 1 (2.50)

Ecua̧tia 2.50 reprezint¼a ecua̧tia unei elipse raportat¼a la axele Ox şi Oy
(Fig. 2.5).
Dac¼a A = B atunci traiectoria devine circular¼a.
d) Dac¼a �0 6= 0; �;

�

2
rezult¼a tot o traiectorie eliptic¼a îns¼a axele elipsei

sunt înclinate fa̧t¼a de axele de coordonate.
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În cazul în care frecveņtele oscila̧tiilor perpendiculare nu sunt egale traiec-
toria punctului material descrie mai multe ramuri. Alura acestor curbe (de-
numite figuri Lissajous) depinde de raportul frecveņtelor şi de difereņta de
faz¼a dintre cele dou¼a oscila̧tii. În Fig. 2.1.5 este ilustrat un astfel de caz.
Figurile Lissajous pot fi puse în evideņt¼a cu ajutorul unui osciloscop în

care pe cele dou¼a perechi de pl¼aci de deflexie ale acestuia se aplic¼a semnale
de frecveņte diferite. Trebuie remarcat c¼a aceste curbe pot fi închise sau
deschise. O condi̧tie necesar¼a ca aceste curbe s¼a fie închise este ca raportul
frecveņtelor s¼a fie egal cu raportul a dou¼a numere întregi.

2.2 Oscila̧tii amortizate

Presupunem c¼a în afar¼a de foŗta elastic¼a care açtioneaz¼a asupra punctu-
lui material exist¼a şi o foŗt¼a de frecare care implic¼a o disipare de energie.
Fenomenul care are loc nu este un proces pur mecanic, dar de multe ori
poate fi descris printr-un model în care intervine o foŗt¼a de rezisteņt¼a. Se
admite o foŗt¼a de rezisteņt¼a proportional¼a cu viteza (Fr = ��v ). O astfel
de foŗt¼a exist¼a de exemplu într-un mediu vâscos şi ea açtioneaz¼a asupra cor-
purilor ce se deplaseaz¼a în acest mediu cu viteze relativ mici. Cum problema
pe care o trat¼am este unidimensional¼a legea a doua a mecanicii se scrie în
acest caz:
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ma = �kx� �v (2.51)

Rezult¼a ecua̧tia

m
d2x

dt2
+ �

dx

dt
+ kx = 0

Se împarte ecua̧tia de mai sus la m şi se noteaz¼a 2 = �=m ( poart¼a
numele de constant¼a de amortizare) şi !20 = k=m ; se ob̧tine:

d2x

dt2
+ 2

dx

dt
+ !20x = 0 (2.52)

Ecua̧tia caracteristic¼a a acestei ecua̧tii difereņtiale omogene este:

r2 + 2r + !20 = 0 (2.53)

cu solu̧tiile:

r1;2 = � �
q
2 � !20 (2.54)

Se consider¼a urm¼atoarele cazuri:
a)  > !0 (mişcare aperiodic¼a)
Atunci r1 şi r2 sunt reale, iar ecua̧tia 2.52 are o solu̧tie de forma

x = Aer1t +Ber2t (2.55)

sau

x = A exp

�
� �

q
2 � !20

�
t+B exp

�
� +

q
2 � !20

�
t (2.56)

Se observ¼a c¼a deoarece ambii exponeņti sunt negativi elonga̧tia tinde la
zero când timpul tinde la infinit. Din punct de vedere fizic aceasta înseamn¼a
c¼a avem de-a face cu o amortizare foarte puternic¼a (Fig. 2.6).
b)  = !0 ( mişcare aperiodic¼a critic¼a)
În acest caz r1 = r2 = �, iar solu̧tia general¼a a ecua̧tiei este de forma

x = (At+B) exp(�t) (2.57)

Mi̧scarea este o mi̧scare aperiodic¼a, evolu̧tia spre starea de echilibru ne
mai fiind neap¼arat o evolu̧tie monoton¼a (Fig. 2.7). Semnul elonga̧tiei se
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Figura 2.6: Mi̧scare aperiodic¼a

poate p¼astra sau schimba o singur¼a dat¼a. Amortizarea critic¼a este important¼a
în practic¼a în cazul sistemelor la care trebuie evitat¼a oscila̧tia acestora în
jurul pozi̧tiei de echilibru, ca de exemplu în cazul amortizoarelor pentru
autovehicule.
c)  < !o (mişcare periodic¼a amortizat¼a)
În acest caz solu̧tiile ecua̧tiei caracteristice 2.54 se pot scrie ca:

r1 = � + i
q
!20 � 2 = � + i!

r2 = � � i
q
!20 � 2 = � � i!

unde

! =
q
!20 � 2 (2.58)

Solu̧tia general¼a a ecua̧tiei 2.52 este în acest caz:

x = e�t [A exp (i!t) +B exp(�i!t)] (2.59)

Pentru a discuta forma acestei ecua̧tii se utilizeaz¼a formulele lui Euler:

exp (i!t) = cos!t+ i sin!t
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Figura 2.7: Mi̧scare aperiodic¼a critic¼a

exp (�i!t) = cos!t� i sin!t

Atunci:

x (t) = [(A+B) cos!t+ i (A�B) sin!t] e�t (2.60)

Deoarece elonga̧tia trebuie s¼a fie real¼a A şi B trebuie s¼a fie complex
conjugate:

A = a+ ib

B = a� ib

Rezult¼a:

x = e�t (2a cos!t� 2b sin!t)

sau:

x = e�t2a

�
cos!t� 2b

2a
sin!t

�
(2.61)

Notând
2b

2a
= tg � rela̧tia 2.61 devine:
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Figura 2.8: Mi̧scare periodic¼a amortizat¼a

x =
2a

cos �
e�t (cos!t cos � � sin!t sin �) (2.62)

În plus dac¼a se noteaz¼a A0 =
2a

cos �
se ob̧tine:

x = A0e
�t cos (!t+ �) (2.63)

Rezult¼a c¼a punctul material execut¼a oscila̧tii amortizate cu o amplitudine
descrec¼atoare în timp

A = A0e
�t (2.64)

cu pulsa̧tia

! =
q
!20 � 2 (2.65)

Reprezentarea mi̧sc¼arii este dat¼a în Fig. 2.8.
Acesta este cazul regimului cvasiperiodic al oscila̧tiilor amortizate. Cuasi-

perioada acestor oscila̧tii este:

T =
2�

!
=

2�p
!20 � 2

(2.66)

Raportul elonga̧tiilor sau amplitudinilor dup¼a un interval de timp egal cu
perioada T este:
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x (t)

x (t+ T )
=

A0e
�t

A0e�(t+T )
= eT (2.67)

Logaritmul acestui raport poart¼a numele de decrement logaritmic.

� = ln
x (t)

x (t+ T )
= T (2.68)

Acesta este o m¼arime adimensional¼a ce caracterizeaz¼a gradul de amorti-
zare al oscila̧tiilor (cu cât este mai mare cu atât oscila̧tiile se amortizeaz¼a
mai repede).
Amortizarea oscila̧tiilor este legat¼a de pierderea de energie a punctu-

lui material care execut¼a oscila̧tiile amortizate. Deoarece varia̧tia energiei
mecanice este egal¼a cu lucrul mecanic al foŗtelor neconsevative:

dE = ��dx
dt
dx (2.69)

iar puterea disipat¼a este egal¼a cu varia̧tia energiei (varia̧tie care este negativ¼a)
în unitatea de timp, se ob̧tine:

P =
dE

dt
= ��

�
dx

dt

�2
= �2mv2 (2.70)

Expresia

Q =
1

2
�v2 = mv2 (2.71)

poart¼a numele de funçtie de disipa̧tie. Se observ¼a c¼a

P = �2Q (2.72)

2.3 Oscila̧tii foŗtate

Datorit¼a foŗtelor neconsevative care disip¼a energie, oscila̧tiile sunt amorti-
zate. Pentru a întrȩtine mi̧scarea oscilatorie trebuie intervenit cu o foŗt¼a din
exterior care s¼a compenseze pierderile de energie. Cazurile interesante sunt
cele în care foŗta exterioar¼a este o funçtie periodic¼a în timp. Deoarece aceast¼a
funçtie se poate dezvolta în serii Fourier, care coņtin funçtii sinusoidale sau
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cosinusoidale este interesant s¼a se examineze fenomenul când foŗta are forma
cea mai simpl¼a, adic¼a

F = F0 cos!t (2.73)

Atunci ecua̧tia de mi̧scare a punctului material care oscileaz¼a într-un
mediu disipativ este:

m
d2x

dt2
= �kx� �v + F0 cos!t (2.74)

sau ţinând cont de faptul c¼a 2 = �=m şi !20 = k=m se ob̧tine:

d2x

dt2
+ 2

dx

dt
+ !20x =

F0
m
cos!t (2.75)

Solu̧tia general¼a a unei astfel de ecua̧tii difereņtiale de ordinul doi neo-
mogene este:

x = x0 (t) + x1 (t) (2.76)

unde x0 (t) este solu̧tia general¼a a ecua̧tiei omogene asociate iar x1 (t) este o
solu̧tie particular¼a a ecua̧tiei neomogene.
Dup¼a un timp suficient de lung x0 (t) tinde la zero cum s-a prezentat la

studiul mi̧sc¼arii oscilatorii amortizate. Aceasta înseamn¼a c¼a ceea ce conteaz¼a
dup¼a un interval de timp suficient de lung este solu̧tia particular¼a a ecua̧tiei
neomogene care trebuie s¼a fie de forma:

x1 (t) = A cos (!t+ �) (2.77)

Substituind 2.77 în 2.75 se ob̧tine:

�A!2 cos (!t+ �)�2!A sin (!t+ �)+!20A cos (!t+ �) =
F0
m
cos!t (2.78)

Ecua̧tia 2.78 reprezint¼a o identitate. Se egaleaz¼a cu cu zero coeficieņtii
lui sin!t şi cos!t şi rezult¼a:

A
�
!20 � !2

�
cos � � 2!A sin � = F0

m
(2.79)

A
�
!2 � !20

�
sin � � 2!A cos � = 0 (2.80)
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Se ridic¼a la p¼atrat cele dou¼a ecua̧tii, se adun¼a şi se ob̧tine:

A2
�
!20 � !2

�2
+ 42!2A2 =

�
F0
m

�2
(2.81)

Rezult¼a:

A =

F0
mq

(!20 � !2)
2
+ 42!2

(2.82)

Din 2.80 se ob̧tine:

tg � = � 2!

!20 � !2
(2.83)

În concluzie:
a) La o solicitare sinusoidal¼a oscilatorul va oscila cu o pulsa̧tie ce nu este

pulsa̧tia lui proprie ci este pulsa̧tia foŗtei exterioare care açtioneaz¼a asupra
lui.
b) Mi̧scarea este defazat¼a în raport cu foŗta exterioar¼a.
c) Amplitudinea şi faza depind de pulsa̧tia foŗtei !.
d) Amplitudinea şi faza nu depind de condi̧tiile ini̧tiale (oricum solu̧tia

este valabil¼a pentru timpi suficieņti de mari)
Prezint¼a interes urm¼atoarele cazuri:
a) ! � !0
În acest caz termenii ce coņtin pe !2 sunt neglijabili fa̧t¼a de cei ce coņtin

pe !20. Aceasta este situa̧tia în care perioada foŗtei este mult mai mare decât
perioada proprie de oscila̧tie (T � T0). Atunci:

A =
F0
m!20

=
F0
k

(2.84)

Pentru a determina valoarea lui � trebuie s¼a se calculeze efectiv cos � şi
sin �: Din ecua̧tiile 2.79 şi 2.80 rezult¼a:

cos � =
(!20 � !2)q

(!20 � !2)
2
+ 42A2!2

(2.85)

sin � = � 2!q
(!20 � !2)

2
+ 42A2!2

(2.86)
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Ín situa̧tia care s-a considerat cos � > 0 şi sin � < 0. Din acest motiv
unghiul � se afl¼a în cadranul al patrulea şi, în condi̧tiile date, tinde la zero
(� ! 0). Atunci:

x =
F0
k
cos!t (2.87)

Aceasta înseamn¼a c¼a foŗta exterioar¼a şi elonga̧tia punctului sunt în faz¼a.
b) ! � !0
În aceast caz termenii care coņtin pe !20 sunt neglijabili în raport cu cei

ce coņtin pe !2. Atunci:

A �=
F0

m
p
!4 + 42!2

�=
F0
m!2

(2.88)

Cum cos � < 0 şi sin � < 0 rezult¼a � 2 (� ; 3�=2) şi � ! �: Elonga̧tia
este în opozi̧tie de faz¼a cu foŗta exterioar¼a. Astfel:

x =
F0
k
cos(!t+ �) = �F0

k
cos!t

c) ! = !0
Atunci

A =
F0

2m!
(2.89)

şi cum cos � = 0 rezult¼a � = �=2

x =
F0

2m!
cos
�
!t+

�

2

�
(2.90)

Elonga̧tia este defazat¼a cu �=2 în raport cu foŗta exterioar¼a.
Rezonanţa
Atunci când pulsa̧tia foŗtei exterioare ! variaz¼a, variaz¼a şi amplitudinea

A. Din rela̧tia 2.82 rezult¼a c¼a amplitudinea oscila̧tiilor depinde de valoarea
amplitudinii foŗtei exterioare F , de pulsa̧tia ! şi factorul de atenuare .
Considerând valoarea amplitudinii foŗtei exterioare constant¼a, şi privind pe
 ca pe un parametru se va urm¼ari varia̧tia amplitudinii oscila̧tiei funçtie
de pulsa̧tia perturba̧tiei externe. Pentru a vedea dac¼a amplitudinea are un
maxim expresia ei se deriveaz¼a în raport cu ! şi derivata se egaleaz¼a cu zero.

�4!
�
!20 � !2

�
+ 82! = 0
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Figura 2.9: Rezonaņta. Curbele corespund cazurilor în care 42=!20 are val-
orile: 4 (curba 1); 2 (curba 2); 1 (curba 3); 0,5 (curba 4); 0,2 (curba 5); 0,1
(curba 6); 0,005 (curba7).

Valoarea !M corespunz¼atoare maximului este:

!M =
q
!20 � 22 < !0 (2.91)

Se observ¼a c¼a dac¼a !20 < 2
2 funçtiaA = A (!) nu prezint¼a un maxim şi ea

este o funçtie descresc¼atoare de ! . Aceasta este situa̧tia în care amortizarea
este mare.
Dac¼a !20 > 22 amplitudinea prezint¼a un maxim pentru o valoare !M

denumit¼a pulsa̧tie de rezonaņt¼a. Fenomenul poart¼a denumirea de rezonanţ¼a.
Valoarea maxim¼a a amplitudinii este:

A = A (!M) =
F0

2m
p
!20 � 2

> A (!0) (2.92)

Din rela̧tia de mai sus se observ¼a c¼a amplitudinea A ia valori cu atât mai
mari cu cât  este mai mic. În cazul în care  ! 0, A!1.
În Fig. 2.9 este reprezentat¼a varia̧tia amplitudinii în funçtie de raportul

!=!0 pentru diverse valori ale lui . Cu cât  scade, se micşoreaz¼a şi domeniul
de pulsa̧tii ale foŗtei exterioare pentru care are loc fenomenul de rezonant¼a.
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2.4 Analiz¼a Fourier

2.4.1 Funçtii periodice

Se demonstreaz¼a c¼a o funçtie periodic¼a f (t) de perioad¼a T se poate descom-
pune într-o serie trigonometric¼a de forma:

f (t) =
1X
n=0

(an cosn!t+ bn sinn!t) (2.93)

sau:

f (t) =
1X
n=0

An cos (n!t+ �n) (2.94)

unde ! = 2�=T: Putem trece de la prima expresie la cea de-a doua astfel:

f (t) = an

�
cosn!t+

bn
an
sinn!t

�
Punând:

tg �n = �
bn
an

Atunci:

f (t) =
1X
n=0

an (cosn!t� tg �n sin n!t)

f (t) =
1X
n=0

an
cos �n

cos (n!t+ �n) (2.95)

Prin identificarea lui 2.94 cu 2.95 se ob̧tine:

�m = �n (2.96)

An =
an

cos�n
=
�
a2n + b

2
n

�
(2.97)

Pentru ob̧tinerea coeficieņtilor an şi bn se înmuļteşte egalitatea 2.93 cu
cosn!t şi sinn!t şi se integreaz¼a pe perioada T . Se observ¼a c¼a:
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Z T

0

cosn!t sin k!t dt = 0

Z T

0

cosn!t cos k!t dt =
T

2
�nk

Z T

0

sinn!t sin k!t dt =
T

2
�nk

unde � este simbolul lui Kroneker:

�nk =

�
0 dac¼a n 6= k
1 dac¼an = k

(2.98)

Se ob̧tine expresia:

a0 =
1

T

Z T

0

f (t) dt = hfi

care reprezint¼a media funçtiei respective pe o perioad¼a:

b0 = 0

an =
2

T

Z T

0

f (t) cosn!t dt

bn =
2

T

Z T

0

f (t) sinn!t dt

Dezvoltarea în serie Fourier se poate exprima cu ajutorul funçtiilor expo-
neņtiale. Astfel rela̧tia 2.93 se poate scrie:

f (t) =

1X
n=0

an
2
[exp (in!t) + exp (�in!t)]

�ibn
2
[exp (in!t)� exp (�in!t)]

sau:
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f (t) =

1X
n=0

�
1

2
(an � ibn) ein!t +

1

2
(an + ibn) e

�in!t
�

(2.99)

Putem face ca suma s¼a se extind¼a de la -1 la 1 notând:

cn =
an � ibn
2

c�n =
an + ibn
2

Atunci:

f (t) =
1X

n=�1
cn exp (in!t) (2.100)

Se observ¼a c¼a c�n = c�n unde cu stelu̧t¼a not¼am expresia complex conjugat¼a.
Coeficieņtii dezvolt¼arii în serie sunt da̧ti de rela̧tiile:

cn =
1

T

Z T

0

f (t) e�in!tdt (2.101)

Funçtiile periodice pot fi reprezentate cu ajutorul unor funçtii sinusoidale
cu pulsa̧tii egale cu multipli întregi ai pulsa̧tiei fundamentale !. Spectrul este
dat de o diagram¼a în care sunt reprezentate amplitudinile An în funçtie de
frecveņt¼a; el const¼a din linii verticale de diverse m¼arimi (propoŗtionale cu
amplitudinile).

2.4.2 Funçtii neperiodice

Atunci când m¼arimea investigat¼a este o funçtie neperiodic¼a în locul seriei
Fourier discrete intervine o integral¼a Fourier. În locul unui spectru discret
rezult¼a un spectru continuu. Se demonstreaz¼a c¼a dac¼a f (t) este o funçtie
neperiodic¼a ea poate fi pus¼a sub forma

f (t) =
1

2�

Z 1

0

a (!) cos [!t+ � (!)] d! (2.102)

Sub form¼a complex¼a, funçtia considerat¼a se exprim¼a astfel:

f (t) =
1

2�

Z 1

�1
c (!) exp (i!t) d! (2.103)
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unde c (�!) = c� (!) şi:

c (!) =

Z 1

�1
f (t) exp (�i!t) dt (2.104)

Vom discuta pe scurt leg¼atura dintre reprezentarea real¼a şi reprezentarea
complex¼a a integralei Fourier. Pentru aceasta vom porni de rela̧tia 2.102 pe
care o vom prelucra ţinând cont de formulele lui Euler:

f (t) =
1

2�

Z 1

0

a (!) [cos!t cos � � sin!t sin �] d!

sau

f (t) =
1

2�

Z 1

0

�
a (!)

2

�
ei!t + e�i!t

�
cos � � ia (!)

2

�
ei!t � e�i!t

�
sin �

�
d!

(2.105)
Grupând în mod convenabil termenii expresiei 2.105 aceasta devine:

f (t) =
1

4�

Z 1

0

[a (!) cos � � ia (!) sin �] ei!t d! + (2.106)

+
1

4�

Z 1

0

[a (!) cos � + ia (!) sin �] e�i!td!

Expresia de mai sus poate fi scris¼a mai condensat astfel:

f (t) =
1

2�

Z 1

�1
c (!) ei!td! (2.107)

unde

c (!) =
a (!) cos � � ia (!) sin �

2
(2.108)

şi

c(�!) = c� (!) (2.109)

Din rela̧tia 2.108 rezult¼a:

ja (!)j = 2 jc (!)j (2.110)
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În plus se ob̧tine:

tg � (!) = �Im [c (!)]
Re [c (!)]

(2.111)

În concluzie, funçtiile periodice prezint¼a un spectru discret în timp ce
funçtiile neperiodice prezint¼a un spectru continuu.

2.4.3 Aplica̧tii ale dezvolt¼arilor în integrale Fourier

Perturba̧tie de durat¼a f init¼a

Consider¼am o oscila̧tie de pulsa̧tie !o care dureaz¼a un interval de timp finit
�t. Ea poate fi reprezentat¼a astfel:

x (t) =

8>><>>:
0 t 2 [�1 ; ��t=2]
Aoe

i!0t t 2 [��t=2 ; �t=2]
0 t 2 [�t=2 ; 1]

(2.112)

O astfel de funçtie poate fi dezvoltat¼a într-o integral¼a Fourier

x (t) =
1

2�

Z +1

�1
c (!) ei!td! (2.113)

unde

c (!) =

Z +1

�1
x (t) e�i!tdt (2.114)

Vom calcula aceşti coeficieņti:

c (!) =

�t=2Z
��t=2

A0e
i(!0�!)tdt = A0

exp [i (!0 � !) t]
i (!0 � !)

�����t=2
��t=2

Rezult¼a:

c (!) = A0

exp

�
i (!0 � !)

�t

2

�
� exp

�
�i (!0 � !)

�t

2

�
i (!0 � !)

(2.115)
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Figura 2.10: Funçtia f (x) = sinx
x

Astfel:

c (!) = A0�t

sin

�
(!0 � !)

�t

2

�
(!0 � !)

�t

2

= A0�t
sin
�!�t

2
�!�t

2

(2.116)

Notând cu � =
�!�t

2
rela̧tia 2.116 se va scrie:

c (!) = A0�t
sin �

�
(2.117)

În Fig. 2.10 este ar¼atat¼a varia̧tia funçtiei f (�) =
sin �

�
. Ea este o funçtie

par¼a, care oscileaz¼a în jurul valorii de zero şi care pentru valori mari ale lui

� se amortizeaz¼a. Se observ¼a c¼a pentru � ! 0, f (�) =
sin �

�
! 1: Funçtia se

anuleaz¼a atunci când sin � = 0, adic¼a atunci când � = �m� , unde m este
un num¼ar întreg diferit de zero. Extremele acestei funçtii se determin¼a prin
calcularea derivatei acesteia în raport cu �. Se ob̧tine:

� cos � � sin �
�2

= 0
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Figura 2.11: Funçtia f (x) = sin2 x
x2

de unde rezult¼a c¼a:

tg � = � (2.118)

Rela̧tia 2.118 este o ecua̧tie transcendent¼a care se poate rezolva numeric
sau grafic.
Din 2.113 se constat¼a c¼a oscila̧tia ini̧tial¼a s-a descompus într-o muļtime

continu¼a de oscila̧tii monocromatice cu pulsa̧tii diferite.
Energia asociat¼a fiec¼arei oscila̧tii este propoŗtional¼a cu jc2 (!)j unde

��c2 (!)�� = A20 (�t)2 sin2 �
�2

(2.119)

Reprezentare acestei funçtii este dat¼a în Fig. 2.11.
Când ! = !0 ��c2 (!0)�� = A20 (�t)2 (2.120)

iar când ! corespunde primului maxim secundar jc2 (!)j = 0:04 � A20 (�t)
2.

Din acest motiv se consider¼a c¼a distribu̧tia spectral¼a a perturba̧tiei respective
este semnificativ¼a numai în intervalul � 2 [�� ; �].
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Figura 2.12: Distribu̧tia Lorentz

O m¼arime care caracterizeaz¼a aceast¼a distribu̧tie a energiei este l¼argimea

la semiîn¼aļtime. Din
sin2 �

�2
=
1

2
rezult¼a:

�!�t = 1; 78

Se observ¼a c¼a cu cât �t este mai mare cu atât �! este mai mic şi spectrul
de pulsa̧tii în care poate fi descompus¼a perturba̧tia este mai restrâns. Invers
cu cât �t este mai mic cu atât distribu̧tia este mai larg¼a.

Spectrul unei oscila̧tii amortizate

Vom considera o expresie a oscila̧tiei amortizate de forma:

x (t) = A exp (�t) exp (i!0t) ; t > 0 (2.121)

Coeficieņtii dezvolt¼arii sunt:

c (!) =

Z 1

0

A exp (�t) exp [i (!0 � !) t] dt (2.122)

c (!) = A0
exp [i (!0 � !)� ] t
i (!0 � !)� 

����1
0

(2.123)

Rezult¼a:
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c (!) =
1

 � i (!0 � !)
(2.124)

Ca şi în cazul precedent se va calcula jc2 (!)j, acest termen fiind pro-
poŗtional cu energia oscila̧tiei de pulsa̧tie !.

��c2 (!)�� = 1

2 + (!0 � !)2
(2.125)

Dependeņta lui jc2 (!)jde ! este reprezentat¼a în Fig. 2.12; ea este o
distribu̧tie Lorentz.
Valoarea m¼arimii jc2 (!)j este maxim¼a atunci când numitorul expresiei

2.125 este minim. Aceasta se petrece când ! = !0. Valoarea maxim¼a este��c2m�� = 1

2

Pentru a determina l¼argimea la semiîn¼aļtime se pune condi̧tia ca

��c2 (!)�� = 1

2 + (!0 � !)2
=
jc2mj
2
=

1

22

Rezult¼a ecua̧tia

(!0 � !)2 = 2 (2.126)

sau:

!0 � ! = �

Astfel solu̧tiile ecua̧tiei 2.126 sunt:

!1 = !0 � 

şi

!2 = !0 + 

L¼argimea la semiîn¼aļtime este:

�! = !2 � !1 = 2 (2.127)
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Se constat¼a c¼a cu cât  este mai mic, (adic¼a cu cât amortizarea este mai
mic¼a) cu atât l¼argimea la semiîn¼aļtime a distribu̧tiei este mai mic¼a, adic¼a
spectrul de frecveņte este mai restrâns.



Capitolul 3

Teoria formal¼a a undelor

3.1 Introducere

Se numesc unde, perturba̧tiile care se propag¼a din aproape în aproape prin
intermediul unui câmp. De exemplu scoaterea din pozi̧tia de echilibru a unei
particule care este situat¼a într-un mediu elastic determin¼a ieşirea din pozi̧tia
de echilibru şi a particulelor vecine datorit¼a foŗtelor elastice ce se exercit¼a
între particulele mediului. În acest mod mi̧scarea se propag¼a din aproape în
aproape prin intermediul unui câmp de foŗte elastice.
Prezeņta unei unde presupune existeņta unei surse care produce pertur-

ba̧tia ini̧tial¼a şi a unui mediu în care aceasta s¼a se propage.
Dup¼a natura perturba̧tiei, putem avea diferite feluri de unde:
- unde elastice (undele acustice), care sunt produse de oscila̧tii de natur¼a

mecanic¼a de mic¼a amplitudine care se propag¼a în medii elastice;
- unde termice, care apar datorit¼a difereņtelor de temperatur¼a şi carac-

terizeaz¼a fenomenul de propagare a c¼aldurii;
- unde electromagnetice, care sunt produse de perturba̧tii de natur¼a elec-

tromagnetic¼a.
Pentru primele dou¼a tipuri de unde este necesar un mediu material, în

timp ce undele electromagnetice se pot propaga şi în vid.
Mediile în care se propag¼a undele pot fi:
- omogene sau neomogene dup¼a cum m¼arimile care caracterizeaz¼a mediul

sunt, respectiv nu sunt dependente de coordonatele punctului;
- izotrope sau anizotrope dup¼a cum m¼arimile ce caracterizeaz¼a mediul

sunt sau nu funçtie de direçtia în care sunt m¼asurate;

73
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- dispersive sau nedispersive dup¼a cum viteza de propagare a undei de-
pinde sau nu de frecveņt¼a;

- liniare sau neliniare dup¼a cum rezultanta compunerii a mai multor unde
se exprim¼a sau nu printr-o rela̧tie liniar¼a.

Dup¼a caracterul perturba̧tiei, undele pot fi:

- scalare, pentru care perturba̧tia este caracterizat¼a de o m¼arime scalar¼a;

- vectoriale, pentru care perturba̧tia este caracterizat¼a de o m¼arime vec-
torial¼a.

Dup¼a modul în care apar perturba̧tiile în raport cu direçtia de propagare,
undele pot fi:

- transversale, când oscila̧tiile sau deplas¼arile se efectueaz¼a în plane per-
pendiculare pe direçtia de propagare;

- longitudinale, când oscila̧tiile sau deplas¼arile se efectueaz¼a în direçtia de
propagare a undelor.

Din punct de vedere fizic, perturba̧tiile armonice prezint¼a o importaņt¼a
deosebit¼a. Ele sunt produse de un sistem fizic antrenat într-o stare de os-
cila̧tie armonic¼a. Starea de oscila̧tie a sursei se transmite şi în celelalte puncte
ale mediului având o frecveņt¼a egal¼a cu cea a sursei, dar cu o faz¼a întârziat¼a
fa̧t¼a de aceasta, datorit¼a timpului necesar pentru ca oscila̧tiile s¼a se propage
de la surs¼a la punctul respectiv.

Trebuie remarcat c¼a perturba̧tiile armonice cu o frecveņt¼a fix¼a reprezint¼a
un caz ideal. Studiul acestor cazuri ideale permite o extrapolare în cazurile
reale, când pot s¼a apar¼a fenomene periodice nearmonice; acestea pot fi abor-
date prin aplicarea unor metode matematice cunoscute (serii sau integrale
Fourier).

Se definesc:

- suprafa̧ta de und¼a, locul geometric al punctelor care oscileaz¼a în faz¼a;

- frontul de und¼a, locul geometric al punctelor cele mai îndep¼artate de
sursa de oscila̧tie care oscileaz¼a în faz¼a.

Dup¼a forma suprafȩtei de und¼a, undele pot fi clasificate ca:

- unde cilindrice (produse de surse filiforme);

- unde sferice (produse de o surs¼a punctiform¼a);

- unde plane (frontul de und¼a este un plan perpendicular pe direçtia de
propagare).
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Figura 3.1: Deformarea unui element al unei corzii vibrante

3.2 Ecua̧tia unidimensional¼a a undelor

Pentru determinarea acestei ecua̧tii se consider¼a o coard¼a vibrant¼a, care
efectueaz¼a mici oscila̧tii transversale. Coarda este elastic¼a şi are o mas¼a con-
stant¼a pe unitatea de lungime. Deoarece s-a presupus c¼a aceast¼a coard¼a este
elastic¼a şi omogen¼a, tensiunea este tangent¼a la coard¼a, iar legea lui Hooke
este valabil¼a. Se neglijeaz¼a foŗtele de frecare şi greutatea corzii.
Se consider¼a un element al corzii de lungime dl şi de mas¼a dm (Fig. 3.1).

Fie u deplasarea unui punct al corzii fa̧t¼a de pozi̧tia sa de echilibru (care se
afl¼a pe axa Ox). La capetele sale açtioneaz¼a foŗtele ~F şi ~F 0 care sunt egale
în modul cu tensiunea din coard¼a. Datorit¼a oscila̧tiilor, deplasarea u este
funçtie de coordonata x (adic¼a de pozi̧tia punctului) şi de timp.
Deoarece oscila̧tiile sunt foarte mici, unghiurile � şi �0 sunt foarte mici.

Atunci:

@u(x; t)

@x
= tg� ' sin� ' � (3.1)

Se proiecteaz¼a foŗtele pe axa Ox şi se ob̧tine:

dFx = F cos�0 � F cos� = 0 (3.2)

deoarece cos�0 ' cos� = 1.
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Astfel, practic nu exist¼a mi̧scare de-a lungul axei Ox.
Se proiecteaz¼a foŗtele pe axa Oy şi se ob̧tine:

dFy = F sin�0 � F sin� ' F (�0 � �)

dFy = F

�
@u(x+ dx; t)

@x
� @u(x; t)

@x

�
= F

@[u(x+ dx; t)� u(x; t)]

@x

Atunci

dFy = F
@

@x

�
@u(x; t)

@x

�
dx = F

@2u(x; t)

@x2
dx (3.3)

Conform legii a doua a dinamicii :

F
@2u(x; t)

@x2
dx = dm

@2u

@t2
(3.4)

unde

dm = �Sdl = �S
p
(dx)2 + (du)2 = �S

s
1 +

�
@u

@x

�2
dx

unde S este seçtiunea corzii iar � este densitatea corzii. Deoarece
�
@u

@x

�2
este foarte mic¼a:

dm ' �Sdx (3.5)

Atunci, ţinând cont de 3.5 rela̧tia 3.4 devine:

F
@2u(x; t)

@x2
= �S

@2u(x; t)

@t2

şi

F

�S

@2u(x; t)

@x2
=
@2u(x; t)

@t2
(3.6)

Se observ¼a c¼a m¼arimea (F=�S)1=2 are dimensiunile unei viteze; într-adev¼ar�
F

�S

�
=
kg �m
s2

� m
3

kg
� 1
m2

=
m2

s2
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Notând cu

v2 =
F

�s

rela̧tia 3.6 se poate scrie:

@2u(x; t)

@x2
=
1

v2
� @

2u(x; t)

@t2
(3.7)

Aceasta este ecua̧tia unidimensional¼a a undelor. Ea este o ecua̧tie de tip
d�Alembert.

3.2.1 Solu̧tia ecua̧tiei unidimensionale a undelor

Se arat¼a c¼a solu̧tia cea mai general¼a a ecua̧tiei 3.7 este de forma

u(x; t) = f(x� vt) + g(x+ vt) (3.8)

unde f şi g sunt funçtii arbitrare de argumentele indicate.
Pentru aceasta se va ar¼ata la început c¼a f(x�vt) este o solu̧tie a ecua̧tiei

3.8. Notând
z = x� vt

se ob̧tine:

@f

@x
=
@f

@z
� @z
@x

=
@f

@z

@2f

@x2
=

@

@x

�
@f

@x

�
=

@

@x

�
@f

@z

�
=

@

@z

�
@f

@x

�
=
@2f

@z2
(3.9)

@f

@t
=
@f

@z
� @z
@t
= �v@f

@z

şi în final:

@2f

@t2
=

@

@t

�
@f

@t

�
=

@

@t

�
�v@f

@z

�
= �v @

@z

�
@f

@t

�
= v2

@2f

@z2
(3.10)

Astfel ecua̧tia undelor este satisf¼acut¼a.
În mod analog se poate ar¼ata c¼a şi g(x+ vt) este solu̧tie a ecua̧tiei 3.7.
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Unda reprezentat¼a de f(x � vt) reprezint¼a o und¼a progresiv¼a sau und¼a
direct¼a, iar unda reprezentat¼a de g(x + vt) reprezint¼a o unda regresiv¼a sau
unda indirect¼a, care se propag¼a înspre surs¼a.
Unda direct¼a se propag¼a în sensul axei Ox. Pentru a justifica acest fapt se

consider¼a c¼a la momentul t2 în x2 exist¼a aceiaşi perturba̧tie ca la momentul
t1 în x1. Atunci:

f (x2 � vt2) = f (x1 � vt1)

De aici rezult¼a:

x2 � vt2 = x1 � vt1

adic¼a

x2 = x1 + v1 (t2 � t1)

Se observ¼a c¼a dac¼a t2 > t1, atunci x2 > x1 adic¼a perturba̧tia se propag¼a
în sensul axei Ox, adic¼a de la surs¼a în afar¼a.
M¼arimea x�vt poart¼a denumirea de faza undei. Punând condi̧tia ca faza

s¼a fie constant¼a

x� vt = const

şi difereņtiind aceast¼a rela̧tie rezult¼a:

dx� vdt = 0

Astfel viteza

v =
dx

dt

poart¼a denumirea de vitez¼a de faz¼a.

3.2.2 Integrarea ecua̧tiei undelor

În multe probleme este suficient¼a ob̧tinerea unei solu̧tii particulare a ecua̧tiei
undelor. Una din metodele clasice utilizate pentru rezolvarea efectiv¼a a
ecua̧tiei undelor este aceea a separ¼arii variabilelor. În aceast¼a metod¼a solu̧tia
se poate scrie sub forma:
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u(x; t) = X(x)T (t) (3.11)

Introducând 3.11 în 3.7 ob̧tinem:

T (t)d
2X(x)

dx2
=
1

v2
X(x)

d2T (t)
dt2

sau:

v2

X

d2X(x)

dx2
=
1

T
d2T (t)
dt2

= const (3.12)

Cum din punct de vedere fizic importante sunt fenomenele periodice, este
necesar ca aceast¼a constant¼a de separare s¼a fie negativ¼a. Atunci

1

T
d2T (t)
dt2

= �!2 (3.13)

Se ob̧tine astfel o ecua̧tie difereņtial¼a de ordinul doi:

d2T
dt2

+ !2T = 0 (3.14)

care admite solu̧tia general¼a:

T = c1e
i!t + c2e

�i!t (3.15)

Ecua̧tia pe care o satisface X(x) este:

d2X

dx2
+
!2

v2
X = 0 (3.16)

Punând k = !=v (k poart¼a denumirea de num¼ar de und¼a) se ob̧tine
ecua̧tia:

d2X

dx2
+ k2X = 0 (3.17)

Solu̧tia general¼a a acestei ecua̧tii este:

X = D1e
ikx +D2e

�ikx (3.18)

Rezult¼a c¼a o solu̧tie a ecua̧tiei undelor se poate pune sub forma unei
suprapuneri de funçtii de forma :
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u(x; t) = e�i(!t�kx) (3.19)

Forma concret¼a a solu̧tiei ecua̧tiei undelor se poate ob̧tine dac¼a se cunosc
condi̧tiile ini̧tiale şi condi̧tiile la limit¼a. Un astfel de calcul se va face pentru
coarda vibrant¼a.

3.2.3 Unda armonic¼a plan¼a

O solu̧tie particular¼a a ecua̧tiei undelor este:

u (x; t) = Aei(!t�kx+'0) (3.20)

O astfel de solu̧tie care reprezint¼a o und¼a progresiv¼a poart¼a numele de
und¼a armonic¼a plan¼a. Reprezentarea de mai sus dat¼a sub form¼a complex¼a
este comod¼a în calcule. Dac¼a se ia doar partea real¼a a acestei reprezent¼ari se
ob̧tine reprezentarea real¼a a undei armonice plane:

u (x; t) = A cos (!t� kx+ '0) (3.21)

Unda armonic¼a plan¼a este un concept idealizat; ea este o und¼a neîntre-
rupt¼a extins¼a la infinit şi este important¼a deoarece exist¼a procese fizice ce
pot fi aproximate prin expresii de forma 3.20.
În plus orice perturba̧tie poate fi reprezentat¼a prin intermediul integralei

Fourier ca o sum¼a de perturba̧tii elementare de forma a (!) ei!td!:
În cazul undei plane faza acesteia este:

� = !t� kx+ '0 (3.22)

Funçtia u(x; t) este o funçtie periodic¼a în spa̧tiu şi timp. Pentru a carac-
teriza cele dou¼a periodicit¼a̧ti se ţine cont de faptul c¼a funçtia cosinus este o
funçtie periodic¼a cu perioada principal¼a 2�.
Periodicitatea în timp este caracterizat¼a prin perioada T: Din condi̧tia

!(t+ T )� kx+ '0 = !t� kx+ '0 + 2�

rezult¼a c¼a:

T =
2�

!
(3.23)

unde ! - poart¼a numele de pulsa̧tie.
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Periodicitatea în spa̧tiu este caracterizat¼a prin m¼arimea numit¼a lungime
de und¼a �. Din condi̧tia

!t� k(x+ �) + '0 = !t� kx+ '0 � 2�
rezult¼a:

� =
2�

k
(3.24)

Lungimea de und¼a este distaņta minim¼a dintre dou¼a puncte care oscileaz¼a în
faz¼a.
Se observ¼a c¼a:

! =
@�

@t
(3.25)

şi

k = �@�
@x

(3.26)

3.2.4 Unde sta̧tionare

O und¼a sta̧tionar¼a se ob̧tine prin suprapunerea a dou¼a unde armonice de
egal¼a amplitudine care se propag¼a în direçtii opuse.

u (x; t) = a cos (!t� kx) + a sin (!t+ kx) = 2a cos kx cos!t (3.27)

Se observ¼a c¼a dac¼a în cazul undei armonice progresive amplitudinea este
aceiaşi indiferent de coordonat¼a, în cazul undei sta̧tionare amplitudinea A =
2a cos kx este dependent¼a de coordonata x, adic¼a de pozi̧tie.
Pozi̧tiile în care amplitudinea este maxim¼a poart¼a numele de ventre iar

pozi̧tiile în care amplitudinea este minim¼a poart¼a numele de noduri.

3.2.5 Coarda vibrant¼a; unde sta̧tionare

Pentru a observa modul concret în care se ob̧tine o solu̧tie a ecua̧tiei undelor
vom considera o coard¼a vibrant¼a. Pentru determinarea mi̧sc¼arii concrete a
corzii pe lâng¼a ecua̧tia 3.7 trebuie cunoscut¼a starea ini̧tial¼a, adic¼a trebuie
cunoscute funçtiile:
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u (x; 0) = ' (x) (3.28)

@u

@t
(x; 0) = '1 (x) (3.29)

Se consider¼a o coard¼a vibrant¼a de lungime l fixat¼a la capetele de coordo-
nate x = 0 şi x = l. Condi̧tiile la limit¼a sunt:

u(0; t) = 0 ; u(l; t) = 0 (3.30)

Pentru rezolvarea problemei se utilizeaz¼a metoda separ¼arii variabilelor aşa
cum s-a prezentat anterior. În acest caz solu̧tiile ecua̧tiilor 3.14 şi 3.16 vor fi
scrise sub form¼a real¼a.

T (t) = A cos!t+B sin!t (3.31)

X (x) = C cos kx+D sin kx (3.32)

O solu̧tie particular¼a este:

u (x; t) = (A cos!t+B sin!t) (C cos kx+D sin kx) (3.33)

Punând condi̧tiile la limit¼a 3.30 se ob̧tine:

C = 0 (3.34)

şi

D sin kl = 0 (3.35)

A doua ecua̧tie este satisf¼acut¼a şi atunci când D = 0, dar o astfel de
valoare conduce la solu̧tia banal¼a pentru ecua̧tia ini̧tial¼a. Rezult¼a c¼a trebuie
pus¼a condi̧tia:

sin kl = 0

Aceast¼a condi̧tie este satisf¼acut¼a când

kl = n� (n = 1; 2; 3:::) (3.36)

Rezult¼a valori discrete ale num¼arului de und¼a.
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kn =
n�

l
(n = 1; 2; 3:::) (3.37)

Atunci o solu̧tie particular¼a este:

un (x; t) = (An cos!nt+Bn sin!nt) sin
n�

l
x (3.38)

unde

!n = vkn =
n�v

l
(3.39)

Solu̧tia general¼a este format¼a dintr-o suprapunere de forma:

u (x; l) =
1X
n=1

�
An cos

n�v

l
t+Bn sin

n�v

l
t
�
sin

n�

l
x (3.40)

Pentru determinarea coeficieņtilor An şi Bn vom ţine cont de condi̧tiile
ini̧tiale 3.28 şi 3.29. Din rela̧tia 3.28 rezult¼a:

1X
n=1

An sin
n�

l
x = ' (x) (3.41)

Rela̧tiei

@u

@t
=

1X
n=1

�
�n�v

l
An sin

n�v

l
t+

n�v

l
Bn cos

n�v

l
t
�
sin

n�

l
x

i se aplic¼a condi̧tia 3.29; rezult¼a:

1X
n=1

n�v

l
Bn sin

n�

l
x = '1 (x) (3.42)

Rela̧tiile 3.41 şi 3.42 constituie dezvolt¼ari ale funçtiilor ' (x) şi '1 (x) în
serii de funçtii de sinus. Pentru calculul coeficieņtilor An şi Bm se înmuļtesc

ecua̧tiile 3.41 şi 3.42 cu sin
k�

l
şi se integreaz¼a între 0 şi l . Se ob̧tine:

An =
2

l

lZ
0

�
' (x) sin

n�

l
x
�
dx (3.43)



84 CAPITOLUL 3. TEORIA FORMAL¼A A UNDELOR

Bn =
2

n�v

lZ
0

�
'1 (x) sin

n�

l
x
�
dx

Spre deosebire de o und¼a armonic¼a progresiv¼a a c¼arei amplitudine este in-
dependent¼a de pozi̧tia punctului care oscileaz¼a, în cazul acesta amplitudinea
de oscila̧tie a �ec¼arui punct depinde de pozi̧tia sa şi nu depinde de timp. O
astfel de und¼a este o und¼a sta̧tionar¼a.
Introducând lungimea de und¼a

�n =
2�

kn
=
2

n
l (3.44)

se ob̧tine

u(x; t) =
1X
n=1

�
An cos

n�v

l
t+Bn sin

n�v

l
t
�
sin
2�

�n
x (3.45)

Rela̧tia 3.45 arat¼a c¼a în coarda vibrant¼a se pot forma unde sta̧tionare cu
diferite frecveņte şi lungimi de und¼a; acestea sunt modurile de vibra̧tie ale
corzii.
Frecveņta

v1 =
!1
2�
=
1

2l
� v = v

2l
(3.46)

se numeşte frecveņt¼a fundamental¼a. Ea este cea mai mic¼a frecveņt¼a emis¼a
de coard¼a.
În Fig. 3.2 sunt ar¼atate modurile în care oscileaz¼a o coard¼a vibrant¼a:
n = 1 ; v1 =

v

2l
; �1 = 2l -frecveņt¼a fundamental¼a

n = 2 ; v2 = 2v1 ; �2 = l -prima armonic¼a

n = 3 ; v3 = 3v1 ; �3 =
2l

3
-a doua armonic¼a

Punctele în care amplitudinea este nul¼a poart¼a numele de noduri, iar cele
în care amplitudinea este maxim¼a poart¼a numele de ventre.

3.3 Unde tridimensionale

În spa̧tiu funçtia de und¼a u(x; t) va depinde şi de coordonatele y şi z. Vom
nota cu  (x; y; z; t) aceast¼a funçtie.
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Figura 3.2: Moduri de oscila̧tie în cazul unei coarde vibrante

M¼arimea  poate fi un scalar, un vector sau chiar o m¼arime tensorial¼a.
În continuare discu̧tia va fi limitat¼a la cazul undelor scalare. Ecua̧tia undelor
3.7 devine în cazul tridimensional:

@2 

@x2
+
@2 

@y2
+
@2 

@z2
=
1

v2
@2 

@t2
(3.47)

3.3.1 Unda plan¼a

Fie
!
r vectorul de pozi̧tie al unui punct iar ~u vectorul unitate al unei direçtii

date. Dac¼a solu̧tia este de forma  (~u~r; t) înseamn¼a c¼a starea de oscila̧tie este
aceiaşi în toate punctele unui plan ~u~r =const. În acest caz se spune c¼a unda
este plan¼a, deoarece suprafȩtele de und¼a sunt plane.
Solu̧tia general¼a a ecua̧tiei 3.47 este de forma:

 (~u~r; t) =  +(~u~r � vt) +  �(~u~r + vt) (3.48)

unde prima parte corespunde undei progresive iar a doua undei regresive.
Pentru determinarea unei forme analitice se consider¼a o solu̧tie de forma:

 =  1(x) �  2(y) �  3(z) � ei!t (3.49)
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Se ob̧tine pentru partea atemporal¼a ecua̧tia:

1

 1

d2 1(x)

dx2
+
1

 2

d2 2 (y)

dy2
+
1

 3

d 3 (z)

dz2
= �!

2

v2
(3.50)

Se noteaz¼a

k2 =
!2

v2
(3.51)

Fiecare termen din 3.50 este o funçtie de o singur¼a variabil¼a; pentru ca
suma lor s¼a �e constant¼a, �ecare termen trebuie s¼a �e constant. Se ob̧tin
astfel trei ecua̧tii:

1

 1

d2 1(x)

dx2
= �k2x

1

 2

d2 2(y)

dy2
= �k2y (3.52)

1

 3

d2 3(z)

dz2
= �k2z

cu

k2 = k2x + k2y + k2z (3.53)

ale c¼aror solu̧tii sunt:

 1 = Ae�ikxx

 2 = Be�ikyy (3.54)

 3 = Ce�ikzz

O solu̧tie particular¼a a ecua̧tiei undelor ce corespunde unei unde progre-
sive este:

 + = A exp fi [!t� (kxx+ kyy + kzz)]g (3.55)

Introducând vectorul ~k cu componentele kx; ky; kz, denumit vector de
und¼a, rela̧tia 3.55 se scrie:
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Figura 3.3: Unda plan¼a

 + = A exp i(!t� ~k ~r) (3.56)

Aceasta este forma unei unde armonice plane monocromatice.
Într-adev¼ar suprafȩtele de und¼a sunt la un moment dat definite de ecua̧tia

!t� ~k ~r =const sau de ecua̧tia ~k ~r =const care este echivalent¼a cu

kxx+ kyy + kzz = const (3.57)

Aceasta este ecua̧tia unor plane a c¼aror normal¼a are direçtia vectorului

de und¼a ~k şi versorul ~u =
~k

k
.

Se consider¼a doi vectori ~r şi ~r 0 cu vârful pe un plan de faz¼a constant¼a.
La un moment dat ~k ~r = const şi ~k ~r 0 = const (Fig. 3.3).

~k (~r � ~r 0) = 0
Notând ~r 0 � ~r = ~rp , unde ~rp este un vector coņtinut în planul de faz¼a

constant¼a, se observ¼a c¼a:

~k ~rp = 0 (3.58)

adic¼a ~k este perpendicular pe planul de faz¼a constant¼a.
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Deoarece ~k este perpendicular pe planele pentru care faza este constant¼a
el are direçtia de propagare.
Faza undei este:

� = !t� ~k ~r (3.59)

Se observ¼a c¼a:

! =
@�

@t
(3.60)

~k = �r� (3.61)

3.3.2 Unda sferic¼a

Când sursa este punctiform¼a, iar mediul este omogen şi izotrop, perturba̧tiile
se propag¼a la fel în toate direçtiile. Atunci funçtia de und¼a va fi o funçtie
doar de distaņta de la surs¼a şi nu va depinde de unghiurile polare ci numai
de modulul razei vectoare  (r; t):
Pentru a determina forma funçtiei  (r; t) se exprim¼a laplaceianul în co-

ordonate sferice:

� =
1

r2

�
@

@r

�
r2
@

@r

�
+

1

sin �

@

@�

�
sin �

@

@�

�
+

1

sin2 �

@2

@'2

�
(3.62)

Deoarece funçtia de und¼a depinde doar de distaņta r ecua̧tia undelor
devine:

1

r2

�
@

@r

�
r2
@ 

@r

��
=
1

v2
@ 

@t2
(3.63)

F¼acând substitu̧tia:

 (r; t) =
f(r; t)

r
(3.64)

rela̧tia 3.63 devine:

@2f

@r2
=
1

v2
@2f

@t2
(3.65)

Ecua̧tia 3.65 are solu̧tia general¼a de forma
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f = f1

�
t� r

v

�
+ f2

�
t+

r

v

�
(3.66)

cele dou¼a funçtii f1 şi f2 fiind arbitrare.
Se aplic¼a metoda separ¼arii variabilelor şi se ob̧tin solu̧tii particulare pentru

ecua̧tia 3.63 de forma:

 =
A

r
ei!(t+

r
v
) +

B

r
ei!(t�

r
v
) (3.67)

care reprezint¼a o suprapunere dintre o und¼a progresiv¼a şi una regresiv¼a. Se
constat¼a c¼a pentru unda sferic¼a, amplitudinea variaz¼a cu 1=r.

3.3.3 Ecua̧tia atemporal¼a a undelor

No̧tiunea de und¼a armonic¼a plan¼a poate fi extins¼a la o funçtie de forma

 (~r; t) = A (~r ) ei
(!t�~k~r )

(3.68)

în care amplitudinea este o funçtie de pozi̧tie. Chiar şi în aceast¼a situa̧tie
se poate face o separare a variabilelor temporale de cele spa̧tiale. Astfel se
scrie:

 (~r; t) =  (~r ) ei!t (3.69)

Dac¼a se introduce aceast¼a form¼a în ecua̧tia 3.47 se ob̧tine pentru  (~r)
ecua̧tia:

@2 (~r )

@x2
+
@2 (~r )

@y2
+
@2 (~r )

@z2
+ k2 (~r ) = 0 (3.70)

Aceasta este ecua̧tia atemporal¼a a undelor; ea este o ecua̧tie de tip Hel-
moltz.

3.4 Pachet de unde

Aşa cum s-a prezentat anterior, o perturba̧tie de durat¼a finit¼a poate fi con-
siderat¼a ca o suprapunere de oscila̧tii monocromatice a c¼aror frecveņte sau
pulsa̧tii sunt practic cuprinse într-un interval:�

�0 �
��

2
; �0 +

��

2

�
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respectiv �
!0 �

�!

2
; !0 +

�!

2

�
Rezult¼a c¼a atunci când este implicat¼a o perturba̧tie de durat¼a finit¼a unda

nu este monocromatic¼a, ci reprezint¼a o suprapunere a undelor monocromatice
cu pulsa̧tiile cuprinse într-un interval. Se spune c¼a avem de-a face cu o
suprapunere de unde numit grup de unde sau pachet de unde.
Funçtia de und¼a, se poate scrie ca o suprapunere de forma:

 (r; t) =

Z !0+
�!
2

!0��!
2

A(!)ei(!t�kx)d! (3.71)

În scopul simplific¼arii calculelor se consider¼a A(!) = A0. Aproxima̧tia
este acceptabil¼a dac¼a �! � !0.
Deoarece num¼arul de und¼a k nu este precizat şi depinde de !, k se poate

dezvolta în serie în funçtie de ! în jurul lui !0 şi ne putem limita la primii
termeni din dezvoltare.

k(!) = k(!0) + (! � !0)

�
dk

d!

�
!=!0

(3.72)

Atunci

 (x; t) = A0

Z !0+
�!
2

!0��!
2

(
exp i

"
!t� k0x� (! � !0)

�
dk

d!

�
!=!0

x

#)
d!

sau

 (x; t) = A0e
i(!0t�k0x)

Z !0+
�!
2

!0��!
2

(
exp i(! � !0)

"
t�

�
dk

d!

�
!=!0

x

#)
d!

(3.73)
Se face schimbarea de variabil¼a ! � !0 = y şi se noteaz¼a

� = t�
�
dk

d!

�
!=!0

x (3.74)

Rezult¼a astfel:
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 (x; t) = A0e
i(!0t�k0x)

Z �!
2

��!
2

eiy�dy

sau

 (x; t) = A0 [exp i(!0t� k0x)] �
exp

�
i�!
2
�
�
� exp

�
�i�!

2
�
�

i�

 (x; t) = 2A0e
i(!0t�k0x) �

2 sin �!
2
�

�

Atunci:

 (x; t) = A0�! �
sin �!

2
�

�!
2
�

ei(!0t�k0x) (3.75)

Expresia de mai sus arat¼a c¼a suprapunerea undelor armonice plane dintr-
un domeniu îngust de pulsa̧tii este analoag¼a unei unde �armonice� a c¼arei
amplitudine este modulat¼a cu factorul

sin �!
2
�

�!
2
�

(3.76)

Aceasta înseamn¼a c¼a la un moment dat, amplitudinea undei este diferit¼a
de zero într-un domeniu restâns din spa̧tiu.
Maximul amplitudinii corespunde valorii

�!

2
� = 0 (3.77)

Se observ¼a c¼a la grupul de unde, pe lâng¼a suprafȩtele echifaze apar şi
suprafȩte pe care amplitudinea este constant¼a.
Dac¼a se ţine cont de 3.74 rezult¼a c¼a aceste suprafȩte au ecua̧tia:

�!

2

"
t�

�
dk

d!

�
!=!0

x

#
= const (3.78)

De aici rezult¼a aşa numita vitez¼a de grup - viteza cu care se propag¼a
suprafȩtele echiamplitudine (sau maximul pachetului)

vg =
dx

dt
=

�
d!

dk

�
!=!0

(3.79)
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Deoarece energia în cazul mi̧sc¼arii oscilatorii este propoŗtional¼a cu p¼a-
tratul amplitudinii, rezult¼a c¼a viteza de grup reprezint¼a viteza cu care se
propag¼a energia.
Din condi̧tia ca faza s¼a fie constant¼a (!0t� k0x = const) rezult¼a viteza

de faz¼a

vf =
dx

dt
=
!0
k0

(3.80)

În continuare se va determina leg¼atura dintre viteza de faz¼a şi viteza de
grup.
Rela̧tia dintre viteza de faz¼a şi viteza de grup se poate determina astfel:

vg =

�
d!

dk

�
!=!0

=
d

dk
(kvf ) = vf + k

dvf
dk

(3.81)

Un alt mod de estimare a lui vg este şi urm¼atorul

dvf
dk

=
dvf
d�

d�

dk
=
dvf
d�

d

dk

�
2�

k

�
= �2�

k2
dvf
d�

(3.82)

sau

dvf
dk

= ��
k

dvf
d�

(3.83)

vg = vf � �
dvf
d�

(3.84)

Exist¼a medii în care viteza de faz¼a depinde de k (sau �), şi care se numesc
medii dispersive, şi medii în care viteza de faz¼a nu depinde de k (sau �), şi
care se numesc medii nedispersive. În mediile dispersive vf 6= vg:

Se observ¼a c¼a în cazul mediilor nedispersive
dvf
dk

= 0 sau
dvf
d�

= 0 ; atunci

vf = vg. În astfel de medii, viteza de grup este egal¼a cu viteza de faz¼a.

Dac¼a
dvf
d�

> 0 (dispersie normal¼a) viteza de faz¼a este mai mare decât

viteza de grup.

Dac¼a
dvf
d�

< 0 (dispersia este anomal¼a) viteza de faz¼a este mai mic¼a decât

viteza de grup.
Trebuie remarcat c¼a, în mediile nedispersive pachetul de unde r¼amâne

grupat, în timp ce, în mediile dispersive, pachetul de unde nu-̧si mai p¼astreaz¼a
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forma ci se disperseaz¼a deoarece undele care îl compun se deplaseaz¼a cu viteze
diferite.
Referitor la compactitatea pachetului de und¼a, din rela̧tia 3.75 se constat¼a

c¼a amplitudinea este modulat¼a de funçtia
sin �!

2
�

�!
2
�
. Se observ¼a c¼a funçtia

sin �!
2
�

�!
2
�

în care se noteaz¼a � =
�!

2
� are valori semnificative când abaterea

unghiului � fa̧t¼a de valoarea zero este egal¼a cu �, (�� = �).
În realitate trebuie s¼a se ţin¼a cont c¼a amplitudinea este diferit¼a de zero

şi dac¼a �� � �:
Se consider¼a dou¼a situa̧tii:
a) Momentul de timp este fixat. Atunci:

�� =
�!

2

�
dk

d!

�
!=!0

�x (3.85)

Cum �
dk

d!

�
!=!0

�! ' �k (3.86)

se ob̧tine:
�x�k � 2� (3.87)

Rela̧tia 3.87 arat¼a c¼a în cazul unui pachet de unde nu se poate stabili cu
aceiaşi precizie valoarea vectorului de und¼a şi coordonata x care localizeaz¼a
pachetul.
b) Pozi̧tia în spa̧tiu este fixat¼a; atunci:

�� =
�!

2
�t

astfel c¼a:

�t ��! � 2� (3.88)

Rela̧tiile 3.87 şi 3.88 poart¼a numele de rela̧tiile de incertitudine referitoare
la pachetul de und¼a.
Rela̧tia 3.88 poate fi privit¼a ca o rela̧tie între durata semnalului ce generea-

z¼a pachetul de und¼a şi domeniul de frecveņte al acestuia. Se observ¼a c¼a pentru
durate �t foarte mari, �! este foarte mic. La limit¼a, dac¼a semnalul ar fi
de durat¼a infinit¼a, unda ob̧tinut¼a ar fi perfect monocromatic¼a. În funçtie de
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durata �t a semnalului, pachetele de und¼a sunt caracterizate de domeniul
de frecveņte

�� � 1

�t
(3.89)

O aplica̧tie a acestui fapt este banda de frecveņte a semnalului folosit în
televiziune.
De exemplu, imaginea unui televizor este format¼a din 600 de linii, fiecare

linie având 600 de puncte. Imaginea este format¼a dintr-un ansamblu de
3; 6 � 105 imagini punctiforme. Pentru a avea o senza̧tie de continuitate,
este necesar ca în fiecare punct s¼a se succead¼a 25 de imagini pe secund¼a.
Deci pentru formarea unei imagini pe ecranul unui televizor este necesar un
num¼ar n = 25 � 3; 6 � 105 ' 107 impulsuri pe secund¼a. Aceasta înseamn¼a c¼a
durata unui semnal trebuie s¼a fie �t = 10�7s. Atunci, domeniul de frecveņte
corespunz¼atoare unui semnal este:

�v =
1

�t
= 10 MHz:

Cum frecveņtele purt¼atoare utilizate în televiziune sunt cuprinse între 400
şi 800 MHz exist¼a posibilitatea de a folosi un spa̧tiu de 40 de canale diferite.
În cazul unor unde purt¼atoare care sunt generate de laser în domeniul

vizibil domeniul de frecveņte ar fi dat de �� = �r � �v = 2� 1014 Hz, unde
�r este frecveņta radia̧tiei roşii iar �v este frecveņta radia̧tiei violete. Se pot
ob̧tine 2� 107 canale diferite.



Capitolul 4

Mecanic¼a analitic¼a

4.1 Introducere

Mecanica analitic¼a a fost dezvoltat¼a cu scopul de a se putea rezolva pro-
blemele de mecanic¼a relativ complicate. Ea a fost rezultatul cercet¼arilor
efectuate mai ales de matematicieni precum Lagrange, Euler, Hamilton.
O caracteristic¼a important¼a a acestei discipline este înlocuirea coordo-

natelor carteziene prin coordonate generalizate.
Ecua̧tiile ob̧tinute se exprim¼a diferit de cele ale mecanicii newtoniene. Ele

sunt ecua̧tii cu derivate paŗtiale de ordinul întâi şi al doilea. Rezultatele ce
se ob̧tin sunt identice cu cele ob̧tinute când se utilizeaz¼a ecua̧tiile mecanicii
newtoniene.
Principiile mecanicii analitice se exprim¼a în alt mod, formularea acestora

fiind mai complex¼a, interpretarea fizic¼a fiind mai pu̧tin evident¼a.
Principiile mecanicii analitice sunt de dou¼a feluri:
a) principii difereņtiale, care studiaz¼a comportarea sistemului pornind de

la deplas¼arile elementare ale acestuia, deplas¼ari care pot fi reale sau virtuale.
b) principii integrale, care studiaz¼a comportarea sistemului pornind de la

deplas¼ari finite ale acestuia.

4.1.1 Leg¼aturi

Starea de mi̧scare a unui sistem de N puncte materiale este definit¼a dac¼a în
orice moment de timp se cunosc pozi̧tiile şi vitezele tuturor particulelor adic¼a

a vectorilor ~ri şi
d~ri
dt
( i = 1; 2; :::; N ).

95
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Pentru aceasta este necesar s¼a se rezolve sistemul de ecua̧tii difereņtiale:

mi
d2~ri
dt2

=

NX
j=1
j 6=i

~F
(i)
ij +

~F
(e)
i = ~Fi i = 1; 2; :::; N (4.1)

În ecua̧tiile de mai sus ~F (i)ij sunt foŗte interne ale sistemului, iar ~F
(e)
i este

rezultanta foŗtelor externe ce açtioneaz¼a asupra particulei i. Aceast¼a formu-
lare nu simplific¼a mult problema, deoarece este necesar s¼a se ia în considera̧tie
constrângerile care limiteaz¼a mi̧scarea sistemului. Aceste constrângeri poart¼a
numele de leg¼aturi. Exemple de leg¼aturi pot fi uşor ar¼atate. Astfel mole-
culele unui gaz dintr-un vas sunt constrânse de perȩtii vasului s¼a se deplaseze
în interiorul acestuia. O particul¼a plasat¼a pe suprafa̧ta unei sfere se poate
deplasa doar pe suprafa̧ta acesteia sau în regiunea extern¼a a sferei.
Fie un sistem de N puncte materiale notate cu A1 , A2 ,..., An.
Spunem c¼a sistemul este supus la leg¼aturi dac¼a sunt impuse condi̧tii

asupra variabilelor ~ri şi
d~ri
dt
. Aceste restriçtii se exprim¼a prin anumite re-

la̧tii care au forma unor egalit¼a̧ti

f

�
~r1; ~r2; ::::~rN ;

d~r1
dt
;
d~r2
dt
; :::;

d~rN
dt

; t

�
= 0 (4.2)

şi care poart¼a numele de leg¼aturi bilaterale, sau prin inegalit¼a̧ti de forma

f

�
~r1; ~r2; ::::~rN ;

d~r1
dt
;
d~r2
dt
; :::;

d~rN
dt

; t

�
> 0 (4.3)

care poart¼a numele de leg¼aturi unilaterale.
Aceasta nu este singurul mod de clasificare al leg¼aturilor.
Dac¼a timpul nu este coņtinut explicit în expresia leg¼aturii, aceasta poart¼a

numele de leg¼atur¼a scleronom¼a. Dac¼a timpul este coņtinut în mod explicit,
leg¼atura este reonom¼a.
Exemplu:
Fie cazul unui punct material ce se deplaseaz¼a numai pe suprafa̧ta unei

sfere de raz¼a R, al c¼arui centru are coordonatele (x0 ; y0 ; z0) : Atunci leg¼a-
tura se exprim¼a astfel:

(x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2 = R2 (4.4)
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Dac¼a sfera pe care deplaseaz¼a punctul material este în repaus leg¼atura este
scleronom¼a. Dac¼a sfera nu este în repaus fa̧t¼a de sistemul ineŗtial considerat,
atunci coeficieņtii x0 , y0 , z0 care apar în ecua̧tia leg¼aturii sunt funçtii de
timp astfel c¼a leg¼atura este reonom¼a. În aceste cazuri se consider¼a cunoscut¼a
mi̧scarea corpurilor care asigur¼a leg¼atura.
Dac¼a leg¼atura se exprim¼a printr-o egalitate în care nu apar vitezele

f (~r1; ~r2; ::::~rN ; t) = 0 (4.5)

leg¼atura poart¼a numele de leg¼atur¼a olonom¼a. În celelalte cazuri leg¼atura
poart¼a numele de leg¼atur¼a neolonom¼a.
Leg¼aturile exprimate prin egalit¼a̧ti care coņtin vitezele particulelor poart¼a

numele de leg¼aturi cinematice sau dinamice. Un interes particular prezint¼a
leg¼aturile descrise de expresii care sunt difereņtiale totale exacte şi care de-
pind liniar de componentele vitezelor

NX
j=1

~gj (~r1; ~r2; ::::~rN ; t)
d~rj
dt
+ g0 (~r1; ~r2; ::::~rN ; t) = 0 (4.6)

Se observ¼a c¼a deoarece ecua̧tia 4.5 este satisf¼acut¼a de solu̧tiile ecua̧tiilor
de mi̧scare la orice moment de timp, prin derivarea acesteia în raport cu
timpul se poate scrie rela̧tia:

NX
j=1

rjf (~r1; ~r2; ::::~rN ; t)
d~rj
dt
+
@f

@t
= 0 (4.7)

Ecua̧tia 4.6 se ob̧tine din ecua̧tia 4.7 în cazul particular când

~gj (~r1; ~r2; ::::~rN ; t) = rjf (~r1; ~r2; ::::~rN ; t) (4.8)

unde

rjf (~r1; ~r2; ::::~rN ; t) =
@f

@xj
~ex +

@f

@yj
~ey +

@f

@zj
~ez (4.9)

iar

g0 (~r1; ~r2; ::::~rN ; t) =
@f

@t
(4.10)

În acest caz expresia leg¼aturii descris¼a de rela̧tia 4.6 este integrabil¼a. Leg¼a-
turile difereņtiale integrabile sunt tot leg¼aturi olonome.
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Totuşi o leg¼atur¼a descris¼a de rela̧tia 4.6 nu este complet echivalent¼a cu
cea descris¼a de rela̧tia 4.5 deoarece prin integrarea acesteia se ob̧tine:

f (~rj ; t) = C (4.11)

unde C este o constant¼a arbitrar¼a.
Leg¼aturile exprimate prin forme integrabile poart¼a numele de leg¼aturi

P¤af. Importaņta lor const¼a în faptul c¼a un sistem caracterizat de astfel de
leg¼aturi poate fi tratat ca şi un sistem olonom.
În continuare ne vom ocupa numai de sisteme de puncte materiale care

sunt supuse unor leg¼aturi olonome.

4.1.2 Grade de libertate; coordonate generalizate

Fie un sistem de N puncte materiale pentru care exist¼a s leg¼aturi de forma

fk (~r1 ; ~r2 ; :::; ~rN ; t) = 0 (4.12)

unde k = 1 ; 2 ; :::; s:
Num¼arul s nu poate fi oricât de mare. Rela̧tiile 4.12 reprezint¼a un sis-

tem de ecua̧tii în (xi ; yi ; zi) unde i = 1 ; 2 ; :::; N care este incompatibil
dac¼a s > 3N . Daca s = 3N sistemul poate fi rezolvat în cooordonatele
(xi ; yi ; zi); când timpul nu apare explicit, coordonatele punctelor materiale
cap¼at¼a valori fixe adic¼a leg¼aturile oblig¼a sistemul s¼a stea în repaus.
Dac¼a s < 3N sistemul de ecua̧tii 4.12 este nedeterminat şi înseamn¼a c¼a

numai 3N � s coordonate sunt independente, restul coordonatelor putând fi
determinate în funçtie de primele prin rezolvarea sistemului 4.12. Num¼arul
de variabile independente care descriu mi̧scarea sistemului este:

l = 3N � s (4.13)

Acest num¼ar reprezint¼a num¼arul de grade de libertate.
Se pot alege ca variabile independente l coordonate carteziene, celelalte

rezultând din rela̧tiile de leg¼atur¼a. În cele ce urmeaz¼a se vor considera
toate coordonatele carteziene funçtii de l variabile independente qk unde
k = 1 ; 2 ; :::; l şi eventual de timp:

~rj = ~rj (q1; q2; :::; ql ; t) = ~rj (qk ; t) ; j = 1; 2; :::; n (4.14)
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Prin qk se noteaz¼a ansamblul celor l variabile independente. Variabilele
independente nu au obligatoriu dimensiunea unei lungimi şi se numesc coor-
donate generalizate ale sistemului. Ele au urm¼atoarele propriet¼a̧ti:
1) Variind independent variabilele qk, variabilele ~rj date de rela̧tiile 4.14

cap¼at¼a valori ce satisfac rela̧tiile de leg¼atur¼a 4.12 .
2) Se pot ob̧tine rela̧tiile inverse

qk = qk (~r1 ; ~r2 ; :::; ~rN ; t) k = 1 ; 2 ; :::; l (4.15)

în care vectorii ~r1 ; ~r2 ; :::; ~rN pot lua valorile permise doar de leg¼aturi.
Variabilelor independente qk li se poate asocia un spa̧tiu cu l dimen-

siuni, numit spa̧tiul configura̧tiilor. Fiec¼arui punct din acest spa̧tiu îi core-
spunde un ansamblul de valori qk (k = 1 ; 2 ; :::; l). Atunci unei configura̧tii
instantanee a sistemului de particule îi corespunde un punct din spa̧tiul
configura̧tiilor, denumit punct reprezentativ.
În timp configura̧tia se schimb¼a astfel c¼a punctul reprezentativ îsi schimb¼a

pozi̧tia în spa̧tiul configura̧tiilor. El descrie o curb¼a numit¼a traiectorie gene-
ralizat¼a a sistemului. Funçtiile qk = qk (t) (k = 1 ; 2 ; :::; l) reprezint¼a ecua̧ti-
ile parametrice ale traiectoriei generalizate.

4.1.3 Foŗte de leg¼atur¼a

Trebuie observat c¼a existent¼a leg¼aturilor nu mai este compatibil¼a cu ecua̧tiile
de mi̧scare de forma:

mi
d2~ri
dt2

= ~Fi

�
~r1 ; ~r2 ; :::; ~rn ;

d~r1
dt

;
d~r2
dt

; :::;
d~rn
dt

; t

�
(4.16)

unde prin ~Fi se îņtelege foŗta ce açtioneaz¼a asupra particulei i, datorat¼a celor-
lalte particule ale sistemului şi eventual unor câmpuri externe. Rela̧tiile de
mai sus r¼amân valabile doar în cazul sistemelor nesupuse la leg¼aturi. Dac¼a se
deriveaz¼a de dou¼a ori rela̧tiile 4.2 se ob̧tin egalit¼a̧ti în care apar accelera̧tiile,
vitezele şi coordonatele de pozi̧tie. Dac¼a se înlocuiesc accelera̧tiile cu valorile
lor care rezult¼a din rela̧tiile 4.16 se ob̧tin rela̧tii în care apar şi foŗtele ~Fi .
Deoarece foŗtele ~Fi nu sunt determinate de leg¼aturi aceste egalit¼a̧ti în general
nu sunt satisf¼acute.
Din acest motiv se ajunge la concluzia c¼a existeņta leg¼aturilor atrage dup¼a

sine apari̧tia unor noi foŗte ~Ri cu i = 1 ; 2 ; :::; N numite foŗte de leg¼atur¼a.
Atunci rela̧tiile 4.16 devin:
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mi
d2~ri
dt2

= ~Fi + ~Ri (4.17)

Rezult¼a c¼a foŗtele care açtioneaz¼a asupra particulelor dintr-un sistem se
împart în dou¼a categorii:
- foŗte aplicate ~Fi care sunt cunoscute;
- foŗte de leg¼atur¼a ~Ri care în general pot fi determinate numai dup¼a ce

se cunoaşte starea sistemului.
Un exemplu simplu ilustreaz¼a acest fapt. Se consider¼a un obiect aflat pe

o mas¼a. Asupra lui açtioneaz¼a foŗta de greutate. Masa îns¼a îl împiedic¼a s¼a
cad¼a astfel c¼a accelera̧tia sa este zero. Acest fapt este posibil numai dac¼a
masa açtioneaz¼a asupra obiectului cu o foŗt¼a egal¼a în m¼arime cu greutatea
lui şi de sens contrar acesteia. Foŗta aplicat¼a va � atunci greutatea iar foŗta
de leg¼atur¼a va � reaçtiunea mesei.
Fie o particul¼a care se deplaseaz¼a pe o curb¼a sau pe o suprafa̧t¼a. Foŗta

de leg¼atur¼a poate fi descompus¼a într-o component¼a aflat¼a în planul tangent
la suprafa̧ta respectiv¼a ~Rt şi o alt¼a component¼a ~Rn normal¼a pe acest plan.
În general componenta tangeņtial¼a corespunde unei frec¼ari între punctul ma-
terial şi curba sau suprafa̧ta pe care se mi̧sc¼a.
Dac¼a componenta tangeņtial¼a a foŗtei de leg¼atur¼a este nul¼a atunci spunem

c¼a leg¼atura este ideal¼a.

4.2 Formalismul Lagrange

4.2.1 Principiul lucrului mecanic virtual - principiul
lui d�Alembert

Fie un sistem de puncte materiale supus unor leg¼aturi olonome ideale:

fi (~r1 ; ~r2 ; :::; ~rN ; t) = 0 (4.18)

Deoarece leg¼aturile sunt perfecte componentele tangeņtiale ale foŗtelor de
leg¼atur¼a sunt nule. Dac¼a se deplaseaz¼a în mod arbitrar orice punct material
al sistemului de-a lungul suprafȩtei sau curbei pe care acest punct este obligat
s¼a se g¼aseasc¼a în baza leg¼aturilor impuse, foŗtele de leg¼atur¼a r¼amân normale
la suprafa̧ta sau la curba considerat¼a. Atunci lucrul mecanic al foŗtelor de
leg¼atur¼a în cursul deplas¼arii este nul. Totuşi afirma̧tia precedent¼a este ade-
v¼arat¼a numai dac¼a suprafȩtele sau curba pe care este obligat corpul s¼a se
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mi̧ste nu se deplaseaz¼a în timp. În caz contrar deplasarea poate avea o com-
ponent¼a în direçtia normalei, adic¼a de-a lungul foŗtei de leg¼atur¼a şi lucrul
mecanic al acesteia ar fi diferit de zero.
Se defineşte deplasare virtual¼a a sistemului orice varia̧tie continu¼a a coor-

donatelor (xj ; yj ; zj) cu j = 1 ; 2 ; :::; N astfel încât condi̧tiile de leg¼atur¼a
s¼a fie satisf¼acute la acelaşi moment de timp. Ne intereseaz¼a deplas¼arile vir-
tuale infinitezimale adic¼a trecerea de la anumite valori ~rj la ~rj + �~rj, trecere
compatibil¼a cu leg¼aturile date. Atunci şi coordonatele ~rj + �~rj trebuie s¼a
satisfac¼a rela̧tiile de legatur¼a 4.18.

fi (~rj + �~rj ; t) = 0 i = 1; 2; :::; s (4.19)

Se dezvolt¼a în serie rela̧tiile 4.19 dup¼a valorile �xi ; �yi ; �zi şi se ob̧tine:

fi (~rj + �~rj ; t) = fi (~rj) +
NX
j=1

�
@fi
@xj

�xj +
@fi
@yj

�yj +
@fi
@zj
�zj

�
= 0 (4.20)

Ţinând cont de rela̧tiile 4.18 rezult¼a:

NX
j=1

�
@fi
@xj

�xj +
@fi
@yj

�yj +
@fi
@zj
�zj

�
= 0 ; i = 1; 2; :::; s (4.21)

Acestea sunt condi̧tiile ca deplasarea (�xj ; �yj ; �zj) s¼a fie o deplasare
virtual¼a în sensul defini̧tiei date mai sus.
Deoarece foŗtele de leg¼atur¼a sunt perpendiculare pe suprafȩtele sau curbele

pe care se afl¼a particulele în cursul unei deplas¼ari virtuale lucrul mecanic al
foŗtelor de leg¼atur¼a este nul:

NX
j=1

~Rj�~rj = 0 (4.22)

Aceast¼a afirma̧tie constituie enuņtul principiului lucrului mecanic virtual
(d�Alembert).
Trebuie remarcat c¼a deplasarea virtual¼a nu are nimic de-a face cu o de-

plasare real¼a în cursul mi̧sc¼arii sistemului.
Înmuļtind rela̧tiile 4.17 cu �~ri şi sumând se ob̧tine:
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NX
i=1

mi
d2~ri
dt2

�~ri =

NX
i=1

~Fi�~ri +
NX
i=1

~Ri�~ri (4.23)

Dac¼a se ţine cont de 4.22 rela̧tia de mai sus devine:

NX
i=1

mi
d2~ri
dt2

�~ri =

NX
i=1

~Fi�~ri (4.24)

Astfel principiul lucrului mecanic virtual se poate scrie:

NX
i=1

�
mi
d2~ri
dt2

� ~Fi

�
�~ri = 0 (4.25)

4.2.2 Foŗte generalizate

Fie un sistem de N particule supuse la s leg¼aturi date de rela̧tiile 4.12 pentru
care putem alege l = 3N�s coordonate generalizate qk = qk (~r1 ; ~r2 ; :::; ~rN ; t)
care joac¼a rolul unor parametri de mi̧scare ai sistemului. În acest caz o de-
plasare virtual¼a infinitezimal¼a a sistemului se poate ob̧tine prin varierea la
un moment dat a coordonatele generalizate qk:

�~ri =
lX

k=1

@~ri
@qk

�qk ; i = 1 ; 2 ; :::; N (4.26)

Lucrul mecanic efectuat pentru o astfel de deplasare a sistemului este:

�L =
NX
i=1

~Fi�~ri =

NX
i=1

~Fi

lX
k=1

@~ri
@qk

�qk =

lX
k=1

Qk�qk (4.27)

unde:

Qk =

NX
i=1

~Fi
@~ri
@qk

(4.28)

M¼arimea Qk poart¼a numele de foŗt¼a generalizat¼a corespunz¼atoare coor-
donatei generalizate qk şi în general ea depinde de coordonatele generalizate
şi de vitezele generalizate:
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Qk = Qk (q1; q2; :::ql ; _q1; _q2; :::; _ql ; t) (4.29)

unde în expresia 4.29 am folosit pentru derivata temporal¼a nota̧tia

dqk
dt
= _qk

M¼arimile _qk (k = 1; 2; ::::l) poart¼a numele de viteze generalizate.
Foŗtele generalizate nu au întotdeauna dimensiunile unei foŗte (adic¼a ele

nu se m¼asoar¼a în newtoni).
Dac¼a foŗtele ~Fj deriv¼a dintr-un poteņtial:

~Fj = �rjU (4.30)

Atunci:

Qk = �
NX
j=1

(rjU)
@~rj
@qk

(4.31)

sau

Qk = �
NX
j=1

�
@U

@xj

@xj
@qk

+
@U

@yj

@yj
@qk

+
@U

@zj

@zj
@qk

�
(4.32)

Astfel:

Qk = �
@U

@qk
(4.33)

În cazul sistemelor conservative, deoarece energia poteņtial¼a nu depinde
de vitezele generalizate, nici foŗtele generalizate nu vor depinde de vitezele
generalizate.

4.2.3 Ecua̧tiile Lagrange

În cele ce urmeaz¼a se consider¼a un sistem de puncte materiale supuse unor
leg¼aturi olonome. Se înlocuiesc rela̧tiile 4.26 care coreleaz¼a deplas¼arile vir-
tuale în coordonate carteziene cu cele în coordonate generalizate, în rela̧tia
4.25. Atunci:
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NX
i=1

�
mi
d2~ri
dt2

� ~Fi

� lX
k=1

@~ri
@qk

�qk = 0 (4.34)

Rela̧tia 4.34 se mai poate scrie:

lX
k=1

 
NX
i=1

mi
d2~ri
dt2

@~ri
@qk

!
�qk �

NX
i=1

lX
k=1

~Fi
@~ri
@qk

�qk = 0 (4.35)

sau

lX
k=1

 
NX
i=1

mi
d2~ri
dt2

@~ri
@qk

�Qk

!
�qk = 0 (4.36)

În virtutea independeņtei deplas¼arilor virtuale �qk:

NX
i=1

mi
d2~ri
dt2

@~ri
@qk

�Qk = 0 ; k = 1; 2; :::; l (4.37)

Se va ar¼ata în continuare c¼a expresia:

NX
i=1

mi
d2~ri
dt2

@~ri
@qk

(4.38)

se poate exprima cu ajutorul energiei cinetice a sistemului. Pentru aceasta
se porneşte de la expresia energiei cinetice totale a sistemului de puncte
materiale considerat.

Ec =
1

2

NX
i=1

mi

�
d~ri
dt

�2
(4.39)

Se deriveaz¼a aceast¼a expresia în raport cu o vitez¼a generalizat¼a.
Rezult¼a:

@Ec
@ _qk

=

NX
i=1

mi
d~ri
dt

@

@ _qk

�
d~ri
dt

�
(4.40)

Cum ~ri = ~ri (q1; q2; :::; ql ; t) atunci:



4.2. FORMALISMUL LAGRANGE 105

d~ri
dt
=
@~ri
@t
+

lX
k=1

@~ri
@qk

_qk (4.41)

Din aceast¼a expresie se ob̧tine:

@

@ _qk

�
d~ri
dt

�
=
@~ri
@qk

(4.42)

Rela̧tia 4.40 devine:

@Ec
@ _qk

=
NX
i=1

mi
d~ri
dt

@~ri
@qk

(4.43)

Se deriveaz¼a aceast¼a rela̧tie înc¼a o dat¼a în raport cu timpul şi se ob̧tine:

d

dt

�
@Ec
@ _qk

�
=

NX
i=1

mi
d2~ri
dt2

@~ri
@qk

+
NX
i=1

mi
d~ri
dt

d

dt

�
@~ri
@qk

�
(4.44)

Cum:

d

dt

�
@~ri
@qk

�
=

@

@qk

�
d~ri
dt

�
(4.45)

atunci:

d

dt

�
@Ec
@ _qk

�
=

NX
i=1

mi
d2~ri
dt2

@~ri
@qk

+
NX
i=1

mi
d~ri
dt

@

@qk

�
d~ri
dt

�
(4.46)

Din rela̧tia de mai sus se ob̧tine:

NX
i=1

mi
d2~ri
dt2

@~ri
@qk

=
d

dt

�
@Ec
@ _qk

�
� 1
2

NX
i=1

mi
@

@qk

�
d~ri
dt

�2
(4.47)

Atunci rela̧tiile 4.37 devin:

d

dt

�
@Ec
@ _qk

�
� @

@qk

"
1

2

NX
i=1

mi

�
d~ri
dt

�2#
�Qk = 0 (4.48)

Ţinând cont de rela̧tia 4.39 ob̧tinem:
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d

dt

�
@Ec
@ _qk

�
� @Ec
@qk

= Qk ; k = 1; 2; :::; l (4.49)

Ecua̧tiile de mai sus sunt ecua̧tiile Lagrange şi permit determinarea mi̧sc¼a-
rii sistemului. Num¼arul lor este egal cu num¼arul gradelor de libertate ale
sistemului.
Dac¼a foŗtele deriv¼a dintr-un poteņtial, ecua̧tiile lui Lagrange se pot scrie

sub o form¼a compact¼a.
Pentru aceasta se introduce funçtia Lagrange definit¼a de rela̧tia:

L = Ec � U (4.50)

Deoarece vitezele generalizate sunt coņtinute doar în expresia energiei
cinetice:

@L

@ _qk
=
@Ec
@ _qk

(4.51)

iar

Qk = �
@U

@qk
=
@ (L� Ec)

@qk
(4.52)

rela̧tiile 4.49 capat¼a forma:

d

dt

�
@L

@ _qk

�
� @L

@qk
= 0 ; k = 1; 2; :::; l (4.53)

Ecua̧tiile Lagrange sub forma dat¼a de rela̧tiile 4.49 sau 4.53 reprezint¼a un
sistem de l ecua̧tii difereņtiale de ordinul al doilea necunoscute fiind funçtiile
qk = qk (t) ; k = 1; 2; :::; l:
Rezolvarea sistemului presupune introducerea a 2l constante arbitrare

C1; C2; :::; C2l astfel încât:

qk = qk (t ; C1; C2; :::; C2l) ; k = 1; 2; :::; l (4.54)

Determinarea constantelor se face din cunoaşterea condi̧tiilor ini̧tiale,
adic¼a a st¼arii la un moment dat:

qk (t0) ; _qk (t0) ; k = 1; 2; :::; l (4.55)
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Practic, metoda de rezolvare a unei probleme de mecanic¼a cu ajutorul
formalismului Lagrange const¼a în urm¼atoarele:
1. Se stabileşte num¼arul gradelor de libertate ale sistemului şi se aleg

coordonatele generalizate qk, exprimând, dac¼a este necesar, dependeņta co-
ordonatelor carteziene de coordonatele generalizate.
2. Se construiesc funçtiile Ec , Qk sau L.
3. Se exprim¼a cele 2l condi̧tii ini̧tiale pentru coordonatele generalizate.

Aceasta se face pornind de la condi̧tiile ini̧tiale exprimate în coordonate
carteziene (rela̧tiile 4.14).
4. Se integreaz¼a ecua̧tiile lui Lagrange şi se ţine cont de condi̧tiile ini-

ţiale. Se determin¼a astfel dependeņta de timp a coordonatelor generalizate.
Din cunoaşterea dependeņtei coordonatelor carteziene de cele generalizate se
poate determina şi dependeņta de timp a coordonatelor carteziene.
5. Din cunoaşterea dependeņtelor ~ri = ~ri (t) se pot determina şi foŗtele

de leg¼atur¼a cu ajutorul rela̧tiilor:

~Ri = mi
d2~ri
dt2

� ~Fi i = 1; 2; :::N (4.56)

Obsevaţii
1. Dac¼a funçtia lui Lagrange nu depinde de una din coordonatele ge-

neralizate, de exemplu qk atunci se ob̧tine o integral¼a prim¼a a mişc¼arii. O
integral¼a prim¼a a mi̧sc¼arii este o m¼arime care nu variaz¼a în cursul mi̧sc¼arii:

ea se conserv¼a în cursul evolu̧tiei sistemului. Întradev¼ar dac¼a
@L

@qk
= 0 din

ecua̧tiile lui Lagrange rezult¼a
d

dt

�
@L

@ _qk

�
= 0 . Atunci:

@L

@ _qk
= const (4.57)

O astfel de coordonat¼a generalizat¼a se numeşte coordonat¼a ciclic¼a.
2. Funçtia lui Lagrange este definit¼a pân¼a la o derivat¼a total¼a a unei

funçtii în raport cu timpul. Astfel, dac¼a în locul funçtiei ini̧tiale se consider¼a
funçtia lui Lagrange de forma:

L0 = L+
d

dt
F (q1; q2; :::; ql ; t) (4.58)

ecua̧tiile lui Lagrange î̧si p¼astreaz¼a forma. Într-adev¼ar:
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L0 = L+
dF

dt
= L+

lX
k=1

@F

@qk
_qk +

@F

@t
(4.59)

Din 4.59 rezult¼a

@L

@ _qk
=
@L0

@ _qk
� @F

@qk
(4.60)

Derivând în raport cu timpul rela̧tia 4.60 se ob̧tine:

d

dt

�
@L

@ _qk

�
=
d

dt

�
@L0

@ _qk

�
� d

dt

�
@F

@qk

�
=
d

dt

�
@L0

@ _qk

�
� @

@qk

�
dF

dt

�
(4.61)

Din 4.59

@L

@qk
=
@L0

@qk
� @

@qk

�
dF

dt

�
(4.62)

Ţin¼and cont de 4.61 şi 4.62 din 4.53 se ob̧tine:
Rezult¼a:

d

dt

�
@L0

@ _qk

�
� @L

0

@qk
= 0 (4.63)

Din cele prezentate mai sus rezult¼a c¼a o funçtie de coordonatele genera-
lizate şi de timp, care este o derivat¼a total¼a în raport cu timpul, poate s¼a fie
omis¼a din expresia funçtiei lui Lagrange.
3. Dac¼a numai o parte din foŗtele ce actioneaz¼a asupra sistemului deriv¼a

dintr-un poteņtial ecua̧tiile lui Lagrange pot fi scrise sub forma:

d

dt

�
@L

@ _qk

�
� @L

@qk
= Q0k ; k = 1; 2; :::; l (4.64)

unde Q0k reprezint¼a foŗtele ce nu deriv¼a dintr-un poteņtial.
4. Ecua̧tiile lui Lagrange se pot scrie sub forma 4.53 şi în cazuri în care

foŗtele generalizate pot fi exprimate sub forma:

Qk =
d

dt

�
@U

@ _qk

�
� @U

@qk
; k = 1; 2; :::; l (4.65)
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În expresia de mai sus funçtia U = U (q1; q2; :::; ql; _q1; _q2; :::; _ql; t) poart¼a
numele de poteņtial generalizat. Acesta poate fi cazul mi̧sc¼arii unei particule
de mas¼a m şi sarcin¼a electric¼a e într-un câmp electromagnetic extern.
5. Chiar dac¼a sistemul de puncte materiale nu este supus la leg¼aturi,

forma 4.53 pentru ecua̧tiile de mi̧scare poate fi folosit¼a dac¼a se poate trece
la alt sistem de variabile independente fa̧ta de care ecua̧tiile de mi̧scare se
scriu mai simplu. De exemplu în cazul unei particule care se mi̧sc¼a într-un
câmp central de foŗte este util s¼a se treac¼a de la coordonatele carteziene la
coordonatele polare (în plan) sau la cele sferice (în spa̧tiu).

4.2.4 Principiul Hamilton

Principiul Hamilton face parte din categoria principiilor integrale. Princi-
piul integral se refer¼a la întreaga mi̧scare a sistemului pe toat¼a durata sa
într-un interval de timp finit. El este un principiu varia̧tional, prin varia̧tie
îņtelegând trecerea sistemului de la o traiectorie la alta în spa̧tiul configura̧ti-
ilor. Se iau în considera̧tie toate traiectoriile posibile atât cele reale cât şi
cele virtuale. Pe o traiectorie virtual¼a sunt satisf¼acute leg¼aturile dar nu sunt
valabile ecua̧tiile de mi̧scare.
Formularea principiului se poate face pornind de la principiul deplas¼arilor

virtuale al lui d�Alembert.
Principiul lui Hamilton postuleaz¼a c¼a oric¼arui sistem i se poate asocia o

funçtie L care descrie starea sistemului

L = L (qk ; _qk ; t) (4.66)

Evolu̧tia sistemului în intervalul de timp (t1 ; t2) se desf¼aşoar¼a astfel încât
funçtionala numit¼a actiune

S =

Z t2

t1

L (qk ; _qk ; t) dt (4.67)

s¼a aib¼a o valoare extrem¼a.
Aici prin qk şi prin _qk s-a notat ansamblul coordonatelor generalizate,

respectiv ansamblul vitezelor generalizate.
Principiul poate fi formulat astfel:
Dintre toate traiectoriile posibile din spaţiul conf iguraţiilor care trec

prin dou¼a puncte f ixe, corespunz¼atoare conf iguraţiilor la momentele t1
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şi t2 se realizeaz¼a aceea pentru care acţiunea are o valoare extrem¼a sau este
staţionar¼a.
Ecua̧tiile de mi̧scare ale sistemului se vor ob̧tine din condi̧tia ca varia̧tia

açtiunii s¼a fie zero.

�

Z t2

t1

L (qk ; _qk ; t) dt = 0 (4.68)

Se consider¼a o traiectorie din spa̧tiul configura̧tiilor

qk = qk (t) ; k = 1; 2; :::; l (4.69)

şi o traiectorie vecin¼a:

q0k = q
0
k (t) ; k = 1; 2; :::; l (4.70)

Varia̧tiile coordonatelor generalizate sunt:

�qk (t) = q
0
k (t)� qk (t) (4.71)

iar varia̧tiile vitezelor generalizate:

� _qk (t) = _q0k (t)� _qk (t) =
d

dt
[q0k (t)� qk (t)] =

d

dt
�qk (4.72)

Deoarece cele dou¼a traiectorii pornesc şi ajung în acelaşi punct:

�qk (t1) = �qk (t2) = 0 (4.73)

Varia̧tia açtiunii este:

�S =

Z t2

t1

L (q0k ; _q
0
k ; t) dt�

Z t2

t1

L (qk ; _qk ; t) dt (4.74)

Rezult¼a:

�S =

Z t2

t1

(L (q0k ; _q
0
k ; t) dt� L (qk ; _qk ; t)) dt =

Z t2

t1

�L (qk ; _qk ; t) dt

sau

�S =

Z t2

t1

lX
k=1

�
@L

@qk
�qk +

@L

@ _qk
� _qk

�
dt (4.75)
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deoarece deplas¼arile virtuale nu depind de timp.
Deoarece

@L

@ _qk
� _qk =

@L

@ _qk

d

dt
(�qk) =

d

dt

�
@L

@ _qk
�qk

�
� d

dt

�
@L

@ _qk

�
�qk (4.76)

atunci:

�S =

Z t2

t1

lX
k=1

�
@L

@qk
�qk +

d

dt

�
@L

@ _qk
�qk

�
� d

dt

�
@L

@ _qk

�
�qk

�
(4.77)

Cum �qk (t1) = �qk (t2) = 0:Z t2

t1

lX
k=1

d

dt

�
@L

@ _qk
�qk

�
=

lX
k=1

@L

@ _qk
�qk

����t2
t1

= 0 (4.78)

Atunci:

�S =

Z t2

t1

lX
k=1

�
@L

@qk
� d

dt

�
@L

@ _qk

��
�qkdt (4.79)

Conform principiului lui Hamilton dac¼a traiectoria este real¼a atunci inte-
grala 4.79 trebuie s¼a se anuleze oricare ar fi varia̧tiile �qk. Deoarece aceste
deplas¼ari sunt independente între ele, pentru ca varia̧tia �S s¼a fie nul¼a este
necesar ca:

d

dt

�
@L

@ _qk

�
� @L

@qk
= 0 ; k = 1; 2; :::; l (4.80)

Acestea sunt ecua̧tiile Lagrange.
Când s-au dedus ecua̧tiile Lagrange din principiul D�Alembert a rezultat

c¼a L = Ec � U:
Dac¼a în prezentarea mecanicii analitice se porneşte de la principiul Hamil-

ton în enuņtul acestuia trebuie inclus¼a afirma̧tia c¼a exist¼a o funçtie numit¼a
funçtia Lagrange cu ajutorul c¼areia se scrie funçtionala açtiune.
Pentru construirea funçtiei Lagrange se utilizeaz¼a câteva principii foarte

generale:
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a) principiul superpoziţiei care afirm¼a c¼a se însumeaz¼a termenii care se
refer¼a la particulele considerate independente, termenii ce corespund inte-
raçtiilor dintre particule şi termenii ce corespund interaçtiei particulelor cu
câmpuri externe.
b) principiul invarianţei galileiene care afirm¼a ca açtiunea este aceiaşi în

orice sistem de referiņt¼a. Principiul este o conseciņta a principiului relati-
vit¼a̧tii galileiene.
c) principiul de corespondenţ¼a: rezultatele care se ob̧tin cu ajutorul meca-

nicii newtoniene trebuie s¼a se reg¼aseasc¼a atunci când se utilizeaz¼a funçtia
Lagrange.
Trebuie remarcat c¼a:
a) Funçtia Lagrange nu depinde decât de coordonatele şi vitezele genera-

lizate (derivatele de ordin superior în raport cu timpul nu intervin). Aceast¼a
dependeņt¼a este conform¼a cu faptul c¼a starea unui sistem se cunoaşte dac¼a
se cunosc coordonatele şi vitezele generalizate.
b) Într-un sistem închis funçtia Lagrange nu depinde explicit de timp.
c) Dac¼a un sistem mecanic este compus din mai multe p¼aŗti, care nu

interaçtioneaz¼a, atunci:

L = L1 + L2 + :::+ Ln (4.81)

d) Funçtia Lagrange poate fi multiplicat¼a printr-o constant¼a arbitrar¼a;
atunci ecua̧tiile de mi̧scare nu se modific¼a. Opera̧tiunea de multiplicare poate
fi îņteleas¼a ca o schimbare a unit¼a̧tilor de m¼asur¼a pentru L.

4.3 Legile de conservare şi propriet¼a̧tile de
simetrie

Aşa cum s-a precizat mai înainte, în cazul unui sistem mecanic care are l
grade de liberate se ob̧tin l ecua̧tii difereņtiale de ordin doi în raport cu
timpul. Aceste ecua̧tii de mi̧scare pot fi integrate rezultând uneori funçtii cu
semnifica̧tii fizice cunoscute, alteori acest lucru nefiind posibil. Chiar dac¼a
nu se ob̧tine o solu̧tie complet¼a a ecua̧tiilor de mi̧scare, în multe probleme
pot fi puse în evideņt¼a funçtii de coordonatele şi vitezele generalizate care
sunt constante în timp. Aceste funçtii se numesc integrale prime ale mi̧sc¼arii.
Pentru un sistem închis cu l grade de libertate num¼arul integralelor prime

independente este 2l � 1. Aşa cum am ar¼atat anterior solu̧tia general¼a a
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ecua̧tiilor lui Lagrange depinde de 2l constante:

qk = qk (t ; C1; C2; :::; C2l) ; k = 1; 2; :::; l (4.82)

_qk = _qk (t ; C1; C2; :::; C2l) ; k = 1; 2; :::; l (4.83)

Deoarece pentru un sistem închis timpul nu este coņtinut în mod explicit
în ecua̧tiile de mi̧scare, se poate alege originea acestuia în mod arbitrar.
Aceasta înseamn¼a c¼a una din cele 2l constante arbitrare din solu̧tiile ecua̧tiilor
poate fi pus¼a sub forma unei constante aditive.

qk = qk (t+ t0 ; C1; C2; :::; C2l�1 ) (4.84)

_qk = _qk (t+ t0 ; C1; C2; :::; C2l�1 ) (4.85)

Dac¼a se elimin¼a t+ t0, cele 2l� 1 constante se pot exprima în funçtie de
coordonatele qk şi vitezele generalizate _qk. Rezult¼a c¼a aceste constante sunt
integrale prime.
Printre integralele prime ale mi̧sc¼arii exist¼a unele care sunt legate de pro-

priet¼a̧tile generale ale spa̧tiului şi timpului. În continuare se prezint¼a legea de
conservare a energiei care decurge din proprietatea de uniformitate a curge-
rii timpului, legea de conservare a impulsului care decurge din proprietatea
de omogenitate a spa̧tiului şi legea de conservare a momentului cinetic care
decurge din proprietatea de izotropie a spa̧tiului.

4.3.1 Conservarea energiei

Legea conserv¼arii energiei rezult¼a din uniformitatea curgerii timpului.
Din condi̧tia de uniformitate a curgerii timpului pentru un sistem închis

rezult¼a c¼a funçtia Lagrange nu depinde explicit de timp (forma ei r¼amâne
aceiaşi la orice moment de timp). Atunci:

dL

dt
=

lX
k=1

@L

@qk
_qk +

lX
k=1

@L

@ _qk
�qk (4.86)

Cum din ecua̧tiile lui Lagrange rezult¼a c¼a:

@L

@qk
=
d

dt

�
@L

@ _qk

�
(4.87)
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se ob̧tine

dL

dt
=

lX
k=1

_qk
d

dt

�
@L

@ _qk

�
+

lX
k=1

@L

@ _qk
�qk =

lX
k=1

d

dt

�
@L

@ _qk
_qk

�
(4.88)

d

dt

 
L�

lX
k=1

@L

@ _qk
_qk

!
= 0 (4.89)

Rezult¼a c¼a:

L�
lX

k=1

@L

@ _qk
_qk = const (4.90)

Dac¼a asupra sistemului açtioneaz¼a doar foŗte conservative:

L = Ec � U (4.91)

În expresia de mai sus energia cinetic¼a este funçtie de p¼atratele vitezelor
particulelor care alc¼atuiesc sistemul, adic¼a:

Ec =
NX
i=1

1

2
mi

�
d~ri
dt

�2
=

NX
i=1

1

2
mi

 
lX

k=1

@~ri
@qk

_qk +
@~ri
@t

!2
(4.92)

Rela̧tia 4.92 se poate pune sub forma:

Ec = a+
lX

k=1

ak _qk +
lX

k;j=1
k 6=j

akj _qk _qj (4.93)

unde:

a =
NX
i=1

mi

�
@~ri
@t

�2

ak =
NX
i=1

mi
@~ri
@t

@~ri
@qk

akj =
NX
i=1

1

2
mi
@~ri
@qk

@~ri
@qj
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Dac¼a transform¼arile de coordonate nu coņtin timpul, adic¼a dac¼a leg¼a-
turile sunt independente de timp (scleronome) doar ultimul termen din re-
la̧tia 4.93 este diferit de zero. Aceasta rezult¼a din faptul c¼a derivatele paŗtiale
în raport cu timpul ale coordonatelor sunt nule. Rezult¼a c¼a energia cinetic¼a
este o funçtie p¼atratic¼a omogen¼a în vitezele generalizate. Utilizând teorema
lui Euler referitoare la funçtiile omogene şi observând c¼a U nu depinde de
vitezele generalizate când sistemul este conservativ ob̧tinem:

lX
k=1

_qk
@L

@ _qk
=

lX
k=1

_qk
@Ec
@ _qk

= 2Ec (4.94)

Atunci rela̧tia 4.90 devine:

Ec + U = const (4.95)

Aceasta reprezint¼a legea de consevare a energiei în sistemele în care
açtioneaz¼a doar foŗte conservative: suma dintre energia cinetic¼a şi energia
poteņtial¼a (energia total¼a) este o constant¼a.

4.3.2 Conservarea impulsului

Aceas¼a lege de conservare rezult¼a din proprietatea de omogenitate a spa̧tiului.
Din proprietatea de omogenitate a spa̧tiului, care ilustreaz¼a faptul c¼a toate
punctele din spa̧tiu sunt echivalente rezult¼a c¼a propriet¼a̧tile mecanice ale
unui sistem nu se schimb¼a dac¼a se realizeaz¼a o transla̧tie a întregului sistem
în spa̧tiu.
Pentru a demonstra aceast¼a proprietate se considera o transla̧tie infinite-

zimal¼a în spa̧tiu şi se pune condi̧tia ca funçtia Lagrange s¼a r¼amân¼a neschim-
bat¼a. Se defineşte opera̧tia de transla̧tie a sistemului ca o transformare prin
care toate punctele sistemului se deplaseaz¼a cu acelaşi segment:

~ri ! ~ri + �~r (4.96)

Într-o astfel de transformare varia̧tia funçtiei Lagrange este:

�L =
NX
i=1

(riL) �~r = �~r
NX
i=1

(riL) (4.97)

Pentru ca funçtia Lagrange L (xi ; yi ; zi ; _xi ; _yi ; _zi) s¼a nu se schimbe
când facem o deplasare arbitrar¼a �~r este necesar ca:
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NX
i=1

(riL) =

NX
i=1

��
@L

@xi

�
~ex +

�
@L

@yi

�
~ey +

�
@L

@zi

�
~ez

�
= 0 (4.98)

Deoarece

@L

@xi
=
d

dt

�
@L

@ _xi

�
;
@L

@yi
=
d

dt

�
@L

@ _yi

�
;
@L

@zi
=
d

dt

�
@L

@ _zi

�
(4.99)

din rela̧tia 4.98 se ob̧tine:

NX
i=1

�
d

dt

�
@L

@ _xi

�
~ex +

d

dt

�
@L

@ _yi

�
~ez +

d

dt

�
@L

@ _zi

�
~ez

�
= 0

adic¼a

d

dt

"
NX
i=1

��
@L

@ _xi

�
~ex +

�
@L

@ _yi

�
~ez +

�
@L

@ _zi

�
~ez

�#
= 0 (4.100)

Deoarece

@L

@ _xi
= m _xi = pxi ;

@L

@ _yi
= m _yi = pyi ;

@L

@ _zi
= m _zi = pzi (4.101)

şi cum impulsul total al sistemlui este:

~P =
NX
i=1

(pxi~ex + pyi~ey + pzi~ez) (4.102)

din rela̧tia 4.100 rezult¼a:

d~P

dt
= 0 ; ~P = const (4.103)

Astfel impulsul total este o constant¼a de mi̧scare pentru sistemul considerat.
S-a ob̧tinut astfel legea de conservare a impulsului total al unui sistem de

particule în abseņta unui câmp extern.
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Figura 4.1: Reprezentarea unei rota̧tii in�nitezimale

4.3.3 Conservarea momentului cinetic

Conservarea momentului cinetic rezult¼a din proprietatea de izotropie a spa-
ţiului: propriet¼a̧tile mecanice ale unui sistem închis nu se schimb¼a în cursul
unei rota̧tii în spa̧tiu a sistemului în ansamblu s¼au.
Pentru a demonstra aceast¼a lege se consider¼a o rota̧tie în spa̧tiu (Fig. 4.1),

dup¼a care se pune condi̧tia ca funçtia lui Lagrange s¼a r¼amân¼a neschimbat¼a.
Numim vector de rota̧tie infinitezimal¼a �~' vectorul a c¼arui valoare este

egal¼a cu unghiul de rota̧tie �' şi a c¼arui direçtie coincide cu axa de rota̧tie.
Sensul lui �~' este dat de regula burghiului.
Deplasarea liniar¼a (Fig. 4.1) a extremit¼a̧tii vectorului de pozi̧tie este

legat¼a de unghiuri prin rela̧tia:

j�~r j = r sin ��' (4.104)

Direçtia vectorului �~r este dat¼a de:

�~r = �~'� ~r (4.105)

Rota̧tia modific¼a nu numai direçtia vectorului de pozi̧tie ci şi vitezele
tuturor particulelor:

�~v = �~'� ~v (4.106)

Atunci:
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�L =

NX
i=1

��
@L

@xi

�
�xi +

�
@L

@yi

�
�yi +

�
@L

@zi

�
�zi

�

+
NX
i=1

��
@L

@ _xi

�
�vxi +

�
@L

@ _yi

�
�vyi +

�
@L

@ _zi

�
�vzi

�
(4.107)

Deoarece:

@L

@ _xi
= pxi

@L

@xi
=
d

dt

�
@L

@ _xi

�
=
dpxi
dt

@L

@ _yi
= pyi

@L

@yi
=
d

dt

�
@L

@ _yi

�
=
dpyi
dt

@L

@ _zi
= pzi

@L

@zi
=
d

dt

�
@L

@ _zi

�
=
dpzi
dt

Rezult¼a:

�L =
NX
i=1

�
d~pi
dt
�~r + ~pi�~vi

�
(4.108)

Ţinând cont de rela̧tiile 4.105 şi 4.106 se ob̧tine:

�L =

NX
i=1

�
d~pi
dt
(�~'� ~ri) + ~pi (�~'� ~vi)

�
= 0 (4.109)

sau

�L = �'
NX
i=1

��
~ri �

d~pi
dt

�
+ (~v � ~pi)

�
= �'

d

dt

"
NX
i=1

(~ri � ~pi)
#
= 0 (4.110)

Cum rota̧tia infitezimal¼a este arbitrar¼a

d

dt

"
NX
i=1

(~ri � ~pi)
#
= 0 (4.111)
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Deoarece prin defini̧tie ~li = ~ri � ~pi este momentul cinetic al particulei i
momentul cinetic total al sistemului este ~M =

PN
i=1 (~ri � ~pi).

Din 4.111 rezult¼a c¼a momentul cinetic total al sistemului se conserv¼a.

~M =
NX
i=1

(~ri � ~pi) = const (4.112)

4.4 Formalismul Hamilton

4.4.1 Ecua̧tiile Hamilton-Jacobi

Pentru descrierea sistemelor mecanice şi evolu̧tiei în timp a acestora Hamilton
a introdus o alt¼a funçtie în locul funçtiei Lagrange.
Ideea de baz¼a const¼a în descrierea st¼arii mecanice printr-un sistem de 2l

variabile q1; q2; :::; ql ; p1; p2; :::; pl. Variabilele q1; q2; :::; ql sunt coordonatele
generalizate, iar variabilele p1; p2; :::; pl poart¼a numele de impulsuri genera-
lizate şi se definesc prin rela̧tiile

pk =
@L

@ _qk
; k = 1; 2; :::l (4.113)

Se consider¼a un sistem descris de funçtia Lagrange L (qk ; _qk ; t) : Atunci

dL

dt
=

lX
k=1

@L

@qk
_qk +

lX
k=1

@L

@ _qk
�qk +

@L

@t

unde

�qk =
d2qk
dt2

Rezult¼a:

dL

dt
=

lX
k=1

@L

@qk
_qk +

lX
k=1

�
d

dt

�
@L

@ _qk
_qk

�
� _qk

d

dt

�
@L

@ _qk

��
+
@L

@t
(4.114)

Folosind ecua̧tiile lui Lagrange

@L

@qk
=
d

dt

�
@L

@ _qk

�
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rela̧tia 4.114 devine:

dL

dt
=

lX
k=1

d

dt

�
@L

@ _qk
_qk

�
+
@L

@t
(4.115)

sau

d

dt

"
lX

k=1

pk _qk � L
#
= �@L

@t
(4.116)

Se observ¼a c¼a dac¼a
@L

@t
= 0 membrul stâng este nul, ceea ce înseamn¼a c¼a

m¼arimea fizic¼a reprezentat¼a de membrul stâng având dimesiunea unei energii
se conserv¼a. Aceast¼a funçtie poart¼a numele de funçtia lui Hamilton.

H =
lX

k=1

pk _qk � L (4.117)

Ea depinde de coordoonatele şi impulsurile generalizate ale sistemului şi
de timp.

H = H (qk ; pk ; t) (4.118)

Cu ajutorul funçtiei Hamilton ecua̧tiile de mi̧scare se pot scrie sub o alt¼a
form¼a. Difereņtiind expresia 4.118 rezult¼a:

dH = d

 
lX

k=1

pk _qk � L
!
=

lX
k=1

pkd _qk +

lX
k=1

_qkdpk � dL (4.119)

Dar

dL =
lX

k=1

@L

@ _qk
d _qk +

lX
k=1

@L

@qk
dqk �

@L

@t
dt

sau

dL =
lX

k=1

pkd _qk +
lX

k=1

_pkdqk �
@L

@t
dt

astfel încât 4.119 se poate pune sub forma:
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dH =

lX
k=1

_qkdpk �
lX

k=1

_pkdqk �
@L

@t
dt (4.120)

Din 4.118 rezult¼a c¼a difereņtiala lui H este:

dH =

lX
k=1

@H

@pk
dpk +

lX
k=1

@H

@qk
dqk +

@H

@t
dt (4.121)

Prin identificarea coeficieņtilor difereņtialelor din expresiile 4.120 şi 4.121,
se ob̧tine:

@H

@t
= �@L

@t
(4.122)

_qk =
@H

@pk
; k = 1; 2; :::; l (4.123)

_pk = �
@H

@qk
; k = 1; 2; :::; l (4.124)

Ecua̧tiile 4.123 şi 4.124 sunt cunoscute sub numele de ecua̧tiile canonice
ale lui Hamilton. Acestea formeaz¼a un sistem alc¼atuit din 2l ecua̧tii dife-
reņtiale de ordinul întâi. Solu̧tiile lor depind de 2l constante arbitrare:

qk = qk (t ; C1; C2; :::; C2l) (4.125)

pk = pk (t ; C1; C2; :::; C2l) (4.126)

Pentru determinarea constantelor C1; C2; :::; C2l este necesar¼a cunoaşterea
la un moment dat a valorilor coordonatelor generalizate şi a impulsurilor
generalizate.
În cazul unui sistem conservativ H coincide cu energia total¼a. Conform

rela̧tiei 4.94

lX
k=1

_qk
@L

@ _qk
=

lX
k=1

_qkpk = 2Ec (4.127)

astfel încât 4.117 devine:
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H = 2Ec � L = 2Ec � Ec + U = Ec + U (4.128)

Remarc¼am c¼a ecua̧tiile canonice se pot ob̧tine dintr-un principiu vari-
a̧tional. Pentru aceasta se exprim¼a funçtia lui Lagrange ţinând cont de rela̧tia
4.117

L =

lX
k=1

pk _qk �H (4.129)

Atunci açtiunea se poate scrie ca:

S =

t1Z
t2

"
lX

k=1

pk _qk �H
#
dt (4.130)

Varia̧tia açtiunii este:

�S =

t1Z
t2

"
lX

k=1

�
pk� _qk + _qk�pk �

@H

@pk
�pk �

@H

@qk
�qk

�#
dt (4.131)

Se integreaz¼a prin p¼aŗti şi se ob̧tine:

�S =

lX
k=1

pk�qk

�����
t2

t1

+

t2Z
t1

"
lX

k=1

�
_qk �

@H

@pk

�
�pk

#
dt (4.132)

�
t2Z
t1

"
lX

k=1

�
_pk +

@H

@qk

�
�qk

#
dt

Mi̧scarea real¼a corespunde sta̧tionarit¼a̧tii açtiunii (�S = 0).
Cum �qk (t1) = �qk (t2) = 0 iar varia̧tiile �pk şi �qk sunt independente

parantezele din expresia (4.132) trebuie s¼a fie nule fapt care implic¼a satisfa-
cerea rela̧tiilor 4.123 şi 4.124.
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4.4.2 Spa̧tiul fazelor

Dac¼a se aplic¼a formalismul Hamilton se poate descrie starea dinamic¼a a sis-
temului la un moment dat prin valorile coordonatelor şi impulsurilor genera-
lizate qk şi pk numite variabile canonice unde k = 1; 2::::l. Aceste 2l m¼arimi
constituie coordonatele unui punct într-un spa̧tiu cu 2l dimensiuni, care a
fost denumit spa̧tiul fazelor. Evolu̧tia în timp a sistemului este dat¼a de:

qk = qk (t) (4.133)

pk = pk (t) (4.134)

şi este reprezentat¼a în spa̧tiul fazelor prin traiectoria punctului reprezentativ.
Ecua̧tia traiectoriei este dat¼a sub form¼a parametric¼a, parametrul fiind timpul
t.
Este important de observat c¼a pentru sistemele conservative funçtia lui

Hamilton este o integral¼a prim¼a. Expresia H (qk ; pk) =const este descris¼a în
spa̧tiul fazelor printr-o hipersuprafa̧t¼a 2l � 1 dimensional¼a.

4.4.3 Parantezele Poisson

Deoarece ecua̧tiile canonice descriu varia̧tia în timp a variabilelor canonice
se poate ob̧tine legea de varia̧tie a oric¼arei m¼arimi ce depinde de starea sis-
temului. Fie f (qk ; pk ; t) o astfel de m¼arime care pentru generalitate se
presupune c¼a depinde explicit de timp. Derivata total¼a a acesteia în raport
cu timpul este:

df

dt
=
@f

@t
+

lX
k=1

�
@f

@qk
_qk +

@f

@pk
_pk

�
Dac¼a se ţine cont de ecua̧tiile canonice ecua̧tia de mai sus se poate scrie:

df

dt
=
@f

@t
+

lX
k=1

�
@f

@qk

@H

@pk
� @f

@pk

@H

@qk

�
(4.135)

Suma din membrul al doilea se numeşte parantez¼a Poisson a funçtiilor H
şi f şi se noteaz¼a astfel:
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fH ; fg =
lX

k=1

�
@H

@pk

@f

@qk
� @H
@qk

@f

@pk

�
(4.136)

Astfel pentru dou¼a m¼arimi oarecare se poate defini în general paranteza
Poisson:

ff ; gg =
lX

k=1

�
@f

@pk

@g

@qk
� @f

@qk

@g

@pk

�
(4.137)

Obsevaţii
a) Paranteza Poisson este antisimetric¼a

ff ; gg = �fg ; fg (4.138)

b) Paranteza Poisson este liniar¼a în raport cu fiecare termen:

fc1f1 + c2f2 ; gg = c1 ff1 ; gg+ c2 ff2 ; gg (4.139)

ff ; c1g1 + c2g2g = c1 ff ; g1g+ c2 ff ; g2g (4.140)

c) Sunt satisf¼acute rela̧tiile:

ff ; g1g2g = ff ; g1g g2 + ff ; g2g g1 (4.141)

ff1f2 ; gg = f1 ff2 ; gg+ f2 ff1 ; gg (4.142)

d) În cazul în care f = f (u ; v::::) unde funçtiile u şi v depind de vari-
abilele canonice:

ff ; gg = @f

@u
fu ; gg+ @f

@v
fv ; gg+ :::: (4.143)

e) Derivata paŗtial¼a în raport cu timpul a unei paranteze Poisson se ex-
prim¼a astfel:

@

@t
ff ; gg =

�
@f

@t
; g

�
+

�
f ;

@g

@t

�
(4.144)

f) Este satisf¼acut¼a identitatea lui Jacobi

ff ; fg ; hgg+ fh ; ff ; ggg+ fg; fh ; fgg = 0 (4.145)
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Trebuie remarcat c¼a propriet¼a̧tile (a)-(e) rezult¼a direct din defini̧tia paran-
tezelor Poisson. Identitatea lui Jacobi trebuie verificat¼a prin calcul direct.
Parantezele Poisson joac¼a un rol important în mecanica analitic¼a. Exist¼a

câteva cazuri importante care sunt meņtionate mai jos:
a) Parantezele Poisson ale variabilelor canonice sunt:

fqi ; qjg = 0 (4.146)

fpi ; pjg = 0 (4.147)

fqi ; pjg = �ij (4.148)

b) Parantezele Poisson ale unei funçtii şi a unei variabile canonice sunt:

ff ; qkg = �
@f

@pk
(4.149)

ff ; pkg =
@f

@qk
(4.150)

Dac¼a f = H atunci:

fH ; qkg = �
@H

@pk
= _qk (4.151)

fH ; pkg =
@H

@qk
= _pk (4.152)

Ecua̧tiile 4.151 şi 4.152 constituie o alt¼a exprimare a ecua̧tiilor canonice
Hamilton.
c) Funçtiile care r¼amân constante în cursul mi̧sc¼arii, constituie integrale

prime ale mi̧sc¼arii. Condi̧tia ca o funçtie f s¼a fie o integral¼a prim¼a a mi̧sc¼arii

este ca
df

dt
= 0. Atunci din rela̧tia 4.135 se scrie:

df

dt
=
@f

@t
+ fH ; fg = 0 (4.153)

Dac¼a integrala prim¼a nu depinde explicit de timp rezult¼a:

fH ; fg = 0 (4.154)
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În particular când f = H, fH ; Hg = 0 se ob̧tine un nou mod de
exprimare a legii conserv¼arii energiei.
d) O ultim¼a obseva̧tie se refer¼a la teorema Poisson. Aceasta afirm¼a c¼a

dac¼a f şi g sunt dou¼a integrale prime atunci şi paranteza lor Poisson este
o integral¼a prim¼a a mi̧sc¼arii. Pentru a demonstra acest fapt se calculeaz¼a
derivata în raport cu timpul a parantezei Poisson ff ; gg :

d

dt
ff ; gg = @

@t
ff ; gg+ fH ; ff ; ggg (4.155)

Se ţine cont c¼a:

@

@t
ff ; gg =

�
@f

@t
; g

�
+

�
f ;

@g

@t

�
(4.156)

Utilizând identitatea Jacobi şi ţinând cont de proprietatea de antisimetrie
a parantezelor Poisson:

fH ; ff ; ggg = �ff ; fg ; Hgg � fg; fH ; fgg = 0 (4.157)

rela̧tia 4.155 devine:

d

dt
ff ; gg =

�
@f

@t
; g

�
+

�
f ;

@g

@t

�
� ff ; fg ; Hgg � fg; fH ; fgg

sau:

d

dt
ff ; gg =

�
@f

@t
+ fH ; fg ; g

�
+

�
f ;

@g

@t
+ fH ; gg

�
Rezult¼a:

d

dt
ff ; gg =

�
df

dt
; g

�
+

�
f ;

dg

dt

�
(4.158)

Deoarece funçtiile f şi g sunt integrale prime ale mi̧sc¼arii, ele nu variaz¼a
în timp astfel c¼a derivatele în raport cu timpul sunt nule. Rezult¼a:

d

dt
ff ; gg = 0 (4.159)

Astfel, teorema lui Poisson este demonstrat¼a. Prin acest procedeu se pot
ob̧tine alte integrale prime. Num¼arul de integrale prime independente este
2l � 1.
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4.5 Transform¼ari canonice

S¼a consider¼am cazul în care hamiltonianul este o constant¼a a mi̧sc¼arii şi
toate coordonatele generalizate sunt ciclice. În aceste condi̧tii hamiltonianul
va depinde doar de impulsurile generalizate:

H = H (pk)

Din pk = @L=@ _qk iar @L=@ _qk = const (rela̧tia 4.57) rezult¼a c¼a impulsurile
generalizate sunt constante.
Atunci ecua̧tiile pentru coordonatele generalizate au o form¼a mai simpl¼a:

_qk =
@H

@pk
= !k ; k = 1; 2; :::; l (4.160)

unde !k sunt funçtii de pk şi sunt constante (deoarece impusul conjugat unei
coordonate ciclice este constant în timp). Se integreaz¼a 4.160 şi rezult¼a:

qk = !kt+ �k (4.161)

Trebuie remarcat c¼a pentru un anumit sistem se pot alege mai multe seturi
de coordonate generalizate. Astfel, în cazul mi̧sc¼arii unui punct material în
plan, se pot alege coordonatele generalizate ca fiind coordonatele carteziene
sau coordonatele polare. De exemplu în cazul unei mi̧sc¼ari în câmp central
dac¼a se aleg coordonatele carteziene ca fiind coordonate generalizate atunci
nici una dintre cele dou¼a nu sunt coordonate ciclice. Dac¼a îns¼a se lucreaz¼a
în coordonate polare, � este o coordonat¼a ciclic¼a.
Num¼arul de coordonate ciclice depinde de modul de alegere a coordo-

natelor generalizate; pentru fiecare problem¼a în parte se poate alege un set
de coordonate care s¼a fie ciclice.
Vom studia transformarea de la un set de variabile la alt set de variabile

mai convenabile. În cazul formalismului Hamilton impulsurile generalizate
sunt variabile independente. Din acest motiv transformarea de coordonate
necesit¼a implicarea impulsurilor generalizate. Astfel se considera c¼a:

Qk = Qk (qi ; pi ; t) (4.162)

Pk = Pk (qi ; pi ; t) (4.163)
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Pentru ca aceste rela̧tii s¼a reprezinte o adev¼arat¼a schimbare de variabile
este necesar ca rela̧tiile 4.162 şi 4.163 s¼a fi inversabile fa̧ta de variabilele qi şi
pi, adic¼a:

qk = qk (Qi ; Pi ; t) (4.164)

pk = pk (Qi ; Pi ; t) (4.165)

Condi̧tia necesar¼a şi suficient¼a pentru ca acest fapt s¼a fie posibil este ca
Jacobianul sistemului s¼a fie diferit de zero, adic¼a:

J =
@ (P1 ; P2 ; :::; Pl ; Q1 ; Q2 ; :::; Ql)

@ (p1 ; p2 ; :::; pl ; q1 ; q2 ; :::; ql)
6= 0 (4.166)

Date fiind avantajele formei canonice a ecua̧tiilor de mi̧scare este de dorit
ca şi în noile variabile Qk ; Pk ecua̧tiile de mi̧scare s¼a aib¼a forma canonic¼a:

_Qk =
@ eH
@Pk

(4.167)

_Pk = �
@ eH
@Qk

(4.168)

unde eH este o funçtie Hamilton convenabil aleas¼a.
Transformarea pentru care rela̧tiile 4.167 şi 4.168 sunt valabile poart¼a

numele de transformare canonic¼a.
Aceasta nu este posibil când transformarea este arbitrar¼a. Pentru ca

transformarea s¼a fie posibil¼a se impun anumite condi̧tii denumite condi̧tii de
canonicitate.
Pentru a determina condi̧tiile ca transformarea s¼a fie canonic¼a se ţine cont

de principiul lui Hamilton în care funçtia lui Lagrange se exprim¼a astfel:

L =

lX
k=1

pk _qk �H (qi ; pi ; t) (4.169)

Atunci açtiunea în funçtie de variabilele qj ; pj este:

S =

Z t2

t1

"
lX

k=1

pk _qk �H (qi ; pi ; t)
#
dt (4.170)
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Integrala açtiunii în variabilele Qk ; Pk este dat¼a de o rela̧tie similar¼a:

eS = Z t2

t1

"
lX

k=1

Pk _Qk � eH (Qk ; Pk ; t)# dt (4.171)

În cazul mi̧sc¼arii reale a sistemului condi̧tiile �S = 0 şi � eH = 0 duc la
concluzia c¼a cele dou¼a integrale pot diferi printr-o derivat¼a total¼a în raport
cu timpul a unei funçtii F: De aici rezult¼a:

lX
k=1

�
pk _qk � Pk _Qk

�
+
� eH �H� = dF

dt
(4.172)

sau  
lX

k=1

pkdqk �Hdt
!
�
 

lX
k=1

PkdQk � eHdt! = dF (4.173)

Rezult¼a:

pk =
@F

@qk
(4.174)

Pk =
@F

@Qk
(4.175)

eH = H +
@F

@t
(4.176)

F (qk ; Qk ; t) poart¼a numele de funçtie generatoare a transform¼arii canonice.
Se pot ob̧tine deasemenea noi funçtii generatoare. De exemplu dac¼a se

adaug¼a la ambii membri ai rela̧tiei 4.173 difereņtiala total¼a d
�Pl

k=1 PkQk

�
se ob̧tine:

lX
k=1

QkdPk +

lX
k=1

pkdqk �
� eH �H� dt = d F + lX

k=1

PkQk

!
(4.177)

Expresia difereņtial¼a din membrul drept scris¼a în variabilele qk , Pk con-
stituie o nou¼a funçtie generatoare care se noteaz¼a cu G (qk ; Pk ; t) :
Astfel:
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pk =
@G

@qk
(4.178)

Qk =
@G

@Pk
(4.179)

eH = H +
@G

@t
(4.180)

În mod analog se ob̧tine forma transform¼arilor exprimate prin funçtii
generatoare ce depind de variabilele (pk ; Pk) sau (pk ; Qk).
Transform¼arile canonice formeaz¼a un grup. Propriet¼a̧tile acestuia sunt:
a) Transformarea identic¼a

Pk = pk ; Qk = qk ; k = 1; 2::::l (4.181)

este canonic¼a.
b) Inversa unei transform¼ari canonice este tot o transformare canonic¼a.

Condi̧tia de canonicitate este îndeplinit¼a deoarece expresia ob̧tinut¼a prin în-
locuirea lui pk cu Pk şi qk cu Qk în condi̧tia de canonicitate 4.173 este o
difereņtial¼a total¼a exact¼a a lui F .
c) Produsul a dou¼a transform¼ari canonice este tot o transformare cano-

nic¼a. Prin produs a dou¼a transform¼ari canonice se îņtelege rezultatul ob̧tinut
ca urmare a aplic¼arii succesive a dou¼a transform¼ari canonice. Pe lâng¼a trans-
formarea

Qk = Qk (qi ; pi ; t) (4.182)

Pk = Pk (qi ; pi ; t) (4.183)

se consider¼a şi transformarea:

Q0k = Q
0
k (Qi ; Pi ; t) (4.184)

P 0k = P
0
k (Qi ; Pi ; t) (4.185)

Atunci:

Q0k = Q
0
k (qi ; pi ; t) (4.186)
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P 0k = P
0
k (qi ; pi ; t) (4.187)

Pe baza propriet¼a̧tilor Jacobienilor rezult¼a:

@ (P 0k , Q
0
k)

@ (pi ; qi)
=
@ (P 0k , Q

0
k)

@ (Pi ; Qi)

@ (Pk , Qk)
@ (pi ; qi)

(4.188)

Jacobianul noii transform¼ari este diferit de zero deoarece Jacobienii din mem-
brul drept sunt diferi̧ti de zero. Pentru a ar¼ata c¼a transformarea produs este
tot canonic¼a se porneşte de la condi̧tiile de canonicitate a celor dou¼a trans-
form¼ari ini̧tiale: 

lX
k=1

pkdqk �Hdt
!
�
 

lX
k=1

PkdQk � eHdt! = dF (4.189)

 
lX

k=1

PkdQk � eHdt!� lX
k=1

P 0kdQ
0
k � eH 0dt

!
= dF 0 (4.190)

Se observ¼a c¼a prin adunarea celor dou¼a rela̧tii se ob̧tine:

 
lX

k=1

pkdqk �Hdt
!
�
 

lX
k=1

P 0kdQ
0
k � eH 0dt

!
= (dF + dF 0) (4.191)

fapt ce exprim¼a canonicitatea transform¼arii produs.
Rezult¼a c¼a totalitatea transform¼arilor canonice formeaz¼a un grup.
Se observ¼a c¼a modul de definire al noilor coordonate şi impulsuri gene-

ralizate face ca no̧tiunile respective s¼a-si piard¼a din sensul iņtial. Acest lucru
se datoreaz¼a faptului c¼a noile variabile canonice Qk precum şi noile impulsuri
generalizate depind atât de vechile coordonate generalizate qk cât şi de vechile
impulsuri generalizate pk.
Condi̧tia ca variabilele s¼a fie canonic conjugate se poate exprima cu aju-

torul parantezelor Poisson.
Se demonstreaz¼a mai întâi teorema general¼a de invariaņt¼a a parantezelor

Poisson fa̧t¼a de transform¼arile canonice.
Fie ff ; ggp;q paranteza Poisson a celor dou¼a funçtii în raport cu vari-

abilele canonice pk ; qk şi ff ; ggP;Q paranteza Poisson a celor dou¼a funçtii
în raport cu variabilele canonice Pk ; Qk. Atunci:
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ff ; ggp;q = ff ; ggP;Q (4.192)

Rela̧tia se poate verifica prin calcul direct, dar se poate justifica şi prin
considera̧tii calitative. Astfel se observ¼a c¼a în rela̧tiile 4.174 şi 4.175 timpul
joac¼a rolul unui parametru. Prin urmare dac¼a demonstr¼am egalitatea pentru
m¼arimi care nu depind explicit de timp, rela̧tiile vor fi adev¼arate şi în cazul
general. S¼a consider¼am formal c¼a funçtia g este o funçtie Hamilton a unui
sistem fictiv. Atunci:

ff ; ggp;q =
df

dt
(4.193)

Dar derivata în raport cu timpul
df

dt
nu poate depinde decât de propri-

et¼a̧tile sistemului şi nu depinde de alegerea variabilelor. Prin urmare ff ; gg
nu variaz¼a în cazul în care vom trece de la un grup la alt grup de variabile
canonice. Rezult¼a c¼a egalitatea 4.192 este satisf¼acut¼a.
Atunci datorit¼a rela̧tiilor 4.146 , 4.147 , 4.148 şi teoremei de invariaņt¼a a

parantezelor Poisson

fQk ; QigP;Q = fQk; Qigp;q = 0 (4.194)

fPk ; PigP;Q = fPk; Pigp;q = 0 (4.195)

fPk ; QigP;Q = fPk; Qigp;q = �ki (4.196)

Rela̧tiile 4.196 constituie condi̧tia de canonicitate exprimat¼a cu ajutorul
parantezelor Poisson.

4.6 Ecua̧tia Hamilton-Jacobi

Utilitatea transform¼arilor canonice const¼a în faptul c¼a ele permit trecerea
ecua̧tiilor de mi̧scare dintr-o form¼a canonic¼a în alta. Dac¼a se alege în mod
convenabil o funçtie generatoare se pot ob̧tine ecua̧tiile canonice în cea mai
simpl¼a form¼a. Aceasta este:

_Pk = 0 ; _Qk = 0 (4.197)
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În acest caz particular variabilele canonice sunt constante. Acest lucru
este posibil dac¼a hamiltonianul nu este dependent de Pk şi Qk şi depinde
eventual numai de timp. Cum în ecua̧tiile canonice hamiltonianul apare
numai prin derivatele sale paŗtiale în raport cu Pk şi Qk , atunci se poate
alege eH = 0. Se noteaz¼a cu S = S (qk ; Qk ; t) funçtia generatoarea a acestei
transform¼ari canonice. Atunci:

pk =
@S

@qk
(4.198)

Pk = �
@S

@Qk
(4.199)

eH = H +
@S

@t
(4.200)

Cum eH = 0 rezult¼a c¼a

H

�
qk ;

@S

@qk
; t

�
+
@S

@t
= 0 (4.201)

Aceast¼a ecua̧tie este cunoscut¼a sub numele de ecua̧tia Hamilton-Jacobi.
Din ecua̧tiile 4.197 rezult¼a:

Qk = ak ; Pk = �bk (4.202)

unde ak şi bk sunt constante. Cum în rela̧tia 4.201 variabilele Qk nu apar
explicit, ţinându-se cont de 4.202 rezult¼a c¼a trebuie s¼a se g¼aseasc¼a o solu̧tie
a ecua̧tiei Hamilton-Jacobi S = S (qk ; ak ; t) care depinde de l constante
arbitrare ak (numite constante arbitrare eseņtiale). O astfel de solu̧tie poart¼a
numele de integral¼a complet¼a a ecua̧tiei cu derivate paŗtiale Hamilton-Jacobi.
Ecua̧tia Hamilton Jacobi este o ecua̧tie cu derivate paŗtiale de ordinul

întâi având l+1 variabile independente q1 ; q2 ; :::; ql şi t. O solu̧tie general¼a
a ecua̧tiei va trebui s¼a coņtin¼a l + 1 constante de integrare independente.
Cum funçtia S nu apare în ecua̧tia Hamilton - Jacobi decât prin intermediul
derivatelor sale rezult¼a c¼a dac¼a S este o solu̧tie a ecua̧tiei atunci şi S + C
va fi o solu̧tie. Prin urmare una din cele l + 1 constante este o constant¼a
aditiv¼a. Aceast¼a constant¼a nu are sens fizic şi se poate alege egal¼a cu zero.
Rezult¼a faptul c¼a din celelalte l constante eseņtiale nici una nu este aditiv¼a.
Din rela̧tia 4.199 şi rela̧tiile 4.202 rezult¼a:
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@S

@ak
= bk (4.203)

Deoarece S = S (qi ; ai ; t) rezult¼a c¼a:

bk = bk (qi ; ai ; t) (4.204)

Rezolvând sistemul de ecua̧tii 4.204 în funçtie de coordonatele generalizate
se ob̧tine:

qk = qk (ai ; bi ; t) (4.205)

Deoarece

@S

@qk
= pk

se ob̧tine pk = pk (qi ; ai ; t). Folosind rela̧tiile 4.205 se ob̧tine:

pk = pk (ai ; bi ; t) (4.206)

În concluzie opera̧tiile necesare pentru a determina mi̧scarea unui sistem
de puncte materiale sunt:
a) Se afl¼a integrala complet¼a a ecua̧tiei Hamilton-Jacobi
b) Se egaleaz¼a derivatele paŗtiale ale integralei complete în raport cu

parametri care-i coņtine (ak) cu constante noi (bk).
c) Se rezolv¼a sistemul astfel ob̧tinut în funçtie de variabilele qk.
Trebuie remarcat c¼a nu exist¼a un procedeu general pentru g¼asirea in-

tegralei complete. În anumite cazuri o metod¼a care permite simplificarea
problemei este metoda separ¼arii variabilelor. Ea se utilizeaz¼a de exemplu
când hamiltonianul nu depinde de timp.
Atunci se consider¼a S de forma:

S (qk ; ak ; t) = S0 (qk ; ak) + S1 (ak ; t) (4.207)

Introducând pe S în ecua̧tia 4.201 se ob̧tine:

@S1 (ak ; t)

@t
+H

�
qk ;

@S0 (qk ; ak)

@qk

�
= 0 (4.208)

Deoarece primul termen depinde doar de timp, iar urm¼atorul numai de
de variabilele independente qk, egalitatea este satisf¼acut¼a dac¼a fiecare termen
este constant.
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@S1 (ak ; t)

@t
= �E (4.209)

H

�
qk ;

@S0 (qk ; ak)

@qk

�
= E (4.210)

Din ecua̧tia 4.209 rezult¼a

S1 = �Et (4.211)

Deoarece hamiltonianul nu depinde explicit de timp, constanta E este
chiar energia sistemului.
R¼amâne de rezolvat ecua̧tia 4.210 care se numeşte ecua̧tia Hamilton-

Jacobi redus¼a.
Rezult¼a astfel c¼a dac¼a funçtia generatoare S este determinat¼a prin inte-

grarea ecua̧tiei Hamilton-Jacobi rezolvarea mi̧sc¼arii sistemului se reduce la
rezolvarea unui sistem de ecua̧tii algebrice.
Într-un anumit sens funçtia generatoare care rezult¼a din ecua̧tia Hamilton-

Jacobi este chiar açtiunea. Astfel pentru formularea principiului Hamilton
s-a considerat integrala

S =

Z t2

t1

Ldt (4.212)

luat¼a de-a lungul unei traiectorii între dou¼a pozi̧tii caracterizate de coor-
donatele generalizate q(1)k şi q(2)k pe care sistemul le ocup¼a la momentele t1,
respectiv t2. Consider¼am no̧tiunea de açtiune sub un alt aspect. Fie inte-
grala açtiunii pentru traiectorii reale toate cu o origine comun¼a în punctul din
spa̧tiul configura̧tiilor q(1)k , (integrala data de 4.212 are un singur cap¼at fix).
Cu alte cuvinte vom considera açtiunea ca o funçtie de valorile coordonatelor
generalizate la limita superioar¼a de integrare. Astfel:

S
�
qk ; q

(1)
k ; t

�
=

Z t

t1

L (qk ; _qk ; t) dt (4.213)

Varia̧tia açtiunii conform rela̧tiei 4.77 este în acest caz:

�S =

Z t

t1

lX
k=1

�
@L

@qk
�qk +

d

dt

�
@L

@ _qk
�qk

�
� d

dt

�
@L

@ _qk

��
�qk

sau
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�S =
lX

k=1

@L

@ _qk
�qk

����t
t1

+

Z t

t1

lX
k=1

�
@L

@qk
� d

dt

�
@L

@ _qk

��
�qk (4.214)

Deoarece traiectoriile mi̧sc¼arii reale satisfac ecua̧tiile lui Lagrange inte-
grala din rela̧tia 4.214 se anuleaz¼a. În primul termen din 4.214 la limita
inferioar¼a �qk (t1) = 0: La limita superioar¼a �qk (t) se noteaz¼a cu �qk. Atunci:

�S =
lX

k=1

@L

@ _qk
�qk =

lX
k=1

pk�qk (4.215)

De aici rezult¼a:

@S

@qk
= pk (4.216)

Se consider¼a apoi funçtia S ca o funçtie de timp. Atunci derivata sa total¼a
este:

dS

dt
=
@S

@t
+

lX
k=1

@S

@qk
_qk =

@S

@t
+

lX
k=1

pk _qk (4.217)

Având în vedere rela̧tia 4.213:

dS

dt
= L (4.218)

Din ultimele dou¼a rela̧tii se poate scrie c¼a:

@S

@t
= �

lX
k=1

pk _qk + L (4.219)

şi

@S

@t
= �H (qk ; pk ; t) (4.220)

Dac¼a în aceast¼a ultim¼a rela̧tie se înlocuiesc impulsurile generalizate date
de rela̧tia 4.216 rezult¼a c¼a funçtia S satisface ecua̧tia Hamilton-Jacobi. Acesta
a fost şi motivul pentru care s-a notat ini̧tial funçtia generatoare cu S:



Capitolul 5

Termodinamic¼a

5.1 No̧tiuni fundamentale

5.1.1 Sistem termodinamic, starea sistemului

Prin sistem îņtelegem o poŗtiune din univers cuprinzând un ansamblu de cor-
puri precum şi câmpurile de interaçtiune dintre ele. Restul universului poart¼a
numele de mediu extern. În practic¼a acest termen cuprinde acele p¼aŗti ale
mediului care au un efect direct asupra comport¼arii sistemului. Interfa̧ta din-
tre sistem şi mediul extern poart¼a numele de înveli̧sul sistemului sau frontier¼a
şi trebuie bine definit¼a. Frontiera nu trebuie s¼a fie neap¼arat materializat¼a în
sensul c¼a nu întotdeauna ea reprezint¼a o interfa̧t¼a fizic¼a. Aceasta înseamn¼a
c¼a sistemul nu este în general izolat de mediul extern. Trebuie remarcat
c¼a în timp ce termenul de sistem este extrem de larg, conceptul de sistem
termodinamic este mai restrâns.
Sistemul termodinamic trebuie s¼a îndeplineasc¼a dou¼a condi̧tii: s¼a coņtin¼a

un num¼ar suficient de particule (atomi, molecule) şi s¼a fie delimitat clar de
restul universului. Interaçtia sistemului cu mediul extern se realizeaz¼a prin
schimb de energie şi mas¼a. Pornind de cele dou¼a modalit¼a̧ti de interaçtie cu
mediul extern sistemele pot fi clasificate astfel:
- sisteme deschise: sunt sistemele care schimb¼a substaņt¼a şi energie cu

mediul extern;
- sisteme închise: sunt sistemele care nu schimb¼a substaņt¼a cu mediul

extern. Acestea sunt de dou¼a feluri: sisteme izolate - care nu schimb¼a nici
substaņt¼a şi nici energie cu mediul extern, şi sisteme neizolate - care schimb¼a
doar energie cu mediul extern.

137
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Starea unui sistem termodinamic reprezint¼a totalitatea propriet¼a̧tilor sale
la un moment dat. Ea este determinat¼a de condi̧tiile impuse din exterior
sistemului dat.
M¼arimile ce caracterizeaz¼a starea sistemului poart¼a numele de parametri

de stare. Pentru un sistem ei sunt da̧ti de experient¼a.
În general nu to̧ti parametri de stare pot lua valori independente, între

aceştia putând exista anumite rela̧tii care poart¼a numele de ecua̧tii de stare.
Din acest motiv parametri ce caracterizeaz¼a un sistem termodinamic pot fi
împ¼aŗti̧ti în dou¼a clase: unii din aceşti parametri pot lua valori arbitrare
şi se numesc parametri independeņti, iar ceilaļti pot fi exprima̧ti în funçtie
de primii şi se numesc parametri dependeņti. Cunoaşterea parametrilor in-
dependeņti caracterizeaz¼a complet starea sistemului. Alegerea parametrilor
independeņti se face în funçtie de specificul problemei studiate.
Parametri de stare pot fi clasifica̧ti dup¼a mai multe criterii:
Astfel o clasificare îi împarte în parametri intensivi şi parametri extensivi.

Parametri extensivi sunt parametri lega̧ti de extinderea spa̧tial¼a a sistemului.
Fie un sistem S împ¼aŗtit în dou¼a subsisteme S1 şi S2. Fie a1 valoarea unui
parametru în subsistemul S1 şi a2 valoarea parametrului în subsistemul S2.
Parametrul considerat este extensiv dac¼a în cazul sistemului reunit (format
din cele dou¼a subsisteme) valoarea lui satisface rela̧tia:

a = a1 + a2 (5.1)

Un exemplu de parametru extensiv îl constituie masa.
Parametri intensivi sunt parametri care nu depind de extinderea spa̧tial¼a

a sistemului. De multe ori ei caracterizeaz¼a propriet¼a̧tile locale ale sistemului.
De exemplu parametri intensivi sunt presiunea şi temperatura.
O alt¼a clasificare împarte parametri în parametri externi şi parametri

interni. Parametri externi sunt parametri dependeņti de sistemele încon-
jur¼atoare ale sistemului considerat (de exemplu intensit¼a̧tile unor câmpuri
electrice şi magnetice în care evolueaz¼a sistemele). Parametri interni sunt
parametri care depind şi de propriet¼a̧tile interne ale sistemului.
Starea unui sistem poart¼a numele de stare sta̧tionar¼a dac¼a parametri

care definesc starea sistemului nu evolueaz¼a în timp. Un exemplu de stare
sta̧tionar¼a este acela al difuziei termice într-o bar¼a metalic¼a. Dac¼a extre-
mit¼a̧tile barei se meņtin la temperaturi constante T1 şi T2 (T1 < T2) se sta-
bileşte un transport de energie de la sursa cald¼a la sursa rece. Temperatura
nu este constant¼a în lungul barei, dar valorile locale sunt constante în timp.
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Starea de echilibru termodinamic este starea sta̧tionar¼a care se stabileşte
în interiorul sistemului când nu exist¼a schimburi de energie sau substaņt¼a cu
mediul extern.

5.1.2 Transform¼ari de stare

Transformarea de stare sau procesul termodinamic reprezint¼a trecerea sis-
temului dintr-o stare în alt¼a stare. Procesele pot fi clasificate dup¼a mai
multe criterii.
Astfel dup¼a m¼arimea varia̧tiei parametrilor procesele pot fi difereņtiale

(dac¼a parametri sistemului sufer¼a varia̧tii foarte mici) şi finite (dac¼a varia̧tiile
parametrilor sunt semnificative).
O alt¼a clasificare este dup¼a natura st¼arilor intermediare prin care trece

sistemul.
Se numeşte proces cuasistatic procesul în care parametri sistemului varia-

z¼a lent în timp astfel încât st¼arile intermediare s¼a poat¼a fi considerate cu o
bun¼a aproxima̧tie st¼ari de echilibru. De fapt ele nu sunt st¼ari de echilibru
perfect ci sunt st¼ari foarte apropiate de cele de echilibru.
Dac¼a st¼arile intermediare nu pot fi considerate ca st¼ari de echilibru pro-

cesul este necuasistatic (nonstatic).
O alt¼a clasificare este aceea care ia în considera̧tie reversibilitatea proce-

selor termodinamice.
Un proces se numeşte reversibil dac¼a sensul desf¼aşur¼arii lui poate fi inver-

sat sau dac¼a sistemul poate evolua din starea final¼a în starea ini̧tial¼a trecând
prin aceleaşi st¼ari intermediare de echilibru prin care sistemul a trecut în
transformarea primar¼a. Astfel rezult¼a c¼a unele transform¼ari cuasistatice pot
fi transform¼ari reversibile.
Unele din procesele cuasistatice se realizeaz¼a în sens unic. Un astfel de

proces este difuzia a dou¼a gaze aflate în dou¼a recipiente legate între ele cu
un tub foarte sub̧tire. Acest proces este ireversibil. Ireversibile sunt toate
procesele necuasistatice.
Trebuie observat c¼a procesele cuasistatice reversibile sunt procese idea-

lizate. În realitate în natur¼a nu exist¼a procese reversibile. Totuşi, procesele
reversibile prezint¼a o mare importaņt¼a în sensul c¼a permit punerea în evi-
deņt¼a a m¼arimilor termodinamice de stare. În plus, în multe aplica̧tii este util
ca procesele s¼a fie studiate ini̧tial idealizându-le ca procese reversibile şi apoi
s¼a se introduc¼a factorii care determin¼a irevesibilitatea proceselor respective.
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Figura 5.1: Lucrul mecanic elementar efectuat prin deplasarea unui piston
într-un clindru

5.1.3 Lucrul mecanic

Unul dintre tipurile importante de interaçtie este cel datorat existeņtei unor
foŗte care se exercit¼a între sistem şi mediul extern. Trebuie distins între
foŗtele care se exercit¼a de c¼atre sistem asupra mediului extern şi foŗtele cu care
mediul extern açtioneaz¼a asupra sistemului. Aceste foŗte conform principiului
açtiunii şi reaçtiunii sunt egale în m¼arime, dar de sens contrar.
Prin foŗte de interaçtie vom îņtelege foŗtele exercitate de mediul extern

asupra sistemului considerat. Aceasta este conveņtia cu care se va lucra în
continuare.
a) Lucrul mecanic la alungirea unei bare
Se consider¼a c¼a asupra unei bare elastice de lungime l se exercit¼a o foŗt¼a

de traçtiune F care alungeşte bara cu dl. Atunci lucrul mecanic elementar
este:

�L = Fdl (5.2)

b) Lucrul mecanic efectuat de presiune
Consider¼am c¼a sistemul const¼a dintr-un fluid ce ocup¼a volumul V dintr-un

cilindru închis cu ajutorul unui piston mobil. Sub açtiunea foŗtelor externe
pistonul se deplaseaz¼a cu distaņta infinitezimal¼a dx (Fig. 5.1).
Atunci lucrul mecanic elementar se scrie:

�F = Fdx = pexS dx (5.3)

unde cu pex am notat presiunea exterioar¼a care se exercit¼a asupra pistonului.
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În plus Sdx = �dV (deoarece la o deplasare dx în sensul foŗtei externe ce
açtioneaz¼a asupra sistemului volumul se micşoreaz¼a). În cazul c¼a avem de-a
face cu o transformare cuasistatic¼a st¼arile intermediare sunt st¼ari de echilibru
iar foŗta total¼a care açtioneaz¼a asupra sistemului trebuie s¼a fie nul¼a. Astfel
dac¼a se noteaz¼a cu p presiunea din interiorul sistemului:

pS � pexS = 0 (5.4)

adic¼a p = pex. Atunci expresia lucrului mecanic este:

�L = �p dV (5.5)

Se observ¼a c¼a dac¼a dV < 0 , �L > 0 mediul extern efectueaz¼a un lucru
mecanic asupra sistemului, iar dac¼a dV > 0, �L < 0 sistemul efectueaz¼a un
lucrul mecanic asupra mediului.
c) Lucrul mecanic al tensiunii super�ciale
Fie o pelicul¼a de lichid cu tensiunea superficial¼a � asupra c¼areia açtioneaz¼a

o foŗt¼a F . Atunci când o dimensiune a suprafȩtei variaz¼a cu dx lucrul mecanic
efectuat este:

�L = F dx (5.6)

Cum procesul se consider¼a cuasistatic foŗta F de traçtiune trebuie s¼a fie
egal¼a, dar de sens contrar cu foŗta datorat¼a tensiunii superficiale a lichidului
care se opune varierii suprafȩtei acestuia. Atunci F = Fs = �l, unde l
este lungimea conturului pe care açtioneaz¼a foŗtele de tensiune superficiale.
Astfel:

�L = �l dx = � dS (5.7)

d) Forma general¼a a expresiei lucrului mecanic
Se porneşte de la discu̧tia efectuat¼a mai sus şi se exprim¼a lucrul mecanic

sub forma:

�L = A da (5.8)

În expresia de mai sus A joac¼a rolul foŗtei şi poart¼a numele de foŗt¼a gene-
ralizat¼a iar a este un parametru de pozi̧tie care poart¼a numele de coordonat¼a
generalizat¼a. Dac¼a asupra sistemului açtioneaz¼a mai multe tipuri de foŗte
lucrul mecanic elementar va fi suma lucrurilor mecanice elementare:



142 CAPITOLUL 5. TERMODINAMIC¼A

Figura 5.2: Lucrul mecanic în diverse transform¼ari

�L =
X
k

Ak dak (5.9)

Parametri ak - coordonatele generalizate - sunt parametri externi, deoarece
ei sunt determina̧ti de açtiunile ce au loc asupra sistemului. Foŗtele genera-
lizate Ak depind atât de condi̧tiile impuse din exterior cât şi de coordonatele
particulelor ce alc¼atuiesc sistemul. Acestea sunt parametri interni.

Trebuie remarcat c¼a dac¼a se consider¼a o transformare între dou¼a st¼ari de
echilibru lucrul mecanic depinde de modul în care se face aceast¼a transfor-
mare. În cazul unui fluid, st¼arile acestuia se pot reprezenta într-o diagram¼a
p; V . Într-o astfel de reprezentare lucrul mecanic total L = �

R 2
1
pdV este

egal în valoare absolut¼a cu aria cuprins¼a între axa OV şi curba p = p (V ).
Astfel în Fig. 5.2 sunt reprezentate mai multe transformari de la o stare
la alta. Se observ¼a c¼a ariile de sub curbele respective sunt diferite ceea ce
înseamn¼a c¼a lucrul mecanic depinde de drum (de tipul de transformare).

Un concept util care va fi folosit foarte mult în continuare este acela de
sistem izolat adiabatic. Un astfel de sistem nu poate schimba energie cu
mediul extern decât prin efectuare de lucru mecanic.
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5.1.4 Principiul general al termodinamicii

Un sistem izolat ajunge întotdeauna dup¼a un anumit timp într-o stare de
echilibru termodinamic şi nu poate ieşi de la sine din aceast¼a stare.
Acesta este principiul general al termodinamicii şi se bazeaz¼a pe nenum¼a-

rate observa̧tii experimentale.
Acest postulat are rolul unui principiu director. El arat¼a sensul în care

evolueaz¼a procesele de neechilibru şi pune în evideņt¼a ireversibilitatea lor.
Trebuie remarcat c¼a principiul general nu d¼a nici un fel de informa̧tie privitor
la durata relax¼arii pentru atingerea st¼arii finale de echilibru. În plus princi-
piul general arat¼a şi limitele de aplicabilitate ale termodinamicii, deoarece în
enuņtul acestuia se vorbeşte de sisteme izolate. În astfel de sisteme num¼arul
de particule trebuie s¼a fie foarte mare, dar nu infinit. Meņtion¼am şi faptul
c¼a termodinamica studiaz¼a fenomenele în care fluctua̧tiile sunt neeseņtiale.
Din punct de vedere al fizicii statistice înseamn¼a c¼a sistemele respective nu
trebuie s¼a coņtin¼a un num¼ar foarte mic de particule.

5.2 Principiul I al termodinamicii

5.2.1 Energia intern¼a a unui sistem termodinamic

Se consider¼a un sistem termodinamic izolat adiabatic care sufer¼a un proces
ciclic. Lucrul mecanic trebuie s¼a fie nul deoarece în caz contrar ar fi posibil
crearea unui perpetuum mobile de spȩta I, adic¼a ar fi posibil¼a ob̧tinerea
de lucru mecanic f¼ar¼a ca s¼a existe vreo modificare a sistemului respectiv.
Rezult¼a c¼a lucrul mecanic efectuat de foŗtele exterioare asupra unui sistem
termodinamic depinde doar de starea ini̧tial¼a şi final¼a. Astfel a fost formulat
principiul I pentru sistemele izolate adiabatic.
Exist¼a o funcţie U care depinde doar de starea sistemului astfel încât

într-o transformare oarecare a sistemului izolat adiabatic între st¼arile a şi b:

Lab = Ub � Ua (5.10)

Lucrul efectuat de un sistem izolat adiabatic nu depinde de drum.
Funçtia U poart¼a denumirea de energie intern¼a a sistemului. Din rela̧tia

de mai sus rezult¼a c¼a U; energia intern¼a a sistemului, este definit¼a pân¼a la
o constant¼a aditiv¼a. Pentru a preciza valoarea acestei constante se alege în
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mod arbitrar o anumit¼a stare O de referiņt¼a în care energiei i se atribuie
valoarea zero.
Revenind la forma difereņtial¼a a primului principiu se poate afirma c¼a

pentru un sistem izolat adiabatic:

dU = �L (5.11)

5.2.2 Formularea general¼a a primului principiu al ter-
modinamicii

Formularea restrâns¼a a primului principiu a permis introducerea funçtiei de
stare numit¼a energie intern¼a a c¼arei varia̧tie în procesele adiabatice este egal¼a
cu lucrul mecanic efectuat.
Dac¼a sistemul nu mai este închis într-un înveli̧s adiabatic rela̧tiile 5.10

şi 5.11 nu mai sunt valabile pentru o transformare oarecare. În acest caz
lucrul mecanic depinde nu numai de starea ini̧tial¼a şi �nal¼a, ci şi de st¼arile
intermediare. De aceea se introduce m¼arimea Qab prin rela̧tia:

Qab = Ub � Ua � Lab (5.12)

Aceast¼a m¼arime poart¼a denumirea de cantitate de c¼aldur¼a. Dac¼a Qab > 0
se spune c¼a sistemul primeşte c¼aldur¼a iar dac¼a Qab < 0 sistemul cedeaz¼a
c¼aldur¼a. Deoarece în membrul drept al ecua̧tiei 5.12 intervine lucrul mecanic,
care este o m¼arime de transformare, rezult¼a c¼a şi c¼aldura depinde de st¼arile
intermediare prin care trece sistemul când evolueaz¼a între cele dou¼a st¼ari.
Pentru a îņtelege semnifica̧tia c¼aldurii se consider¼a un proces în care lucrul
mecanic este nul: Lab = 0. Atunci:

Qab = Ub � Ua (5.13)

Aceasta înseamn¼a c¼a m¼arimeaQ (cantitatea de c¼aldur¼a), este acea m¼arime
care determin¼a varia̧tia energiei interne f¼ar¼a ca s¼a aib¼a loc varia̧tia para-
metrilor externi.
Egalitatea 5.12 se scrie sub forma:

Ub � Ua = Lab +Qab (5.14)

şi se observ¼a c¼a deşi fiecare termen din membrul al doilea depinde de st¼arile
intermediare, suma lor nu depinde decât de starea ini̧tial¼a şi final¼a. Egali-
tatea de mai sus constituie forma general¼a a principiului I.
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Variaţia energiei interne a unui sistem termodinamic închis este egal¼a cu
suma dintre lucrul mecanic primit sau cedat de sistem şi c¼aldura elementar¼a
cedat¼a sau primit¼a de sistem.
Sub form¼a difereņtial¼a1 primul principiu se scrie:

dU = �L+ �Q (5.15)

Dac¼a Qab = 0 atunci din 5.14 ob̧tinem:

Ub � Ua = Lab (5.16)

Aceasta este forma primului principiu în cazul sistemelor izolate adia-
batic. Rezult¼a c¼a sistemele izolate adiabatic nu schimb¼a c¼aldur¼a cu mediul
extern.
Principiul I formulat pentru sisteme închise reprezint¼a legea conserv¼arii

ener-giei. Într-adev¼ar dac¼a Qab = 0 şi Lab = 0; Ub = Ua şi energia unui sistem
izolat se conserv¼a.

5.2.3 Temperatura empiric¼a. Principiul zero

Contactul termic

Fie dou¼a sisteme S1 şi S2 separate printr-un perete �x şi adiabatic şi situate
într-o incint¼a izolat¼a adiabatic de mediul extern. Sistemul S1 se g¼aseşte într-o
stare de echilibru E1 iar sistemul S2 se g¼aseşte într-o stare de echilibru E2. Se
înlocuieşte peretele adiabatic dintre cele dou¼a sisteme cu unul diaterm care
permite schimbul de c¼aldur¼a dintre cele dou¼a sisteme. Se spune c¼a sistemele
sunt în contact termic. În urma acestei opera̧tii sistemul S = S1 [ S2 izolat
adiabatic de mediul extern se va g¼asi în general într-o stare de neechilibru
termic. Dup¼a un timp conform principiului fundamental al termodinamicii
sistemul S va ajunge într-o stare de echilibru. Noile st¼ari de echilibru E

0
1 şi

E
0
2 ale sistemelor S1, respectiv S2 vor diferi în general de st¼arile ini̧tiale de
echilibru.
Exist¼a şi situa̧tii când sistemele se g¼asesc în astfel de st¼ari încât în-

locuirea peretelui adiabatic dintre ele cu unul diaterm nu determin¼a schim-
barea st¼arilor iņtiale ale celor dou¼a sisteme. În acest caz cele dou¼a sisteme
se g¼asesc într-o rela̧tie de echilibru termic.

1Prin convenţie se vor nota cu d respectiv � variaţiile unor m¼arimi care sunt, respectiv
nu sunt, diferenţiale totale exacte.
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Figura 5.3: Tranzitivitatea echilibrului termic

Tranzitivitatea echilibrului termic

Fie dou¼a sisteme S1 şi S2 izolate printr-un înveli̧s adiabatic. Dac¼a sistemele
sunt aduse în contact termic cu un al treilea sistem S3 (Fig. 5.3) atunci S1 şi
S3 respectiv S2 şi S3 fie r¼amân într-o stare de echilibru termic, fie evolueaz¼a
datorit¼a schimbului termic într-o alt¼a stare de echilibru comun¼a.
Dac¼a se înl¼atur¼a înveli̧sul adiabatic dintre S1 şi S2 şi se izoleaz¼a sistemul

S3 se constat¼a c¼a sistemele S1 şi S2 sunt în echilibru termic. Prin urmare
echilibrul termic este tranzitiv.
Pornindu-se de la proprietatea de tranzitivitate a echilibrului termic se

poate împ¼aŗti muļtimea sistemelor termodinamice în clase de echivaleņt¼a.
Sistemele dintr-o clas¼a de echivaleņt¼a puse în contact termic unele cu altele
sunt în echilibru termic. Dac¼a dou¼a sisteme din dou¼a clase de echivaleņt¼a
diferite sunt puse în contact termic ele nu vor fi în echilibru termic. Fiec¼arei
clase de echivaleņt¼a i se poate asocia un parametru. Acest parametru va
caracteriza din punct de vedere termic fiecare sistem termodinamic în parte,
fiind un parametru intern. El poart¼a numele de temperatur¼a empiric¼a.

Principiul zero al termodinamicii

Temperatura este o funcţie de starea de echilibru termodinamic.
Rezult¼a c¼a temperatura empiric¼a este un parametru care permite com-

pararea st¼arilor sistemelor aflate la echilibru.
Din formularea principiului zero al termodinamicii rezult¼a c¼a starea de

echilibru termodinamic este determinat¼a de temperatur¼a şi de to̧ti parametri
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externi. Astfel se poate da şi o alt¼a formulare a principiului zero:
Toţi parametri interni ai sistemului sunt funcţii de parametri externi şi

de temperatur¼a.

Ecua̧tii de stare

Matematic principiul zero al termodinamicii se scrie astfel:

Ai = Ai (a1 ; a2 ; :::; an ; �) (5.17)

unde cu � am notat temperatura empiric¼a.
Energia intern¼a este o funçtie de stare a sistemului astfel c¼a:

U = U (a1 ; a2 ; :::; an ; �) (5.18)

Ecua̧tiile 5.17 poart¼a numele de ecua̧tii termice de stare iar ecua̧tia 5.18
poart¼a numele de ecua̧tie caloric¼a de stare.
Ecua̧tiile termice de stare şi ecua̧tia caloric¼a de stare se ob̧tin fie prin

metode experimentale fie prin metodele fizicii statistice.
De exemplu în cazul gazului ideal ecua̧tia termic¼a de stare poart¼a numele

de ecua̧tia Clapeyron-Mendeleev şi are forma:

pV = �RT

Ecua̧tia caloric¼a de stare este:

U = �CV T + U0

În rela̧tiile de mai sus � este num¼arul de kmoli, iar CV este c¼aldura molar¼a
la volum constant.

5.3 Principiul al II-lea al termodinamicii

5.3.1 Diverse formul¼ari ale principiului al II - lea

Primul principiu al termodinamicii introduce m¼arimea de stare numit¼a ener-
gie intern¼a, m¼arime ce nu variaz¼a în abseņta açtiunilor exterioare. Astfel
într-o transformare ciclic¼a varia̧tia energiei interne este nul¼a astfel c¼a:

L+Q = 0 (5.19)
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Aceast¼a ecua̧tie specific¼a posibilitatea de a transforma lucrul mecanic în
c¼aldur¼a şi invers, far¼a a preciza condi̧tiile fizice în care acest fapt este posibil.
Pot exista trei situa̧tii:

a) L = 0 Q = 0

b) L < 0 Q > 0

c) L > 0 Q < 0

Când este realizat cazul al doilea spunem c¼a sistemul funçtioneaz¼a ca o
maşin¼a termic¼a în sensul c¼a primeşte c¼aldur¼a din exterior şi furnizeaz¼a lucru
mecanic. Analizând funçtionarea maşinilor termice, Sadi Carnot a ajuns la
concluzia c¼a ele nu pot funçtiona dac¼a preiau c¼aldur¼a de la o singur¼a surs¼a cu
o temperatur¼a dat¼a. Pe baza acestor observa̧tii Clausius a formulat principiul
al doilea sub forma:
Este imposibil de a realiza o transformare al c¼arui unic rezultat s¼a �e

transferarea c¼aldurii de la o surs¼a cu temperatur¼a dat¼a la un corp cu o tem-
peratur¼a mai ridicat¼a.
sau
Trecerea c¼aldurii de la un corp rece la unul mai cald are loc întotdeauna

cu modi�carea simultan¼a a sistemului şi mediului extern.
O alt¼a formulare a fost dat¼a de Kelvin:
Este imposibil de realizat o transformare al c¼arui unic rezultat s¼a �e o

transformare în lucru mecanic a c¼aldurii luat¼a de la o surs¼a cu o temperatur¼a
constant¼a.
Din examinarea datelor experimentale Planck a ajuns la concluzia c¼a:
Este imposibil de construit o maşin¼a termic¼a care s¼a produc¼a lucrul mecanic

luând c¼aldura de la o singur¼a surs¼a de c¼aldur¼a.
Aceast¼a formulare arat¼a imposibilitatea unui perpetuum mobile de spȩta

a II-a.
Dac¼a se consider¼a o transformare ciclic¼a şi monoterm¼a (în care sistemul

este în contact termic cu o singur¼a surs¼a de c¼aldur¼a) atunci din variantele
(a), (b) şi (c) se exclude varianta (b). Se observ¼a c¼a varianta (c) nu este ex-
clus¼a ceea ce arat¼a posibilitatea transform¼arii integrale a lucrului mecanic în
c¼aldur¼a. Situa̧tia (a) o întâlnim în cazul unei transform¼ari ciclice monoterme
reversibile. Astfel conform principilui al II - lea dac¼a transformarea are loc
într-un sens L � 0 şi Q � 0: În cazul transform¼arii inverse L0

= �L şi L0 � 0
adic¼a �L � 0. Rezult¼a c¼a L = 0. Atunci şi Q = 0.
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Putem afirma c¼a într-o transformare ciclic¼a monoterm¼a şi reversibil¼a sis-
temul nu schimb¼a cu mediul exteriorul nici c¼aldur¼a nici lucru mecanic.
Formularea cea mai general¼a a principiului II a fost dat¼a de Carathéodory:
În vecin¼atatea unei st¼ari de echilibru a unui sistem termodinamic omogen

exist¼a st¼ari care nu pot f i atinse prin procese adiabatice reversibile.

5.3.2 Fundamentele matematice ale principiului al II-
lea

Se numeşte o form¼a Pfa¤ o expresie de forma:

�� =
nX
i=1

Xi dxi (5.20)

În expresia de mai sus (x1 ; x2 ; :::; xn) sunt variabile independente iar
(X1 ; X2 ; :::; Xn) sunt funçtii de variabilele independente.
O form¼a Pfa¤ se numeşte olonom¼a dac¼a admite un factor integrant, adic¼a

dac¼a exist¼a o funçtie � = � (x1 ; x2 ; :::; xn) astfel încât:

d� = ��� (5.21)

s¼a fie o difereņtial¼a total¼a exact¼a.
O form¼a Pfa¤ care nu admite un factor integrant se numeşte neolonom¼a.

Ecua̧tia Pfa¤ este ecua̧tia satisf¼acut¼a de c¼atre forma Pfa¤:

�� = 0 (5.22)

În cazul formelor olonome, ecua̧tia devine:

d� = ��� = 0 (5.23)

care are ca integral¼a prim¼a � = C = const. Rezult¼a c¼a integralele prime
ale unei forme Pfa¤ olonome sunt date sub forma unei famili de suprafȩte
ce depind de un parametru C. Dac¼a forma Pfa¤ depinde de m variabile,
integralele prime vor fi hipersuprafȩte situate în spa̧tiul Rm. Trebuie remar-
cat c¼a hipersuprafȩtele respective nu se intersecteaz¼a adic¼a nu exist¼a nici un
drum de la o hipersuprafa̧t¼a la alta pentru care d� = 0 (Fig. 5.4).
Aceasta înseamn¼a c¼a hipersuprafȩtele, solu̧tii ale ecua̧tiei Pfa¤ nu se in-

tersecteaz¼a fiind disjuncte. În plus se demonstreaz¼a c¼a dac¼a � este un factor
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Figura 5.4: Hipersuprafȩte în spa̧tiul m dimensional ca integrale ale unei
forme Pfa¤ olonome

integrant, atunci şi �G (�) unde G este o funçtie arbitrar¼a de integrala prim¼a
� a funçtiei Pfa¤ este factor integrant.
Conform principiului al doilea sub forma dat¼a de Carathéodory, în vecin¼a-

tatea unei st¼ari de echilibru exist¼a st¼ari care sunt inaccesibile printr-un proces
adiabatic reversibil. S¼a consider¼am un sistem izolat adiabatic care este ca-
racterizat de un num¼ar de parametri externi a1 ; a2 ; :::; an şi temperatura
empiric¼a �. Fie

PI o stare de echilibru. Variind coordonatele se pot efec-
tua o muļtime de procese izentrope care trec prin st¼ari de echilibru diferite
şi care genereaz¼a în spa̧tiul st¼arilor (spa̧tiul st¼arilor este un spa̧tiu cu axele
a1 ; a2 ; :::; an şi �) o suprafa̧t¼a izentrop¼a2. În vecin¼atatea st¼arii

PI sistemului
exist¼a o muļtime de st¼ari de echilibru care nu pot fi atinse prin transform¼ari
izentrope. Atunci pentru a atinge astfel de st¼ari elimin¼am înveli̧sul adiabatic
l¼asând sistemul s¼a evolueze c¼atre o astfel de stare. În acest caz �Q 6= 0.
Se reface din nou înveli̧sul adiabatic dup¼a ce sistemul a ajuns într-o astfel
de stare şi se variaz¼a din nou parametri sistemului în mod reversibil. Se
va genera o nou¼a suprafa̧t¼a izentrop¼a. Se genereaz¼a o muļtime de suprafȩte
izentrope care nu se intersecteaz¼a una cu alta. Cum în transform¼arile de pe

2Procesul izentrop este procesul adiabatic reversibil.
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o suprafa̧t¼a izentrop¼a �Q = 0 iar pentru transform¼arile dintre dou¼a suprafȩte
�Q 6= 0 rezult¼a c¼a forma difereņtial¼a �Q, care nu este o difereņtial¼a total¼a
exact¼a, este o form¼a olonom¼a.

5.3.3 Entropia empiric¼a

C¼aldura elementar¼a �Q fiind o form¼a Pfa¤ olonom¼a admite un factor inte-
grant �. Expresia:

d� = � �Q (5.24)

este o difereņtial¼a total¼a exact¼a ale c¼arei integrale prime � = C reprezint¼a
o familie de hipersuprafȩte caracterizate de parametrul C. Pe fiecare hiper-
suprafa̧t¼a este satisf¼acut¼a ecua̧tia Pfa¤ �� = 0. Suprafȩtele � = C sunt chiar
suprafȩtele izentrope. Deoarece m¼arimea � este o difereņtial¼a total¼a exact¼a
ea este o m¼arime de stare şi caracterizeaz¼a starea unui sistem din punct de
vedere al izentropiei. Ea poart¼a numele de entropie empiric¼a.

5.3.4 Entropia şi temperatura absolut¼a

Pentru a simplifica considera̧tiile care vor fi f¼acute se consider¼a un sistem
simplu, coordonata generalizat¼a fiind V iar foŗta generalizat¼a �p. Sistemul
se consider¼a într-o stare în care temperatura empiric¼a este �. Vom diviza
acest sistem în dou¼a subsisteme S1 şi S2 primul ocupând volumul V1 iar cel
de-al doilea volumul V2.
Se presupune c¼a sistemului ini̧tial i se transfer¼a o cantitate de c¼aldur¼a �Q

printr-un proces reversibil. Cantitatea de c¼aldur¼a se repartizeaz¼a celor dou¼a
subsisteme astfel:

�Q = �Q1 + �Q2 (5.25)

unde �Q1 este cantitatea de c¼aldur¼a ce revine primului sistem, iar �Q2 este
cantitatea de c¼aldur¼a care revine celui de-al doilea sistem.
Cum c¼aldurile elementare sunt forme Pfa¤ olonome pentru fiecare dintre

acestea exist¼a câte un factor integrant. Astfel putem scrie:

d�1 = �1 (V1; �) �Q1 (5.26)

d�2 = �2 (V2; �) �Q2 (5.27)
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d� = � (V1; V2; �) �Q (5.28)

Atunci rela̧tia 5.25 devine:

d� =
�

�1
d�1 +

�

�2
d�2 (5.29)

Entropiile empirice �1 , �2 şi � sunt funçtii de stare, care la echilibru
depind doar de coordonata generalizat¼a (în cazul nostru de volum) şi de
temperatura empiric¼a. Astfel:8<:

�1 = �1 (V1; �)
�2 = �2 (V2; �)
� = � (V1; V2; �)

(5.30)

Dac¼a se consider¼a primele dou¼a ecua̧tii se pot exprima volumele în funçtie
de entropie �

V1 = V1 (�1; �)
V2 = V2 (�2; �)

(5.31)

ceea ce înseamn¼a c¼a factorii integraņti sunt de forma:8<:
�1 = �1 (�1; �)
�2 = �2 (�2; �)
� = � (�1;�2; �)

(5.32)

Rezult¼a c¼a entropia empiric¼a a sistemului se poate exprima tinând cont
de rela̧tiile 5.30 şi 5.31 astfel:

� = � (�1;�2; �) (5.33)

Atunci:

d� =
@�

@�1
d�1 +

@�

@�2
d�2 +

@�

@�
d� (5.34)

Prin identificarea expresiilor 5.29 şi 5.34 se ob̧tine:�
@�

@�1

�
�2

=
�

�1
(5.35)
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�
@�

@�2

�
�1

=
�

�2
(5.36)�

@�

@�

�
�2;�2

= 0 (5.37)

Se observ¼a c¼a:

@

@�

�
@�

@�i

�
=

@

@�i

�
@�

@�

�
= 0 (5.38)

unde i = 1 ; 2
Atunci ţinând cont de 5.35 rezult¼a:

@

@�

�
�1
�

�
=
@

@�

�
�2
�

�
= 0 (5.39)

Rezult¼a c¼a rapoartele factorilor integraņti nu depind explicit de tempe-
ratura empiric¼a �. Aceasta se poate întâmpla în cazul în care aceştia se
exprim¼a ca un produs de dou¼a funçtii, una depinzând de temperatura em-
piric¼a (̧si care este aceiaşi pentru oricare din factorii integraņti) şi ceal¼alat¼a
de entropia empiric¼a. 8<:

�1 = � (�)'1 (�1)
�2 = � (�)'2 (�2)
� = � (�)' (�)

(5.40)

Rezult¼a:

� (�) =
�1

'1 (�1)
=

�2
'2 (�2)

=
�

' (�)
(5.41)

Dac¼a cele dou¼a sisteme, indiferent de modul în care sunt alese, se afl¼a
la echilibru la temperatura empiric¼a �, se poate defini funçtia � = � (�)
independent¼a de sistemul considerat.
Cum �i sunt factorii integraņti iar 'i sunt funçtii de entropiile empirice

�i atunci şi rapoartele
�i
'i
sunt factori integraņti ai c¼aldurii indiferent de

forma funçtiilor 'i. Rezult¼a c¼a � (�) este un factor integrant al c¼aldurilor
primite de subsistemele S1 şi S2 şi sistemul S. În concluzie indiferent de
m¼arimea şi natura sistemului aflat la temperatura �; pentru cantitatea de
c¼aldur¼a primit¼a exist¼a acelaşi factor integrant. Rezult¼a c¼a expresia:
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� (�) �Q

este difereņtial¼a total¼a exact¼a, iar entropia care corespunde acestui factor
integrant privilegiat este o entropie privilegiat¼a. Se poate presupune:

� (�) =
1

T (�)
(5.42)

unde T poart¼a denumirea de temperatur¼a absolut¼a.
Atât temperatura T cât şi entropia privelegiat¼a care se noteaz¼a cu S, se

numesc absolute deoarece ele au fost definite în mod absolut, f¼ar¼a a se face
vreo referire la vreo proprietate specific¼a a sistemelor respective.
Se poate scrie:

dS =
1

T
�Q (5.43)

Astfel se poate formula principiul al doilea:
Exist¼a o funcţie de stare numit¼a entropie care pentru procesele reversibile

satisface relaţia 5.43.
Din cele discutate anterior rezult¼a urm¼atoarele propriet¼a̧ti ale entropiei:
a) Entropia este o funçtie de stare, dS este o form¼a difereņtial¼a total¼a

exact¼a. Atunci pentru o transformare ciclic¼aI
dS = 0 (5.44)

indiferent de revesibilitatea sau ireversibilitatea procesului respectiv.
b) Pentru o stare arbitrar¼a entropia este definit¼a pân¼a la o constant¼a

aditiv¼a; între dou¼a st¼ari îns¼a varia̧tia entropiei este bine definit¼a:

S2 � S1 =
Z 2

1

�Q

T
(5.45)

c) Entropia este o funçtie aditiv¼a.
Dac¼a se divide un sistem S într-o serie de subsisteme S1 ; S2 ; :::; Sn

atunci:

�Q =

nX
k=1

�Qk (5.46)

şi
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dS =
�Q

T
=

nX
k=1

�Qk
T

=

nX
k=1

dSk (5.47)

5.3.5 Principiul al II - lea pentru procesele ireversibile

Un mare num¼ar de experieņte au ar¼atat c¼a în cazul proceselor ireversibile (aşa
cum sunt procesele reale) entropia variaz¼a chiar şi în cazul când sistemul nu
schimb¼a c¼aldur¼a cu mediul extern. Aceast¼a varia̧tie a entropiei, datorit¼a
irevesibilit¼a̧tii este întotdeauna pozitiv¼a.
Se consider¼a un singur exemplu: destinderea adiabatic¼a în vid a unui gaz

ideal.
Fie dou¼a recipiente izolate adiabatic de mediul exterior. Într-unul din ele

se afl¼a un gaz iar cel¼alalt este vidat. Gazul se afl¼a în recipientul de volum V1
la presiunea p1 şi temperatura T1 . Recipientul vidat are volumul V2. Cele
dou¼a recipiente comunic¼a între ele printr-un robinet. Se deschide robinetul
astfel încât gazul va ocupa şi recipientul de volum V2. Procesul este un proces
necuasistatic (deoarece se produce într-un timp scurt iar st¼arile intermediare
nu sunt st¼ari de echilibru) şi ireversibil (gazul nu se comprim¼a de la sine în
V1).
Procesul are loc f¼ar¼a schimb de c¼aldur¼a (Q = 0) iar lucrul mecanic este

nul deoarece destinderea este liber¼a. Atunci �U = Q+L = 0 şi cum �U =
CV�T atunci �T = 0:Procesul este şi izoterm. Se ţine cont c¼a entropia este
o funçtie de stare şi se calculeaz¼a varia̧tia de entropie considerând un proces
cuasistatic reversibil izoterm în care gazul se destinde de la volumul V1 la
volumul V2 + V1. Într-un proces izoterm:

�Q = ��L = p dV = �RT

V
dV

unde � este num¼arul de kmoli.

dS =
�Q

T
=
�R

V
dV

Rezult¼a:

�S =

Z V1+V2

V1

�R

V
dV = �R ln

V1 + V2
V1

> 0
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Aceiaşi varia̧tie de entropiei poate � atribuit¼a şi procesului ireversibil între
aceleaşi dou¼a st¼ari. În procesul reversibil creşterea entropiei are loc datorit¼a
unui aport de c¼aldur¼a pe când în procesul ireversibil creşterea entropiei are loc
f¼ar¼a aport de c¼aldur¼a. În acest ultim caz creşterea de entropie se datoreşte
ireversibilit¼a̧tii procesului. Atunci în cazul proceselor ireversibile se poate
formula principiul al II -lea astfel:

dS = diS > 0 (5.48)

unde indicele i se refer¼a la ireversibilitatea procesului.
Dac¼a sistemul nu este izolat adiabatic atunci entropia variaz¼a şi datorit¼a

schimbului de c¼aldur¼a:

deS =
�Q

T
(5.49)

Temperatura T nu este întotdeauna temperatura sistemului (deoarece
pentru st¼arile de neechilibru prin care trece sistemul în cursul unui proces
ireversibil temperatura nici nu se poate defini). Temperatura T este tempe-
ratura termostatului cu care sistemul este în contact termic şi cu care schimb¼a
c¼adur¼a.
Atunci varia̧tia total¼a a entropiei este:

dS = deS + diS (5.50)

sau

dS =
�Q

T
+ diS

Atunci:

dS >
�Q

T
(5.51)

unde �Q este cantitatea de c¼aldur¼a schimbat¼a de sistem în procesul ireversibil.

5.3.6 Egalitatea lui Clausius. Ecua̧tia fundamental¼a a
termodinamicii

Se consider¼a o transformare ciclic¼a revesibil¼a. Deoarece entropia este o
funçtie de stare varia̧tia ei este nul¼a.
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I
dS =

I
�Q

T
= 0 (5.52)

Egalitatea de mai sus poart¼a numele de egalitatea lui Clausius. Trebuie
remarcat c¼a dac¼a într-un proces ciclic oarecare este adev¼arat¼a ecua̧tia de
mai sus procesul este reversibil. Pentru a deduce ecua̧tia fundamental¼a a
termodinamicii se porneşte de la principiul întâi.

dU = �Q+ �L (5.53)

unde:

�L =
nX
i=1

Ai dai

Atunci:

dU = TdS +
nX
i=1

Ai dai (5.54)

5.3.7 Inegalitatea lui Clausius. Inecua̧tia fundamen-
tal¼a a termodinamicii

În cazul unui proces ciclic ireversibil avem:I
dS >

I
�Q

T
(5.55)

Cum
H
dS = 0 rezult¼a: I

�Q

T
< 0 (5.56)

Rela̧tia 5.56 poart¼a numele de inegalitatea lui Clausius. O conseciņt¼a a
acesteia este faptul c¼a într-o incint¼a izolat¼a adiabatic nu se poate desf¼aşur¼a un
proces ciclic ireversibil. Deoarece procesul este ciclic ar trebui ca

H
dS = 0.

Cum procesul este ireversibil ar trebui ca
H
dS =

H
diS > 0 ceea ce duce la

o contradiçtie.
Deoarece

TdS > �Q
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Figura 5.5: Ciclul Carnot

iar
�Q = dU � �L

atunci:

TdS > dU � �L (5.57)

Aceast¼a inegalitate pentru procesele ireversibile poate fi exprimat¼a în
cazul cel mai general care include şi procesele reversibile astfel:

TdS � dU � �L (5.58)

5.3.8 Ciclul Carnot reversibil

Ciclul Carnot const¼a din dou¼a procese izoterme şi dou¼a procese adiabatice
(Fig. 5.5). Not¼am cu L = �L - lucrul mecanic efectuat de sistem asupra
mediului extern.
Procesul 1-2 este o destindere izoterm¼a în care sistemul primeşte c¼aldura

Q1 > 0 şi efectueaz¼a lucru mecanic asupra mediului (L = �L < 0).
Procesul 2-3 este o destindere adiabatic¼a (Q = 0 , S = const). Sistemul

efectueaz¼a lucru mecanic.
Procesul 3-4 este o comprimare izoterm¼a (sistemul cedeaz¼a c¼aldur¼a iar

asupra lui mediul efectueaz¼a lucru mecanic).
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Procesul 4-1 este o comprimare adiabatic¼a în care mediul extern efectueaz¼a
lucru mecanic asupra sistemului.
Pentru întreg ciclul (̧tinând cont de egalitatea lui Clausius) se ob̧tine:I

�Q

T
=

Z 2

1

�Q

T
+

Z 3

2

�Q

T
+

Z 4

3

�Q

T
+

Z 1

4

�Q

T
(5.59)

Pentru cele dou¼a transform¼ari adiabatice (în care c¼aldura schimbat¼a cu
mediul este nul¼a): Z 3

2

�Q

T
=

Z 1

4

�Q

T
= 0

Pentru transformarea izoterm¼a 1-2:Z 2

1

�Q

T
=
Q1
T1

Pentru transformarea izoterm¼a 3-4:Z 4

3

�Q

T
=
Q2
T2

Pe întreg ciclul se ob̧tine:

Q2
T2
+
Q1
T1
= 0 (5.60)

sau:

Q2
Q1

= �T2
T1

(5.61)

Cu T1 şi T2 am notat temperaturile implicate în cele dou¼a transform¼ari.
Acestea sunt de fapt temperaturile celor dou¼a surse de c¼aldur¼a cu care sis-
temul este în contact.
Cum Q1 > 0 şi Q2 < 0 iar �U = 0 atunci lucrul mecanic efectuat de

sistem în cursul întregului ciclu este:

L = �L = Q1 +Q2 = Q1 � jQ2j (5.62)

Atunci randamentul ciclului Carnot este:

� =
L
Q1

= 1� jQ2j
Q1

(5.63)
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Din aceast¼a expresie rezult¼a c¼a randamentul ciclului Carnot depinde nu-
mai de temperaturile celor dou¼a surse de c¼aldur¼a care determin¼a tempera-
turile celor dou¼a procese izoterme şi este independent de natura sistemului
care-l efectueaz¼a.
În cazul ciclului Carnot ireversibil se porneşte de la inegalitatea lui Clau-

sius. Se ajunge, dup¼a un ra̧tionament asem¼an¼ator cu cel de mai sus, la
concluzia c¼a:

Q2
T2
+
Q1
T1
< 0 (5.64)

Atunci randamentul ciclului ireversibil rezult¼a a fi mai mic decât în cazul
ciclului reversibil:

� =
L
Q1

= 1� jQ2j
Q1

< 1� T2
T1

(5.65)

5.4 Aplica̧tii ale principiului I

5.4.1 Capacit¼a̧ti calorice şi c¼alduri latente

Conform principiului I al termodinamicii:

dU = �Q+
X
k

Akdak (5.66)

În expresia de mai sus energia intern¼a U şi parametri de foŗt¼a Ak depind
de temperatur¼a şi de parametri externi.
Deoarece energia intern¼a este o funçtie de stare ea este o difereņtial¼a

total¼a.

dU =

�
@U

@T

�
ak

dT +
X
k

�
@U

@ak

�
T;aj 6=k

dak (5.67)

Din rela̧tiile 5.66 şi 5.67 se ob̧tine:

�Q =

�
@U

@T

�
ak

dT +
X
k

"�
@U

@ak

�
T;aj 6=k

� Ak

#
dak (5.68)

Se vor discuta urm¼atoarele cazuri:
a) temperatura este constant¼a
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Atunci:

�Q =
X
k

"�
@U

@ak

�
T;aj 6=k

� Ak

#
dak (5.69)

M¼arimile:

�k =

�
@U

@ak

�
T;aj 6=k

� Ak (5.70)

sunt c¼aldurile latente asociate coordonatelor generalizate ak. Aceste m¼arimi
se utilizeaz¼a pentru a calcula cantitatea de c¼aldur¼a schimbat¼a de sistem cu
mediul extern când sistemul î̧si modific¼a un parametru de pozi̧tie far¼a ca el
s¼a-̧si modifice temperatura.
b) parametri externi sunt constanţi
Deoarece dai = 0:

�Q =

�
@U

@T

�
ak

dT (5.71)

Se defineşte capacitatea caloric¼a când coordonatele generalizate sunt con-
stante prin rela̧tia:

Cak =

�
�Q

@T

�
ak

=

�
@U

@T

�
ak

(5.72)

Se pot defini c¼aldurile molare la parametri externi constaņti:

C�;fakg =
1

�

�
�Q

@T

�
ak

=
1

�

�
@U

@T

�
ak

(5.73)

5.4.2 Entalpia

Dac¼a se aleg ca parametri independeņti temperatura şi parametri de foŗt¼a
pornind de la expresia primului principiu al termodinamicii (5.66) se poate
scrie:

�Q = dU �
X
k

Akdak = d

 
U �

X
k

Akak

!
+
X
k

ak dAk (5.74)
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M¼arimea

H = U �
X
k

Akak (5.75)

se numeşte entalpie. Aceasta este o funçtie de temperatur¼a şi de parametri
de foŗt¼a H (T ;Ak). Ea este o difereņtial¼a total¼a exact¼a.

dH =

�
@H

@T

�
Ak

dT +
X
k

�
@H

@Ak

�
T;Ai6=k

dAk (5.76)

Atunci:

�Q =

�
@H

@T

�
Ak

dT +
X
k

"�
@H

@Ak

�
T;Ai6=k

+ ak

#
dAk (5.77)

Astfel se poate defini capacitatea caloric¼a a sistemului la parametri de
foŗt¼a constaņti:

CAk =

�
�Q

@T

�
Ak

=

�
@H

@T

�
Ak

(5.78)

şi c¼aldura molar¼a la parametri de foŗt¼a constaņti :

C�;fAkg =
1

�

�
@H

@T

�
Ak

(5.79)

Se pot defini şi c¼aldurile latente asociate parametrilor de foŗt¼a Ak:

�k =

�
�Q

@Ak

�
T;Ai6=k

=

�
@H

@Ak

�
T;Ai6=k

+ ak (5.80)

Ele caracterizeaz¼a schimburile de c¼aldur¼a dintre sistem şi mediu atunci
când un parametru de foŗt¼a variaz¼a iar temperatura este constant¼a.
Dac¼a parametri de foŗta sunt constaņti (dAk = 0) din rela̧tia 5.74 rezult¼a

c¼a:

�Q = dH (5.81)
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5.4.3 Aplica̧tii în cazul fluidelor

O important¼a particularizare o prezint¼a fluidele pentru care foŗta genera-
lizat¼a este A = �p iar coordonata generalizat¼a a = V . Aceasta înseamn¼a c¼a
energia intern¼a şi presiunea pot fi exprimate în funçtie de volum şi tempe-
ratur¼a:

U = (V; T ) (5.82)

p = p (V; T ) (5.83)

În acest caz:

�Q = dU � �L =
�
@U

@T

�
V

dT +

�
@U

@V

�
T

dV + p dV

�Q =

�
@U

@T

�
V

dT +

��
@U

@V

�
T

+ p

�
dV (5.84)

Se defineşte capacitatea caloric¼a a sistemului la volum constant:

CV =

�
�Q

@T

�
V

=

�
@U

@T

�
V

(5.85)

şi c¼aldura latent¼a asociat¼a volumului:

� =

�
�Q

@V

�
T

=

�
@U

@T

�
T

+ p (5.86)

Astfel pentru expresia c¼aldurii schimbat¼a de sistem cu mediul extern se
ob̧tine:

�Q = CV dT + � dV (5.87)

Dac¼a se consider¼a ca parametri independeņti temperatura şi presiunea

�Q = dU + p dV = dU + d (pV )� V dp (5.88)

�Q = d (U + pV )� V dp (5.89)

Cum:
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H = U + pV (5.90)

rela̧tia 5.89 se mai poate scrie:

�Q = dH � V dp (5.91)

Deoarece:

dH =

�
@H

@T

�
p

dT +

�
@H

@p

�
T

dp (5.92)

rela̧tia 5.91 devine:

�Q =

�
@H

@T

�
p

dT +

��
@H

@p

�
T

� V
�
dp (5.93)

Astfel capacitatea caloric¼a la presiune constant¼a este:

Cp =

�
�Q

@T

�
p

=

�
@H

@T

�
p

(5.94)

iar c¼aldura latent¼a asociat¼a presiunii este:

�p =

�
@H

@p

�
T

� V (5.95)

Cazul gazului ideal

Prin gaz ideal se îņtelege un gaz a c¼arui energie intern¼a nu depinde decât de
temperatur¼a (în afar¼a de mas¼a).

U = U (T ) (5.96)

În cazul gazului ideal pentru o cantitate egal¼a cu un kmol ecua̧tia de stare
este:

pV = RT (5.97)

În acest caz:

�Q = dU + p dV =

�
@U

@T

�
V

dT + p dV = C�V dT + p dV (5.98)
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Se utilizeaz¼a nota̧tiaC�V pentru a specifica faptul c¼a este vorba de c¼aldura
molar¼a la volum constant.
Deoarece H = U + pV = U +RT se observ¼a c¼a entalpia este în acest caz

o funçtie numai de temperatur¼a. Atunci:�
@H

@p

�
T

= 0 (5.99)

iar rela̧tia 5.93 devine:

�Q = C�pdT � V dp (5.100)

Din rela̧tia 5.98 rezult¼a:�
�Q

@T

�
p

= C�V + p

�
@V

@T

�
p

(5.101)

Din (5.101) rezult¼a rela̧tia lui Robert Mayer

C�p = C�V + p
@

@T

�
RT

p

�
= C�V +R (5.102)

5.4.4 Procese cuasistatice reversibile fudamentale

Discu̧tia acestor procese va fi linitat¼a la cazul unui fluid şi se vor particulariza
rezultatele ob̧tinute pentru gazul ideal.

Procesul politrop

Procesul politrop este procesul în care capacitatea caloric¼a este constant¼a.
Atunci cantitatea de c¼aldur¼a schimbat¼a cu mediul în cazul unui proces

infinitezimal se poate scrie:

�Q = CdT

Cum:

�Q =

�
@U

@T

�
V

dT +

��
@U

@V

�
T

+ p

�
dV

Atunci:
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C =
�Q

dT
=

�
@U

@T

�
V

+

��
@U

@V

�
T

+ p

�
dV

dT

astfel încât:

C = CV +

��
@U

@V

�
T

+ p

�
dV

dT
(5.103)

În cazul în care p = const ecua̧tia de mai sus devine:

Cp = CV +

��
@U

@V

�
T

+ p

��
@V

@T

�
p

(5.104)

Din rela̧tia 5.103 rezult¼a:

C � CV =
��
@U

@V

�
T

+ p

�
dV

dT

iar din 5.104

Cp � CV =
��
@U

@V

�
T

+ p

��
@V

@T

�
p

Se face raportul ultimelor dou¼a rela̧tii şi se ob̧tine:

C � CV
Cp � CV

=
dV

dT

1�
@V
@T

�
p

de unde rezult¼a:

dT +

�
Cp � CV
CV � C

��
@T

@V

�
p

dV = 0 (5.105)

Deoarece T = T (p; V )

dT =

�
@T

@p

�
V

dp+

�
@T

@V

�
p

dV (5.106)

rela̧tia 5.105 devine:�
@T

@p

�
V

dp+

�
Cp � CV
CV � C

+ 1

��
@T

@V

�
p

dV = 0 (5.107)

sau:
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�
@T

@p

�
V

dp+

�
Cp � C
CV � C

��
@T

@V

�
p

dV = 0 (5.108)

Not¼am:

n =
Cp � C
CV � C

(5.109)

Acest raport poart¼a numele de indice politropic. Atunci ecua̧tia 5.108 se
poate scrie: �

@T

@p

�
V

dp+ n

�
@T

@V

�
p

dV = 0 (5.110)

În cazul gazului perfect pentru 1 kmol de gaz se aplic¼a ecua̧tia de stare
dat¼a de 5.97 şi rezult¼a: �

@T

@p

�
V

=
V

R
(5.111)

De asemenea �
@T

@V

�
p

=
p

R
(5.112)

Atunci rela̧tia 5.110 devine:

dp

p
+ n

dV

V
= 0 (5.113)

Prin integrare se ob̧tine ecua̧tia transform¼arii politrope:

pV n = const (5.114)

Din rela̧tia 5.109 se poate exprima capacitatea caloric¼a a procesului politrop
în functie de n:

C =
n� 
n� 1CV (5.115)

Lucrul mecanic în procesele politrope se poate calcula pornind de la
ecua̧tia acestuia. Considerând c¼a sistemul evolueaz¼a din starea 1 în starea 2:

pV n = p1V
n
1 = p2V

n
2 (5.116)
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Atunci:

L = �
Z V2

V1

p dV = �
Z V2

V1

p1V
n
1

V n
dV =

p1V
n
1

�
V �n+12 � V �n+11

�
n� 1 (5.117)

L =
p2V2 � p1V1
n� 1 =

�RT2 � �RT1
n� 1 (5.118)

Procesele izentrope

Procesele izentrope sunt procesele adiabatice reversibile. În aceste procese
capacitatea caloric¼a este nul¼a deoarece ele se desf¼asoar¼a f¼ar¼a schimb de c¼al-
dur¼a. Atunci din rela̧tia 5.109 se ob̧tine:

n =
Cp
CV

=  (5.119)

Ecua̧tia procesului pentru gazul ideal este:

pV  = const (5.120)

Lucrul mecanic se calculeaz¼a ca în cazul procesului politrop. Din acest
motiv expresia acestuia este analoag¼a cu cea a procesului politrop în care n
se înlocuieşte cu . Raportul Cp=CV numit exponent adiabatic are valoarea
5/3 pentru gazele monoatomice.

Procese izoterme

Acestea sunt procesele în care T = const, (dT = 0); rezult¼a C = 1. În
ceea ce priveşte indicele politropic trebuie remarcat c¼a din ecua̧tia proceselor
izoterme:

pV = const (5.121)

rezult¼a n = 1.
Se aplic¼a primul principiu şi se ţine seama c¼a dU = 0; rezult¼a:

�Q = ��L

Lucrul mecanic în acest proces este:
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L = �
Z 2

1

pdV = �
Z 2

1

�RT
dV

V
= �RT ln

V1
V2
= �RT ln

p2
p1

(5.122)

Procese izobare

Acestea sunt procesele în care presiunea este constant¼a. Rezult¼a n = 0.

Procele izocore

Acestea sunt procesele în care V = const. Dac¼a nu exist¼a alt¼a coordonat¼a
generalizat¼a în afar¼a de volum, lucrul mecanic este nul; astfel dU = �Q iar
indicele politropic este

n =
Cp � C
CV � C

=1 (5.123)

deoarece C = CV :

5.5 Funçtii caracteristice

5.5.1 Funçtii caracteristice

Se numeşte funçtie caracteristic¼a o funçtie cu ajutorul c¼areia se poate deter-
mina starea de echilibru a sistemului termodinamic.
Referindu-ne la st¼arile de echilibru acestea sunt bine determinate dac¼a se

cunosc valorile pe care le iau parametri externi (coordonatele generalizate) şi
temperatura. Ecua̧tiile caracteristice ale sistemului ?? şi ?? dau parametri
de foŗt¼a şi energia intern¼a în funçtie de temperatur¼a şi parametri externi.
Totuşi o astfel de reprezentare nu este suficient¼a deoarece de multe ori

ca variabile independente pot s¼a intervin¼a şi parametri de foŗt¼a. Acest lucru
trebuie luat în considerare c¼aci anumite procese termodinamice se desf¼aşoar¼a
în condi̧tii în care sistemul este în contact cu anumite rezervoare care fac
ca anumi̧ti parametri intensivi s¼a fie meņtinu̧ti constaņti (temperatura, pre-
siunea).
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Energia intern¼a

Din ecua̧tia fundamental¼a a termodinamicii (5.54) rezult¼a c¼a energia intern¼a
poate fi exprimat¼a în funçtie de entropie şi coordonatele generalizate ale
sistemului:

U = U (S ; ak) (5.124)

Ecua̧tia 5.124 poart¼a numele de ecua̧tie fundamental¼a energetic¼a. Dife-
reņtiind rezult¼a:

dU =

�
@U

@S

�
ai

dS +
X
k

�
@U

@ak

�
ai6=k ; S

dak (5.125)

Se identific¼a expresiile 5.54 şi 5.125 şi rezult¼a:

T =

�
@U

@S

�
ai

(5.126)

Ak =

�
@U

@ak

�
ai6=k ; S

(5.127)

Folosirea funçtiei U ca funçtie caracteristic¼a este incomod¼a deoarece pen-
tru a scrie o rela̧tie de forma 5.124 este necesar s¼a se cunoasc¼a dependeņta
lui U de S, entropia fiind a m¼arime ce nu poate fi m¼asurat¼a direct.

Entropia

Din egalitatea fundamental¼a a termodinamicii rezult¼a:

dS =
dU �

P
k Akdak
T

(5.128)

Ecua̧tia 5.128 sugereaz¼a alegerea variabilelor U şi ak ca variabile indepen-
dente pentru precizarea st¼arilor de echilibru. Atunci:

S = S (U ; a1 ; a2 ; :::; an) (5.129)

Ecua̧tia 5.129 poart¼a numele de ecua̧tie fundamental¼a entropic¼a.
Astfel:

dS =

�
@S

@U

�
ai

dU +
X
k

�
@S

@ak

�
ai6=k ; U

(5.130)
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Se compar¼a expresia 5.128 cu 5.130 şi rezult¼a:

1

T
=

�
@S

@U

�
ak

(5.131)

�Ak
T
=

�
@S

@ak

�
ai6=k ; U

(5.132)

Prima rela̧tie este ecua̧tia caloric¼a de stare, iar rela̧tiile 5.132 reprezint¼a
ecua̧tiile termice de stare.

Energia liber¼a

Pentru a avea ca variabile independente temperatura şi coordonatele gene-
ralizate se introduce funçtia caracteristic¼a denumit¼a energie liber¼a.

F = U � TS (5.133)

Rezult¼a:

dF = �SdT +
X
k

Ak dak (5.134)

Cum

F = F (T ; a1 ; a2 ; :::; an) (5.135)

Se difereņtiaz¼a

dF =

�
@F

@T

�
ai

dT +
X
k

�
@F

@ak

�
T ; ai6=k

dak (5.136)

şi se identific¼a coeficieņtii difereņtialelor din 5.134 şi 5.136:

S = �
�
@F

@T

�
ai

(5.137)

Ak =

�
@F

@ak

�
T ; ai6=k

(5.138)

În plus se observ¼a c¼a:
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U = F + TS = F � T
�
@F

@T

�
ai

(5.139)

Rela̧tia 5.139 este cunoscut¼a sub denumirea de ecua̧tia lui Gibbs-Helmholtz.

Entalpia

Dac¼a se aleg ca parametri independeņti entropia şi parametri de foŗt¼a, ental-
pia este dat¼a de expresia:

H = U �
X
k

Ak ak (5.140)

Atunci:

dH = TdS �
X
k

akdAk (5.141)

Deoarece H = H (S ; Ak):

dH =

�
@H

@S

�
Ai

dS +
X
k

�
@H

@Ak

�
S ; Ai6=k

dAk (5.142)

Din 5.141 şi 5.142 rezult¼a:

T =

�
@H

@S

�
Ai

(5.143)

ak = �
�
@H

@Ak

�
S ; Ai6=k

(5.144)

Se ţine cont de rela̧tiile 5.140 şi 5.144 şi se ob̧tine:

U = H +
X
k

Ak ak = H �
X
k

Ak

�
@H

@Ak

�
S ; Ai6=k

(5.145)
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Entalpia liber¼a

Când variabilele independente sunt temperatura şi parametri de foŗt¼a, se
introduce funçtia caracteristic¼a entalpia liber¼a definit¼a astfel:

G = H � TS (5.146)

Atunci:

dG = �SdT �
X
k

akdAk (5.147)

Deoarece G = G (T; Ak) atunci:

dG =

�
@G

@T

�
Ai

dT +
X
k

�
@G

@Ak

�
T ; Ai6=k

dAk (5.148)

Din 5.147 şi 5.148 rezult¼a:

S = �
�
@G

@T

�
Ai

(5.149)

ak = �
�
@G

@Ak

�
T ; Ai6=k

(5.150)

Se ţine cont de rela̧tiile 5.146 şi 5.150 şi se ob̧tine:

H = G+ TS = G� T
�
@G

@T

�
Ai

(5.151)

5.5.2 Rela̧tiile lui Maxwell

Se consider¼a pentru exemplificare cazul unui fluid. Aşa cum s-a mai precizat,
în acest caz avem un singur parametru de pozi̧tie a = V şi unul de foŗt¼a
A = �p.
Astfel rela̧tia 5.54 se scrie:

dU = TdS � pdV (5.152)

Cum dU este o difereņtial¼a total¼a exact¼a�
@T

@V

�
S

= �
�
@p

@S

�
V

(5.153)
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În acelaşi mod se ob̧tine difereņtiala energiei libere:

dF = �SdT � pdV (5.154)

Rezult¼a: �
@S

@V

�
T

=

�
@p

@T

�
V

(5.155)

Difereņtiala entalpiei este:

dH = TdS + V dp (5.156)

Rezult¼a: �
@T

@p

�
S

=

�
@V

@S

�
p

(5.157)

Difereņtiala entalpiei libere este:

dG = �SdT + V dp (5.158)

Rezult¼a:

�
�
@S

@p

�
T

=

�
@V

@T

�
p

(5.159)

Rela̧tiile 5.153, 5.155, 5.157, 5.159 poart¼a numele de rela̧tiile lui Maxwell
şi sunt rela̧tii între diverse derivate paŗtiale ale parametrilor sistemului.

5.5.3 Aplica̧tii ale rela̧tiilor Maxwell

Din punct de vedere aplicativ este important¼a cunoaşterea rela̧tiilor lui Maxwell
care coņtin derivatele paŗtiale ale unor parametri termodinamici. În cazul
unui fluid toate aceste derivate pot fi exprimate pornind de la trei derivate
paŗtiale de baz¼a. Alegerea acestora depinde de posibilit¼a̧tile de a fi m¼asurate
experimental. Practic aceste derivate paŗtiale considerate de baz¼a intervin
prin intermediul coeficieņtilor calorici. Aceştia sunt:
a) Capacitatea caloric¼a la presiune constant¼a:

Cp =

�
�Q

dT

�
p

= T

�
@S

@T

�
p

(5.160)
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b) Coeficientul de dilatare izobar:

� =
1

V

�
@V

@T

�
p

(5.161)

c) Coeficientul de compresibilitate izoterm:

KT = �
1

V

�
@V

@p

�
T

(5.162)

Pentru exemplificare se vor considera o serie de procese care pot fi ca-
racterizate cu ajutorul coeficieņtilor calorici defini̧ti mai sus.

Înc¼alzire izocor¼a

În cursul acestui proces volumul se meņtine constant iar presiunea este m¼arit¼a
lent. Atunci varia̧tia de temperatur¼a este dat¼a de:

dT =

�
@T

@p

�
V

dp (5.163)

Se ţine cont c¼a:

�
@T

@p

�
V

= �

�
@V
@p

�
T�

@V
@T

�
p

(5.164)

Pentru a exprima derivata paŗtial¼a (@V=@p)T se consider¼a rela̧tia 5.162.
Se utilizeaz¼a şi rela̧tia de defini̧tie 5.161, iar 5.164 devine:�

@T

@p

�
V

=
KT

�
(5.165)

Astfel:

dT =
KT

�
dp (5.166)

Compresie adiabatic¼a

În cazul acestei transform¼ari sistemul nu schimb¼a c¼aldur¼a cu mediul extern
dar temperatura sa se modific¼a. Într-o transformare reversibil¼a entropia
sistemului nu se schimb¼a. Deoarece U = U (S ; V ):



176 CAPITOLUL 5. TERMODINAMIC¼A

T =

�
@U

@S

�
V

= T (S ; p) (5.167)

Atunci varia̧tia temperaturii, când entropia este constant¼a se scrie ca:

dT =

�
@T

@p

�
S

dp (5.168)

Cum:

�
@T

@p

�
S

= �

�
@S
@p

�
T�

@S
@T

�
p

(5.169)

Pentru a evalua derivata paŗtial¼a (@S=@p)T se ţine cont de rela̧tia Maxwell
5.153 iar pentru derivata paŗtial¼a (@S=@T )p de rela̧tia de defini̧tie 5.160.
Atunci: �

@T

@p

�
V

=

�
@V
@T

�
p

Cp
T

=
�V T

Cp
(5.170)

Rezult¼a:

dT =
�V T

Cp
dp (5.171)

Compresia izoterm¼a

Fie un sistem meņtinut la o temperatur¼a constant¼a şi c¼aruia i se modific¼a
lent volumul. Se consider¼a c¼a to̧ti parametri pot fi exprima̧ti în funçtie de
temperatur¼a şi presiune. Rezult¼a c¼a şi entropia este o funçtie de temperatur¼a
şi presiune S = S (p ; T ) :

dS =

�
@S

@p

�
T

dp (5.172)

Se ţine cont de rela̧tia Maxwell 5.159 şi se ob̧tine:

dS = �
�
@V

@T

�
p

dp = ��V dp (5.173)

De asemenea U = U (p ; T ):
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dU =

�
@U

@p

�
p

dp (5.174)

Cum dU = TdS � pdV rela̧tia 5.174 devine:

dU =

�
T

�
@S

@p

�
T

� p
�
@V

@p

�
T

�
dp

dU = [��V T + pV KT ] dp (5.175)

Destinderea liber¼a

În cazul acestui proces volumul V este variat brusc de la valoarea Vi la Vf .
Este eseņtial c¼a energia intern¼a nu variaz¼a. Cum T = T (U ; V ), varia̧tia
temperaturii este:

dT =

�
@T

@V

�
U

dV (5.176)

Dar: �
@T

@V

�
U

= �
�
@U
@V

�
T�

@U
@T

�
V

= �
T
�
@S
@V

�
T
� p

CV
= �

�p� T
�
@p
@T

�
V

CV

Rezult¼a:

dT =

�
p

CV
+

T�

CVKT

�
dV (5.177)

5.5.4 Poteņtiale termodinamice

Unele funçtii caracteristice sunt denumite poteņtiale termodinamice deoare-
ce în st¼arile de echilibru ajung s¼a aib¼a valori minime. Pentru a defini aceste
funçtii se scrie lucrul mecanic astfel:

�L = �eL� p dV (5.178)

unde �eL este lucrul mecanic efectuat de alte foŗte generalizate în afar¼a de
cele de presiune.
Poteņtial termodinamic este orice funçtie caracteristic¼a a c¼arei varia̧tie în

procesele reversibile este egal¼a cu �eL:
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Energia intern¼a

Din expresia varia̧tiei energiei interne ca funçtie caracteristic¼a U (S ; ak)

dU = TdS + �eL� pdV
rezult¼a c¼a energia intern¼a este un poteņtial termodinamic când entropia şi
volumul sunt constante.

Energia liber¼a

Varia̧tia energiei libere se pune sub urm¼atoarea form¼a:

dF = dU � TdS � SdT = �L� SdT = �eL� pdV � SdT (5.179)

Rezult¼a c¼a energia liber¼a este un poteņtial termodinamic când tempe-
ratura şi volumul sunt constante.

Entalpia

Se observ¼a c¼a:

dU = TdS + �eL� p dV (5.180)

Atunci:

�eL = d (U + pV )� TdS � V dp = dH � TdS � V dp (5.181)

Entalpia este un poteņtial termodinamic când entropia şi presiunea sunt
constante.

Entalpia liber¼a

Din 5.180 se ob̧tine dup¼a câteva opera̧tii:

�eL = d (U + pV � TS)� V dp+ SdT (5.182)

sau

�eL = dG� V dp+ SdT (5.183)

Rezult¼a c¼a entalpia liber¼a este un poteņtial termodinamic când presiunea
şi temperatura sunt constante.
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5.5.5 Condi̧tii de echilibru

Creşterea entropiei

Pentru studiul condi̧tiilor de echilibru ale sistemelor termodinamice se porneşte
de la inegalitatea fundamental¼a a termodinamiciiZ

�Q

T
� Sf � Si

Trebuie remarcat c¼a temperatura T nu este temperatura sistemului ci
temperatura termostatului cu care sistemul este în contact (este posibil ca în
cursul unui proces ireversibil temperatura sistemului s¼a nu poat¼a fi definit¼a
deoarece st¼arile intermediare nu sunt st¼ari de echilibru). Dac¼a sistemul este
izolat:

Si � Sf (5.184)

Aceast¼a inegalitate arat¼a c¼a în cursul proceselor ireversibile entropia sis-
temului creşte.
Din inegalitatea 5.184 se poate deduce afirma̧tia: starea final¼a de echili-

bru este realizat¼a atunci când entropia are valoare maxim¼a.

Principiul minimului energiei interne

Condi̧tia de maxim a entropiei într-o stare de echilibru este echivalent¼a cu
condi̧tia de minim a energiei interne.
S¼a presupunem c¼a atunci când entropia este maxim¼a energia intern¼a nu

ar fi minim¼a. Atunci se poate extrage energie din sistem sub form¼a de lucru
mecanic, situa̧tie în care entropia nu ar varia. Dând apoi sistemului energie
sub form¼a de c¼aldur¼a, pentru a aduce sistemul în aceiaşi stare energetic¼a,
rezult¼a c¼a entropia ar creşte fapt ce ar contrazice afirma̧tia c¼a în starea
ini̧tial¼a energia nu ar fi minim¼a.
Rezult¼a c¼a în starea de echilibru energia intern¼a este minim¼a.
Din punct de vedere matematic minimul energiei se exprim¼a prin condi-

ţiile:

dU = 0 ; d2U > 0
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Procese în care sistemul este în contact termic cu un termostat

În acest caz energia intern¼a a sistemului se modi�c¼a prin schimbarea doar de
c¼aldur¼a cu un termostat.
Pentru a se determina condi̧tiile matematice satisf¼acute în starea de echili-

bru se impun condi̧tiile de echilibru pentru sistemul compus din sistemul
propriu zis şi termostat.

d (U + Ur) = 0 ; d
2 (U + Ur) > 0

unde indicele r se refer¼a la termostat.
În plus, în starea de echilibru:

d (S + Sr) = 0 ; dSr = �dS
Deoarece sistemul este în contact cu termostatul varia̧tia energiei ter-

mostatului se datoreaz¼a schimbului de c¼aldur¼a cu sistemul. Astfel:

dUr = TrdSr

Cum dU = �dUr atunci:

dU � TrdS = 0
Deoarece temperatura termostatului este constant¼a

d (U � TrS) = 0 (5.185)

Cum sistemul se afl¼a în echilibru cu termostatul, temperatura sistemului
este egal¼a cu temperatura termostatului:

Tr = T

Astfel rela̧tia 5.185 devine:

d (U � TS) = 0
sau:

dF = 0 (5.186)

Se va ar¼ata în continuare c¼a starea de echilibru a unui astfel de sistem este
una în care energia liber¼a este minim¼a, deoarece condi̧tia 5.186 arat¼a doar c¼a
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în aceasta energia liber¼a atinge un extrem. Pentru aceasta se porneşte de la
rela̧tia:

d2 (U + Ur) = d
2U + d2Ur > 0

Dar

dUr = TrdSr

şi cum T = Tr = const

d2Ur = Td
2Sr

atunci:

d2U + Td2Sr > 0 (5.187)

Sistemul plus termostatul �ind într-o stare de echilibru valoarea entropiei
acestui ansamblul este maxim¼a:

d2 (Sr + S) < 0 ; d2Sr < �d2S
Atunci din rela̧tia 5.187 se ob̧tine:

d2U � Td2S = d2 (U � TS) = d2F > 0 (5.188)

Rezult¼a c¼a în starea de echilibru energia liber¼a a sistemului este minim¼a
Deoarece temperatura este constant¼a în cazul unei transform¼ari suferite

de sistem

1

T

Z f

i

�Q � Sf � Si (5.189)

sau Z f

i

�Q � TSf � TSi (5.190)

Primul termen din (5.190) fiind c¼aldura schimbat¼a de sistem în cursul
transform¼arii aplicând primul principiu se ob̧tine:

Q = Uf � Ui � L � TSf � TSi

sau
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�L � (Ui � TSi)� (Uf � TSf )

de unde

�L � Fi � Ff = � (Ff � Fi) = ��F (5.191)

Cum lucrul mecanic efectuat de sistem este L = �L atunci:

L � Fi � Ff
Inegalitatea arat¼a c¼a lucrul mecanic cedat de sistem mediului extern nu

poate dep¼aşi o valoare maxim¼a dat¼a de difereņta dintre energia liber¼a a
st¼arii ini̧tiale şi finale. Dac¼a coordonatele generalizate sunt constante, lu-
crul mecanic este nul şi rezult¼a c¼a:

Ff � Fi (5.192)

În condi̧tiile în care temperatura este constant¼a iar varia̧tiile variabilelor
de pozi̧tie sunt nule, energia liber¼a atinge un minim atunci când sistemul
atinge echilibrul.

Procese în care presiunea este constant¼a

Acest proces se realizeaz¼a cînd sistemul este în contact cu un rezervor ce
are presiunea constant¼a. În acest proces energia sistemului se modi�c¼a doar
datorit¼a efectu¼arii de lucru mecanic de c¼atre sistem asupra rezervorului sau
a rezervorului asupra sistemului. Din acest motiv varia̧tia energiei interne a
rezervorului se datoreaz¼a varia̧tiei volumului:

dUr = �prdVr
Se pune condi̧tia de minim a energiei interne pentru ansamblul format

din sistem şi rezervor:

d (U + Ur) = dU � prdVr = 0 (5.193)

Cum varia̧tia volumului rezervorului este egal¼a dar de semn contrar cu
varia̧tia volumului sistemului:

dVr = �dV
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rela̧tia 5.193 devine:

d (U + prV ) = 0 (5.194)

Sistemul fiind în echilibru cu rezervorul considerat pr = p. Atunci:

d (U + pV ) = 0

adic¼a:

dH = 0 (5.195)

Pentru a vedea natura punctului de extrem al entalpiei vom porni de la
condi̧tia:

d2 (U + Ur) = d
2U + d2Ur > 0

Dar

dUr = �prdVr = pdV:

Cum presiunea este un parametru constant atunci:

d2Ur = pd
2V

Astfel

d2U + pd2V = d2 (U + pV ) > 0

Rezult¼a c¼a pentru un sistem în care presiunea e meņtinut¼a constant¼a şi
care nu schimb¼a cu mediul extern c¼aldur¼a, la echilibru entalpia este minim¼a.

Procese în care sistemul este în contact cu un rezervor de tempe-
ratur¼a şi presiune

Sistemul fiind în contact cu acest rezervor poate schimba c¼aldur¼a şi lucru
mecanic cu acesta.
Se scrie condi̧tia de echilibru pentru sistemul compus din sistem şi rezervor

d (U + Ur) = dU + TrdSr � prdVr = 0

Cum dSr = �dS şi dVr = �dV , atunci:
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d (U + Ur) = dU � TrdS + prdV = 0

Sistemul fiind în echilibru cu rezervorul considerat Tr = T şi pr = p.
Rezult¼a:

d (U � TS + pV ) = 0

sau:

dG = 0 (5.196)

Pentru a ar¼ata c¼a în aceast¼a stare entalpia liber¼a este minim¼a vom porni
de la condi̧tia de minim a energiei interne a ansamblului format din sistem
şi termostat:

d2 (U + Ur) = d
2U + d2Ur > 0

De aici rezult¼a:

d2U > �d2Ur (5.197)

Deoarece sistemul schimb¼a c¼aldur¼a şi lucru mecanic cu rezervorul atunci
varia̧tia energiei interne a rezervorului este:

dUr = TrdSr � prdVr
Deoarece Tr = T = const, pr = p = const şi dVr = �dV rezult¼a:

dUr = TdSr + pdV

şi

d2Ur = Td
2Sr + pd

2V (5.198)

Atunci ţinând cont de rela̧tia 5.197 se ob̧tine:

dU2 > �Td2Sr � pd2V (5.199)

dU2 + Td2Sr + pd
2V > 0 (5.200)

Deoarece la echilibru
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d2 (S + Sr) < 0

d2Sr < �d2S
rela̧tia 5.200 devine:

d2U � Td2S + pd2V > 0
Atunci:

d2 (U � TS + pdV ) = dG2 > 0
Rezult¼a c¼a dac¼a sistemul este meņtinut la presiune şi temperatur¼a con-

stant¼a entalpia liber¼a este minim¼a în starea de echilibru.
Dac¼a sistemul fizic efectueaz¼a un lucru mecanic �L are loc o varia̧tie a

energiei totale a sistemului şi a rezervorului

�L = d (U + Ur) = dU + TrdSr � prdVr (5.201)

sau

�L = dU + TdSr � pdVr (5.202)

deoarece Tr = T şi pr = p
Cum într-o transformare

d (S + Sr) � 0 (5.203)

iar dVr = �dV atunci:

�L � dU � TdS + pdV (5.204)

��L � �d (U � TS + pV ) = �dG (5.205)

Notând cu L = �L lucrul mecanic efectuat de sistem, din rela̧tia 5.205
rezult¼a:

L = �L � � (Gf �Gi) (5.206)

Aceasta înseamn¼a c¼a lucrul mecanic efectuat de un sistem în care tem-
peratura şi presiunea sunt constante este mai mic sau cel mult egal cu minus
varia̧tia entalpiei libere.
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5.6 Dependeņta m¼arimilor termodinamice de
mas¼a

Exist¼a o serie de cazuri în care masa sistemului variaz¼a în cursul procesului
respectiv.
Pentru simplificarea prezent¼arii se admite situa̧tia în care exist¼a o singur¼a

variabil¼a de pozi̧tie (volumul V ) şi o singur¼a variabil¼a de foŗt¼a (presiunea -
p), iar ca funçtie caracteristica entropia:

S = S (U ; V ; M) (5.207)

În rela̧tia de mai sus apar numai m¼arimi extensive. Se împarte sistemul
în n p¼aŗti identice. Atunci, pentru fiecare parte energia intern¼a este U=n ,
volumul V=n, masa M=n, şi entropia S=n. Dac¼a reunim m din cele n p¼aŗti
pentru noul sistem ob̧tinut entropia devine mS=n, energia intern¼a mU=n ,
volumul mV=n şi masa mM=n.
Rezult¼a

S
�m
n
U ;

m

n
V ;

m

n
M
�
=
m

n
S (U ; V ; M) (5.208)

Notând cu k = m=n atunci:

S (kU ; kV ; kM) = kS (U ; V ; M) (5.209)

Se ob̧tine o condi̧tie pe care o satisface o funçtie omogen¼a de gradul I.
Derivând rela̧tia de mai sus în raport cu k se ob̧tine:

S (U ; V ; M) =
@S

@ (kU)
U +

@S

@ (kV )
V +

@S

@ (kM)
M (5.210)

Punînd k = 1 rela̧tia 5.210 devine:

S (U ; V ; M) =
@S

@U
U +

@S

@V
V +

@S

@M
M (5.211)

Se deriveaz¼a rela̧tia 5.209 în raport cu volumul V şi se ob̧tine:

k
@S (kU ; kV ; kM)

@ (kV )
= k

@S (U ; V ; M)

@V
(5.212)
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Rela̧tia 5.212 arat¼a c¼a derivata în raport cu volumul este o m¼arime inten-
siv¼a, deoarece are aceiaşi valoare când sistemul este fraçtionat. Un ra̧tiona-
ment similar se poate face şi pentru derivatele entropiei în raport cu U sau
_M .
Difereņtiala rela̧tiei 5.207 este:

dS =
@S

@U
dU +

@S

@V
dV +

@S

@M
dM (5.213)

Expresiile @S=@U şi @S=@V se pot ob̧tine din rela̧tia 5.129 în care unul
din parametrii de foŗta este presiunea; ele au fost ob̧tinute în condi̧tiile în
care masa este constant¼a.

@S

@U
=
1

T
(5.214)

@S

@V
=
p

T
(5.215)

S¼a revenim la cazul când masa este variabil¼a; ţinând cont c¼a derivata
entropiei în raport cu masa este o m¼arime intensiv¼a se poate scrie:

@S

@M
= ��

T
(5.216)

unde � poart¼a numele de poteņtial chimic.
Faptul c¼a derivatele paŗtiale ale entropiei sunt m¼arimi intensive duce la

concluzia ca m¼arimile T , p , � sunt m¼arimi intensive. Folosind rela̧tiile 5.214,
5.215, 5.216 rela̧tia 5.213 devine:

dS =
dU + pdV � �dM

T
(5.217)

De aici

dU = TdS � pdV + �dM (5.218)

Rezult¼a c¼a în cazul sistemelor deschise (în care masa este variabil¼a) schim-
bul de mas¼a determin¼a modificarea energiei interne.
Folosind 5.214 , 5.215 , 5.216 rela̧tia 5.211 devine:

S =
U

T
+
pV

T
� �M

T
(5.219)
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Din aceast¼a rela̧tie se poate deduce poteņtialul chimic

� =
U + pV � TS

M
=
G

M
= g (p ; T ) (5.220)

Se observ¼a c¼a poteņtialul chimic este entalpia liber¼a a unit¼a̧tii de mas¼a.

5.7 Echilibre şi tranzi̧tii de faz¼a

5.7.1 Echilibru de faz¼a

Pân¼a acum discu̧tia s-a axat asupra unor sisteme omogene, adic¼a asupra unor
sisteme în care propriet¼a̧tile sunt aceleaşi în diverse puncte ale sistemului.
În continuare ne vom referi la sisteme eterogene. Acestea sunt formate

din mai multe subsisteme omogene sau faze.
Prin faz¼a îņtelegem orice parte fizic distinct¼a separat¼a de celelalte p¼aŗti

ale sistemului de o suprafa̧t¼a bine definit¼a, pe care diverse m¼arimi sufer¼a
discontinuit¼a̧ti.
Un sistem format dintr-o singur¼a faz¼a poart¼a numele de sistem monofazic,

iar dac¼a în el exist¼a dou¼a faze sistemul se numeşte bifazic.
De exemplu un sistem monofazic poate fi un gaz ideal, un lichid pur, o

solu̧tie omogen¼a.
Ca exemple de sisteme bifazice se pot meņtiona: sistemul ap¼a-vapori

de ap¼a, sarea solid¼a în contact cu o solu̧tie concentrat¼a de sare, suspensii
coloidale lichide în alte lichide.
Condi̧tiile de echilibru a dou¼a faze sunt:
a) Cele dou¼a faze trebuie s¼a fie în echilibru termic adic¼a temperaturile

celor dou¼a faze s¼a fie egale: T1 = T2.
b) A doua condi̧tie care trebuie îndeplinit¼a este aceea de egalitate a pre-

siunilor, deoarece cele dou¼a faze trebuie s¼a exercite foŗte egale şi de sensuri
contrare pe suprafa̧ta de contact.
c) Pentru ca starea s¼a fie o stare de echilibru este necesar ca entropia

acesteia s¼a fie maxim¼a. Se presupune c¼a sistemul compus este închis astfel
încât schimbul de substaņta s¼a aib¼a loc doar între cele dou¼a faze. Atunci:

M1 +M2 = const

şi
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dM1 = �dM2 (5.221)

Entropia fiind o funçtie aditiv¼a:

S = S1 + S2 (5.222)

Condi̧tia de maxim a entropiei este:

@S

@M1

=
@S1
@M1

+
@S2
@M1

=
@S1
@M1

+
@S2
@M2

dM2

dM1

= 0 (5.223)

Cum

dM2

dM1

= �1

rezult¼a:

@S

@M1

=
@S1
@M1

� @S2
@M2

= 0

sau:

@S1
@M1

=
@S2
@M2

adic¼a

�1
T1
=
�2
T2

Deoarece cele dou¼a temperaturi sunt egale rezult¼a:

�1 = �2 (5.224)

Rela̧tia de mai sus reprezint¼a condi̧tia de echilibru chimic: egalitatea
poteņtialelor chimice.
Astfel echilibrul termodinamic este realizat atunci cînd sunt îndeplinite

cele trei echilibre: termic, mecanic şi chimic.
Deoarece pentru o substaņt¼a pur¼a poteņtialul chimic este egal cu entalpia

unit¼a̧tii de mas¼a atunci:

g1 (p ; T ) = g2 (p ; T ) (5.225)
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g1 = g1 (p ; T ) reprezint¼a o suprafa̧t¼a în coordonate g, p, şi T: g2 = g2 (p ; T )
reprezint¼a o alt¼a suprafa̧t¼a în aceleaşi coordonate. Cele dou¼a suprafȩte se in-
tersecteaz¼a dup¼a o curb¼a a c¼arei proieçtie în planul (p ; T ) curba de echilibru
a fazelor.
Pentru a scrie rela̧tia 5.225 s-a presupus c¼a echilibrele termic şi mecanic

sunt satisf¼acute.
Din rela̧tia 5.225 rezult¼a c¼a presiunea şi temperatura fazelor în echilibru

pot fi exprimate una în funçtie de cealalt¼a.
Reprezentând grafic presiunea în funçtie de temperatur¼a, se ob̧tine o

curb¼a denumit¼a curb¼a de echilibru a fazelor. Regiunile aflate de o parte
şi de alta a acestei curbe reprezint¼a st¼ari omogene.
În cazul a trei faze, echilibrul de faz¼a se exprim¼a prin egalit¼a̧tile:

p1 = p2 = p3 = p

T1 = T2 = T3 = T

g1 (p ; T ) = g2 (p ; T ) = g3 (p ; T ) (5.226)

În acest caz, condi̧tia 5.226 este satisf¼acut¼a pentru valori bine determinate
ale presiunii şi temperaturii. Astfel de st¼ari în care coexist¼a simultan cele
trei faze, sunt reprezentate în diagrama p � T printr-un punct numit punct
triplu care corespunde interseçtiei curbelor de echilibru a câte dou¼a din cele
trei faze (Fig. 5.6).

5.7.2 Tranzi̧tii de faz¼a

Trecerea dintr-o faz¼a în alt¼a faz¼a poart¼a numele de tranzi̧tie de faz¼a. În cazul
substaņtelor pure meņtion¼am: topirea, vaporizarea, sublimarea.
Trebuie observat c¼a no̧tiunea de stare de agregare nu corespunde întot-

deauna cu cea de faz¼a. Astfel numeroase corpuri exist¼a sub diverse forme
cristaline care corespund aceleiaşi st¼ari de agregare. Fenomenul este cunos-
cut sub numele de polimorfism pentru corpurile compuse şi alotropism pentru
corpurile simple. Un exemplu extrem de cunoscut este fierul care la tempe-
ratura T1 = 1183 K trece din structura cristalin¼a cubic¼a cu volum centrat în
structura cubic¼a cu fȩte centrate iar la T2 = 1663 K trece din nou în structura
cubic¼a cu volum centrat.
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Figura 5.6: Echilibru de faze pentru un sistem trifazic

Trecerea de la o faz¼a la alta se caracterizeaz¼a printr-o discontinuitate a
entropiei. Acest fapt determin¼a existeņta unei c¼alduri latente de transfor-
mare. Astfel de transform¼ari poart¼a numele de tranzi̧tii de faz¼a de spȩta
întâi.
În afara acestui tip de tranzi̧tie exist¼a şi un alt tip de tranzi̧tii de faz¼a

care au loc f¼ar¼a c¼aldur¼a latent¼a.
Exemplul cel mai cunoscut este cel al tranzi̧tiei feromagentic - paramag-

netic care au loc la o temperatur¼a critic¼a TC . Cînd T < TC exist¼a un para-
metru de tip extensiv magnetizarea care este diferit de zero; când T > TC
magnetizarea este nul¼a.

Tranzi̧tii de faz¼a de ordinul întâi

Prin tranzi̧tii de ordinul întâi se îņteleg acele tranzi̧tii care au loc prin dis-
continuitatea entropiei şi care se produc cu existeņta unei c¼alduri latente.
Referindu-ne la un sistem cu un singur component, astfel de tranzi̧tii sunt

schimb¼arile st¼arilor de agregare (topire - solidificare, vaporizare-condensare,
sublimare-desublimare), sau schimb¼ari alotropice (tranzi̧tia staniului alb cu
rȩtea tetragonal¼a în staniu cenuşiu cu rȩtea cristalin¼a cubic¼a şi reciproc).
Pentru a explica aceste fenomene se consider¼a condi̧tia de echilibru a celor

dou¼a faze în punctele de tranzi̧tie:
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g1 (p ; T ) = g2 (p ; T ) (5.227)

Se deriveaz¼a în raport cu temperatura ambii membri ai ecua̧tiei 5.227
şi se ţine cont c¼a presiunea nu este o variabil¼a independent¼a ci depinde de
temperatur¼a. Atunci:�

@g1
@T

�
p

+

�
@g1
@p

�
T

dp

dT
=

�
@g2
@T

�
p

+

�
@g2
@p

�
T

dp

dT
(5.228)

Dar cum �
@g

@T

�
p

= �s (5.229)

�
@g

@p

�
T

= v (5.230)

unde cu s şi cu v s-a notat entropia unit¼a̧tii de mas¼a, respectiv volumul
unit¼a̧tii de mas¼a, rezult¼a:

�s1 + v1
dp

dT
= �s2 + v2

dp

dT
(5.231)

de unde:

dp

dT
=
s1 � s2
v1 � v2

(5.232)

Varia̧tia de entropie poate fi calculat¼a utilizând egalitatea fundamental¼a
a principiului II pentru procese reversibile:

s1 � s2 =
Z 2

1

�q

T
=
�2!1
T

(5.233)

unde prin �2!1 s-a notat c¼aldura necesar¼a pentru ca unitatea de mas¼a s¼a
treac¼a din stare 2 în starea 1 (c¼aldura latent¼a speci�c¼a). Se introduce în
5.232 rela̧tia 5.233 şi se ob̧tine:

dp

dT
=
1

T

�2!1
(v1 � v2)

(5.234)

Rela̧tia 5.234 indic¼a modul în care variaz¼a presiunea la tranzi̧tia dintre
cele dou¼a faze în funçtie de temperatur¼a. Rela̧tia invers¼a este:
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dT

dp
=
T (v1 � v2)
�2!1

(5.235)

S¼a consider¼am cazul unui lichid în echilibru cu vaporii s¼ai saturaņti. Re-
la̧tia 5.234 determin¼a varia̧tia presiunii vaporilor saturaņti funçtie de tem-
peratur¼a.
Ca aplica̧tie se consider¼a apa ca substaņt¼a pur¼a, faza 2 fiind faza lichid¼a,

iar faza 1 cea gazoas¼a.
În acest caz �2!1 este pozitiv iar v1 � v2 deoarece volumul unit¼a̧tii de

mas¼a în stare gazoas¼a este mult mai mare decât cel în stare lichid¼a. Atunci
dT

dp
> 0 adic¼a presiunea şi temperatura variaz¼a în acelaşi sens. Din motivele

ar¼atate mai sus în rela̧tia 5.234 se neglijeaz¼a v2. Se ob̧tine:

dp

dT
=
1

T

�2!1
v1

(5.236)

Considerând vaporii ca fiind un gaz ideal

v1 =
RT

�p
(5.237)

rela̧tia 5.236 se poate scrie:

dp

dT
=
1

T 2
�2!1�p

R
(5.238)

Se noteaz¼a cu A = (�2!1�) =R şi se ob̧tine:

dp

p
= A

dT

T 2
(5.239)

Se integreaz¼a 5.239 şi se ob̧tine legea de varia̧tie a presiunii vaporilor
saturaņti.

p � exp
�
�A
T

�
(5.240)

La trecerea din starea solid¼a (2) în cea lichid¼a (1) în general �2!1 > 0 şi

v1 > v2 , astfel c¼a
dp

dT
> 0. Exist¼a îns¼a şi unele excep̧tii, cea mai cunoscut¼a

fiind a apei care prin topire î̧si micşoreaz¼a volumul iar
dp

dT
< 0.
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Figura 5.7: Varia̧tia volumelor speci�ce a dou¼a faze în apropierea punctului
critic

Aşa cum arat¼a experieņta, curba de tranzi̧tie gaz-lichid se termin¼a întot-
deauna într-un punct de coordonate Tc şi pc numit punct critic. Coordo-
natele punctului critic sunt temperatura critic¼a şi presiunea critic¼a. Pentru
temperaturi mai mari decât temperatura critic¼a şi presiuni mai mari decât
presiunea critic¼a nu exist¼a alte faze şi corpul este omogen (în cazul nostru
apa se afl¼a sub form¼a de vapori).
În Fig. 5.7 este prezentat¼a diagrama varia̧tiei volumelor specifice (vo-

lumele unit¼a̧tilor de masa) în funçtie de temperatur¼a.
Pe m¼asura ce temperatura se apropie de temperatura critic¼a, volumele

specifice a celor dou¼a faze care se afl¼a în echilibru, se apropie, iar în punctul
critic coincid. În punctul critic trecerea între cele dou¼a faze ale substaņtei
poate avea loc în mod continuu şi în nici un mod nu se poate produce sepa-
rarea celor dou¼a faze. În punctul critic no̧tiunea de faz¼a devine conveņtional¼a.
Trebuie observat c¼a punctul critic nu poate exista decât pentru acele faze

a c¼aror difereņt¼a este de natur¼a pur cantitativ¼a. Astfel cele dou¼a faze a c¼aror
curb¼a de echilibru se termin¼a în punctul critic sunt cea lichid¼a şi cea gazoas¼a;
ele se deosebesc una de alta doar prin m¼arimea foŗtelor de interaçtie dintre
molecule. În cazul solidelor şi lichidelor difereņta este de natur¼a calitativ¼a
deoarece simetria lor intern¼a este diferit¼a (în starea lichid¼a în general nu avem
elemente de simetrie în timp ce, în solidul cristalin, în funçtie de natura rȩtelei
cristaline apar diverse elemente de simetrie).
În apropierea punctului critic volumele specifice ale lichidului şi vaporilor
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sunt aproximativ egale. Se noteaz¼a aceste aceste volume cu v şi v + �v.
Atunci scriem condi̧tia de egalitatea presiunilor:

p (v ; T ) = p (v + �v ; T )

Se dezvolt¼a în serie dup¼a �v membrul drept al egalit¼a̧tii şi se ob̧tine:

p (v ; T ) = p (v; T ) +

�
@p

@v

�
T

�v +
1

2

�
@2p

@v2

�
T

(�v)2 + :::

Rezult¼a c¼a: �
@p

@v

�
T

+
1

2

�
@2p

@v2

�
T

�v = 0

unde �v este foarte mic. Cum �v ! 0 atunci în punctul critic�
@p

@v

�
T

= 0

5.7.3 Tranzi̧tii de faz¼a de spȩta a doua

O tranzi̧tie de faz¼a poart¼a numele de tranzi̧tie de spȩta a doua dac¼a în afar¼a de
continuitatea entropiei specifice are loc şi continuitatea derivatelor paŗtiale de
ordinul întâi ale acesteia, derivatele paŗtiale de ordin doi fiind discontinuee.
Unul din cele mai cunoscute exemple este tranzi̧tia conductor normal-

supraconductor.
Deoarece poteņtiale chimice sunt egale:

g1 = g2

Se deriveaz¼a în raport cu presiunea, şi se ob̧tine:

@g1
@p

=
@g2
@p

sau

v1 = v2 (5.241)

Deoarece:

@g1
@T

=
@g2
@T

(5.242)
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rezult¼a şi egalitatea entropiilor specifice:

s1 = s2 (5.243)

Difereņtiind rela̧tiile 5.241 şi 5.243 se ob̧tine:

@v1
@p
dp+

@v1
@T
dT =

@v2
@p
dp+

@v2
@T
dT (5.244)

@s1
@p
dp+

@s1
@T
dT =

@s2
@p
dp+

@s2
@T
dT (5.245)

Din aceste rela̧tii rezult¼a:

dp

dT
=
�@v2
@T

+
@v1
@T

�@v1
@p

+
@v2
@p

(5.246)

dp

dT
=
�@s2
@T

+
@s1
@T

�@s1
@p

+
@s2
@p

(5.247)

Cum

1

v

@v

@T
= � (5.248)

unde � este coeficientul de dilatare izobar, şi

1

v

@v

@p
= �� (5.249)

unde � este coeficientul de compresibilitate izoterm, rela̧tia 5.246 devine:

dp

dT
=
��1 + �2
��1 + �2

(5.250)

Deoarece

@s

@p
= � @v

@T
= �v� (5.251)

@s

@T
=
Cp
T

(5.252)
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rela̧tia 5.247 devine:

dp

dT
=
(Cp1 � Cp2)
Tv (�1 � �2)

(5.253)

Se noteaz¼a �� = �1 � �2 , �Cp = Cp1 � Cp2 , �� = �1 � �2 şi dac¼a se
ţine cont de rela̧tiile 5.250 şi 5.253 se ob̧tine:

Tv (��)2 = (�Cp) (��) (5.254)

Rela̧tia de mai sus poart¼a numele de rela̧tia lui Ehrenfest.

5.8 Principiul al III-lea al termodinamicii

5.8.1 Formul¼ari ale principiului III

Principiul al doilea introduce funçtia de stare numitā entropia şi care, pentru
procesele reversibile, este:

dS =
�Q

T
(5.255)

Integrând:

S =

Z
�Q

T
+ const (5.256)

Rezult¼a c¼a entropia este o m¼arime definit¼a pân¼a la o constant¼a aditiv¼a.
Deoarece valoarea ei absolut¼a intervine într-o serie de m¼asur¼atori experimen-
tale, ea trebuie determinat¼a exact. W. Nernst a studiat o serie de procese
chimice şi a constatat c¼a pe m¼asur¼a ce temperatura scade, varia̧tiile entropiei
sunt din ce în ce mai mai mici. Acest fapt l-a condus pe Nernst la urm¼atoarea
constatare:
La temperatura de zero absolut entropia unui corp chimic pur are o va-

loare constant¼a independent¼a de variaţiile altor parametri.

lim
T!0

S = S0 (5.257)

Ulterior Planck a pornit de la considerente de mecanic¼a statistic¼a şi a
ar¼atat c¼a la temperatura de zero absolut S0 are valoare nul¼a. Astfel Planck
a enuņtat principiul al III - lea în modul urm¼ator:
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Când temperatura tinde spre zero absolut entropia oric¼arui corp chimic
pur tinde c¼atre zero.

lim
T!0

S = 0

5.8.2 Comportarea c¼aldurilor specif ice la tempera-
turi joase

Fie un sistem ale c¼arui st¼ari se reprezint¼a într-o diagrama V � T . Atunci:

�Q = CV dT + �dV (5.258)

unde

@CV
@V

= T
@2p

@T 2
(5.259)

� = T
@p

@T
(5.260)

Pentru a g¼asi valoarea entropiei într-o stare oarecare reprezentat¼a printr-
un punct din diagrama dat¼a se integreaz¼a expresia �Q=T pe un drum arbitrar
de la starea de entropie zero la starea dat¼a. Cum pentru T = 0 indiferent de
volum S = 0; se face integrarea presupunând c¼a volumul este constant

S (T ; V ) =

Z T

0

CV (�; V )

�
d� (5.261)

unde � , variabila de integrare are semnifica̧tia unei temperaturi.
De aici rezult¼a c¼a CV ! 0 când T ! 0:
În cazul în care Cv = const, integrala nu ar mai avea sens. Numitorul

tinde spre zero iar integrala devine infinit¼a. Rezult¼a

lim
T!0

CV (T; V ) = 0 (5.262)

În mod analog se demonstreaz¼a c¼a:

lim
T!0

Cp (T; V ) = 0 (5.263)

Rezult¼a c¼a în vecin¼atatea temperaturii de zero absolut capacit¼a̧tile calorice
ale solidelor tind la zero, deoarece la temperaturi sc¼azute toate gazele se so-
lidific¼a.
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5.8.3 Comportarea coef icieņtilor termici la tempera-
turi joase

Coeficientul de compresibilitate izobar¼a, precum şi coeficientul termic al pre-
siunii tind la zero.
Ţinând cont de rela̧tiile Maxwell coeficieņtii termici se exprim¼a astfel:
a) coeficientul de dilatare izobar¼a:

� =
1

V

�
@V

@T

�
p

= � 1
V

�
@S

@p

�
T

(5.264)

b) coeficientul termic al presiunii:

� = �1
p

�
@p

@T

�
V

= �1
p

�
@S

@V

�
T

(5.265)

Deoarece varia̧tia entropiei tinde la zero, în apropiere de zero absolut:

lim
T!0

�
@S

@V

�
T

= 0 (5.266)

lim
T!0

�
@S

@p

�
T

= 0 (5.267)

Aceasta înseamn¼a c¼a în apropiere de zero absolut coeficieņtii termici tind
la zero. Cum în apropierea acestei temperaturi substaņtele devin solide, aces-
tea nu mai sunt compresibile iar coeficientul termic al presiunii se anuleaz¼a.

5.8.4 Imposibilitatea atingerii temperaturii de zero ab-
solut

Pentru a demonstra imposibilitatea atingerii lui zero absolut se consider¼a
r¼acirea unui gaz supus susccesiv la compresi izoterme şi destinderii izentrope
(Fig.5.8) reprezentate într-o diagram¼a T; S.
În diagrama T � S toate izocorele trebuie s¼a treac¼a prin origine deoarece

conform celui de-al treilea principiu S (T; V )! 0 când T ! 0:
Se observ¼a ca deşi destinderea adiabatic¼a are loc între aceleaşi volume V1

şi V2 varia̧tia temperaturii este din ce în ce mai mic¼a pe m¼asur¼a ce tempe-
ratura descreşte spre zero absolut. Acest fapt arat¼a c¼a temperatura de 0 K
nu poate fi atins¼a printr-un num¼ar finit de astfel de procese. Astfel principiul
al III-lea al termodinamicii interzice atingerea temperaturii de 0 K .
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Figura 5.8: Imposibilitatea atingerii temperaturii de zero absolut



Capitolul 6

Elemente de f izic¼a statistic¼a

6.1 Introducere

Atunci când se studiaz¼a propriet¼a̧tile unor corpuri macroscopice putem ţine
seama în mod explicit de structura acestora sau putem face abstraçtie de
ea. Pân¼a la sfâŗsitul secolului trecut nu s-a ţinut cont de aceast¼a structur¼a
datorit¼a faptului c¼a fizica era pu̧tin dezvoltat¼a şi nu se cunoştea structura
materiei. Astfel s-a dezvoltat termodinamica fenomenologic¼a, care aşa cum
s-a ar¼atat în capitolul anterior, se bazeaz¼a pe o serie de postulate. Dac¼a se
cunoaşte una din funçtiile caracteristice sistemului se pot determina propri-
et¼a̧tile macrosocopice ale acestuia. Totuşi termodinamica nu poate singur¼a
s¼a-̧si furnizeze aceste funçtii deoarece principiile termodinamicii sunt astfel
formulate încât s¼a fie independente de structura materiei.
Rezult¼a c¼a pentru determinarea acestor funçtii caracteristice este necesar¼a

o metod¼a de cercetare a corpurilor care s¼a ţin¼a seama de structura lor. Exist¼a
o dificultate eseņtial¼a a acestei metode. În cazul termodinamicii când facem
abstraçtie de structura corpurilor este nevoie de un num¼ar mic de parametri
pentru a caracteriza starea unui corp. Caracterizarea mi̧sc¼arii şi aranj¼arii
tuturor constitueņtilor (atomi şi molecule) necesit¼a cunoaşterea unui num¼ar
imens de parametri. Dac¼a se consider¼a fiecare atom sau molecul¼a un punct
material, pentru a cunoaşte starea sistemului ar trebui cunoscute evolu̧tia în
timp a pozi̧tiei şi vitezelor acestora, lucru care nu este posibil.
Totuşi, trebuie s¼a remarc¼am c¼a între valorile parametrilor macroscopici

şi cei microscopici trebuie s¼a existe anumite rela̧tii. Cunoaşterea st¼arii mi-
croscopice trebuie s¼a determine cunoaşterea st¼arii macroscopice. Reciproc

201
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cunoaşterea st¼arii macroscopice nu determin¼a în mod unic cunoaşterea st¼arii
microscopice în sensul c¼a exist¼a o muļtime de st¼ari microscopice compatibile
cu starea macroscopic¼a dat¼a.
Presupunem c¼a asupra unui anumit sistem termodinamic se efectueaz¼a

o anumit¼a experieņt¼a care-l aduce într-o anumit¼a stare macroscopic¼a dat¼a.
Starea microscopic¼a îns¼a nu este determinat¼a şi ea poate fi una din st¼arile
microscopice compatibile cu starea macroscopic¼a dat¼a. Dac¼a se repet¼a expe-
rieņta nimic nu garanteaz¼a c¼a se ajunge în aceiaşi stare microscopic¼a (deşi
starea macroscopic¼a este aceiaşi). Rezult¼a c¼a trebuie luate în considerare
multitudinea st¼arilor microscopice compatibile cu starea macroscopic¼a dat¼a.
Totalitatea st¼arilor microscopice compatibile cu o stare macroscopic¼a dat¼a

formeaz¼a un colectiv de st¼ari numit colectiv statistic sau colectiv virtual.
Se poate privi colectivul statistic şi ca o muļtime de sisteme termodina-
mice aflate în totalitatea st¼arilor microscopice ce sunt compatibile cu o stare
macroscopic¼a dat¼a.
Se admite c¼a sistemul pe care-l studiem este compus dintr-un num¼ar

foarte mare de particule (pot fi considerate particule şi anumite conglomerate
care în timpul evolu̧tiei sistemului nu se modific¼a şi interaçtioneaz¼a într-un
mod specific). Se presupun cunoscute foŗtele care se exercit¼a asupra fiec¼arei
particule, atât interne cât şi externe şi c¼a aceste foŗte sunt conservative.
Se consider¼a c¼a întreaga energie a sistemului este de natur¼a mecanic¼a şi
înglobeaz¼a energia cinetic¼a a particulelor precum şi energia poteņtial¼a de
interaçtie dintre particulele sistemului, iar legile dup¼a care are loc mi̧scarea
sistemului sunt legile mecanicii clasice.
Pentru a formula problema fundamental¼a a statisticii clasice este necesar

s¼a se introduc¼a no̧tiunea de spa̧tiu al fazelor pe care-l vom mai defini înc¼a
o dat¼a. Fie un sistem cu f grade de liberate. Not¼am cu q1 ; q2 ; :::; qf co-
ordonatele generalizate şi cu p1 ; p2 ; :::; pf impulsurile generalizate. Starea
sistemului la un moment dat este determinat¼a de valorile celor f coordonate
generalizate şi a celor f impulsuri generalizate. Dac¼a se consider¼a un spa̧tiu
cu 2f dimensiuni având ca axe cele f coordonate generalizate şi cele f im-
pulsuri generalizate pe care-l numim spa̧tiul fazelor, starea sistemului într-un
astfel de spa̧tiu este reprezentat¼a de un punct. Când starea sistemului vari-
az¼a atunci punctul reprezentativ din spa̧tiul fazelor descrie o anumit¼a curb¼a,
pe care o vom numi traiectorie de faz¼a.
Dac¼a se cunoaşte hamiltonianul sistemului atunci evolu̧tia ulterioar¼a a

punctului reprezentativ este perfect determinat¼a de ecua̧tiile canonice şi condi-
ţiile ini̧tiale p (t0) , q (t0) :
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În cazul sistemelor conservative:

dH

dt
=

fX
i=1

�
@H

@qi
_qi +

@H

@pi
_pi

�
= 0

adic¼a energia este o integral¼a prim¼a a mi̧sc¼arii ceea ce înseamn¼a c¼a ea se
conserv¼a. Aceast¼a lege admite o interpretare simpl¼a. S¼a consider¼am locul
punctelor din spa̧tiul fazelor ce corespund energiei E = const. Cum ener-
gia este o funçtie de coordonatele generalizate q1 ; q2 ; :::; qf şi impulsurile
generalizate p1 ; p2 ; :::; pf

E (q1 ; q2 ; :::; qf ; p1 ; p2 ; :::; pf ) = const (6.1)

Aceast¼a ecua̧tie (în analogie cu cazul tridimensional) reprezint¼a o hiper-
suprafa̧t¼a 2f � 1 dimensional¼a în spa̧tiul fazelor. Rezult¼a c¼a dac¼a energia
sistemului nu se schimb¼a, traiectoria punctului va fi o curb¼a pe aceast¼a
suprafa̧t¼a. Vom considera o restriçtie şi anume c¼a punctele sistemelor fizice
nu se pot dep¼arta la infinit unele de altele (deoarece în acest caz am avea
de-a face cu sisteme deschise). Aceasta înseamn¼a c¼a suprafȩtele de energie
constant¼a nu au pânze care s¼a se extind¼a la infinit. O suprafa̧t¼a de energie
constant¼a este o suprafa̧t¼a închis¼a deoarece constituie frontiera regiunii din
spa̧tiul fazelor în care se g¼asesc toate punctele care corespund unor valori a
energiei mai mici sau egale cu valoarea dat¼a.
Fie un sistem închis iar A o m¼arime a sistemului care depinde de coor-

donatele şi impulsurile generalizate. Media temporal¼a a m¼arimii respective
este:

hAi = lim
T!1

1

T

Z T

0

A (p ; q ; t) dt (6.2)

unde prin q se îņtelege ansamblul variabilelor q1 ; q2 ; :::; qf iar prin p se
îņtelege ansamblul variabilelor p1 ; p2 ; :::; pf :
Aceast¼a medie presupune integrarea ecua̧tiilor de mi̧scare, lucru care prac-

tic este imposibil de realizat datorit¼a num¼arului imens de particule pe care le
au chiar şi cele mai simple sisteme. Aşa cum s-a discutat anterior chiar dac¼a
starea macroscopic¼a a sistemului este bine determinat¼a, starea microscopic¼a
nu este determinat¼a, adic¼a pozi̧tia punctului reprezentativ în spa̧tiul fazelor
nu este univoc determinat¼a.
Pentru o stare macroscopic¼a dat¼a num¼arul st¼arilor microscopice este foarte

mare.
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Figura 6.1: Traiectoria generalizat¼a în spa̧tiul fazelor pentru un oscilator
armonic

S¼a consider¼am ca exemplu o particul¼a de mas¼a m care oscileaz¼a cu pul-
sa̧tia !. În acest caz spa̧tiul fazelor este bidimensional. Fixând valoarea
energiei E toate st¼arile sistemului se afl¼a pe o elips¼a (Fig. 6.1).

p2

2mE
+

q2

2E=m!2
= 1

Aceast¼a elips¼a reprezint¼a traiectoria punctului reprezentativ în spa̧tiul
fazelor. Dac¼a am impune condi̧tia ca H � E , atunci toate punctele din
interiorul elipsei H = E sunt compatibile cu restriçtia impus¼a. În acest caz
trebuie remarcat c¼a num¼arul de st¼ari microscopice este o funçtie de energie.
Într-adev¼ar considerând num¼arul de st¼ari propoŗtional cu aria elipsei atunci
num¼arul acestora 
 este:


 s � (2mE)1=2
�
2E

m!2

�1=2
s E

Pentru un sistem de N oscilatori independeņti cu hamiltonianul

H =

NX
i=1

�
p2i
2mi

+
1

2
mi!

2
i q
2
i

�
num¼arul de st¼ari pentru care H � E este:


 s EN
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În acest caz num¼arul de st¼ari este o funçtie rapid cresc¼atoare de E,
deoarece pentru un sistem macroscopic N s 1022:
Se not¼am cu V (E), volumul din spa̧tiul fazelor limitat de suprafa̧ta de

energie constant¼a H (p ; q). Atunci:

V (E) =
Z
� � �
Z
H�E

dpdq (6.3)

unde cu dp s-a notat dp1dp2:::dpf , iar cu dq s-a notat dq1dq2:::dqf .
Se observ¼a c¼a V (E) are dimensiunea unei açtiuni la o putere egal¼a cu

num¼arul gradelor de libertate al sistemului.
Pentru a calcula num¼arul de st¼ari trebuie s¼a ţinem cont c¼a din punct

de vedere al mecanicii cuantice impulsul şi coordonata satisfac rela̧tia de
incertitudine:

�q�p � h (6.4)

unde h este constanta lui Planck. În cazul unui sistem cu cu f grade de
libertate

�p1�p2:::�pf�q1�q2:::�qf � hf (6.5)

Din acest motiv nu are sens s¼a se discute localizarea unei st¼ari mecanice
într-un volummai mic decât hf . Astfel num¼arul de st¼ari din volumul m¼arginit
de suprafa̧ta de energie constant¼a E este:


 (E) =
1

hf

Z
� � �
Z
H�E

dpdq (6.6)

Se poate astfel defini o densitate de probalitate (sau o funçtie de dis-
tribu̧tie) � (p ; q) care permite exprimarea probabilit¼a̧tii ca starea micros-
copic¼a a sistemului s¼a se afle într-un anumit volum din spa̧tiul fazelor dpdq

dP =
1

hf
� (p ; q) dqdp = � (p ; q) d
 (6.7)

unde

d
 =
dpdq

hf
(6.8)

reprezint¼a num¼arul de st¼ari din elementul de volum dpdq din spa̧tiul fazelor.
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Probabilitatea ca punctul reprezentativ al sistemului s¼a se g¼aseasc¼a într-
un domeniu D al spa̧tiului fazelor se ob̧tine prin integrare pe tot domeniul
D.
Deoarece punctul reprezentativ al sistemului se afl¼a undeva în spa̧tiul

fazelor evenimentul este o certitudine şi are probabilitatea egal¼a cu unitatea.Z
� � �
Z
� (p ; q)

dpdq

hf
=

Z
� � �
Z
� (p ; q) d
 = 1

Rela̧tia reprezint¼a condi̧tia de normare a probabilit¼a̧tilor.
În continuare se va discuta situa̧tia unui sistem ce coņtine particule iden-

tice care au fiecare s grade de libertate. Dac¼a N este num¼arul de particule
din sistem atunci num¼arul de grade de libertate al sistemului este:

f = Ns (6.9)

În mecanica clasic¼a deşi particulele sunt discernabile trebuie remarcat c¼a
dac¼a se permut¼a dou¼a particule identice între ele, cele dou¼a st¼ari ale sistemu-
lui sunt identice, deşi în spa̧tiul fazelor le corespund puncte diferite. Atunci
unei st¼ari mecanice a sistemului i se asociaz¼a N ! st¼ari mecanice echivalente
care se ob̧tin prin cele N ! permut¼ari ale celor N particule. Astfel vom asocia
acestor N ! st¼ari mecanice echivalente o singur¼a stare microscopic¼a. În acest
caz num¼arul de st¼ari microscopice din elementul de volum dqdp din spa̧tiul
fazelor este:

d
 =
1

N !

dpdq

hNs
(6.10)

iar probabilitatea de a g¼asi sistemul în elementul de volum dqdp din spa̧tiul
fazelor se va scrie:

dP =
1

N !hNs
� (p ; q) dpdq (6.11)

Se observ¼a c¼a rela̧tiile 6.8 şi 6.11 din cele dou¼a cazuri considerate le putem
scrie ca:

dP = � (p ; q) d
 (6.12)

unde d
 este dat de rela̧tiile 6.8 sau 6.10, dependent de situa̧tia studiat¼a.
Trebuie subliniat c¼a funçtia de distribu̧tie nu depinde de starea ini̧tial¼a a

sistemului, influeņta acesteia fiind complet nesemnificativ¼a în timpul evolu̧tiei
sistemului.
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Pentru a îņtelege sensul celor discutate mai sus se presupune un sistem
fizic care se aduce într-o starea fizic¼a considerat¼a. Se efectueaz¼a aceast¼a
experieņt¼a deM ori. De fiecare dat¼a starea microscopic¼a va fi alta, dar va fi
compatibil¼a cu starea macroscopic¼a dat¼a. Fie MD num¼arul de st¼ari ale c¼aror
puncte reprezentative se afl¼a în domeniul D. RaportulMD=M este frecveņt¼a
relativ¼a de realizare a st¼arii respective. Când M este foarte mare aceast¼a
frecveņt¼a este egal¼a cu probalitatea de realizare a st¼arii. Aceiaşi interpretare
se ob̧tine dac¼a se lucreaz¼a cu un colectiv statistic şi se face o experieņt¼a
cu cele M sisteme. Dac¼a se cunoaşte funçtia de distribu̧tie atunci se poate
calcula valoarea medie a oric¼arei m¼arimi A(p ; q) prin înmuļtirea valorilor
sale cu probabilitatea corespunz¼atoare şi integrând peste tot spa̧tiul fazelor:

hAi =
Z
� � �
Z
A(p ; q)� (q ; p) d
 (6.13)

O problem¼a important¼a de rezolvat const¼a în a se g¼asi leg¼atura între media
temporal¼a şi media spa̧t ial¼a. Atunci când se efectueaz¼a o mediere tempo-
ral¼a, aceasta implic¼a considerarea unei succesiuni de pozi̧tii ale punctului
reprezentativ în timp. Pe de alt¼a parte media spa̧tial¼a se face considerând
punctele reprezentative ale ansamblului statistic la un moment dat.

Cele dou¼a sisteme de puncte din spa̧tiul reprezentativ nu coincid ast-
fel încât valorile medii nu ar trebui s¼a coincid¼a. Pentru a dep¼aşi aceast¼a
dificultate a fost emis¼a ipoteza c¼a media temporal¼a coincide cu media spa̧tial¼a
(aceast¼a ipotez¼a este numit¼a ipotez¼a ergodic¼a).

La început s-a presupus c¼a traiectoria punctului reprezentativ al sistemu-
lui trece prin toate punctele ansamblului virtual. Totuşi aceast¼a ipotez¼a este
în contradiçtie din punct de vedere matematic cu propriet¼a̧tile curbelor.

Ipoteza ergodic¼a nu a putut s¼a fie demonstrat¼a decât în anumite situa̧tii
particulare. O solu̧tie a fost sugerat¼a în 1938 de R. Tolman. El consider¼a c¼a
un ansamblu statistic c¼aruia îi sunt preciza̧ti parametri macroscopici este ca-
racterizat din punct de vedere dinamic doar paŗtial. Rezult¼a c¼a atunci când se
doreşte cunoaşterea modului de distribu̧tie al punctelor reprezentative trebuie
s¼a se considere un nou principiu şi anume acela al ipotezei probabilit¼a̧tilor
apriori egale pentru toate punctele din spa̧tiul fazelor.

În concluzie problema fundamental¼a a statisticii const¼a în determinarea
funcţiei de distribuţie pentru sistemul considerat.
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6.1.1 Teorema Liouville

Fie un domeniu D0 din spa̧tiul fazelor care corespunde unui ansamblu statis-
tic la momentul ini̧tial. Când are loc un fenomen fizic punctele ansamblului
statistic evolueaz¼a în timp astfel c¼a la momentul t acestea vor ocupa un nou
domeniu D1: Teorema lui Liouville afirm¼a c¼a volumul în spaţiul fazelor a
domeniului D1 este egal cu volumul lui D0, sau într-o alt¼a formulare volu-
mul din spaţiul fazelor este un invariant al mişc¼arii. Acest fapt se exprim¼a
prin egalitatea:

dpdq =
@ (p; q)

@ (p0; q0)
dp0dq0 (6.14)

unde p = p (t) , q = q (t) , p0 = p (0) , q0 = q (0), iar @ (p; q) =@ (p0; q0) este
Jacobianul transform¼arii.
Pentru a demonstra teorema lui Liouville trebuie ar¼atat c¼a Jacobianul

transform¼arii este egal cu unitatea.
Fie A (p; q) o m¼arime ce nu depinde explicit de timp.

dA

dt
=

NX
i=1

�
@A

@pi
_pi +

@A

@qi
_qi

�
=

NX
i=1

�
@A

@pi

@H

@qi
� @A
@qi

@H

@pi

�
= �iLA (6.15)

unde :

L = i

NX
i=1

�
@H

@qi

@

@pi
� @H
@pi

@

@qi

�
(6.16)

este operatorul lui Liouville. Solu̧tia formal¼a a ecua̧tiei 6.15 este:

A (t) = [exp (�iLt)]A0 (6.17)

În particular:

p (t) = [exp (�iLt)] p0 (6.18)

q (t) = [exp (�iLt)] q0 (6.19)

Atunci:
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@ (p; q)

@ (p0; q0)
=
@
�
e�iLtp0 ; e

�iLtq0
�

@ (p0 ; q0)

@ (p; q)

@ (p0; q0)
=

�
e�iLt1 0
0 e�iLt1

�
= 1 (6.20)

În expresia 6.20 s-a ţinut seama c¼a pentru orice constant¼a:

e�iLt� =

"
1 +

1X
n=1

(�iLt)n

n!

#
� = �

6.1.2 Ecua̧tia Liouville

Vom ar¼ata c¼a funçtia de distribu̧tie � (p ; q ; t) satisface ecua̧tia:

@�

@t
= fH; �g (6.21)

unde :

fH; �g =
NX
i=1

�
@H

@pi

@�

@qi
� @H
@qi

@�

@pi

�
(6.22)

Pentru a demonstra aceast¼a teorem¼a se observ¼a c¼a pentru un domeniu
infinit de mic exist¼a o egalitate între frecveņta relativ¼a dM=M de a g¼asi
punctele reprezentative ale colectivului statistic în volumul dpdq din spa̧tiul
fazelor (dM reprezint¼a num¼arul de puncte care se g¼asesc în volumul consi-
derat, iar M este num¼arul total de puncte al colectivului virtual) şi pro-
babilitatea � (p; q) d
 ca un punct s¼a se g¼aseasc¼a în volumul dpdq. În timp,
cele dM puncte repezentative se deplaseaz¼a în spa̧tiul fazelor şi vor ocupa la
momentul t0 volumul dp0dq0. Atunci:

dM

M
= � (p ; q) d
 = � (p0; q0) d
0 (6.23)

Conform teoremei lui Liouville volumul din spa̧tiul fazelor r¼amâne invari-
ant. Atunci:

� (p; q) = � (p0; q0) (6.24)
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Considerând t0 unmoment de timp infinit de apropiat de t, adic¼a t0 = t+dt
se poate scrie:

p0 = p (t0) = p (t+ dt) = p (t) + _pdt (6.25)

q0 = q (t0) = q (t+ dt) = q (t) + _qdt (6.26)

Egalitatea 6.24 devine:

� (p; q; t) = � [p (t) + _pdt ; q (t) + _qdt ; t]

� (p; q; t) = � (p; q; t) +
NX
i=1

@�

@pi
_pidt+

NX
i=1

@�

@qi
_qidt+

@�

@t

� (p; q; t) = � (p; q; t) +
NX
i=1

@�

@pi

@H

@qi
dt�

NX
i=1

@�

@qi

@H

@pi
dt+

@�

@t
(6.27)

de unde rezult¼a egalitatea 6.21.

6.1.3 F luctua̧tii

În fizica macroscopic¼a m¼arimile ce caracterizeaz¼a un sistem aflat în st¼arile de
echilibru sunt perfect determinate. Totuşi din punct de vedere al structurii
corpurilor m¼arimile respective sunt m¼arimi aleatorii deoarece pentru calcu-
larea lor se face o mediere în spa̧tiul fazelor. Aceast¼a contradiçtie duce la
concluzia c¼a legile statisticii sunt de aşa natur¼a încât abaterile mari de la
valoarea medie sunt extrem de pu̧tin probabile. Dac¼a se m¼asoar¼a cu precizie
m¼arimile macroscopice se pot pune în evideņt¼a mici abateri de la valoarea
medie, denumite fluctua̧tii. Matematic vom defini abaterea de la valoarea
medie a m¼arimii respective ca A (p; q) � hAi. Dac¼a se face pur şi simplu o
medie a acestei m¼arimi rezultatul este nul. Din acest motiv se calculeaz¼a o
medie a p¼atratelor abaterilor. Aceast¼a medie se numeşte abatere p¼atratic¼a
medie şi este o m¼asur¼a a m¼arimii fluctua̧tiilor m¼arimii respective. Ţinând
seama de 6.13 rezult¼a:



(�A)2

�
=


(A� hAi)2

�
=

Z
� � �
Z
[A (p; q)� hAi]2 � (p; q) d
 (6.28)
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(�A)2

�
=

Z
� � �
Z
A2 (p; q) d
�2 hAi

Z
� � �
Z
A (p; q) d
+hAi2

Z
� � �
Z
d


sau 

(�A)2

�
=


A2
�
� 2 hAi2 + hAi2

şi în final 

(�A)2

�
=


A2
�
� hAi2 (6.29)

S-a ales medierea în spa̧tiul fazelor deoarece conform ipotezei lui Gibbs o
mediere temporal¼a se poate înlocui cu o mediere spa̧tial¼a.

6.1.4 St¼arile de echilibru

Aşa cum s-a discutat anterior problema mecanicii statistice const¼a în g¼asirea
funçtiei de distribu̧tie � (p ; q) la momentul când sunt specificate condi̧tiile în
care se afl¼a sistemul. Nu exist¼a reguli generale pentru aflarea acestei funçtii
îns¼a exist¼a un caz în care se poate solu̧tiona problema. Acesta este cazul
echilibrului termodinamic în care starea persist¼a atâta timp cât condi̧tiile
exterioare nu se schimb¼a. În termodinamic¼a propriet¼a̧tile sistemului aflat în
starea de echilibru se pot ob̧tine dac¼a se cunosc ecua̧tiile de stare. Exist¼a
dou¼a posibilit¼a̧ti de ob̧tinere a ecua̧tiilor de stare: fie pe cale experimental¼a,
fie pe baza unor considerente de fizic¼a statistic¼a (în cadrul c¼areia ob̧tinerea
m¼arimilor se face pornindu-se de la un anumit model al structurii sistemului
considerat).
În st¼arile de echilibru valorile m¼arimilor macroscopice nu variaz¼a în timp.

Aceasta înseamn¼a c¼a funçtia de distribu̧tie nu depinde explicit de timp, adic¼a
@�=@t = 0: Atunci din ecua̧tia Liouville rezult¼a:

fH; �g = 0 (6.30)

Aceast¼a ecua̧tie arat¼a c¼a la echilibru funçtia de distribu̧tie depinde numai
de integralele prime ale mi̧sc¼arii (este ea îns¼aşi o integral¼a prim¼a a mi̧sc¼arii).
Deoarece mediile calculate trebuie s¼a se bucure de proprietatea de adi-

tivitate, integralele prime de care depinde funçtia de distribu̧tie trebuie s¼a
fie aditive. Pentru un sistem izolat constantele de mi̧scare care se bucur¼a
de aceast¼a proprietate sunt: hamiltonianul (care coincide cu energia în cazul
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sistemelor conservative), impulsul şi momentul cinetic. Deoarece se poate
alege un sistem de referiņt¼a în care impulsul şi momentul cinetic s¼a fie nule
atunci funcţia de distribuţie nu depinde decât de hamiltonian (̧si evident de
num¼arul de particule).
Faptul c¼a funçtia de distribu̧tie depinde numai de hamiltonianul sistemu-

lui apare ca o ipotez¼a şi se încadreaz¼a în teoria ergodic¼a.

6.2 Distribu̧tia microcanonic¼a

6.2.1 Expresia distribu̧tiei microcanonice

Aşa cum s-a discutat în paragraful anterior funçtia de distribu̧tie depinde
de H (hamiltonianul sistemului) care în cazul sistemelor în care foŗtele sunt
consevative este chiar energia sistemului.
Se consider¼a pentru început un sistem izolat care se afl¼a în echilibru ter-

modinamic. Acestui sistem îi corespunde un colectiv statistic numit ansam-
blu microcanonic. Sistemul este caracterizat prin num¼arul de particule N şi
volumul V . Atunci energia sistemului este bine determinat¼a şi H = E.
Din acest motiv funçtia de distribu̧tie are un caracter singular fiind nul¼a în

tot spa̧tiul fazelor cu excep̧tia punctelor de pe hipersuprafa̧ta H (p ; q) = E.
Pe de alt¼a parte ea trebuie s¼a satisfac¼a condi̧tia de normare.Z

:::

Z
� (p ; q) d
 = 1 (6.31)

Pentru a nu lucra cu funçtii singulare se admite c¼a energia este determi-
nat¼a pân¼a la o abatere foarte mic¼a:

�E � E (6.32)

Deoarece sistemul este izolat, este plauzibil s¼a presupunem c¼a toate st¼arile
microscopice compatibile cu condi̧tiile date au posibilit¼a̧ti egale de realizare,
adic¼a ele se realizeaz¼a cu aceiaşi probabilitate. Atunci:

� (p ; q) = � (H) =

�
C E 6 H 6 E +�E
0 în rest

(6.33)

Valoarea constantei C se determin¼a din condi̧tia de normare. În acest caz
singura contribu̧tie diferit¼a de zero este cea dat¼a de regiunea cuprins¼a între
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suprafȩtele de energii E şi E+�E: Pentru a simplifica nota̧tiile se introduce
funçtia:

�(x) =

�
1 0 6 x 6 �E
0 în rest

(6.34)

Astfel condi̧tia de normare devine:

C

Z
� � �
Z
E<H6E+�E

d
 = 1 (6.35)

Deoarece constanta C iese de sub semnul integralei trebuie calculat num¼a-
rul de st¼ari ale sistemului al c¼arui punct reprezentativ se afl¼a în spa̧tiul fazelor
cuprins între cele dou¼a suprafȩte de energie constant¼a. Se noteaz¼a cu 
 (E)
num¼arul de st¼ari din interiorul volumului m¼arginit de suprafa̧ta de energie
constant¼a E. Z

� � �
Z
E<H6E+�E

d
 = 
 (E +�E)� 
 (E) (6.36)

Cum �E este foarte mic:


 (E +�E)� 
 (E) �=
@
 (E)

@E
�E (6.37)

Se noteaz¼a de asemenea


0 (E) =
@
 (E)

@E
(6.38)

Din rela̧tia 6.35 rezult¼a:

C =
1


0 (E)�E
(6.39)

Astfel funçtia de distribu̧tie are forma:

� (H) =
1


0 (E)�E
�(H � E) (6.40)

Aceast¼a expresie poart¼a denumirea de funçtie de distribu̧tie microcano-
nic¼a clasic¼a.
Cu ajutorul funçtiei de distribu̧tie se poate calcula valoarea medie pe

ansamblul virtual a oric¼arei variabile dinamice a sistemului:
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hAi = 1


0 (E)�E

Z
� � �
Z
E<H6E+�E

A d
 (6.41)

sau

hAi = 1


0 (E)�E

�Z
� � �
Z
H6E+�E

A d
�
Z
� � �
Z
H6E

A d


�
(6.42)

hAi = �E


0 (E)�E

@

@E

Z
� � �
Z
H6E

A d
 =
1


0 (E)

@

@E

Z
� � �
Z
H6E

A d


(6.43)
Se observ¼a c¼a în aceast¼a expresie �E nu mai apare aşa încât valoarea

medie corespunde cazului când �E tinde la zero.

6.2.2 Interpretarea statistic¼a a entropiei

Pentru a stabili leg¼atura cu termodinamica se consider¼a dou¼a sisteme în con-
tact direct. Peretele separator este rigid şi nu permite trecerea particulelelor
dintr-o parte în alta. În plus ansamblul celor dou¼a sisteme este izolat de
exterior.
Hamiltonianul celor dou¼a sisteme este:

H = H1 +H2 +H12 (6.44)

unde H12 este hamiltonianul de interaçtie dintre cele dou¼a sisteme. Pre-
supunem c¼a H12 este extrem de mic şi poate fi neglijat în calcule. Totuşi el
exist¼a şi este absolut necesar pentru stabilirea echilibrului dintre cele dou¼a
sisteme.
În termodinamic¼a dac¼a se ajunge la echilibru, H1 şi H2 au valori bine de-

terminate. În fizica statistic¼a ele sunt îns¼a m¼arimi aleatorii, deoarece starea
de echilibru nu este o stare static¼a în care m¼arimile nu mai variaz¼a în timp.
Trebuie remarcat c¼a pentru H1 şi H2 exist¼a anumite valori extrem de proba-
bile şi c¼a orice abatere de la ele este pu̧tin probabil¼a. Vor trebui determinate
funçtiile de distribu̧tie pentru m¼arimileH1 şiH2. Cum în condi̧tii de echilibru

H = H1 +H2 = const (6.45)
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putem s¼a ne fix¼am ateņtia asupra lui H1. Presupunem ca şi în cazul anterior
c¼a energia sistemului reunit poate lua valori în intervalul E ; E+�E . Atunci
densitatea de probabilitate pentru sistemul total are expresia dat¼a de rela̧tia
6.33, iar probabilitatea ca punctul respectiv s¼a fie în intervalul delimitat de
cele dou¼a suprafȩte de energie constant¼a este:

dP = Cd
 = Cd
1d
2 (6.46)

unde d
1 este num¼arul de st¼ari corespunz¼ator primului sistem iar d
2 este
num¼arul de st¼ari al celui de-al doilea sistem. Ne intereseaz¼a în continuare
probabilitatea ca starea primului sistem s¼a se g¼aseasc¼a în elementul de volum
d
1 indiferent de starea sistemului al doilea. Pentru aceasta se integreaz¼a
peste toate elementele de volum d
2. Cum energia primului sistem o consi-
der¼am fixat¼a atunci:

E � E1 6 E2 6 E +�E � E1 (6.47)

iar probabilitatea considerat¼a este:

dP = Cd
1

Z
� � �
Z
d
2 (6.48)

dP = Cd
1
@
2 (E � E1)

@E
�E (6.49)

Cum valoarea constantei de normare este data de rela̧tia 6.39 rezult¼a:

dP =
1


0 (E)

@
2 (E � E1)
@E

d
1 (6.50)

Pentru a determina probabilitatea ca energia primului sistem s¼a fie cuprin-
s¼a între valorile E1 şi E1+dE1 se integreaz¼a expresia de mai sus pe toate ele-
mentele de volum d
1 pentru care energia variaz¼a în intervalul E1 şi E1+dE1.
Se ţine cont c¼a: Z

� � �
Z
E16E6E1+dE1

d
1 =
@
1
@E1

dE1 (6.51)

Aceast¼a probabilitate o vom nota cu dP1 şi este dat¼a de:

dP1 =
1


0 (E)

@
2 (E � E1)
@E

@
1 (E1)

@E1
dE1 (6.52)
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Se face ipoteza c¼a sistemele considerate sunt sisteme cu un mare num¼ar
de grade de libertate. Atunci funçtiile @
2=@E şi @
1=@E1 sunt funçtii rapid
variabile. Când @
1=@E1 creşte, @
2=@E scade şi invers. Prin urmare pro-
dusul

@
2 (E � E1)
@E

@
1
@E1

= 
01

0
2

are un maxim foarte pronuņtat pentru o anumit¼a valoare a lui E1: Maximul
se ob̧tine anulând derivata logaritmului acestei expresii:

d

dE1
ln (
01


0
2) = 0 (6.53)

În 6.53 nota̧tia cu prim indic¼a prima derivat¼a în raport cu energia. Ob̧tinem:

d ln
01
dE1

+
d ln
02
dE1

= 0 (6.54)

dar

d ln
02
dE1

=
d ln
02
dE2

dE2
dE1

= �d ln

0
2

dE2
(6.55)

deoarece E2 = E � E1.
Atunci:

d ln
01
dE1

� d ln

0
2

dE2
= 0 (6.56)

sau:

d ln
01
dE1

=
d ln
02
dE2

(6.57)

Deoarece

d
1 =
d
1
dE1

dE1 (6.58)

expresia d
1=dE1 poate fi interpretat¼a ca o densitate de st¼ari microscopice.
Rela̧tia 6.57 arat¼a c¼a derivata în raport cu energia a logaritmului densit¼a̧tii

de st¼ari este aceiaşi pentru toate sistemele care sunt în contact. Deoarece
num¼arul de particule a celor dou¼a sisteme nu se modific¼a se deduce c¼a la
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echilibru aceast¼a derivat¼a trebuie s¼a fie o funçtie numai de temperatura ab-
solut¼a a sistemului, temperatura fiind m¼arimea care caracterizeaz¼a echilibrul
termic. Atunci:

d ln
0

dE
= � (T ) (6.59)

sau:

d ln
0 = � (T ) dE (6.60)

Deoarece s-a presupus c¼a peretele separator este diaterm atunci dE are
semnifica̧tia unei cantit¼a̧ti de caldur¼a, adic¼a:

dE = �Q (6.61)

Rezult¼a:

d ln
0 = � (T ) �Q (6.62)

Din aceast¼a ultim¼a rela̧tie rezult¼a ca � (T ) este un factor integrant al can-
tit¼a̧tii de c¼aldur¼a elementare. Acest factor integrant este pân¼a la o constant¼a
egal cu 1=T . Se admite c¼a:

� (T ) =
1

kBT
(6.63)

unde kB este constanta lui Boltzmann.
Pe baza acestor considera̧tii se poate introduce entropia sistemului ca

fiind dat¼a de:

dS =
�Q

T
=
d ln
0

T� (T )
T = kBd ln


0 (6.64)

Se integreaz¼a şi rezult¼a:

S = kB ln

0 (E) + const (6.65)

6.2.3 Aplica̧tii ale distribu̧tiei microcanonice la gazul
ideal monoatomic

Se asimileaz¼a gazul ideal monoatomic cu un sistem de N puncte materiale
care se afl¼a într-un volum V între care nu se exercit¼a foŗte de interaçtiune.
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Aceasta înseamn¼a c¼a moleculele nu se pot mi̧sca complet liber în sensul c¼a
perȩtii açtioneaz¼a cu foŗte repulsive când moleculele vin în contact cu aceştia.
Deoarece nu exist¼a foŗte de interaçtie între molecule energia poteņtial¼a

de interaçtie este nul¼a.
Se aleg ca variabile canonice qi şi pi coordonatele şi impulsurile carteziene.

Atunci hamiltonianul acestui sistem este:

H =

3NX
i=1

p2i
2m

(6.66)

unde m este masa unei molecule.
Pentru a determina entropia sistemului trebuie s¼a se calculeze num¼arul

de st¼ari din interiorul hipersuprafȩtei de energie E din spa̧tiul fazelor.


 =

Z
� � �
Z
dp1dp2:::dp3Ndq1dq2:::dq3N

N !h3N
(6.67)

deoarece orice particul¼a are trei grade de libertate de transla̧tie.
Integrarea asupra elementului de volum dq1dq2dq3 d¼a chiar volumul V ,

deoarece acestea sunt coordonatele carteziene ale primei particule. Se pro-
cedeaz¼a în acelaşi mod şi cu coordonatele carteziene ale celorlalte particule.
Rela̧tia 6.67 devine:


 =
V N

N !h3N

Z
� � �
Z
dp1dp2:::dp3N (6.68)

Integrarea dup¼a impulsuri se efectueaz¼a pentru valorile ce îndeplinesc
condi̧tia

3NX
i=1

p2i
2m

6 E (6.69)

sau

3NX
i=1

p2i 6 2mE (6.70)

În spa̧tiul impulsurilor, aceste puncte sunt situate la o distaņt¼a de origine
cel mult egal¼a cu

p
2mE, adic¼a ocup¼a volumul unei sfere de raz¼a

p
2mE.

Nu se va calcula explicit acest volum ci va fi evaluat facând urm¼atoarele
considera̧tii. Deoarece aria unui cerc este proportional¼a cu p¼atratul razei,
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volumul sferei este propoŗtional cu puterea a treia, atunci într-un spa̧tiu 3N
dimensional volumul sferei este propoŗtional cu R3N : Atunci:


 =
C1V

N (2mE)
3N
2

N !h3N
=
CV NE

3N
2

N !h3N
(6.71)

Derivând:


0 =
@


@E
=

3N

2N !h3N
CV NE

3N
2
�1 (6.72)

Rezult¼a:

S = kB ln

0 = kB ln

3C

2
+NkB ln

V

h3
+ kB

�
3N

2
� 1
�
lnE � ln (N � 1)!

(6.73)
Cum num¼arul de molecule este foarte mare se poate scrie:

3N

2
� 1 t 3N

2
; N � 1 t N (6.74)

Utillizând formula lui Stirling

lnN ! t N ln
N

e
(6.75)

rela̧tia 6.73 se scrie:

S = kB ln
3C

2
+ kBN ln

V

h3N
+
3NkB
2

lnE �N ln N
e

(6.76)

Din aceast¼a rela̧tie se pot deduce propriet¼a̧tile sistemului:

@S

@E
=
1

T
=
3NkB
2E

(6.77)

@S

@V
=
p

T
=
kBN

V
(6.78)

În rela̧tia de mai sus E este de fapt energia intern¼a U din termodinamic¼a,
deoarece gazul ideal are doar energie cinetic¼a de transla̧tie.
Astfel se ob̧tin ecua̧tiile de stare:

E =
3

2
kBNT (6.79)
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şi

pV = kBNT (6.80)

6.3 Distribu̧tia canonic¼a

6.3.1 Expresia distribu̧tiei canonice

Utilizarea distribu̧tiei microcanonice este destul de incomod¼a deoarece ob̧ti-
nerea num¼arului de microst¼ari este extren de anevoioas¼a pentru diferite sis-
teme. Aceast¼a distribu̧tie se foloseşte pentru deducerea rela̧tiilor de baz¼a
din fizica statistic¼a. La distribu̧tia microcanonic¼a s-a ajuns admi̧tând c¼a la
echilibru sistemul are o energie bine determinat¼a fapt care este valabil pentru
sistemele izolate. Studiul f¼acut arat¼a ca subsistemele 1 şi 2 care nu sunt izo-
late ci doar în contact termic unul cu altul ating o stare de echilibru în care
energiile E1 şi E2 nu mai au valori bine determinate şi pot admite fluctua̧tii
extrem de mici. Aceasta conduce la ideea de a studia starea de echilibru a
unui sistem în contact cu un termostat (rezervor termic). Se consider¼a c¼a
sistemul 1 este sistemul pe care-l vom studia iar sistemul 2 este termostatul.
Probabilitatea pentru ca punctul reprezentativ al sistemul 1 s¼a se g¼aseasc¼a
în elementul de volum dq1dp1 din spa̧tiul fazelor indiferent de starea în care
se g¼aseşte termostatul 2 este dat¼a de expresia:

dP = C
02 (E � E1) d
1 = �d
1 (6.81)

unde C este o constant¼a.
Dar din ecua̧tia:

S2 = kB ln

0
2 (E � E1) (6.82)

rezult¼a:


02(E � E1) = exp
�
S2 (E � E1)

kB

�
(6.83)

unde E este energia total¼a a sistemului format din sistem şi termostat.
Deoarece termostatul este un rezervor foarte mare de energie E1 � E (ener-
gia sistemului 1 este foarte mic¼a în raport cu energia termostatului) se poate
scrie:
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S2 (E � E1) = S2 (E)�
@S2 (E)

@E
E1 (6.84)

unde

@S2 (E)

@E
=
1

T
(6.85)

iar T este temperatura termostatului. Dac¼a se ţine cont de rela̧tiile 6.81, 6.84
şi 6.85 se poate exprima funçtia de distribu̧tie astfel:

� = C exp

�
S2 (E)

kB

�
exp

�
� E1
kBT

�
(6.86)

Expresia de mai sus cap¼at¼a o form¼a mai simpl¼a dac¼a înglob¼am factorul
exp [S2 (E) =kB] în constant¼a, deoarece aceasta se refer¼a la termostat. Se
exprim¼a E1 în funçtie de variabilele canonice şi se noteaz¼a E1 = H (p; q).
Atunci funçtia de distribu̧tie devine:

� = C exp

�
�H (p; q)

kBT

�
(6.87)

unde constanta se determin¼a din condi̧tia de normare. Rezult¼a:

C =
1R

���
R
exp

h
�H(p;q)

kBT

i
d


(6.88)

Deoarece sistemul se afl¼a la T , V , N fixa̧ti, constanta de normare va
depinde de aceşti parametri. Inversa ei se noteaz¼a cu Z (T; V;N):

Z (T; V;N) =

Z
� � �
Z
exp

�
�H (p; q)

kBT

�
d
 (6.89)

Ea poart¼a numele de sum¼a de stare, sau funçtie de parti̧tie. Atunci funçtia
de distribu̧tie este:

� =
1

Z (T; V;N)
exp

�
�H (p; q)

kBT

�
(6.90)

Aceasta este funçtie de distribu̧tie canonic¼a iar ansamblul respectiv poart¼a
numele de ansamblu canonic.
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Discu̧tia de pân¼a acum a fost f¼acut¼a în ipoteza c¼a energia sistemului
variaz¼a continuu. Atunci probabilitatea ca sistemul s¼a se g¼aseasc¼a într-o
regiune din spa̧tiul fazelor este:

dP = C exp

�
�H (p; q)

kBT

�
d
 (6.91)

unde d
 este dat de una din expresiile 6.8 sau 6.10.
Vom considera situa̧tia în care sistemul poate exista doar în st¼arile discrete

de energie E1; E2; :::; En; :::: În acest caz probabilitatea ca sistemul s¼a se afle
în starea de energie En este:

Pn = C exp

�
� En
kBT

�
(6.92)

Constanta de normare se determin¼a din condi̧tia de normare:X
n

Pn = 1 (6.93)

Atunci funçtia de parti̧tie este:

Z =
X
n

exp

�
� En
kBT

�
(6.94)

6.3.2 Interpretarea m¼arimilor termodinamice

Odat¼a determinat¼a funçtia de distribu̧tie se pot deduce propriet¼a̧tile sis-
temelor deoarece se pot calcula valorile medii ale m¼arimilor caracteristice.
Ca exemplu se consider¼a energia sistemelor conservative: aceasta este dat¼a
chiar de hamiltonianul sistemului. Energia intern¼a a sistemului se calculeaz¼a
astfel:

U = hHi = 1

Z

Z
� � �
Z
H exp

�
� H

kBT

�
d
 (6.95)

Parametrii de foŗt¼a sunt defini̧ti prin rela̧tiile:

Ai =

�
@H

@ai

�
=
1

Z

Z
� � �
Z
@H

@ai
exp

�
� H

kBT

�
d
 (6.96)

Notând
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� =
1

kBT
(6.97)

se poate scrie funçtia de parti̧tie astfel:

Z = Z (�; T ) =

Z
� � �
Z
exp (��H) d
 (6.98)

Atunci:

@Z

@�
= �

Z
� � �
Z
H exp (��H) d
 (6.99)

@Z

@ai
= ��

Z
� � �
Z
@H

@ai
exp (��H) d
 (6.100)

Energia intern¼a, parametrii de pozi̧tie şi entropia sistemului se exprim¼a
cu ajutorul funçtiei de parti̧tie a sistemului:
Din 6.95 şi 6.99 rezult¼a:

@Z

@�
= �

Z
� � �
Z
H exp (��H) d
 = �ZU (6.101)

sau

U = � 1
Z

@Z

@�
= � @

@�
lnZ (6.102)

iar din rela̧tiile 6.96 şi 6.100:

Ai = �
1

�Z

�
@Z

@ai

�
(6.103)

Astfel:

Ai = �
1

�

@

@ai
lnZ (6.104)

Entropia sistemului se deduce considerând lnZ = lnZ (� ; ai) ; prin dife-
reņtiere:

d lnZ =
@ lnZ

@�
d� +

X
i

@ lnZ

@ai
dai (6.105)

sau
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d lnZ = �Ud� �
X
i

�Aidai (6.106)

dar:

d lnZ = �Ud� � ��L = �d (U�) + � (dU � �L) (6.107)

de unde:

d lnZ = �d
�
U

kBT

�
+
�Q

kBT
(6.108)

De aici rezult¼a:

S = kB lnZ +
U

T
(6.109)

sau

lnZ = �U � TS
kBT

= � F

kBT
(6.110)

Rela̧tia de mai sus leag¼a energia liber¼a de funçtia de parti̧tie. Rela̧tia se
mai poate scrie:

Z = exp

�
� F

kBT

�
(6.111)

Atunci funçtia de distribu̧tie este:

� =
1

Z
exp

�
� H

kBT

�
= exp

�
F �H
kBT

�
(6.112)

De aici:

ln � =
F �H
kBT

(6.113)

Se observ¼a c¼a rela̧tia de mai sus coņtine m¼arimi microscopice şi macros-
copice. Mediind 6.113 se ob̧tine:

hln �i = F � hHi
kBT

=
F � U
kBT

= � S
kB

(6.114)

de unde rezult¼a:
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S = �kB hln �i (6.115)

sau:

S = �k
Z
� � �
Z
� ln �d
 (6.116)

În cazul în care energia sistemului ia valori discrete probabilitatea ca
sistemul s¼a se afle în starea de energie E este:

P =
1

Z
exp

�
� E

kBT

�
= exp

�
F � E
kBT

�
(6.117)

Logaritmând:

lnP =
F � E
kBT

(6.118)

şi mediind:

hlnP i = F � hEi
kBT

=
F � U
kBT

= � S
kB

(6.119)

rezult¼a rela̧tia lui Boltzmann:

S = �kB hlnP i (6.120)

Rela̧tia lui Boltzmann arat¼a c¼a entropia este propoŗtional¼a cu logaritmul
probabilit¼a̧tii de realizare a st¼arii respective.

6.3.3 Fluctua̧tia energiei

Se defineşte fluctua̧tia m¼arimii A ca fiind r¼ad¼acina p¼atrat¼a din abaterea
p¼atratic¼a medie:q


(�A)2
�
=


(A� hAi)2

�1=2
=
�

A2
�
� hAi2

�1=2
(6.121)

Pentru a calcula fluctua̧tiile energiei se observ¼a c¼a:

@2 lnZ

@�2
=
@

@�

�
1

Z

@Z

@�

�
=
1

Z

@2Z

@�2
�
�
1

Z

@Z

@�

�2
(6.122)

Dar:
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@Z

@�
= �

Z
� � �
Z
H exp (��H) d
 =

�
� 1
Z

Z
� � �
Z
H exp (��H) d


�
Z

(6.123)

1

Z

@Z

@�
= �hHi (6.124)

sau

U = hHi = � @

@�
lnZ (6.125)

Derivând înc¼a o dat¼a rela̧tia 6.123 se ob̧tine:

@2Z

@�2
=

Z
� � �
Z
H2 exp (��H) d
 = Z



H2
�

(6.126)

Ţinând cont de rela̧tiile 6.124 şi 6.126 rela̧tia 6.122 devine:

@2 lnZ

@�2
=


H2
�
� hHi2 =



(�H)2

�
(6.127)

Pe de alt¼a parte din rela̧tia 6.110 rezult¼a lnZ = ��F iar prin derivare
de dou¼a ori în raport cu � se ob̧tine:

@2 lnZ

@�2
=
@2

@�2
(��F ) = @

@�

�
�F � �@F

@�

�
(6.128)

Se observ¼a c¼a:

�
@F

@�
=

1

kBT

@F

@�
=

1

kBT

@F

@T

1

@�=@T
= �T @F

@T
(6.129)

Cum:

@F

@T
= S

rezult¼a:

�
@F

@�
= �TS (6.130)

Atunci :
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(�H)2

�
=
@

@�
(�F � TS) = @ (�U)

@�
= kBT

2@U

@T
= kBT

2CV (6.131)

unde CV este capacitatea caloric¼a a sistemului la volum constant. Rezult¼a
c¼a �uctua̧tia relativ¼a este:q


(�H)2
�
=
p
kBT 2CV (6.132)

q

(�H)2

�
hHi =

p
kBT 2CV
hHi (6.133)

Cum pentru un sistem termodinamic alc¼atuit din N particule CV s N şi
hHi s N , atunci: q


(�H)2
�

hHi =

p
N

N
=

1p
N

(6.134)

De exemplu num¼arul de molecule de gaz la presiune normal¼a dintr-un
centrimetru cub este de ordinul 1018: Atunci �H= hHi s 10�9.
Se observ¼a c¼a în sistemele macroscopice fluctua̧tia relativ¼a a energiei este

neglijabil¼a, adic¼a energia variaz¼a insesizabil în jurul valorii energiei medii.

6.3.4 Aplica̧tii ale distribu̧tiei canonice la gazul ideal

Gazul ideal este alc¼atuit din particule care nu interaçtioneaz¼a (datorit¼a unui
grad înalt de rarefiere) aşa încât hamiltonianul sistemului este:

H =
3NX
i=1

p2i
2m

(6.135)

iar num¼arul de grade de libertate este f = 3N
Atunci:

Z (T; V;N) =
1

N !h3N

Z
� � �
Z
exp (��H) dpdq (6.136)

Se integreaz¼a dup¼a variabilele de pozi̧tie şi se ob̧tine V N . Atunci:
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Z (T; V;N) =
V N

N !h3N

"
3NX
i=1

Z 1

�1
exp

�
� p2i
2mkBT

�
dpi

#
(6.137)

sau

Z (T; V;N) =
V N

N !h3N

�Z 1

�1
exp

�
� p2

2mkBT

�
dp

�3N
(6.138)

Rezult¼a:

Z =
V N (2�mkBT )

3N
2

N !h3N
(6.139)

Energia liber¼a este:

F (T; V;N) = �kBT lnZ (6.140)

Se ţine cont de formula lui Stirling şi rezult¼a:

F = �NkBT ln

"�
2�mkBT

h2

�3=2
eV

N

#
(6.141)

Dac¼a se cunoaşte energia liber¼a se pot determina toate propriet¼a̧tile sis-
temului. Astfel, entropia sistemului este dat¼a de:

S = �
�
@F

@T

�
V

= NkB ln

"�
2�mkBT

h2

�3=2
eV

N

#
+
3

2
NkB (6.142)

Din 6.141 şi 6.142 rezult¼a energia intern¼a a gazului perfect:

U = F + TS =
3

2
NkBT (6.143)

Presiunea se ob̧tine prin derivarea energiei libere în raport cu volumul:

p = �
�
@F

@V

�
T

=
NkBT

V
(6.144)

Aceasta este o ecua̧tie termic¼a de stare, cunoscut¼a şi sub denumirea de
legea gazelor perfecte.
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6.3.5 Legea de distribu̧tie Maxwell - Boltzmann

Fie un sistem de N particule care nu interaçtioneaz¼a între ele îns¼a care in-
teraçtioneaz¼a cu diverse câmpuri externe. Atunci hamiltonianul sistemului
coņtine pe lâng¼a termenii datora̧ti energiei cinetice a particulelor şi energia
poteņtial¼a de interaçtie.

H =

NX
i=1

Eci +
NX
i=1

Epi (6.145)

H =
NX
i=1

�
p2xi + p

2
yi + p

2
zi

2m

�
+

NX
i=1

Epi =
NX
i=1

Hi (6.146)

În conformitate cu distribu̧tia canonic¼a functia de distribu̧tie a sistemului
este:

� = C exp

�
� H

kBT

�
(6.147)

unde C este o constant¼a.
Astfel probalitatea ca particulele s¼a aib¼a componentele impulsului în in-

tervalele (pxi; pxi + dpxi) , (pyi; pyi + dpyi) ; (pzi; pzi + dpzi) şi s¼a fie localizate
în elementele de volum: dxidyidzi este:

dP = C exp

�
� H

kBT

� NY
i=1

dxidyidzi

NY
i=1

dpxidpyidpzi (6.148)

Din aceast¼a formul¼a se observ¼a c¼a probabilitatea de a g¼asi particula o par-
ticul¼a i în elementul de volum din spa̧tiul fazelor dxidyidzidpxidpyidpzi este
independent¼a de pozi̧tiile şi impulsurile celorlalte particule. Pentru aceasta se
integreaz¼a dup¼a coordonatele carteziene şi dup¼a componentele impulsurilor
celorlalte particule din sistem. Renuņtând la indicele i se ob̧tine probabili-
tatea ca o particul¼a s¼a se g¼aseasc¼a în volumul dxdydzdpxdpydpz din spa̧tiul
fazelor. Se introduce rezultatul integr¼arii într-o constant¼a, şi se ob̧tine legea
de distribu̧tie Maxwell Boltzmann:

dP = C exp

�
� H

kBT

�
dxdydzdpxdpydpz (6.149)

unde H este hamiltonianul unei singure particule:
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H =
p2x + p

2
y + p

2
z

2m
+ Ep (x; y; z) (6.150)

Legea de distribuţie Boltzmann se ob̧tine atunci când intereseaz¼a pro-
babilitatea de localizare a particulei indiferent de impulsul ei. Se integreaz¼a
?? dup¼a impulsuri şi se ob̧tine pentru probabilitatea de localizare expresia:

dP = C exp

�
� Ep
kBT

�
dxdydz (6.151)

Trebuie remarcat c¼a prin integrare se ob̧tin alte constante care împre-
un¼a cu constanta ini̧tial¼a dau o nou¼a constant¼a. Noua constant¼a se poate
determina exact dac¼a se aplic¼a condi̧tia de normare.

C =
1RRR

V
exp

�
� Ep
kBT

�
dxdydz

(6.152)

unde V este volumul sistemului.
Atunci probabilitatea corespunz¼atoare este:

dP =
exp

�
� Ep
kBT

�
dxdydzRRR

V
exp

�
� Ep
kBT

�
dxdydz

(6.153)

O aplica̧tie util¼a a acestei distribu̧tii este determinarea în funçtie de po-
zi̧tie a concentra̧tiei de molecule a unui gaz perfect în câmp gravita̧tional.
Pentru a o deduce, se consider¼a un cilindru cu aria bazei egal¼a cu S. Energia
poteņtial¼a a unei molecule în câmpul gravita̧tional este:

Ep = mgz (6.154)

unde am considerat axa Oz ca ax¼a vertical¼a. Atunci probabilitatea ca par-
ticula s¼a se afle în elementul de volum dxdydz este:

dP = C exp

�
�mgz
kBT

�
dxdydz (6.155)

Se integreaz¼a dup¼a dxdy şi se ob̧tine ca rezultat suprafa̧ta S. Probabili-
tatea ca particula s¼a se afle între cotele z şi z + dz este:

dP = C exp

�
�mgz
kBT

�
dz (6.156)
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Numerele de particule care se afl¼a la în¼aļtimea z1 în intervalul z1 ; z1+dz1
şi la în¼aļtimea z2 în intervalul z2 ; z2 + dz2 sunt propoŗtionale cu probabi-
lit¼a̧tile de localizare respective.

N (z1) = C exp

�
�mgz1
kBT

�
(6.157)

N (z2) = C exp

�
�mgz2
kBT

�
(6.158)

unde C este o constant¼a. Atunci:

N (z1)

N (z2)
= exp

�
�mg (z1 � z2)

kBT

�
(6.159)

Aceast¼a rela̧tie o vom transforma pentru a ob̧tine o rela̧tie între concen-
tra̧tiile moleculelor la în¼a̧timile respective n (z1) şi n (z2):

N (z1)

V

V

N (z2)
= exp

�
�mg (z1 � z2)

kBT

�
n (z1)

n (z2)
= exp

�
�mg (z1 � z2)

kBT

�
(6.160)

Pentru z = 0 se ob̧tine concentra̧tia de molecule de la suprafa̧ta p¼amân-
tului. Atunci concentra̧tia de molecule variaz¼a cu în¼aļtimea dup¼a legea:

n (z) = n (0) exp

�
�mgz
kBT

�
(6.161)

Presupunând c¼a temperatura nu variaz¼a cu în¼aļtimea şi cunoscând faptul
c¼a p = nkBT rezult¼a:

p (z) = p (0) exp

�
�mgz
kBT

�
(6.162)

unde p (0) este presiunea la suprafa̧ta p¼amântului.
Legea de distribuţie Maxwell se refer¼a la distribu̧tia dup¼a viteze a mole-

culelor unui gaz. Pentru a ob̧tine aceast¼a lege se integreaz¼a 6.149 dup¼a vari-
abilele de pozi̧tie şi rezult¼a probabilitatea ca particula s¼a aib¼a componentele
impulsului în intervalele (px ; px + dpx) ; (py ; py + dpy) ; (pz ; pz + dpz).
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dP = C exp

�
�
p2x + p

2
y + p

2
z

2mkBT

�
dpxdpydpz (6.163)

Cum px = mvx , py = mvy , pz = mvz , probabilitatea ca viteza par-
ticulei s¼a aib¼a componentele în intervalele (vx ; vx + dvx), (vy ; vy + dvy),̧si
(vz ; vz + dvz) este:

dP = C exp

"
�
m
�
v2x + v

2
y + v

2
z

�
2kBT

#
dvxdvydvz (6.164)

Aceasta este legea de distribu̧tie a lui Maxwell. Constanta de integrare
se deduce din condi̧tia de normare:

Z
dP = C

ZZZ
exp

"
�
m
�
v2x + v

2
y + v

2
z

�
2kBT

#
dvxdvydvz = 1 (6.165)

Aceat¼a integral¼a se face calculând trei integrale de tipul:Z 1

�1
exp

�
� mv2

2kBT

�
dv =

r
2�kBT

m
(6.166)

Atunci rela̧tia 6.165 devine:

C

�
2�kBT

m

�3=2
= 1 (6.167)

de unde :

C =

�
m

2�kBT

� 3
2

(6.168)

Astfel expresia 6.164 este:

dP =

�
m

2�kBT

� 3
2

exp

"
�
m
�
v2x + v

2
y + v

2
z

�
2kBT

#
dvxdvydvz (6.169)

Se poate exprima aceast¼a probabilitate folosind coordonate polare, în care
viteza particulei este caracterizat¼a prin modulul ei, prin unghiul � pe care îl
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face cu axa Oz şi unghiul ' pe care îl face proieçtia vitezei în planul xOy cu
axa Ox. Atunci:

dvxdvydvz = v
2 sin �d�d'dv (6.170)

Se ob̧tine:

dP = C exp

�
� mv2

2kBT

�
v2 sin �d�d'dv (6.171)

Dac¼a intereseaz¼a doar probabilitatea ca viteza particulei s¼a fie cuprins¼a
între v, v + dv indiferent de orientare, rela̧tia 6.171 se integreaz¼a dup¼a vari-
abilele � şi '. Deoarece: Z �

0

sin �d�

Z 2�

0

d' = 4� (6.172)

se ob̧tine:

dP = 4�C exp

�
� mv2

2kBT

�
v2dv (6.173)

Constanta C se determin¼a ca şi în cazul anterior din condi̧tia de normare:

4�C

Z 1

0

exp

�
� mv2

2kBT

�
v2dv = 1 (6.174)

Se ob̧tine:

C =
1

2

�
m

2�kBT

� 3
2

(6.175)

Atunci rela̧tia 6.174 devine:

dP = 2�

�
m

2�kBT

� 3
2

exp

�
� mv2

2kBT

�
v2dv (6.176)

Din aceast¼a expresie rezult¼a funçtia de distribu̧tie dup¼a viteze:

� (v) = 2�

�
m

2�kBT

� 3
2

v2 exp

�
� mv2

2kBT

�
(6.177)

Funçtia are un maxim pentru o anumit¼a vitez¼a denumit¼a viteza cea mai
probabil¼a.
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vp =

r
2kBT

m
(6.178)

Putem calcula viteza medie precum şi viteza p¼atratic¼a medie:

hvi =
R1
0
v� (v) dvR1

0
� (v) dv

=

r
8kBT

�m
(6.179)



v2
�
=

R1
0
v2� (v) dvR1

0
� (v) dv

=
3kBT

2�m
(6.180)

6.3.6 Teorema echiparti̧tiei energiei

Teorema echiparti̧tiei energiei arat¼a c¼a valoarea medie a unui produs de forma
pi (@H=@pi) sau qi (@H=@qi) este totdeauna egal¼a cu kBT .
Vom face aceast¼a demonstra̧tie pentru produsul pi (@H=@pi)�

pi
@H

@pi

�
=
1

Z

Z
� � �
Z
pi
@H

@pi
exp

�
� H

kBT

�
d


unde:

d
 =
dp1:::dpi:::dpfdq1:::dqi:::dqf

hf

Integrând prin p¼aŗti rezult¼a:

�
pi
@H

@pi

�
=

kBT

Z

Z
� � �
Z
exp

�
� H

kBT

�
d


� 1
Z

Z
� � �
Z

@

@pi

�
pi exp

�
� H

kBT

��
d
 (6.181)

Cea de-a doua integral¼a din 6.181 va fi efectuat¼a dup¼a pi.

Z
@

@pi

�
pi exp

�
� H

kBT

��
dpi = pi exp

�
� H

kBT

�����1
�1

= 0 (6.182)

Rezultatul integr¼arii este nul deoarece exponeņtiala tinde mai repede la
zero dec¼at pi. Atunci:
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�
pi
@H

@pi

�
=
kBT

Z
Z = kBT (6.183)

Într-un mod asem¼an¼ator se demonstreaz¼a c¼a:�
qi
@H

@qi

�
= kBT (6.184)

Dac¼a presupunem c¼a pi reprezint¼a componenta cartezian¼a a impulsului
unei particule a sistemului

@H

@pi
=
1

m
pi

Cum:

pi
@H

@pi
=
p2i
m
= 2

p2i
2m�

pi
@H

@pi

�
= 2

hp2i i
2m

= kBT

Atunci:

hp2i i
2m

=
kBT

2
(6.185)

Prin urmare contribu̧tia fiec¼arui grad de libertate la energia cinetic¼a este
kBT=2. Aceasta justific¼a denumirea de teorem¼a a echiparti̧tiei energiei:
Fiecare grad de libertate contribuie la energia total¼a cu kBT=2:
În cazul gazului ideal format din N particule num¼arul gradelor de liber-

tate este 3N . Cum în cazul acesta nu avem interaçtie între molecule, energia
intern¼a este datorat¼a numai energiei cinetice a particulelor.

U = 3N
kBT

2
(6.186)

Considerând N = NA (num¼arul lui Avogadro) c¼aldura molar¼a la volum
constant este:

C�V =

�
@U

@T

�
V

=
3kBN

2
=
3R

2
(6.187)
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Dac¼a sistemul este format din particule ce oscileaz¼a în jurul unei pozi̧tii
de echilibru şi ne limit¼am la proieçtia acestei mi̧sc¼ari de-a lungul unei axe
de coordonate, energia poteņtial¼a este propoŗtional¼a cu p¼atratul coordonatei
particulei care în acest caz reprezint¼a elonga̧tia de la pozi̧tia de echilibru.

U = cq2i

unde c este o constant¼a.
Atunci

@H

@qi
= 2cqi

�
qi
@H

@qi

�
=


2cq2i

�
= kBT (6.188)

Astfel:



cq2i
�
=
kBT

2
(6.189)

Prin urmare contribu̧tia acestui termen la energia poteņtial¼a este kBT=2
Pentru mi̧scarea complet¼a în spa̧tiu energia poteņtial¼a medie a fiec¼arei

particule este 3kBT=2. O astfel de situa̧tie o întâlnim în cazul corpurilor
solide. Dac¼a num¼arul de atomi coņtinut de corp este N energia poteņtial¼a
a întregului ansamblu este 3NkBT=2. La aceast¼a energie se ad¼aug¼a energia
datorat¼a mi̧sc¼arii atomilor, care are tot valoarea 3NkBT=2.
Dac¼a se consider¼a un kmol de substaņt¼a energia intern¼a total¼a a acestuia

este:

U = 3NAkBT (6.190)

C¼aldura molar¼a a corpului solid este:

C�V =

�
@U

@T

�
V

= 3R (6.191)

Rezultatul este cunoscut sub denumirea de legea Dulong-Petit care este
confirmat¼a experimental la temperaturi mari.
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6.4 Distribu̧tia macrocanonic¼a

6.4.1 Expresia distribu̧tiei macrocanonice

Atunci când a fost dedus¼a distribu̧tia microcanonic¼a s-a considerat c¼a sis-
temul este complet izolat de mediul extern.
O astfel de situa̧tie este una idealizat¼a, în general un sistem poate schimba

energie sau substaņt¼a cu mediul extern. Distribu̧tia canonic¼a ia în conside-
rare faptul c¼a sistemul se poate afla în contact termic cu un termostat şi poate
schimba energie cu acesta. Acest lucru trebuie privit prin prisma imposibi-
lit¼a̧tii izol¼arii complete a unui sistem. Totuşi exist¼a o limitare important¼a în
cazul utiliz¼arii acestei distribu̧tii şi anume aceea c¼a num¼arul de particule din
sistem este constant.
Din acest motiv trebuie considerat¼a şi o distribu̧tie pentru sistemele ce

schimb¼a atât energie cât şi particule cu mediul extern. Aceasta este dis-
tribu̧tia macrocanonic¼a.
Se presupune c¼a sistemul S este în contact cu un alt sistem R care este

în acelaşi timp şi termostat şi rezervor de particule. În plus ambele sisteme
coņtin un singur fel de particule şi cum cele dou¼a sisteme sunt în echilibru
poteņtialul chimic este acelaşi.
Se observ¼a c¼a energia şi num¼arul de particule al sistemului considerat nu

sunt fixate. Atunci se poate vorbi numai de valorile lor medii în condi̧tiile
date; ele sunt m¼arimi care prezint¼a fluctua̧tii.
Din cele dou¼a sisteme se formeaz¼a un sistem compus a c¼arui energie este:

E = E1 + E2 + E12 (6.192)

E1 fiind energia sistemului S, E2 este energia rezervorului R şi E12 este ener-
gia de interaçtie dintre cele dou¼a sisteme. Considerând energia de interaçtie
neglijabil¼a atunci:

E = E1 + E2 (6.193)

În sistemul compus num¼arul total de particule este constant.
Deoarece sistemul R este un rezervor

E2 � E1

N2 � N1
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Se aplic¼a sistemului compus izolat distribu̧tia microcanonic¼a. Probabi-
litatea ca punctul reprezentativ al sistemului S s¼a se g¼aseasc¼a în elementul
de volum dp1dq1 din spa̧tiul fazelor, indiferent de starea în care se g¼aseşte
rezervorul R este:

dP = C
02 (E2 ; N2) d
1 = C

0
2 (E � E1 ; N �N1) d
1 (6.194)

Deoarece

S2 = kB ln

0
2 (6.195)

rezult¼a


02 (E � E1 ; N �N1) = exp
�
S2 (E � E1 ; N �N1)

kB

�
(6.196)

Având în vedere rela̧tiile 6.195 şi 6.196 entropia S2 se exprim¼a astfel:

S2 (E � E1 ; N �N1) = S2 (E ; N) +
@S2
@E1

E1 +
@S2
@N1

N1 (6.197)

Deoarece entropia depinde de num¼arul de particule
@S

@N
va � exprimat¼a

în funçtie de poteņtialul chimic al unei particule

@S

@N
=
@S

@M

@M

@N
= ��

T

@ (Nm0)

@N
= �m0�

T
= ��0

T

În rela̧tia de mai sus m0 este masa unei particule, iar �0 = m0� este
poteņtialul chimic al unei particule.
Dar

@S2
@E1

= � @S2
@ (E � E1)

= � @S2
@E2

= � 1
T

(6.198)

@S2
@N1

=
@S2

@ (N �N1)
@ (N �N1)

@N1
= � @S2

@N2
=
�0
T

(6.199)

unde T este temperatura de echilibru.
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S2 (E � E1 ; N �N1) = S2 (E ; N)�
E1
T
+
�0N1
T

(6.200)

Se exprim¼a E1 în funçtie de variabilele canonice şi se utilizeaz¼a nota̧tia

E1 = H (p ; q) (6.201)

Rela̧tia 6.194 devine:

dP = C exp

�
S2
kB

�
exp

�
�H � �0N1

kBT

�
d
1 (6.202)

Prin introducerea primului termen exponeņtial în constant¼a, funçtia de
distribu̧tie devine:

� = C exp

�
�H � �0N1

kBT

�
Renuņtând la indicele 1, densitatea de probabilitate a unui sistem în

contact cu un termostat şi un rezervor de particule are forma:

� = C exp

�
�H � �0N

kBT

�
(6.203)

Constanta de normare se determin¼a din condi̧tia de normare:

C
1X
N=0

Z
� � �
Z
exp

�
�H � �0N

kBT

�
d
 = 1 (6.204)

Sumarea se face de la zero (zero particule în sistem) pân¼a la infinit
deoarece toate particulele din rezervor pot în principiu s¼a treac¼a în sistem,
rezervorul fiind un sistem cu un num¼ar foarte mare de particule:
Ca şi în cazul distribu̧tiei canonice inversa acestei constante este funçtia

de parti̧tie

Z = C�1 =
1X
N=0

Z
� � �
Z
exp

�
�H � �0N

kBT

�
d
 (6.205)

Cu aceasta, funçtia de distribu̧tie macrocanonic¼a se scrie:

� =
1

Z
exp

�
�H � �0N

kBT

�
(6.206)
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6.4.2 Interpretarea m¼arimilor termodinamice

Se utilizeaz¼a rela̧tia (dedus¼a în cazul distribu̧tei canonice)

S = �kB hln �i = �kB
1X
N=0

Z
� � �
Z
� ln �d
 (6.207)

Din rela̧tia 6.206 rezult¼a:

ln � = �H � �0N
kBT

� lnZ (6.208)

astfel c¼a 6.207 devine:

S = kB lnZ
1X
N=0

Z
� � �
Z
�d
� kB�0

T

1X
N=0

Z
� � �
Z
�Nd
+

1X
N=0

Z
� � �
Z
H�d


(6.209)
Cum:

1X
N=0

Z
� � �
Z
H�d
 = hHi = U

1X
N=0

Z
� � �
Z
�Nd
 = hNi

1X
N=0

Z
� � �
Z
�d
 = 1

entropia se scrie:

S = kBU �
kB�0
T

hNi+ kB lnZ (6.210)

sau

�kBT lnZ = U � �0 hNi � TS (6.211)

Se noteaz¼a cu 
m poteņtialul macrocanonic. Indicele m a fost pus pentru
a-l deosebi de 
 - num¼arul de st¼ari din spa̧tiul fazelor.


m = U � �0 hNi � TS (6.212)
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m = �kBT lnZ (6.213)

Prin difereņtierea rela̧tiei 6.212 se ob̧tine:

d
m = dU � �0d hNi � hNi d�0 � TdS � SdT (6.214)

Cum:

dU = TdS � pdV � �0d hNi

d
m = �SdT � hNi d�0 � pdV (6.215)

Atunci:

S = �
�
@
m
@T

�
V;hNi

(6.216)

p = �
�
@
m
@V

�
T;hNi

(6.217)

hNi = �
�
@
m
@�0

�
T;V

(6.218)

Cum poteņtialul macrocanonic se exprim¼a în funçtie de funçtia de par-
ti̧tie, atunci din cunoaşterea acestuia se pot determina entropia, presiunea şi
num¼arul mediu de particule al sistemului considerat.
Se va calcula în continuare fluctua̧tia num¼arului mediu de particule şi se

va exprima în funçtie de m¼arimi ce pot fi determinate în mod experimen-
tal. Pentru aceasta se deriveaz¼a funçtia de parti̧tie dat¼a de rela̧tia 6.205 la
poteņtialul chimic. Atunci:

@Z

@�
=

1

kBT

1X
N=0

Z
� � �
Z
N exp

�
�H � �0N

kBT

�
d
 =

Z

kbT
hNi (6.219)

Rezult¼a

hNi = kBT

Z

@Z

@�0
(6.220)

Derivând înc¼a o dat¼a rela̧tia 6.219 se ob̧tine:
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@2Z

@�20
=

1

k2BT
2

1X
N=0

Z
� � �
Z
N2 exp

�
�H � �0N

kBT

�
d
 =

Z

k2BT
2



N2
�
(6.221)

Rezult¼a:



N2
�
=
k2BT

2

Z

@2Z

@�20
(6.222)

Fluctua̧tia num¼arului mediu de particule din sistem este:q

(�N)2

�
=

q
hN2i � hNi2 (6.223)

Se ţine cont de rela̧tiile 6.220 şi 6.222. Rela̧tia 6.223 devine:

q

(�N)2

�
=

s
k2BT

2

Z

@2Z

@�20
� k

2
BT

2

Z2

�
@Z

@�0

�2

q

(�N)2

�
= kB

"
� 1

Z2

�
@Z

@ (�0=T )

�2
+
1

Z

@2Z

@ (�0=T )
2

# 1
2

= kB

�
@2 lnZ

@ (�0=T )
2

� 1
2

(6.224)
Dar cum din rela̧tia 6.220

hNi = @ lnZ

@ (�0=T )

atunci: q

(�N)2

�
= kB

�
@ hNi
@ (�0=T )

� 1
2

= kB

�
T
@ hNi
@�0

� 1
2

(6.225)

Pentru a putea exprima aceast¼a expresie în funçtie de anumi̧ti parametri
cunoscu̧ti se vor face câteva considera̧tii termodinamice.
Având în vedere modul în care am definit poteņtialul chimic se poate

scrie:

�0 = m0� = m0
U + pV � TS

M
=
U + pV � TS

hNi (6.226)

energia intern¼a a unui sistem deschis se exprim¼a c¼a
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U = �0 hNi � pV + TS (6.227)

Atunci:


m = U � �0 hNi � TS = �pV (6.228)

De aici

d
m = �pdV � V dp (6.229)

Se compar¼a rela̧tia aceasta cu 6.215 şi rezult¼a:

d�0 =
V

hNidp�
S

hNidT (6.230)

Se noteaz¼a � = V= hNi .

d�0 = �dp�
Sv

V
dT (6.231)

Din aceast¼a rela̧tie rezult¼a:�
@�0
@�

�
T

= �

�
@p

@�

�
T

(6.232)

Dar:

�
@�0
@�

�
=

�
@�0
@ hNi

��
@ hNi
@�

�
= �V

�2

�
@�

@ hNi

�
= �hNi

2

V

�
@�0
@ hNi

�
(6.233)

Din rela̧tiile 6.232 şi 6.233 se ob̧tine:

�hNi
2

V

�
@�0
@ hNi

�
T

= �

�
@p

@�

�
T

= V

�
@p

@V

�
T

Deoarece coeficientul de compresibilitate izoterm¼a este:

kT = �
1

V

�
@V

@p

�
T

(6.234)

atunci:
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�
@ hNi
@�0

�
T

= �hNi
2

V 2

�
@V

@p

�
T

=
hNi2

V
kT (6.235)

Rela̧tia 6.225 devine:
Rezult¼a: q


(�N)2
�
= kB

r
T

V
kT hNi (6.236)

Atunci: q

(�N)2

�
hNi = kB

r
T

V
kT (6.237)

Rezult¼a c¼a fluctua̧tia relativ¼a a num¼arului mediu de particule într-o stare
de echilibru este foarte mic¼a.
Exist¼a unele excep̧tii ca de exemplu în cazul transform¼arilor de faz¼a. În

acest caz compresibilitatea sistemului devine extrem de mare. Astfel în cazul
acestor tranzi̧tii, în special în apropierea punctelor critice ne aştept¼am la
varia̧tii mari ale num¼arului de particule al uneia dintre faze. Atunci trebuie
lucrat cu formalismul macrocanonic şi nu cu cel canonic în care num¼arul de
particule nu variaz¼a.



Capitolul 7

Electromagnetism

7.1 Electrostatic¼a

7.1.1 Sarcina electric¼a

Sarcina electric¼a este o m¼arime scalar¼a care m¼asoar¼a starea de electrizare a
corpurilor. S-a demonstrat experimental c¼a exist¼a dou¼a tipuri de sarcin¼a,
una a electronilor (sarcin¼a negativ¼a) şi una a protonilor (sarcin¼a pozitiv¼a).
Sarcina este discret¼a, electronii au o sarcin¼a �e = �1; 6 � 10�19 C iar pro-
tonii +e = 1; 6 � 10�19 C. Ea este un invariant scalar şi satisface o lege de
conservare. Un corp electrizat de dimensiuni neglijabile fa̧t¼a de distaņtele la
care se g¼asesc corpurile cu care interaçtioneaz¼a poate fi considerat puncti-
form iar sarcina este punctiform¼a. Starea de înc¼arcare a corpurilor poate fi
descris¼a prin m¼arimea � numit¼a densitate de sarcin¼a. Astfel se poate exprima
sarcina dq dintr-un volum dV ca fiind dq = �dV . Aici prin dV se îņtelege
un element de volum foarte mic la scar¼a macroscopic¼a, dar suficient de mare
la scar¼a microscopic¼a încât s¼a coņtin¼a muļti atomi şi molecule. Numai în
acest fel se poate trata densitatea de sarcin¼a ca fiind continu¼a de la punct
la punct. În cazul în care sarcina este distribuit¼a pe o suprafa̧t¼a se poate
introduce o densitate superficial¼a de sarcin¼a � astfel încât sarcina de pe o
suprafa̧t¼a elementar¼a dS este dq = �dS.

245
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Figura 7.1: Foŗta cu care sarcina q2 açtioneaz¼a asupra sarcinii q1 în cazul în
care semnele celor dou¼a sarcini coincid

7.1.2 Legea lui Coulomb

Legea introdus¼a de Coulomb se bazeaz¼a pe urm¼atoarele fapte experimentale
referitoare la interaçtia dintre dou¼a particule înc¼arcate:
a) dac¼a sarcinile sunt de acelaşi fel ele se resping, dac¼a sunt de semne

contrare ele se atrag;
b) foŗta açtioneaz¼a de-a lungul liniei ce uneşte cele dou¼a particule;
c) foŗta este invers propoŗtional¼a cu p¼atratul distaņtei dintre sarcini;
d) foŗta este propoŗtional¼a cu m¼arimea fiec¼arei sarcini.
Forma matematic¼a a legii lui Coulomb în sistemul de unit¼a̧ti interna̧tional

SI este:

~F21 =
1

4�"0

q1q2
r221

~r21
r21

(7.1)

~F21 reprezint¼a foŗta cu care sarcina q2 açtioneaz¼a asupra sarcinii q1 (Fig.
7.1). Se observ¼a c¼a ecua̧tia pune în evideņt¼a caracterul atractiv sau repulsiv
al foŗtei dac¼a semnele sarcinilor sunt incluse în q1 şi q2. Când q1q2 > 0 (adic¼a
ambele sarcini au acelaşi semn) ~F21 are sensul vectorului ~r21 şi foŗta este re-
pulsiv¼a, iar dac¼a q1q2 < 0 (sarcinile au semne contrare) ~F21 are sens contrar lui
~r21 şi foŗta este atractiv¼a. Sarcinile se m¼asoar¼a în coulombi, distaņta în metri
iar foŗta în newtoni. Factorul 1=4� este o constant¼a de propoŗtionalitate in-
trodus¼a pentru a simplifica anumite ecua̧tii iar "0 = 8; 854 � 10�12 C2/Nm2

este o constant¼a numit¼a permitivitatea vidului.
În cazul unui sistem de sarcini foŗta total¼a care se exercit¼a asupra uneia

dintre ele este egal¼a cu suma foŗtelor exercitate de celelalte particule asupra
ei. Astfel foŗta ~Fj care se exercit¼a asupra sarcinii qj datorat¼a celorlalte sarcini
este:
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~Fj =
X
i6=j

~Fij =
1

4�"0

X
i6=j

qiqj
r3ij
~rij (7.2)

Dac¼a se noteaz¼a cu ~ri vectorul de pozi̧tie al sarcinii i atunci:

~rij = j~rj � ~rij (7.3)

iar 7.2 devine:

~Fj =
1

4�"0

X
i6=j

qiqj

j~rj � ~rij3
(~rj � ~ri) (7.4)

7.1.3 Câmpul electric

S-a v¼azut c¼a foŗta total¼a ce se exercit¼a asupra unei particule înc¼arcate este
egal¼a cu suma foŗtelor exercitate de celelalte particule înc¼arcate. În natur¼a
exist¼a un num¼ar enorm de particule şi când se consider¼a foŗta ce açtioneaz¼a
asupra uneia din ele este util s¼a ne referim la multitudinea de surse ce con-
tribuie la aceast¼a foŗt¼a prin introducerea conceptului de câmp electric. Astfel
dac¼a se consider¼a un corp de prob¼a cu sarcina q (foarte mic¼a) iar asupra lui
açtioneaz¼a o foŗt¼a ~F , atunci raportul ~F=q este intensitatea câmpului electric
în punctul în care sarcina este localizat¼a.
Referitor la interaçtia dintre sarcini trebuie remarcat c¼a ea se realizeaz¼a

în dou¼a etape:
- în prima etap¼a sarcina surs¼a determin¼a apari̧tia în spa̧tiul din jurul s¼au

a unei st¼ari speciale, care confer¼a spa̧tiului propriet¼a̧ti diferite de cele ale
spa̧tiului vid.
- în a doua etap¼a orice sarcin¼a adus¼a in spa̧tiul în care s-a realizat aceast¼a

stare special¼a sufer¼a actiunea unei foŗte. De fapt aceast¼a stare special¼a, în
care fiecare sarcin¼a este açtionat¼a de o foŗt¼a, poart¼a numele de câmp electric.
Considerând în punctul P o sarcin¼a de prob¼a q iar in jurul ei o serie de

sarcini qi unde i = 1; 2; :::; n foŗta care açtioneaz¼a asupra sarcinii din punctul
P este:

~F =
1

4�"0

X
i

qiq

j~r � ~rij3
(~r � ~ri) (7.5)

Se observ¼a c¼a:
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~F

q
=

1

4�"0

X
i

qi

j~r � ~rij3
(~r � ~ri) (7.6)

nu mai depinde de sarcina q, care poate fi f¼acut¼a oricât de mic¼a încât prezeņta
ei s¼a nu modifice pozi̧tia celorlalte sarcini. Astfel se poate defini intensitatea
câmpului electric în punctul P creat de sarcinile qi:

~E =
1

4�"0

X
i

qi

j~r � ~rij3
(~r � ~ri) (7.7)

Dac¼a sistemul ar avea doar sarcina qi intensitatea câmpului creat de
aceasta ar fi:

~Ei =
1

4�"0

qi

j~r � ~rij3
(~r � ~ri) (7.8)

Astfel:

~E =
X
i

~Ei (7.9)

Cu alte cuvinte intensitatea câmpului electric este suma intensit¼a̧tilor
câmpurilor electrice datorate fiec¼arei sarcini în parte. Acesta este aşa numitul
principiu al superpozi̧tiei.
Pentru a ob̧tine o reprezentare a câmpului electric se pot defini liniile

de câmp ca fiind curbele la care în fiecare punct vectorul intensitate câmp
electric este tangent. Ele au sensul lui ~E. Astfel în cazul unei sarcini pozitive
(Fig. 7.2) sensul liniei de câmp este dinspre sarcin¼a iar în cazul unei sarcini
negative sensul este înspre sarcina respectiv¼a. Trebuie remarcat c¼a liniile de
câmp sunt continue, pornesc de pe sarcinile înc¼arcate pozitiv şi se termin¼a pe
cele negative. Ele nu se intersecteaz¼a deoarece în orice punct câmpul electric
trebuie s¼a �e univoc determinat.

7.1.4 Câmp electric în medii substaņtiale

S-a considerat câmpul electric generat de particule care sunt în repaus şi
înc¼arcate electric. Aceast¼a imagine nu este cea mai potrivit¼a atunci când se
consider¼a câmpul electric în interiorul unui atom, deoarece electronul în acest
caz nu este o sarcin¼a electric¼a în repaus. Mai mult, în mecanica cuantic¼a se
arat¼a c¼a pozi̧tia electronului nu poate fi determinat¼a. În loc s¼a se imagineze
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Figura 7.2: Linii de câmp

electronul ca o sarcin¼a punctiform¼a este de preferat ca sarcina lui s¼a fie
privit¼a ca fiind împr¼aştiat¼a în spa̧tiu în aşa numitul nor electronic aflat în
jurul nucleului. Se consider¼a c¼a �el (~r ) d� este sarcina coņtinut¼a în elementul
de volum d� determinat de vectorul de pozi̧tie ~r într-un sistem de referiņt¼a
care are ca origine, de exemplu nucleul, iar �el (~r ) este densitatea de sarcin¼a
a norului electronic. Atunci sarcina total¼a a electronului este egal¼a cu suma
tuturor sarcinilor din elementele de volum d� din norul electronic. Putem
exprima sarcina electronului ca o integral¼a pe volumul norului electronic.
Deoarece acest volum nu poate fi cu exactitate definit1 integrala se extinde
în tot spa̧tiul. ZZZ

1
�el (~r ) d� =

Z 1

�1

Z 1

�1

Z 1

�1
�el (~r ) dxdydz (7.10)

În atomii complecşi norii electronici ai diferi̧tilor electroni se pot supra-
pune şi într-o poŗtiune poate exista o sarcin¼a provenit¼a de la mai muļti elec-
troni.
Sarcina cu care este înc¼arcat nucleul poate fi reprezentat¼a printr-o densi-

tate de sarcin¼a, chiar dac¼a nucleul este mult mai mic în compara̧tie cu întreg

1Prin aceasta nu se introduce nici o eroare deoarece probabilitatea de a g¼asi electronul
la distanţe mari de nucleu este foarte mic¼a.
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Figura 7.3: Sarcina din �ecare volum d� 0 contribuie la câmpul creat în pun-
ctul P

atomul.
Se poate defini o densitate de sarcin¼a atomic¼a �at (~r ) care s¼a ia în con-

sidera̧tie şi sarcina pozitiv¼a a nucleului. Aceast¼a densitate este pozitiv¼a în
regiunea nucleului şi negativ¼a în regiunile unde se g¼asesc norii electronici.
Integrala densit¼a̧tii de sarcin¼a atomic¼a pe întreg volumul atomului este nul¼a
deoarece atomii sunt neutri din punct de vedere electric.
Pentru determinarea câmpului produs de densitatea atomic¼a de sarcin¼a

se generalizeaz¼a formula 7.8 înlocuind suma printr-o integral¼a. Astfel câmpul
electric într-un punct P (Fig. 7.3) este:

~Eat (~r ) =
1

4�"0

ZZZ
1

(~r � ~r 0) �at (~r 0)
j~r � ~r 0j3

d� 0 (7.11)

Rela̧tia de mai sus nu este foarte util¼a deoarece în general nu se cunoaşte
densitatea de sarcin¼a atomic¼a. Nu numai c¼a aceast¼a densitate nu este cunos-
cut¼a dar şi atomii sunt într-o continu¼a mi̧scare de agita̧tie termic¼a. Aceasta
face ca �at (~r ) şi ~Eat (~r ) s¼a fie într-o continu¼a schimbare. În interiorul ato-
milor câmpul electric, numit câmp electric intern este foarte mare în apropierea
nucleului. Peste acest câmp se suprapune şi câmpul provenit de la atomii
şi moleculele din jurul atomului considerat. Trebuie remarcat c¼a nu numai
atomii şi moleculele înc¼arcate genereaz¼a câmp electric ci şi atomii şi mole-
culele neutre. Aceste câmpuri sunt extrem de puternice pe distaņte de câteva
diametre atomice. Astfel molecula de HCl este neutr¼a din punct de vedere
electric dar în cadrul leg¼aturii chimice care ţine cei doi atomi împreun¼a o parte
a norului electronic al atomului de hidrogen este transferat c¼atre atomul de
clor. Atunci atomul de hidrogen r¼amâne cu un exces de sarcin¼a pozitiv¼a în
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Figura 7.4: Liniile de câmp din jurul moleculei de HCl . Hidrogenul a pierdut
o parte din norul electronic astfel c¼a în regiunea respectiv¼a apare un exces
de sarcin¼a pozitiv¼a

timp ce cel de clor r¼amâne cu un exces de sarcin¼a negativ¼a. Astfel liniile de
câmp pleac¼a de la atomul de hidrogen la cel de clor şi ies în afara moleculei
(Fig. 7.4)

7.1.5 Câmpul macroscopic

În cazul unor sisteme macroscopice, detaliile câmpului atomic nu mai au nici
o importaņt¼a şi ceea ce este important este câmpul mediu. Valoarea medie
a câmpului electric estimat¼a pe o regiune mult mai mare decât a unui singur
atom, dar înc¼a foarte mic¼a fa̧t¼a de dimensiunea întregului sistem poart¼a
numele de câmp electric macroscopic.
În compara̧tie cu câmpurile atomice mari din apropierea nucleelor, câm-

purile macroscopice sunt mici. În izolatori, precum poŗtelanul, electronii
sunt ţinu̧ti strâns lega̧ti de atomi iar excesul de sarcin¼a pozitiv¼a şi negativ¼a
poate r¼amâne mult timp, meņtinând un câmp macroscopic. Sarcina net¼a a
izolatorului poate fi distribuit¼a în volum sau pe suprafa̧t¼a. În cazul metalelor
conductoare precum cuprul, sarcinile în exces se distribuie doar pe suprafa̧t¼a.
În cazul conductorilor anumi̧ti electroni de valeņt¼a şi electronii de conduçtie
sunt liberi s¼a se mi̧ste în interiorul conductorului în prezeņta unui câmp elec-
tric macroscopic. Atunci când un corp conductor este plasat într-un câmp
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Figura 7.5: Sarcini induse care apar pe suprafa̧ta unui conductor aflat în
câmp electric

extern electronii de conduçtie se deplaseaz¼a sub influeņta câmpului astfel c¼a
pe suprafȩtele conductorului apar sarcini ca în Fig. 7.5.
Sarcinile care apar pe suprafa̧ta conductorului în acest mod, datorit¼a

prezeņtei unui câmp electric se numesc sarcini induse.
În continuare vom studia leg¼atura dintre câmpul macroscopic şi cel micros-

copic. S¼a consider¼am un volum �V mic în compara̧tie cu volumul sistemului,
dar suficient de mare pentru a coņtine suficieņti atomi. Sarcina net¼a din �V
este: ZZZ

�V

�at (~r
0) d� 0

Atunci putem defini o densitate macroscopic¼a de sarcin¼a

� (~r ) =
1

�V

ZZZ
�V

�at (~r
0) d� 0 (7.12)

ca fiind sarcina pe unitatea de volum �V centrat¼a pe ~r. Densitatea de sarcin¼a
astfel definit¼a � (~r ) este o funçtie ce variaz¼a continuu în interiorul corpurilor
cu excep̧tia frontierelor, unde densitatea de sarcin¼a se schimb¼a în mod dis-
continuu.
Pe suprafȩte pot fi concentra̧tii mari de sarcin¼a. Sarcina de suprafa̧t¼a

ocup¼a un strat sub̧tire având grosimea de câteva diametre atomice. De aceea
se poate reprezenta aceast¼a sarcin¼a ca un strat de grosime infinitezimal¼a.
Densitatea superficial¼a de sarcin¼a poate fi definit¼a ca şi cea de volum. S¼a
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Figura 7.6: Fluxul câmpului electric printr-o suprafa̧t¼a

consider¼am o poŗtine �V din stratul sub̧tire având sarcina de pe suprafa̧ta
�S centrat¼a pe vectorul de pozi̧tie ~r . Densitatea superficial¼a de sarcin¼a este:

� (~r ) =
1

�S

ZZZ
�V

�at (~r
0) d� 0 (7.13)

Câmpul macroscopic satisface principiul superpozi̧tiei. Pentru a g¼asi un
câmp electric într-un punct al c¼arui vector de pozi̧tie este ~r este necesar s¼a
se însumeze contribu̧tia sarcinii nete � (~r 0) d� 0 din toate elementele de volum
şi contribu̧tia sarcinilor de suprafa̧t¼a � (~r 0) dS 0 de pe toate elementele de
suprafa̧t¼a. Rezult¼a:

�E =
1

4�"0

ZZZ
(~r � ~r 0) � (~r 0) d� 0

j~r � ~r 0j3
+

1

4�"0

ZZ
(~r � ~r 0)� (~r 0) dS 0

j~r � ~r 0j3
(7.14)

7.1.6 Legea lui Gauss

Se defineşte fluxul câmpului electric printr-o suprafa̧t¼a d~S (Fig. 7.6) ca fiind:

d� = ~Ed~S (7.15)

unde d~S = ~ndS, iar ~n este normal la suprafa̧t¼a în punctul considerat. Atunci:

d� = EdS cos � (7.16)

unde � este unghiul format de vectorii ~n şi ~E.
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Figura 7.7: Legea lui Gauss. În cazul c¼a sarcina este în interiorul suprafȩtei,
unghiul total sub care se vede suprafa̧ta din q este 4�

Pentru a determina forma legii lui Gauss se consider¼a o sarcin¼a q în in-
teriorul unei suprafȩte închise S (Fig. 7.7). Atunci fluxul prin suprafa̧ta
considerat¼a este:

� =

ZZ
~Ed~S =

q

4�"0

ZZ
~rd~S

r3
(7.17)

Se observ¼a c¼a:

1

r2
~r

r
d~S =

1

r2
dS cos � =

dSn
r2

(7.18)

unde dSn este proieçtia suprafȩtei d~S pe un plan perpendicular pe ~r . Cum:

dSn
r2

= d
 (7.19)

atunci:

� =

ZZ
s

~Ed~S =
q

4�"0

ZZ
d
 =

q

"0
(7.20)

Dac¼a sarcina este aleas¼a în exteriorul suprafȩtei rezult¼a c¼a fluxul total al
câmpului electric este nul.
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Dac¼a în locul unei singure sarcini, în interiorul suprafȩtei S exist¼a un
sistem de sarcini atunci în locul lui q se afl¼a o sum¼a de sarcini.

� =

ZZ
S

~Ed~S =

Pn
i=1 q

"0
(7.21)

Rela̧tia 7.20 r¼amâne adev¼arat¼a şi în cazul în care sarcina q este distribuit¼a
în mod continuu în volumul V: Atunci se poate exprima sarcina q în funçtie
de densitatea volumic¼a de sarcin¼a astfel:

q =

ZZZ
V

� (~r ) dV (7.22)

unde V este volumul închis de suprafa̧ta S. Rela̧tia ?? devine:ZZ
S

~Ed~S =
1

"0

ZZZ
V

� (~r ) dV (7.23)

care este forma integral¼a a legii lui Gauss în vid.
Dar integrala de suprafa̧t¼a se poate transforma într-una de volum:ZZ

S

~Ed~S =

ZZZ
V

r ~EdV (7.24)

unde r este operatorul divergeņt¼a.

r ~E = @Ex
@x

+
@Ey
@y

+
@Ez
@z

(7.25)

Atunci: ZZZ
V

r ~E = 1

"0

ZZZ
V

� (~r ) dV (7.26)

Astfel se ajunge la forma difereņtial¼a a legii lui Gauss pentru sarcini în
vid:

r ~E = � (~r )

"0
(7.27)
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Figura 7.8: Lucrul mecanic efectuat la deplasarea unei sarcini de-a lungul
curbei AB

7.1.7 Potentialul electric

Se demonstreaz¼a în continuare c¼a foŗtele electrostatice sunt foŗte conserva-
tive. Pentru aceasta se arat¼a c¼a lucrul mecanic efectuat de foŗta datorat¼a
câmpului electric al unei sarcini Q ce açtioneaz¼a asupra sarcinii q care este
deplasat¼a între dou¼a puncte, nu depinde de drum ci doar de pozi̧tia ini̧tial¼a şi
final¼a. Se consider¼a situa̧tia ar¼atat¼a în Fig. 7.8, unde sarcina q este deplasat¼a
între punctele A şi B.
Lucrul mecanic elementar este:

�L = ~Fed~l =
Qq

4�"0r2
~r

r
d~l (7.28)

Cum:

~r

r
d~l = dl cos � = dr (7.29)

atunci lucrul mecanic total va fi:

L =

Z rB

rA

Qq

4�"0r2
dr = � Qq

4�"0

�
1

rB
� 1

rA

�
(7.30)

şi se constat¼a c¼a el nu depinde de drum.
Se ob̧tine acelaşi rezultat dac¼a corpul cu sarcina q este deplasat în câmpul

produs de o distribu̧tie continu¼a de sarcini.
S¼a consider¼am dou¼a puncte A şi B într-un câmp electrostatic (Fig. 7.9).
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Figura 7.9: Lucrul mecanic al câmpului electric asupra unei sarcini calculat
pe dou¼a drumuri între dou¼a puncte este acelaşi

Din faptul c¼a lucrul mecanic nu depinde de drum rezult¼a:

q

BZ
A(C1)

~Ed~l = q

BZ
A(C2)

~Ed~l = �q
AZ

B(C2)

~Ed~l (7.31)

Atunci:

q

BZ
A(C1)

~Ed~l + q

AZ
B(C2)

~Ed~l =

I
C

~Ed~l = 0 (7.32)

Prin urmare pentru un câmp electrostatic conservativ circula̧tia vectorului
respectiv pe orice curb¼a închis¼a este nul¼a.I

C

~Ed~l = 0 (7.33)

Ecua̧tia 7.33 poate fi folosit¼a ca criteriu de conservativitate pentru orice
câmp vectorial pentru care este îndeplinit¼a o rela̧tie de tipul de mai sus.
Utilizând teorema lui Stokes care permite trecerea de la integrala pe un

contur la o integral¼a pe o suprafa̧t¼a ce se spijin¼a pe conturul respectiv, se
ob̧tine: I

C

~Ed~l =

ZZ
S

�
r� ~E

�
d~S = 0 (7.34)

Pentru ca o astfel de integral¼a s¼a fie nul¼a indiferent de suprafa̧ta aleas¼a
este necesar ca rotorul intensit¼a̧tii câmpului electric s¼a fie nul:
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r� ~E = 0 (7.35)

În coordonate carteziene ecua̧tia 7.35 se scrie:

�
@Ez
@y

� @Ey
@z

�
~ex +

�
@Ex
@z

� @Ez
@x

�
~ey +

�
@Ey
@x

� @Ex
@y

�
~ez = 0 (7.36)

Aceasta este forma difereņtial¼a a condi̧tiei de conservativitate a câmpului
electric.
Într-un câmp conservativ se poate introduce o energie poteņtial¼a astfel

c¼a lucrul mecanic efectuat la deplasarea unui corp dintr-un punct în altul s¼a
fie egal cu difereņta dintre energiile poteņtiale pe care corpul le are în cele
dou¼a puncte:

EP (~rB)� EP (~rA) = �LAB (7.37)

În cazul unei sarcini punctiforme q ce se deplaseaz¼a în câmpul creat de o
alt¼a sarcin¼a punctiform¼a Q:

EP (~rB)� EP (~rA) =
qQ

4�"0

�
1

rB
� 1

rA

�
(7.38)

Atunci energia poteņtial¼a de interaçtie dintre cele dou¼a sarcini este:

EP =
qQ

4�"0r
+ const

unde constanta este determinat¼a de modul de alegere al punctului în care
energia poteņtial¼a este nul¼a. Trebuie remarcat c¼a rela̧tia 7.38 defineşte
doar difereņta dintre energiile poteņtiale. Alegerea punctului în care energia
poteņtial¼a este nul¼a se face de obicei astfel încât forma energiei poteņtiale
s¼a fie cât mai simpl¼a. Din acest motiv în cazul sistemului format din dou¼a
sarcini se poate considera c¼a la o distaņt¼a infinit¼a dintre ele energia poteņtial¼a
este nul¼a. Rezult¼a:

EP =
qQ

4�"0r
(7.39)

Se introduce no̧tiunea de poteņtial electric ca raportul dintre energia
poteņtial¼a a unui corp de prob¼a şi valoarea sarcinii acelui corp:
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V =
EP
q

(7.40)

Pentru un câmp produs de o sarcin¼a punctiform¼a forma acestuia este:

V =
Q

4�"0r
(7.41)

Se determin¼a în continuare rela̧tia dintre intensitatea câmpului electric
şi poteņtial. S¼a consider¼am înc¼a o dat¼a lucrul mecanic efectuat de câmpul
electric la deplasarea unei sarcini între dou¼a puncte.

LAB =

BZ
A

~Fd~l = q

BZ
A

~Ed~l

Atunci:

Ep (~rB)� Ep (~rA) = �LAB = �q
BZ
A

~Ed~l

dar:

Ep (~rB)

q
� Ep (~rA)

q
= �

BZ
A

~Ed~l

Rezult¼a:

VB � VA = �
BZ
A

~Ed~l (7.42)

Ecua̧tia de mai sus poate fi privit¼a ca una de defini̧tie pentru poteņtial,
îns¼a ca şi în cazul anterior, poteņtialul este definit pân¼a la o constant¼a arbi-
trar¼a. Cum

BZ
A

~Ed~l =
1

q
LAB (7.43)

atunci:
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VB � VA = �
1

q
LAB =

1

q
LBA (7.44)

Se alege un punct de referiņt¼a în care se consider¼a poteņtialul nul (de
exemplu punctul A). Rezult¼a:

VB =
1

q
LBA =

1

q
LBR (7.45)

Aceasta înseamn¼a c¼a poteņtialul într-un punct este egal cu raportul dintre
lucrul mecanic efectuat de foŗtele câmpului la deplasarea unei sarcini din acel
punct într-un punct de referiņt¼a şi valoarea sarcinii respective.
S¼a consider¼am difereņta de poteņtial între dou¼a puncte aflate la distaņta

�~r care este suficient de mic¼a pentru ca ~E s¼a poat¼a fi considerat constant pe
acest interval. Atunci:

�V = V (~r + �~r )� V (~r ) = �
Z ~r+�~r

~r

~Ed~l = � ~E�~r

În coordonate carteziene :

@V

@x
�x+

@V

@y
�y +

@V

@z
�z = �Ex�x� Ey�y � Ez�z

Rezult¼a:

Ex = �
@V

@x
; Ey = �

@V

@y
; Ez = �

@Ez
@z

sau
~E = �rV (7.46)

Se porneşte de la rela̧tia anterioar¼a şi se ţine cont de faptul c¼a:

r ~E = �

"0
(7.47)

Se ob̧tine:

r ~E = �r2V = ��V = �

"0
(7.48)

Operatorul
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� = r2 =
@2

@2x
+
@2

@2y
+
@2

@2z

este operatorul Laplace
Rela̧tia

�V = � �
"o

(7.49)

poart¼a denumirea de ecua̧tia lui Poisson. Dac¼a în regiunea din spa̧tiu con-
siderat¼a nu exist¼a sarcini libere atunci:

�V = 0 (7.50)

Ecua̧tia 7.50 poart¼a numele de ecua̧tia lui Laplace.
Trebuie remarcat c¼a no̧tiunea de poteņtial, precum şi rela̧tia r� ~E = 0

pot fi deduse pornind de la forma general¼a a legii lui Coulomb 7.14 în care se
consider¼a numai termenul de volum (deoarece termenul de suprafa̧t¼a provine
practic tot dintr-o distribu̧tie volumic¼a cu o grosime foarte mic¼a). Câmpul
produs de o distribu̧tie continu¼a este:

�E =
1

4�"0

ZZZ
(~r � ~r 0) � (~r 0) d� 0

j~r � ~r 0j3
(7.51)

Factorul vectorial al integrantului poate fi privit ca o funçtie de ~r şi este
gradientul cu semn schimbat al scalarului 1= j~r � ~r 0j. Într-adev¼ar:

(~r � ~r 0)
j~r � ~r 0j3

= �r 1

j~r � ~r 0j (7.52)

Rela̧tia de mai sus se poate verifica prin calcul direct.
Deoarece gradientul se aplic¼a coordonatelor x, y, z iar integrarea se refer¼a

la coordonatele x0, y0, z0 operatorul gradient poate fi scos în afara integralei:

�E = � 1

4�"0
r
ZZZ

� (~r 0) d� 0

j~r � ~r 0j (7.53)

Din ecua̧tia de mai sus se observ¼a c¼a intensitatea câmpului electric este
generat¼a de un scalar V numit poteņtial:

~E = �rV (7.54)

Poteņtialul poate fie exprimat în funçtie de densitatea de sarcin¼a astfel:
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V =
q

4�"0

ZZZ
� (~r 0) d� 0

j~r � ~r 0j (7.55)

Deoarece rotorul gradientului oric¼arei funçtii scalare este nul rezult¼a:

r� ~E = 0 (7.56)

7.1.8 Momentul de dipol

Momentul electric
Prin defini̧tie momentul electric al unei sarcini punctiforme este:

~pq = q~r (7.57)

unde ~r este vectorul de pozi̧tie al sarcinii electrice.
În cazul când exist¼a mai multe sarcini punctiforme q1 ; q2 ; :::; qn plasate

fa̧t¼a de origine la distaņtele ~r1 ; ~r2 ; :::; ~rn momentul electric al acestei dis-
tribu̧tii este:

~p =
nX
i=1

qi~ri (7.58)

Dipolul electric
Dipolul electric este un sistem de dou¼a sarcini egale şi semne contrare q

şi �q aflate la distaņta ~l una de alta (Fig. 7.10).
Momentul electric al dipolului este:

~p = q~r1 � q~r2 = q (~r1 � ~r2) = q~l (7.59)

În continuare se calculeaz¼a poteņtialul creat de un dipol electric la o dis-
taņt¼a mult mai mare decât distaņta dintre sarcinile dipolului. Se presupune
c¼a sarcinile sunt situate pe axa Oz. Poteņtialul în punctul P va fi (Fig. 7.11):

V =
1

4�"0

�
1

r2
� 1

r1

�
(7.60)

unde:

r22 = r
2 +

1

4
l2 � lr cos � = r2

�
1 +

l2

r2
� l

r
cos �

�
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Figura 7.10: Dipolul electric

Figura 7.11: Calculul poteņtialului creat de un dipol
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r21 = r
2 +

1

4
l2 + lr cos � = r2

�
1 +

l2

r2
+
l

r
cos �

�
Deoarece s-a presupus c¼a r � l atunci:

1

r2
=
�
r22
�� 1

2 =
1

r

�
1 +

l2

r2
� l

r
cos �

�� 1
2

=
1

r

�
1 +

l

2r
cos � + :::

�

1

r1
=
�
r21
�� 1

2 =
1

r

�
1 +

l2

r2
+
l

r
cos �

�� 1
2

=
1

r

�
1� l

2r
cos � + :::

�
Rezult¼a:

V =
ql cos �

4�"0r2
(7.61)

Se observ¼a c¼a ~p~r = p r cos � = qlr cos � . Rela̧tia 7.61 se mai scrie:

V =
~p~r

4�"0r3
(7.62)

Câmpul electric creat de aceast¼a distribu̧tie de sarcin¼a se calculeaz¼a uti-
lizând rela̧tia 7.46

~E = �rV = �r
�

~r ~p

4�"0r3

�
= � 1

4�"0
r
�
~r ~p

r3

�
Dar:

r
�
~r~p

r3

�
=
1

r3
r (~r ) + (~r ~p)r

�
1

r3

�
Considerând c¼a momentul de dipol este un vector constant:

r (~r ~p) = ~p ; r
�
1

r3

�
= �3~r

r5

Câmpul creat de un dipol la o distaņt¼a mult mai mare decât cea dintre
sarcinile sale este:

~E = � ~p

4�"0r3
+
3 (~r ~p )~r

4�"0r5
(7.63)
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Figura 7.12: Dipol în câmp electric

7.1.9 Dipolul în câmp electrostatic

Se consider¼a un dipol într-un câmp electrostatic ~E (Fig. 7.12).
Asupra fiec¼arei sarcini va açtiona câte o foŗt¼a, rezultanta acestora fiind:

~F = ~F1 + ~F2 = q
�
~E1 � ~E2

�
(7.64)

unde ~E1 şi ~E2 sunt intensit¼a̧tile câmpului în punctele în care este plasat¼a
sarcina pozitiv¼a respectiv sarcina negativ¼a. Expresia 7.64 mai poate fi scris¼a:

~F = q ~E
�
~r +~l

�
� q ~E (~r )

sau

~F = q
h
Ex

�
~r +~l

�
� Ex (~r )

i
~ex +

q
h
Ey

�
~r +~l

�
� Ey (~r )

i
~ey + (7.65)

q
h
Ez

�
~r +~l

�
� Ez (~r )

i
~ez+

Cum:

Ex

�
~r +~l

�
� Ex (~r ) =

@Ex
@x

lx +
@Ex
@y

ly +
@Ex
@z

lz = ~l rEx
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Figura 7.13: Dipol în câmp electric uniform

Ey

�
~r +~l

�
� Ey (~r ) =

@Ey
@x

lx +
@Ey
@y
ly +

@Ey
@z
lz = ~l rEy

Ez

�
~r +~l

�
� Ez (~r) =

@Ez
@x

lx +
@Ez
@y
ly +

@Ez
@z
lz = ~l rEz

Rezult¼a:

~F = q
�
~l rEx

�
~ex + q

�
~l rEy

�
~ey + q

�
~l rEz

�
~ez = q

�
~l r
�
~E = (~pr) ~E

(7.66)
Dac¼a dipolul se afl¼a într-un câmp electric uniform, rezultanta foŗtei ce

açtioneaz¼a asupra sa este nul¼a. Se observ¼a c¼a numai în câmpuri electrice
neomogene, asupra dipolului açtioneaz¼a o foŗt¼a diferit¼a de zero.
Trebuie remarcat c¼a în câmp electric omogen asupra dipolului açtioneaz¼a

un cuplu de foŗte care în raport cu centrul dipolului este:

~M = ~l � q ~E = ~p� ~E (7.67)

Când dipolul este orientat de-a lungul liniilor de câmp adic¼a atunci când
vectorii ~p şi ~E au aceiaşi direçtie cuplul se anuleaz¼a (Fig. 7.13).
Prin urmare aceast¼a pozi̧tie corespunde energiei poteņtiale minime a

dipolului în câmp electric.
Calculul energiei poteņtiale a dipolului în câmp electric se face pornind

de la faptul c¼a lucrul mecanic efectuat la rota̧tia dipolului cu un unghi d�
este egal cu varia̧tia energiei poteņtiale.

dEp = ��L = �Md�
sau
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dEp = �pE sin �d�

Se integreaz¼a:

�Ep = �pE cos � (7.68)

De aici rezult¼a c¼a:

Ep = �pE cos � + const (7.69)

Deoarece atunci când dipolul se aşeaz¼a de-a lungul liniilor de câmp energia
este minim¼a, ar trebui ca aceast¼a pozi̧tie s¼a se aleag¼a ca pozi̧tie de zero pentru
energia poteņtial¼a.
Totuşi, de obicei, se alege pozi̧tia de zero a energiei poteņtiale când � =

�=2, adic¼a atunci când dipolul este perpendicular pe liniile de câmp. În acest
caz cele dou¼a sarcini ale dipolului se afl¼a în acelaşi plan echipoteņtial.
Punând Ep = 0 când � = �=2 rezult¼a c¼a const = 0 astfel c¼a:

Ep = �pE cos � = �~p ~E (7.70)

7.1.10 Energia poteņtial¼a a unui sistem de sarcini

S¼a consider¼am o sarcin¼a punctiform¼a izolat¼a q1. Când sarcina q2 este adus¼a
la distaņta ~r12 fa̧t¼a de prima energia poteņtial¼a a sistemului de sarcini este:

q1q2
4�"0r12

Când o alt¼a sarcin¼a q3 este adus¼a în apropierea celor dou¼a, energia poteņti-
al¼a adi̧tional¼a este:

q3
4�"0

�
q1
r13

+
q2
r23

�
Pentru un ansamblu de n sarcini, energia total¼a este:

Ep =
q2
4�"0

q1
r12

+
q3
4�"0

�
q1
r13

+
q2
r23

�
+

q4
4�"0

�
q1
r14

+
q2
r24

+
q3
r34

�
+ :::

sau:
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Ep =
1

4�"0

X
i

qi
X
j;j<i

qj
rij

(7.71)

Restriçtia j < i este impus¼a pentru ca fiecare interaçtie s¼a fie luat¼a doar
o singur¼a dat¼a.
Se poate exprima energia poteņtial¼a considerând fiecare interaçtie de

dou¼a ori şi apoi s¼a împ¼aŗtim la 2:

Ep =
1

8�"0

X
i

qi
X
j;j 6=i

qj
rij
=
1

2

X
i

qiVi (7.72)

unde

Vi =
1

4�"0

X
j;j 6=i

qj
rij

(7.73)

este poteņtialul în punctul în care se afl¼a sarcina qi.
Pentru o distribu̧tie de sarcin¼a continu¼a energia poteņtial¼a cap¼at¼a forma

Ep =
1

8�"0

Z
� � �
Z
� (~r ) � (~r 0)

j~r � ~r 0j dvdv
0 (7.74)

Se observ¼a c¼a:

V (~r) =
1

4�"0

ZZZ
� (~r 0)

j~r � ~r 0jdv
0

Atunci energia poteņtial¼a se poate exprima astfel:

Ep =
1

2

ZZZ
� (~r )V (~r ) dv (7.75)

Ecua̧tiile 7.72 , 7.74 şi 7.75 exprim¼a energia poteņtial¼a electrostatic¼a în
funçtie de pozi̧tia sarcinilor şi relev¼a interaçtiunile dintre acestea prin foŗte
coulumbiene.
O alt¼a abordare este aceea care pune în evideņt¼a câmpul electric şi care

interpreteaz¼a energia sistemului de sarcini ca fiind energia câmpului electric
generat de sarcinile electrice. Pentru aceasta se utilizeaz¼a ecua̧tia Poisson
pentru o densitate de sarcin¼a:

�V = � �
"0
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Rezult¼a:

Ep = �
1

2

ZZZ
"0V�V dv (7.76)

Aceast¼a integral¼a care se extinde în tot spa̧tiul se va integra prin p¼aŗti;
rezult¼a:

Ep = �
"0
2

ZZZ
r (VrV ) dv + "0

2

ZZZ
jrV j2 dv (7.77)

Prima integral¼a este nul¼a deoarece la infinit valoarea poteņtialului tinde
c¼atre zero. Atunci:

Ep =
"0
2

ZZZ
jrV j2 dv = 1

2

ZZZ
"0E

2dv (7.78)

Se observ¼a c¼a în aceast¼a formulare orice referire explicit¼a la sarcina elec-
tric¼a a disp¼arut. Se poate considera c¼a integrantul din 7.78

w =
"0
2
jEj2 (7.79)

este o densitate de energie.
Trebuie remarcat c¼a densitatea de energie a câmpului este o m¼arime po-

zitiv¼a. Din acest motiv integrala care d¼a energia câmpului este tot o m¼arime
pozitiv¼a. Aceasta pare a contrazice formula 7.72 deoarece în cazul a dou¼a
sarcini opuse aceast¼a energie este negativ¼a. Explica̧tia const¼a în faptul c¼a re-
la̧tia 7.79 şi rela̧tia 7.75 coņtin şi contribu̧tiile �energiei proprii �la densitatea
de energie.

7.1.11 Conductori în echilibru electrostatic

Proprietatea eseņtial¼a a unui conductor este conferit¼a de mobilitatea sarcinilor
(de regul¼a electroni) în interiorul s¼au.
În cazul echilibrului electrostatic câmpul electric este egal cu zero în inte-

riorul conductorului iar potenţialul este constant.
Pentru a demonstra prima parte a acestei afirma̧tii se consider¼a c¼a inten-

sitatea câmpului electric în conductori este diferit¼a de zero. Atunci electronii
liberi vor fi puşi în mi̧scare, fapt ce ar însemna c¼a nu ne g¼asim în condi̧tii de
echilibru electrostatic aşa cum am presupus. Rezult¼a c¼a în conductori câmpul
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Figura 7.14: Câmpul electric la suprafa̧ta unui conductor

este nul. Datorit¼a acestui fapt conform ecua̧tiei 7.54 rezult¼a c¼a poteņtialul
este constant în toate punctele din interiorul conductorului.
Sarcina electric¼a net¼a este repartizat¼a în întregime pe suprafaţa conduc-

torilor şi nu în interiorul lor.
Pentru a ar¼ata acest lucru imagin¼am o suprafa̧t¼a închis¼a S în interiorul

conductorului pentru care aplic¼am legea lui Gauss. Deoarece în interiorul
conductorilor şi deci şi pe suprafa̧ta S intensitatea câmpul electric este nul¼a:ZZ

S

~Ed~S = 0 =
Qint
"0

De aici rezult¼a c¼a sarcina Qint din interiorul suprafȩtei este nul¼a. Cum
suprafa̧ta considerat¼a poate lua orice form¼a, aceasta poate fi f¼acut¼a s¼a tind¼a
spre suprafa̧ta conductorului care închide tot volumul s¼au. Rezult¼a c¼a sarcina
din interiorul conductorului va fi nul¼a. Sarcina se distribuie pe suprafa̧ta
conductorului.
La suprafaţa conductorilor în echilibru electrostatic câmpul electric este

orientat totdeauna normal la suprafaţa acestora, iar suprafaţa conductorilor
este o suprafaţ¼a echipotenţial¼a.
Dac¼a intensitatea câmpului electric nu este normal¼a la suprafa̧ta conduc-

torului, atunci ar exista o component¼a tangeņtial¼a a câmpului electric. Cum
sarcina este dispus¼a pe suprafa̧ta conductorului rezult¼a c¼a aceast¼a sarcin¼a ar
fi pus¼a în mi̧scare şi conductorul nu ar mai fi în echilibru electrostatic.
Se va calcula în continuare valoarea câmpului electric la suprafa̧ta con-

ductorilor cunoscând densitatea de sarcin¼a. În Fig. 7.14 este reprezentat¼a
o poŗtiune din suprafa̧ta unui conductor pe care densitatea superficial¼a de
sarcin¼a este +�. Se consider¼a o suprafa̧t¼a foarte mic¼a sub form¼a de cilindru
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cu o baz¼a aflat¼a în interiorul conductorului iar o alta în afar¼a. Bazele se aleg
suficient de mici pentru ca pe întreaga lor arie câmpul electric s¼a fie nor-
mal la suprafa̧ta conductorului şi s¼a fie constant. Se aplic¼a legea lui Gauss
pentru aceast¼a suprafa̧t¼a şi se observ¼a c¼a numai integrala prin baza situat¼a
în vid aduce o contribu̧tie diferit¼a de zero la fluxul câmpului (în interiorul
conductorului ~E = 0 iar pe fȩtele laterale ~E ? ~n). Atunci:ZZ

S

~Ed~S = E�S =
��S

"0
(7.80)

unde ��S este sarcina total¼a din interiorul suprafȩtei considerate. Din 7.80
rezult¼a câmpul la suprafa̧ta conductorului:

E =
�

"0
(7.81)

7.1.12 Energia stocat¼a de un sistem de conductori înc¼ar-
ca̧ti electric

Fie un ansamblu de conductori 1 ; 2 ; :: la poteņtialele V1 ; V2 ; ::: pe care
densit¼a̧tile de sarcin¼a sunt: �1 ; �2 ; :::: . Un astfel de sistem este prezentat
în Fig. 7.15. Densitatea de sarcin¼a nu este aceiaşi pe fiecare conductor. Se
înconjoar¼a sistemul cu o suprafa̧t¼a S0 care s¼a includ¼a toate corpurile consi-
derate dar care s¼a fie la o distaņt¼a suficient de mare încât câmpurile s¼a fie
neglijabile pe aceasta. Atunci energia unui astfel de ansamblu este:

Ep =
1

2

ZZ
S1

�1V1dS1 +
1

2

ZZ
S2

�2V2dS2 + :::: (7.82)

Cum la suprafa̧ta conductorilor � = "0E iar normalele la suprafȩte sunt
îndreptate spre interiorul acestora rela̧tia de mai sus se scrie:

Ep = �
1

2

ZZ
S1

"0V1 ~E1d~S1 �
1

2

ZZ
S2

"0V2 ~E2d~S2 � ::: (7.83)

Dac¼a se înlocuieşte suma acestor integrale de suprafa̧t¼a cu o singur¼a in-
tegral¼a pe suprafa̧ta S = S0 [S1 [S2:::: se poate exprima energia poteņtial¼a
cu ajutorul unei integrale de volum.

Ep = �
1

2

ZZ
S

"0V ~Ed~S = �
1

2

ZZZ
V

"0r
�
V ~E
�
dv (7.84)
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Figura 7.15: Sistem de conductoare înc¼arcate electric

Se observ¼a c¼a:

r
�
V ~E
�
= Vr ~E + ~ErV = Vr ~E � ~E2

Deoarece conductoarele sunt în vid, nu avem sarcini electrice în volumul
exterior corpurilor, astfel încâtr ~E = 0; atunci 7.84 cap¼at¼a forma mai simpl¼a:

Ep =
1

2

ZZZ
V

"0E
2dv =

1

2

ZZZ
V

"0 (rV )2 dv (7.85)

care indic¼a dependeņta energiei poteņtiale de poteņtialul electric.

7.2 Dielectrici

Dielectricii sunt medii în care nu apare curent electric în prezeņta unui câmp
electric extern, dar î̧si modific¼a starea sub açtiunea câmpurilor electrice şi
care la rândul lor modific¼a interaçtiunea dintre corpurile cu sarcin¼a electric¼a.
Proprietatea electric¼a fundamental¼a a dielectricilor o constituie apari̧tia efec-
tului de polarizare sub açtiunea unui câmp electrostatic. Fenomenul este de-
terminat de orientarea dipolilor în câmp electric. Exist¼a trei mecanisme prin
care un dielectric se poate polariza:
a) Polarizarea electronic¼a se datoreaz¼a electronilor din dielectricii alc¼atu-

i̧ti din moleculele simetrice, atomii sau ionii în care centrul sarcinilor pozitive
coincide cu centrul sarcinilor negative. În prezeņta unui câmp electric are loc
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o deplasare relativ¼a a centrului sarcinilor negative fa̧ta de nucleu încât întreg
ansamblul atomic sau ionic se manifest¼a ca un dipol electric. Polarizarea
electronic¼a nu depinde de agita̧tia termic¼a, deoarece în acest caz avem de-a
face cu procese atomice.
b) Polarizarea de orientare dipolar¼a este prezent¼a în dielectrici constitui̧ti

din molecule nesimetrice (molecule polare) în care centrul sarcinilor pozitive
nu coincide cu centrul sarcinilor negative. Un exemplu îl constituie oxidul de
carbon în care moleculele posed¼a un moment dipolar permanent. Din cauza
agita̧tiei termice dipoli sunt orienta̧ti haotic. În prezeņta unui câmp electric
ei tind s¼a se orienteze în direçtia acestuia.
c) Polarizarea ionic¼a apare prin deplasarea ionilor din pozi̧tiile de echili-

bru sub açtiunea unui câmp electric. Este caracteristic¼a cristalelor ionice.
Toate substaņtele prezint¼a polarizare electronic¼a. Unele substaņte prezint¼a
şi polarizare ionic¼a iar altele şi polarizare orienta̧tional¼a.

7.2.1 Dipoli electrici

Dipoli electrici induşi

Câmpul electric generat de o distribu̧tie de sarcini poate fi estimat aplicând
principiul superpozi̧tiei. În practic¼a îns¼a acest lucru este extrem de dificil
de realizat deoarece sarcinile electrice nu sunt fixe. Astfel într-un metal
electronii de conduçtie se deplaseaz¼a pân¼a ce câmpul macroscopic devine zero
în interiorul metalului. Într-un izolator, electronii sunt lega̧ti de atomi dar
un câmp electric extern deplaseaz¼a uşor electronii în interiorul fiec¼arui atom.
Rezultatul deplas¼arii const¼a în apari̧tia unor sarcini induse care micşoreaz¼a
câmpul în izolator f¼ar¼a s¼a-l anuleaze.
Astfel dac¼a se consider¼a un atom neutru care are Z electroni, în abseņta

unui câmp electric extern, nucleul se afl¼a în centrul norului electronic acolo
unde nu se exercit¼a foŗte electrice. Nucleul se g¼aseşte într-o pozi̧tie de echili-
bru stabil, astfel încât dac¼a el se deplaseaz¼a apar foŗte care tind s¼a-l readuc¼a
în pozi̧tia ini̧tial¼a.
Dac¼a atomul este introdus într-un câmp electric atunci nucleul este de-

plasat în sensul câmpului iar norul electronic în sens contrar pân¼a se ajunge
din nou într-o stare de echilibru stabil. Distorsiunea este extrem de mic¼a. În
noua pozi̧tie de echilibru se spune c¼a atomul este polarizat. Dac¼a se noteaz¼a
cu ~d distaņta dintre centrul sarcinilor negative şi al celor pozitive vectorul
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Figura 7.16: Dipolul indus în atomul de hidrogen

~p = Ze~d (7.86)

poart¼a numele de moment de dipol al atomului considerat. Un astfel de atom
care prezint¼a un moment electric de dipol se denumeşte atom polarizat, iar
dipolul asociat dipol indus.
Se evalueaz¼a în contiunuare m¼arimea acestui moment electric dipolar pen-

tru atomul de hidrogen folosind un model simplificat. Presupunem c¼a în ab-
seņta unui câmp electric sarcina electric¼a negativ¼a este uniform repartizat¼a
în volumul unei sfere de raz¼a r0; al c¼arui centru coincide cu pozi̧tia nucleului.
Se consider¼a c¼a în prezeņt¼a câmpului electric exterior distribu̧tia î̧si p¼astreaz¼a
forma sferic¼a şi dimensiunea, dar se deplaseaz¼a din pozi̧tia ei ini̧tial¼a în sens
contrar sensului în care se deplaseaz¼a nucleul (Fig. 7.16). Se noteaz¼a cu
d distaņt¼a dintre centrul sferei ce reprezint¼a norul electronic şi nucleu. La
echilibru foŗta e ~E cu care câmpul electric açtioneaz¼a asupra nucleului tre-
buie s¼a fie egal¼a cu forta cu care norul electronic açtioneaz¼a asupra nucleului.
Pentru a stabili valoarea acestei foŗte se utilizeaz¼a legea lui Gauss. Conform
acestei legi câmpul electric din regiunea nucleului este determinat numai de
sarcinile din interiorul sferei de raz¼a d aşa cum este ar¼atat în Fig. 7.16. Prin
urmare: ZZ

S

~Edd~S =
1

"0

ZZZ
Vd

�dv (7.87)

Integrând se ob̧tine:
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Atom H He Ne Ar C Li Na K
�� 10�41F/m 7,34 2,34 4,45 17,80 16,68 134,4 300,40 378

Tabelul 7.1: Polarizabilit¼a̧ti

Ed4�d
2 =

e

"0

d3

r30

Valoarea câmpului electric ce açtioneaz¼a asupra nucleului este:

Ed =
e

4�"0

d

r30
(7.88)

şi este orientat în sens invers sensului câmpului electric exterior. Se egaleaz¼a
cele dou¼a foŗte

eE = eEd

Rezult¼a:

E =
e

4�"0

d

r30

Momentul electric dipolar se poate exprima ca

p = ed = 4�"0r
3
0E = �E (7.89)

sau vectorial

~p = �~E (7.90)

M¼arimea � poart¼a denumirea de polarizabilitate.
Propoŗtionalitatea între momentul electric de dipol indus şi câmpul elec-

tric este valabil¼a doar pentru câmpuri mici. Proprietatea atomilor de a
dobândi un moment electric de dipol când sunt introduşi în câmp exte-
rior poart¼a numele de polariza̧tie electric¼a. Coeficientul de propoŗtionalitate
poart¼a numele de polarizabilitate atomic¼a. În Tabelul 7.1 sunt prezentate
câteva valori ale acestui coeficient pentru câteva substaņte.
Se observ¼a c¼a pentru gazele rare valorile polarizabilit¼a̧tii sunt foarte mici

deoarece electronii sunt foarte puternic lega̧ti de atomi.
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Cunoscând efectul de polarizare în câmp electric uniform asupra atomilor,
putem s¼a imagin¼am ce se va întâmpla cu un dielectric constituit din asemenea
atomi asupra c¼aruia açtioneaz¼a un câmp electric exterior. Vor fi induse
momentele de dipol ale acestor atomi care se vor alinia aproximativ paralel cu
direçtia câmpului electric exterior deoarece asupra fiec¼arui dipol va açtiona şi
un câmp rezultat din compunerea câmpurilor electrice create de dipoli vecini.
În general cele dou¼a câmpuri nu sunt paralele. În plus în sistemul de atomi
procesul este afectat şi de vibra̧tiile rȩtelei cristaline.

Dipoli electrici induşi în molecule

S¼a consider¼am ini̧tial moleculele în care, în abseņta unui câmp exterior cen-
trele distribu̧tiilor sarcinilor pozitive şi negative nu coincid. Exist¼a dou¼a
tipuri de molecule: cele cu simetrie sferic¼a şi cele cu o simetrie mai joas¼a. În
cazul moleculelor cu simetrie sferic¼a ca de exemplu CH4 sau BCl3 valoarea
momentului dipolar în prim¼a aproxima̧tie nu depinde de direçtia câmpului
exterior şi este valabil¼a rela̧tia 7.90 cu observa̧tia c¼a polarizabilitatea mole-
culei nu este suma polarizabilit¼a̧tilor atomilor constitueņti.
În cazul unor molecule care nu au o simetrie sferic¼a polarizarea moleculei

depinde de direçtia câmpului electric exterior.
Astfel în cazul moleculei de dioxid de carbon un câmp electric aplicat de-

a lungul moleculei va induce un dipol mai mare decât în cazul când acesta
este aplicat perpendicular. Aceast¼a difereņt¼a rezult¼a din faptul c¼a molecula
este mai uşor deformabil¼a în lungul axei proprii decât într-o direçtie perpen-
dicular¼a. Se noteaz¼a cele dou¼a polarizabilit¼a̧ti cu �? şi �k. Câmpul ~E se
descompune dup¼a cele dou¼a direçtii (Fig. 7.17):

Ey = E cos � ; Ez = E sin �

Atunci momentele de dipol induse pe cele dou¼a direçtii sunt:

pk = �kE cos �

p? = �?E sin �

Momentul de dipol total este:

~p = E
�
�k cos � ~ex + �? sin � ~ez

�
(7.91)



7.2. DIELECTRICI 277

Figura 7.17: Polarizarea moleculei de dioxid de carbon

Rezult¼a c¼a direçtia vectorului ~p nu mai coincide cu direçtia câmpului
electric. În acest caz polarizabilitatea unei molecule nu mai este o m¼arime
scalar¼a ci tensorial¼a (compus¼a dintr-un ansamblu de coeficieņti ce exprim¼a o
dependeņt¼a liniar¼a între componentele vectorului ~p şi cele ale vectorului ~E).
În cazul general:

px = �xxEx + �xyEy + �xzEz
py = �yxEx + �yyEy + �yzEz
pz = �zxEx + �zyEy + �zzEz

(7.92)

adic¼a

~p = �~E

unde:

� =

0@ �xx �xy �xz
�yx �yy �yz
�zx �zy �zz

1A (7.93)

Valorile componentelor acestui tensor sunt funçtii de modul de alegere al
sistemului de referiņt¼a. În plus tensorul este simetric, adic¼a:

�xy = �yx ; �yz = �zy ; �zx = �xz

Atunci matricea asociat¼a acestui tensor este simetric¼a şi exist¼a un sis-
tem de coordonate particular pentru care doar componentele diagonale ale
tensorului sunt diferite de zero.
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Momente dipolare permanente

Exist¼a unele molecule la care datorit¼a structurii lor, chiar în abseņta câm-
pului electric exterior, centrele sarcinilor pozitive şi negative nu coincid şi în
conseciņt¼a ele posed¼a un moment dipolar permanent.
Orice molecul¼a biatomic¼a, format¼a din atomi de natur¼a diferit¼a, posed¼a

un asemenea moment dipolar. Aceast¼a proprietate se datoreaz¼a faptului c¼a la
formarea unor asemenea molecule, de exemplu a moleculelor de HCl, HBr şi
HI o parte din norul electronic al atomului de hidrogen se transfer¼a atomilor
de iod, brom sau clor. R¼amâne un exces de sarcin¼a pozitiv¼a la extremitatea
moleculei ce coņtine atomul de hidrogen şi un exces de sarcin¼a negativ¼a la
cealalt¼a extremitate.

7.2.2 Densitate de polarizare (materiale omogene)

Când un izolator este plasat într-un câmp electric atomii lui se polarizeaz¼a.
Pentru simplificare s¼a consider¼am un material dielectric care coņtineN atomi
pe unitatea de volum. Într-un câmp electric uniform centrul sarcinilor ne-
gative al fiec¼arui atom se deplaseaz¼a cu aceiaşi distaņt¼a fa̧t¼a de nucleu în
sens contrar câmpului electric. Fiecare atom va avea un moment de dipol ~p
orientat în sensul câmpului. Se consider¼a o situa̧tie simplificat¼a în sensul c¼a
nu vom lua în considerare interaçtia dintre momentele de dipol induse şi nici
câmpul electric produs de acestea. Deplasarea electronilor conduce la apari̧tia
unor sarcini la suprafa̧ta dielectricului. Având în vedere cele discutate mai
sus, momentul de dipol ce poate fi asociat unui element de volum dv este
~pNdv: Câmpul electric creat de acest element de volum este echivalent cu
cel creat de un dipol electric ~pNdv. Produsul ~pN se numeşte densitate de
polarizare şi se noteaz¼a cu ~P :
Vom încerca s¼a asociem momentele de dipol de densitatea de sarcin¼a de

la suprafa̧ta dielectricului.
Pentru aceasta se consider¼a o poŗtiune de dielectric de grosime d având

suprafa̧ta dxdy (Fig.7.18). Deoarece s-a presupus dielectricul omogen şi
izotrop direçtia vectorului de polarizare coincide cu direçtia câmpului elec-
tric.
Unui element de volum din paralelipipedul considerat a c¼arui în¼aļtime

este egal¼a cu dz i se poate asocia un moment de dipol:

~Pdv = ~Pdxdydz (7.94)
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Figura 7.18: Câmpul electric creat de un volum paralelipipedic dintr-un di-
electric polarizat.

Poteņtialul creat de acest element de volum în punctul A suficient de
dep¼artat de acest volum este:

dV =
Pdxdydz cos �

4�"0r2
(7.95)

Se noteaz¼a dS = dxdy şi integrând în raport cu z se ob̧tine:

VA =
PdS

4�"0

Z z2

z1

dz cos �

r2
=
PdS

4�"0

Z r2

r1

dr

r2
=
PdS

4�"0

�
1

r1
� 1

r2

�
(7.96)

Rela̧tia 7.96 este echivalent¼a cu expresia poteņtialului creat de dou¼a sarcini
punctiforme egale şi de semn contrar având valoarea PdS. Sarcina +PdS
este situat¼a la cap¼atul paralelipipedului care se g¼aseşte la distaņta r1 fa̧t¼a de
punctul A iar sarcina negativ¼a �PdS la cel¼alalt cap¼at la distaņta r2 fa̧t¼a de
punctul A.
O plac¼a dielectric¼a introdus¼a între pl¼acile unui condensator plan poate

fi descompus¼a în paralelipipede de tipul anterior astfel încât pe baza celor
discutate anterior ea poate fi înlocuit¼a cu dou¼a distribu̧tii de sarcini plan
paralele a c¼aror densit¼a̧ti superficiale sunt � = +P şi � = �P .
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Figura 7.19: Dielectric între pl¼acile unui condensator înc¼arcat

Dac¼a ~P nu este perpendicular pe suprafa̧ta dielectricului densitatea de
sarcin¼a de pe suprafa̧ta dielectricului este egal¼a cu componenta normal¼a a
densit¼a̧tii de polarizare. Atunci:

� = Pn = P cos � (7.97)

unde � este unghiul dintre ~P şi normala la suprafa̧t¼a.

7.2.3 Permitivitatea relativ¼a şi susceptibilitatea elec-
tric¼a

Sarcinile induse pe suprafa̧ta materialului dielectric contribuie la câmpul elec-
tric macroscopic din interiorul materialului. Contribu̧tiile acestora poart¼a de-
numirea de câmp de depolarizare, deoarece câmpul creat de sarcinile induse
la suprafa̧t¼a are sens contrar câmpul electric din exterior.
O conseciņta a câmpului de depolarizare este creşterea capacit¼a̧tii unui

condensator prin umplerea acestuia cu material dielectric.
S¼a consider¼am un condensator plan paralel cu suprafa̧ta arm¼aturilor S şi

distaņta d dintre acestea. Pe arm¼aturi se afl¼a o densitate de sarcin¼a �. Se
introduce între pl¼acile condensatorului plan un material dielectric p¼astrând
densitatea de sarcin¼a ini̧tial¼a (Fig. 7.19). Aplicând legea lui Gauss pentru o
suprafa̧t¼a S rezult¼a:
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ES =
1

"0
(� � P )S (7.98)

Experimental se arat¼a c¼a şi în cazul în care în interiorul condensatorului
se introduce un dielectric se p¼astreaz¼a propoŗtionalitatea dintre sarcina de pe
condensator şi difereņta de poteņtial ce se aplic¼a pe arm¼aturile sale. Mai mult
se constat¼a c¼a factorul "r cu care capacitatea creşte depinde numai de natura
dielectricului nu şi de dimensiunile geometrice. Se noteaz¼a cu C0 capacitatea
condensatorului în abseņta dielectricului şi cu C capacitatea condensatorului
cu dielectric. Rela̧tia dintre acestea este:

C = "rC0 = "r
"0S

d
(7.99)

Dar capacitatea condensatorului cu dielectric se poate scrie ţinând cont
de rela̧tia 7.98 astfel:

C =
q

U
=
�S

Ed
=

�
1 +

P

"0E

�
"0S

d
(7.100)

Din compararea rela̧tiilor 7.99 şi 7.100 rezult¼a c¼a pentru materiale dielec-
trice omogene şi izotrope:

"r =

�
1 +

P

"0E

�
(7.101)

Constanta "r poart¼a numele de permitivitate relativ¼a. Atunci din rela̧tia
7.101 se ob̧tine:

P = ("r � 1) "0E = �e"0E (7.102)

unde

�e = "r � 1 (7.103)

poart¼a denumirea de susceptibilitate electric¼a.
În cazul unor dielectrici cristalini sau al unor dielectrici neomogeni per-

mitivitate relativ¼a şi susceptibilitatea sunt m¼arimi tensoriale.
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7.2.4 Câmpul local

Pentru dielectrici omogeni rela̧tia 7.102 se poate scrie vectorial astfel:

~P = �e"0 ~E (7.104)

Deoarece densitatea de polarizare se poate exprima în funçtie de momen-
tul de dipol:

~P = N~p (7.105)

rezult¼a

~p =
�e"0
N

~E (7.106)

Ecua̧tia 7.106 stabileşte leg¼atura dintre momentul de dipol mediu al unei
singure molecule şi câmpul macroscopic. Totuşi rela̧tia nu este corect¼a în
totalitate deoarece câmpul macroscopic reprezint¼a o mediere pe o regiune mai
mare şi de cele mai multe ori nu coincide cu câmpul local în care se afl¼a de fapt
molecula respectiv¼a. Câmpul local este suma dintre câmpul extern şi câmpul
generat de celelalte molecule din jurul moleculei considerate. Rela̧tia 7.106
este corect¼a numai pentru gaze rarefiate, deoarece într-un astfel de sistem
moleculele sunt foarte dep¼artate unele de altele iar câmpul local coincide cu
cel macroscopic.
În lichide sau în solide se va considera în loc de 7.106 rela̧tia:

~p =
�e"0
N

~Elocal (7.107)

7.2.5 Susceptibilitatea dielectricilor gazoşi polari

În cazul moleculelor polare, câmpul electric poate induce în atomii con-
stitueņti dipoli electrici îns¼a contribu̧tia acestora este mai mic¼a decât a dipo-
lilor permaneņti. În abseņta câmpului electric, moleculele polare dintr-un
dielectric sunt orientate haotic astfel c¼a momentul dipolar al unit¼a̧tii de
volum este nul. Datorit¼a distaņtelor mari dintre molecule (cazul dielectri-
cilor gazoşi) se poate neglija interaçtia dintre dipolii respectivi. Dac¼a se
aplic¼a un câmp electric apare o interaçtie între acesta şi dipolii din gaz.
Energia poteņtial¼a de interaçtie dintre moleculele polare şi câmpul electric

este:
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Ep = �~p ~E = pE cos � (7.108)

unde � este unghiul dintre momentul de dipol şi direçtia câmpului electric.
Dac¼a asupra moleculelor nu ar açtiona alte foŗte, dipolii s-ar alinia paralel

cu câmpul electric. Acest lucru nu se petrece deoarece moleculele sunt într-
un proces continuu de agita̧tie termic¼a şi acest fapt face ca dipolii moleculari
s¼a fie paŗtial alinia̧ti în câmp electric. Se noteaz¼a cu �i unghiul f¼acut de
dipolul i cu direçtia câmpului electric. Atunci densitatea de polarizare va fi
egal¼a cu:

~P =
NX
i=1

p cos �i = Np hcos �i (7.109)

unde N este num¼arul de molecule din unitatea de volum iar hcos �i este
valoarea medie a cosinusurilor unghiurilor f¼acute de momentele de dipol cu
directia câmpului electric. Pentru calculul acestei medii se aplic¼a statistica
Boltzmann:

hcos �i =

R
cos � exp

�
� Ep
kBT

�
d
R

exp
�
� Ep
kBT

�
d


(7.110)

unde d
 = sin �d�d' .
Trebuie remarcat c¼a exponentul �Ep=kBT este foarte mic.
Pentru a evalua energia poteņtial¼a se consider¼a c¼a dipolul provine din

transferarea unui electron de la un atom la un alt atom. Atunci q = e =
1; 6 � 10�19 C iar distaņta este de ordinul distaņtelor atomice (d = 10�10

m). Se consider¼a câmpul electric ca având valoarea E = 106 V/m, adic¼a
valoarea maxim¼a permis¼a astfel încât s¼a nu se produc¼a o desc¼arcare electric¼a
în aer. Ob̧tinem astfel pentru energia poteņtial¼a Ep = edE � 10�4 eV.
La temperaturi obi̧snuite (300 K) energia cinetic¼a medie de transla̧tie �"c =
3kBT=2 are valoarea � 10�2 eV:
Din acest motiv kBT � Ep; se poate aproxima:

exp

�
� Ep
kBT

�
'
�
1� Ep

kBT

�
(7.111)

Cele dou¼a integrale care apar în expresia 7.110 au expresiile:
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Z
cos � exp

�
� Ep
kBT

�
d
 =

Z 2�

0

d'

Z �

o

�
1� pE cos �

kBT

�
cos � sin �d�

Z
cos � exp

�
� Ep
kBT

�
d
 =

2pE

3kBT

Z
exp

�
� Ep
kBT

�
d
 =

Z 2�

0

d'

Z �

o

�
1� pE cos �

kBT

�
sin �d� = 4�

iar densitatea de polarizare este:

P =
Np2E

3kBT
(7.112)

Având în vedere modul de definire al susceptibilit¼a̧tii electrice ob̧tinem
pentru aceasta:

�e =
P

"0E
=

Np2

3"0kBT
(7.113)

Dac¼a se iau în considerare şi momentele de dipol induse, care sunt în
direçtia câmpului, polarizarea este:

P = N

�
�+

p2

3kBT

�
E (7.114)

De aici rezult¼a

�e =
N

"0

�
�+

p2

3kBT

�
(7.115)

Aceast¼a rela̧tie este important¼a deoarece prin determinarea susceptibi-
lit¼a̧tii electrice la diverse temperaturi se pune în evideņt¼a existeņta sau ine-
xisteņta moleculelor polare. Astfel, lipsa dependeņtei de temperatur¼a a lui
�e (cazul metanului) dovedeşte c¼a substaņta nu coņtine molecule polare.
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7.2.6 Susceptibilitatea lichidelor nepolare

Moleculele din lichide şi solide sunt atât de apropiate încât sunt afectate
de câmpurile create de ceilaļti dipoli. Atunci câmpul efectiv în care se afl¼a
aceste molecule este câmpul local. Trebuie remarcat c¼a polarizabilitatea �
nu variaz¼a funçtie de câmp deoarece depinde numai de structura moleculei.
Atunci fiecare din moleculele respective în câmpul local va avea un moment
dipolar �~Elocal . Dac¼a concentra̧tia de molecule este N , momentul de dipol
pe unitatea de volum este:

~P = N�~Elocal (7.116)

În general este dificil de estimat câmpul local. Pentru calculul câmpului
local se consider¼a un model simplificat. În acest model pe care-l vom consi-
dera pentru lichide nepolare, atomul sau molecula respectiv¼a este înconjurat¼a
de vecini dispuşi pe o suprafa̧t¼a sferic¼a cu centrul în centrul moleculei consi-
derate. Acest model este valabil pentru lichidele nepolare deoarece câmpurile
generate de aceste molecule au raz¼a mic¼a de açtiune şi nu sunt prea intense.
S¼a consider¼am în interiorul dielectricului o cavitate sferic¼a de raz¼a r; ne

propunem s¼a g¼asim valoarea câmpului creat în interiorul cavit¼a̧tii (Fig.7.20).
În interiorul cavit¼a̧tii câmpul local este suma a doi termeni: ~E - câmpul
creat de sarcinile libere şi ~EP câmpul creat de sarcinile de polarizare de pe
suprafa̧ta sferei considerate.
Se calculeaz¼a valoarea câmpului de polarizare de pe suprafa̧ta sferei. Den-

sitatea de sarcin¼a de pe suprafa̧ta interioar¼a a sferei depinde de polarizare
prin rela̧tia:

� = �P cos � (7.117)

În rela̧tia 7.117 s-a considerat c¼a densitatea de polarizare are direçtia
câmpului local iar � este unghiul dintre direçtia razei ~r şi direçtia lui ~P . Se
consider¼a o nou¼a raz¼a ~r 0 foarte apropiat¼a de prima cu care face unghiul d�
suficient de mic pentru ca s¼a se poat¼a admite c¼a pe inelul de l¼a̧time rd�
densitatea de sarcin¼a este constant¼a. Atunci un element de suprafa̧t¼a de pe
acest inel cu lungimea dx este înc¼arcat cu sarcina:

dq = �dS = P cos � rd�dx (7.118)

Aceast¼a sarcin¼a creaz¼a un câmp electric în centrul sferei care poate fi
descompus dup¼a o direçtie paralel¼a cu ~P şi una perpendicular¼a pe ~P : Con-
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Figura 7.20: Modelul pentru calcularea câmpului în centrul unei cavit¼a̧ti
sferice

siderând un element simetric celui ales iņtial, componentele perpendiculare
ale câmpului se anuleaz¼a astfel încât sunt efective doar componentele câm-
pului care sunt paralele cu densitatea de polarizare. Atunci:

dEps = �
1

4�"0r2
P cos �(2�r sin �)rd� cos �

sau

dEps = �
P cos2 � sin �d�

2"0
(7.119)

Integrând rela̧tia 7.119 pentru toate valorile pe care le poate lua unghiul
� se ob̧tine:

Eps = �
Z �

0

P cos2 � sin �d�

2"0
=
P

3"0
(7.120)

Atunci:

~Elocal = ~E + ~Eps = ~E +
�e ~E

3"0
=
�
1 +

�e
3

�
~E (7.121)
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Se observ¼a c¼a acest câmp nu depinde de raza sferei şi el este câmpul ce
va determina efectiv polarizarea moleculei în centrul sferei considerate.
Ecuaţia Clausius-Mossotti
Prin açtiunea câmpului electric local un atom sau molecul¼a situat¼a în

centrul sferei va avea un moment electric dipolar:

~p = �~Elocal (7.122)

Dar:

~P = N~p = N�~Elocal (7.123)

Se ţine cont de rela̧tia 7.121:

"0�e ~E = N�
�
1 +

�e
3

�
~E

şi se ob̧tine:

�e =
N�

"0 �N�=3
(7.124)

Cum "r � 1 = �e din rela̧tia 7.115 se ob̧tine:

"r � 1
"r + 2

=
N�

3"0
(7.125)

Aceasta rela̧tie poart¼a numele de rela̧tia Claussius-Mossotti.

7.2.7 Densitatea de polarizare a materialelor neomo-
gene

Deşi considera̧tiile de pân¼a acum au fost f¼acute pentru cazul unei polariz¼ari
uniforme, este important s¼a se considere şi cazul în care polarizarea nu este
uniform¼a. Acest lucru se datoreaz¼a neuniformit¼a̧ti dielectricului, sau varia̧tiei
câmpului electric în funçtie de pozi̧tia din interiorul dielectricului. Pentru a
putea determina polarizarea trebuie s¼a ţinem cont c¼a în afara sarcinilor induse
la suprafa̧ta dielectricului apar şi sarcini induse în interiorul acestuia.
S¼a consider¼am un cub în interiorul unui dielectric neutru cu volumul

�x�y�z (Fig.7.21). Cubul este mic la scar¼a macroscoapic¼a, dar suficient de
mare pentru a coņtine suficient de muļti atomi. Dac¼a aplic¼am un câmp
electric acesta se polarizeaz¼a. Se presupune pentru simplificare c¼a polarizarea
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Figura 7.21: Polarizarea unei poŗtiuni cubice dintr-un dielectric

în interiorul cubului este diferit¼a de zero în direçtia Ox, c¼a este dependent¼a
de x şi independent¼a de y şi z. O conseciņt¼a a polariz¼arii este deplasarea
electronilor în sens invers câmpului. Atunci sarcinile de pe fȩtele cubului
sunt +Px (x) �y�z pe fa̧ta ABCD şi �Px (x+ �x) �y�z pe fa̧ta EFGH.
Contribu̧tia la sarcina net¼a a cubului este:

� [Px (x+ �x)� Px (x)] �y�z = �
@Px
@x
�x�y�z (7.126)

Generalizând putem afirma c¼a exist¼a contribu̧tii similare pentru toate
componentele lui ~P din direçtiile Oy şi Oz astfel încât sarcina total¼a �q din
interiorul cubului este:

�q = �
�
@Px
@x

+
@Py
@y

+
@Pz
@z

�
�x�y�z (7.127)

Cu alte cuvinte sarcina macroscopic¼a de polarizare este:

�p =
�q

�x�y�z
= �

�
@Px
@x

+
@Py
@y

+
@Pz
@z

�
= �r~P (7.128)
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7.2.8 Vectorul induçtie a câmpului electric

Într-un dielectric pot exista şi sarcini libere astfel c¼a densitatea total¼a de
sarcini este suma dintre densitatea sarcinilor libere �l şi densitatea de sarcini
de polarizare �p:

� = �l + �p (7.129)

Câmpul macroscopic este legat de densitatea total¼a de sarcin¼a:

r ~E = �

"0
=
�l + �p
"0

(7.130)

r ~E = 1

"0

�
�l �r~P

�
(7.131)

sau

"0r ~E +r~P = �l (7.132)

Deoarece ~P depinde de ~E, r~P 6= 0 numai dac¼a �l 6= 0. Exist¼a o densitate
de sarcini de polarizare �p numai în regiunile în care exist¼a sarcini libere.
Din rela̧tia 7.132 rezult¼a:

r
�
"0 ~E + ~P

�
= �l (7.133)

Se defineşte o nou¼a m¼arime vectorial¼a, vectorul induçtie a câmpului elec-
tric:

~D = "0 ~E + ~P (7.134)

astfel încât:

r ~D = �l (7.135)

Cum ~P = �e"0 ~E rela̧tia 7.134 devine:

~D = (1 + �e) "0 ~E = "r"0 ~E (7.136)

Vom calcula fluxul induçtiei câmpului electric printr-o suprafa̧t¼a închis¼a.
Aplicând teorema lui Gauss se ob̧tine:ZZ

S

~Dd~S =

ZZZ
V

r ~DdV =
ZZZ

V

�ldV (7.137)
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Aceasta este legea lui Gauss în medii materiale: fluxul induçtiei câmpu-
lui electric printr-o suprafa̧t¼a închis¼a este egal cu sarcina liber¼a total¼a din
interiorul acelei suprafȩte.

7.2.9 Energia electrostatic¼a în medii dielectrice

Aşa cum am discutat anterior, energia unui sistem de sarcini este:

Ep =
1

2

ZZZ
� (r)V (~r ) dv

Acest rezultat nu poate fi folosit în descrierea mediilor dielectrice, deoarece
distribu̧tia final¼a de sarcin¼a s-a ob̧tinut prin aducerea de la infinit a sarcinilor
în câmpul electrostatic existent efectuându-se un lucru mecanic.
Într-un mediu dielectric se efectueaz¼a un lucru mecanic atât la aducerea

sarciniilor cât şi pentru polarizarea mediului.
Ini̧tial nu vom face nici o presupunere asupra mediului dielectric (de linia-

ritate, omogenitate, etc.). Se consider¼a ini̧tial o varia̧tie a energiei �Ep da-
torit¼a unei modific¼ari �� a densit¼a̧tii de sarcin¼a în spa̧tiu:

�Ep =
1

2

ZZZ
�� (r)V (~r ) dv (7.138)

În 7.138 integrala este considerat¼a pe întreg spa̧tiul.
Cum

r ~D = �
iar

�� = r� ~D (7.139)

rela̧tia 7.138 devine prin integrarea pe tot spa̧tiul:

�Ep =
1

2

ZZZ
r
�
� ~D
�
V (~r ) dv (7.140)

�Ep =
1

2

ZZZ
r
h
� ~DV (~r )

i
dv � 1

2

ZZZ
� ~DrV (~r ) dv

Prima integral¼a se anuleaz¼a la infinit dac¼a se presupune c¼a V (~r ) = 0 şi
cum rV (~r ) = � ~E ob̧tinem:
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�Ep =
1

2

ZZZ
~E� ~Ddv (7.141)

Energia electrostatic¼a total¼a se calculeaz¼a prin varierea lui �D de la 0 la
D.

Ep =
1

2

ZZZ
dv

Z D

0

~E�D (7.142)

Dac¼a mediul este liniar ~D = " ~E atunci:

~E� ~D = ~E�
�
" ~E
�
= "

� ~E2

2
=
1

2
�
�
~E ~D
�

(7.143)

astfel c¼a energia electrostatic¼a total¼a este:

Ep =
1

2

ZZZ
~E ~Ddv (7.144)

În rela̧tiile anterioare " este permitivitatea total¼a a mediului respectiv.
O alt¼a problem¼a este aceea când un dielectric este adus într-un câmp

electric ale c¼arui surse sunt fixe. Pentru aceasta se consider¼a câmpul ~E1 care
este datorat unei distribu̧ti de sarcini �0 (~r ) şi care exist¼a într-un mediu cu
permitivitatea absolut¼a "1 (~r ). Energia electrostatic¼a ini̧tial¼a este:

Ep1 =
1

2

ZZZ
~E1 ~D1dv (7.145)

unde ~D1 = "1 ~E1.
Se introduce în acest câmp un dielectric de volum V care modific¼a câmpul

electric de la valoarea ~E1 la valoarea ~E2. Prezeņta acestui dielectric poate fi
descris¼a prin permitivitatea dielectric¼a absolut¼a care are valoarea "2 în inte-
riorul corpului şi "1 în exterior. Se presupune c¼a permitivitatea dielectricului
variaz¼a lent în interiorul corpului de la valoarea "2 la valoarea "1 la marginea
volumului V. În final energia are valoarea

Ep2 =
1

2

ZZZ
~E2 ~D2dv (7.146)

unde ~D2 = "2 ~E2 . Difereņta dintre energiile în cele dou¼a cazuri este:

W =
1

2

ZZZ �
~E2 ~D2 � ~E1 ~D1

�
dv (7.147)
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W =
1

2

ZZZ �
~E2 ~D1 � ~D2

~E1

�
dv +

1

2

ZZZ �
~E2 + ~E1

��
~D2 � ~D1

�
dv

(7.148)

Deoarece r�
�
~E2 + ~E1

�
= 0 se poate scrie:

~E2 + ~E1 = �r� (7.149)

unde � este o funçtie scalar¼a ce depinde de pozi̧tie. Atunci a doua integral¼a
din 7.148 devine:

I = �1
2

ZZZ �
~D2 � ~D1

�
r�dv (7.150)

Integrând prin p¼aŗti:

I = �1
2

ZZZ
r
h
�
�
~D2 � ~D1

�i
dv +

1

2

ZZZ
�r

�
~D2 � ~D1

�
dv (7.151)

Se observ¼a c¼a:ZZZ
r
h
�
�
~D2 � ~D1

�i
dv =

ZZ
S

�
�
~D2 � ~D1

�
dS = 0

deoarece la marginea domeniului ~D2 = ~D1.
În cazul celei de-a doua integrale se observ¼a c¼a

r ~D2 = r ~D1 = �

deoarece prin aducerea dielectricului în regiunea considerat¼a nu se modific¼a
densitatea de sarcin¼a liber¼a. Rezult¼a:ZZZ

�r
�
~D2 � ~D1

�
dv = 0

Atunci rela̧tia 7.148 devine:

W = �1
2

ZZZ �
~E1 ~D2 � ~D1

~E2

�
dv (7.152)

Integrala se face pe tot spa̧tiul dar practic ea se limiteaz¼a doar la volumul
corpului. Cum D1 = "1E1 şi D2 = "2E2
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W = �1
2

ZZZ
("2 � "1) ~E2 ~E1dv (7.153)

Dac¼a mediul în care se afl¼a corpul este vidul "1 = "0 şi "2 = "r"0: Se
noteaz¼a E0 = E1. Atunci:

("2 � "1) ~E2 = ("r � 1) "0 ~E2 = ~P (7.154)

iar rela̧tia 7.153 devine:

W = �1
2

ZZZ
V1

~P ~E0dv (7.155)

Aceast¼a rela̧tia arat¼a c¼a densitatea de energie a unui dielectric aflat în
câmpul ~E0 ale c¼arui surse sunt fixe este dat¼a de rela̧tia:

w = �1
2
~P ~E0 (7.156)

7.3 Curentul electric continuu

Prin curent electric se îņtelege deplasarea direçtionat¼a a electronilor în me-
tale, sau a ionilor în unele lichide sau gaze sub açtiunea câmpului electric.
Aceste particule poart¼a numele de purt¼atori de sarcin¼a. Un curent poate fi
datorat mai multor tipuri de purt¼atori de sarcin¼a. De exemplu în gaze purt¼a-
torii de sarcin¼a sunt atât electronii cât şi ionii moleculari înc¼arca̧ti pozitiv.
Pentru a exista curent electric în mediul respectiv trebuie s¼a existe purt¼a-

tori de sarcin¼a capabili s¼a se deplaseze sub açtiunea unui câmp electric. De
exemplu în cazul unui metal la o temperatur¼a diferit¼a de zero Kelvin elec-
tronii sunt într-o continu¼a stare de agita̧tie termic¼a. Prin aplicarea unui
câmp electric, peste mi̧scarea de agita̧tie termic¼a se suprapune o mi̧scare
dirijat¼a în sens invers câmpului electric. Un astfel de mediu poart¼a numele
de conductor.
Un mediu f¼ar¼a purt¼atorii de sarcin¼a capabili s¼a se deplaseze sub açtiunea

unui câmp electric poart¼a numele de izolator.

7.3.1 M¼arimi ce caracterizeaz¼a curentul electric

Intensitatea curentului electric I. Aceasta este o m¼arime fizic¼a scalar¼a care
reprezint¼a sarcina net¼a ce traverseaz¼a în unitatea de timp suprafa̧ta transver-
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Figura 7.22: Mi̧scarea purt¼atorilor de sarcin¼a în interiorul unui conductor

sal¼a a conductorului.

I =
�Q

�t
(7.157)

În sistemul interna̧tional de unit¼a̧ti intensitatea curentului este o m¼arime
fizic¼a fundamental¼a iar unitatea sa de m¼asur¼a este Amperul (A).
Densitatea de curent. Admitem c¼a în conductorul omogen şi izotrop care

coņtine un singur tip de purt¼atori de sarcin¼a q densitatea acestora este n.
Dac¼a în conductor este aplicat un câmp electric, sarcinilor li se imprim¼a o
mi̧scare ordonat¼a de transport în sensul câmpului dac¼a sarcinile sunt pozitive
şi în sens invers câmpului dac¼a sarcinile sunt negative. Se consider¼a c¼a viteza
medie a mi̧sc¼arii de transport este ~v.
Pentru a defini densitatea de curent vom considera o poŗtiune de conduc-

tor a c¼arui seçtiune transversal¼a este S şi în interiorul c¼areia exist¼a câmpul
electric ~E (Fig. 7.22).
În intervalul de timp �t to̧ti purt¼atorii de sarcin¼a din cilindrul cu aria

bazei S şi generatoarea v�t se vor deplasa conform celor indicate în Fig.
7.22. Deoarece num¼arul de purt¼atori de sarcin¼a din cilindru este N = nSv�t,
sarcina ce trece prin aria bazei este�Q = Nq = nSvq�t. Atunci intensitatea
curentului este:

I =
�Q

�t
= nvqS (7.158)

Densitatea de curent se defineşte ca fiind sarcina ce trece în unitatea de
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timp prin unitatea de suprafa̧t¼a:

j =
I

S
= nqv (7.159)

Densitatea de curent este îns¼a o m¼arime vectorial¼a (având în vedere ca-
racterul vectorial al vitezei); atunci:

~j = nq~v (7.160)

Acest rezultat poate fi generalizat în cazul în care în materialul respectiv
exist¼a mai multe tipuri de purt¼atori de sarcin¼a cu concentra̧tiile ni, vitezele
medii vi şi sarcinile qi.

~j =
X
i

~ji =
X
i

niqi~vi (7.161)

Discu̧tia anterioar¼a a fost f¼acut¼a pornind de la ipoteza c¼a avem de-a face
cu un conductor omogen. În conductorii neomogeni concentra̧tia purt¼atorilor
de sarcin¼a depinde de pozi̧tie n = n (x ; y ; z) astfel c¼a şi densitatea de
curent este diferit¼a de la punct la punct ~j = ~j (x ; y ; z) şi este o m¼arime ce
caracterizeaz¼a local curentul electric.
Pentru a calcula în acest caz intensitatea curentului printr-o seçtiune se

va considera elementul de arie:

d~S = ~ndS (7.162)

unde ~n este normala la aceast¼a suprafa̧t¼a. Dac¼a direçtia densit¼a̧tii curentului
nu este perpendicular¼a pe elementul de suprafa̧t¼a, la curentul ce trece prin
aceast¼a suprafa̧t¼a contribuie doar componenta normal¼a a acestei densit¼a̧ti de
curent. Atunci:

dI = ~jd~S (7.163)

Printr-o suprafa̧t¼a finit¼a intensitatea curentului este dat¼a de integrala:

I =

ZZ
S

dI =

ZZ
S

~jd~S (7.164)

Conform rela̧tiei 7.164 intensitatea curentului poate fi considerat¼a ca fiind
fluxul densit¼a̧tii de curent prin suprafa̧ta S.
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7.3.2 Ecua̧tia de continuitate

Fie o suprafa̧t¼a S închis¼a în interiorul unui conductor care cuprinde volumul
V . Normala la suprafa̧ta închis¼a fiind îndreptat¼a întotdeauna în exteriorul
acesteia, integrala din ~jd~S reprezint¼a sarcina ce iese în unitatea de timp din
volumul V prin suprafa̧ta S. Conform legii conserv¼arii sarcinii, sarcina ce
iese din volumul V este egal¼a cu varia̧tia sarcinii din acest volum în acelaşi
interval de timp (�dq=dt). Rezult¼a:ZZ

S

~jd~S = �dq
dt

(7.165)

Dac¼a se exprim¼a q în funçtie de densitatea de sarcin¼a � = � (x ; y ; z)

q =

ZZZ
V

� (x ; y ; z) dv (7.166)

rela̧tia 7.165 devine:ZZ
S

~jd~S = � d
dt

ZZZ
V

�dv = �
ZZZ

V

@�

@t
dv (7.167)

Utilizarea simbolului de derivat¼a paŗtial¼a sub integral¼a este impus¼a de
faptul c¼a densitatea de sarcin¼a poate fi funçtie şi de componentele spa̧tiale.
Cum: ZZ

S

~jd~S =

ZZZ
V

r~jdv (7.168)

ZZZ
V

r~jdv = �
ZZZ

V

@�

@t
dv (7.169)

Egalitatea de mai sus este adev¼arat¼a pentru orice volum V astfel c¼a:

r~j + @�
@t
= 0 (7.170)

Aceast¼a rela̧tie poart¼a denumirea de ecuaţia de continuitate.
În regim sta̧tionar, densitatea volumic¼a de sarcin¼a nu depinde de timp şi

ecua̧tia de continuitate cap¼at¼a forma:

r~j = 0 (7.171)
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7.3.3 Teoria clasic¼a a conduçtiei

Aceast¼a teorie a fost elaborat¼a în 1900 de Drude şi a fost perfeçtionat¼a de
Lorentz în anul 1910. Teoria se bazeaz¼a pe ipoteza existeņtei gazului elec-
tronic în metale, adic¼a a existeņtei unor electroni liberi în interiorul acestora.
Prin electroni liberi în metale se îņteleg electronii de valeņt¼a care nu sunt
lega̧ti de nici un atom al rȩtelei cristaline şi care se pot deplasa în interiorul
acestuia pe distaņte relativ mari.
Conform acestui model, în abseņta câmpului electric, electronii se mi̧sc¼a

haotic în toate direçtiile. Când se aplic¼a un câmp electric electronii liberi
sunt supuşi unei foŗte care le imprim¼a o mi̧scare direçtionat¼a. Dac¼a rȩteaua
ar fi rigid¼a şi perfect¼a electronii s-ar mi̧sca accelerat. Acest lucru nu este
posibil deoarece în metale exist¼a imperfeçtiuni ale rȩtelei şi impurit¼a̧ti, iar
ionii rȩtelei cristaline execut¼a mi̧sc¼ari de vibra̧tie în jurul pozi̧tiilor de echili-
bru. În mi̧scarea lor electronii sufer¼a ciocniri cu ionii rȩtelei cristaline şi cu
defectele din rȩtea. Se admite ca o ipotez¼a simplificatoare c¼a la fiecare cioc-
nire electronul pierde energia acumulat¼a între dou¼a ciocniri succesive. Astfel,
dac¼a timpul dintre dou¼a ciocniri este � ; viteza c¼ap¼atat¼a înainte de ciocnire
este:

v = a� =
eE

me

� (7.172)

în ipoteza c¼a viteza ini̧tial¼a este zero. Rezult¼a c¼a electronul parcurge drumul
dintre dou¼a ciocniri succesive cu o vitez¼a medie, care este chiar viteza de
transport.

vd =
v

2
=
eE

2me

� (7.173)

Timpul mediu între dou¼a ciocniri este raportul dintre drumul liber mediu
� şi viteza termic¼a a electronului vT . Viteza termic¼a a electronilor poate fi
estimat¼a pornind de la formula ob̧tinut¼a în cazul gazelor ideale:

vT =

r
3kBT

me

(7.174)

unde kB = 1; 38� 10�23 J/K , T temperatura absolut¼a a metalului. Atunci:

j = nevd =
1

2

ne2

me

�E =
1

2

ne2

me

�

vT
E = �E (7.175)



298 CAPITOLUL 7. ELECTROMAGNETISM

unde:

� =
1

2

ne2

me

�

vT
(7.176)

reprezint¼a conductivitatea conductorului, aceasta fiind o constant¼a de mate-
rial. Valoarea invers¼a a conductivit¼a̧tii reprezint¼a rezistivitatea.

7.3.4 Tensiunea electromotoare

Pentru meņtinerea curentului electric într-un circuit închis este necesar ca
purt¼atorii de sarcin¼a s¼a fie açtiona̧ti de foŗte care s¼a le asigure deplasarea
acestora pe o durat¼a de timp suficient de mare.
Aşa cum a fost discutat în paragrafele precedente, sarcinile electrice trans-

fer¼a în mod continuu şi ireversibil energia lor nodurilor rȩtelei cristaline prin
efect Joule. Rezult¼a c¼a sarcinilor trebuie s¼a li se asigure o energie egal¼a cu cea
disipat¼a în acelaşi interval de timp. Aceasta înseamn¼a c¼a asupra sarcinilor
trebuie s¼a açtioneze pe lâng¼a foŗtele de natur¼a electrostatic¼a şi foŗte de natur¼a
neelectrostatic¼a. Acesta foŗte poart¼a denumirea de foŗte imprimate. Aces-
tora le corespunde un câmp electric numit imprimat.

~Ei =
~Fi
q

(7.177)

Foŗtele imprimate sunt generate în anumite puncte ale circuitelor în care
se g¼asesc surse de tensiune electromotoare. Ca exemple de surse de tensiune
electromotoare sunt: pilele electrice şi acumulatoarele care transform¼a e-
nergia liber¼a din diverse reaçtii chimice în energie electric¼a sau generatoarele
conveņtionale care induc un câmp electric neconservativ prin varierea unui
câmp magnetic.
S¼a consider¼am circuitul din Fig. 7.23 în care G este un generator, R un

rezistor şi A un ampermetru. Lucrul mecanic efectuat asupra sarcinii q0 între
dou¼a puncte oarecare 1 şi 2 de c¼atre câmpul imprimat şi câmpul electrostatic
este:

W12 = q0

Z 2

1

~Ed~l + q0

Z 2

1

~Eid~l (7.178)

W12 = q0 (V1 � V2) + q0E12 (7.179)
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Figura 7.23: Schema de principiu a unui circuit electric

unde am notat cu E12 = q0
R 2
1
~Eid~l tensiunea electromotoare dintre punctele

1 şi 2.
Se defineşte c¼aderea de tensiune pe aceast¼a poŗtiune a circuitului ca:

U12 =
W12

q
= (V1 � V2) + E12 (7.180)

Se observ¼a c¼a numai dac¼a tensiunea electromotoare este nul¼a c¼aderea
de tensiune este egal¼a cu difereņta de poteņtial. Dac¼a rela̧tia anterioar¼a se
extinde pe întreg circuitul se ob̧tine:

W = q

I
~Ed~l + q0

I
~Eid~l (7.181)

Deoarece pentru un câmp electrostatic
H
~Ed~l = 0, rezult¼a pentru tensi-

unea electromotoare pe întregul circuit expresia:

E = W

q0
=

I
~Eid~l (7.182)

Tensiunea electromotoare ce açtioneaz¼a într-un circuit este egal¼a cu lucrul
mecanic necesar pentru a deplasa unitatea de sarcin¼a pe întreg circuitul.

7.3.5 Legea lui Ohm

În cazul metalelor, densitatea de curent este propoŗtional¼a cu intensitatea
câmpului electric.

~j = � ~E (7.183)
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Aceasta este legea lui Ohm.
S¼a consider¼am un conductor omogen cu seçtinea S prin care circul¼a curen-

tul I.

I =

ZZ
S

~jd~S =

ZZ
S

� ~Ed~S =

ZZ
S

�EdS (7.184)

Dac¼a la capetele conductorului este meņtinut¼a o tensiune U (iar de-a
lungul acestuia nu exist¼a nici o surs¼a de tensiune electromotoare)

E =
U

l
(7.185)

unde l este lungimea conductorului. Atunci:

I = �
U

l
S (7.186)

De aici:

U

I
=

l

�S
= �

l

S
= R (7.187)

R poart¼a numele de rezisteņt¼a şi se m¼asoar¼a în Ohmi (
). Rela̧tia 7.187 este
o alt¼a form¼a de exprimare a legii lui Ohm.
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7.4 Magnetism

Constatarea propriet¼a̧tilor magnetice a fost f¼acut¼a înc¼a din antichitate, nu-
mele de magnet provenind de la numele unei regiuni din Asia mic¼a �Magne-
sia�, unde se g¼aseau roci cu astfel de propriet¼a̧ti.

În anul 1820 Oersted a descoperit c¼a dac¼a printr-un conductor trece un
curent electric iar dac¼a în apropierea acestuia se aduce un ac magnetic, asupra
acului magnetic se exercit¼a o foŗt¼a. La pu̧tin timp de la descoperirea lui
Oersted, Ampère a ar¼atat c¼a între doi conductori str¼ab¼atu̧ti de curent electric
se exercit¼a foŗte care sunt de atraçtie sau respingere în funçtie de sensul
cureņtilor. În plus aceste foŗte nu sunt foŗte similare cu cele ce se manifest¼a
între conductorii înc¼arca̧ti. Dac¼a se introduce o plac¼a metalic¼a între cei doi
conductori foŗta de interaçtie dintre cei doi conductori nu se modific¼a. În
conseciņt¼a s-a presupus c¼a aceast¼a foŗt¼a trebuie s¼a fie de acelaşi tip cu foŗta
care apare între un conductor parcurs de curent electric şi acul magnetic.

Pentru a g¼asi o corespondeņt¼a între un ac magnetic şi un conductor,
Ampère a presupus ca acul magnetic coņtine un num¼ar foarte mare de cureņti
microscopici pe care i-a numit cureņti moleculari.

Ulterior Maxwell a afirmat c¼a asemenea foŗte se exercit¼a între orice sarcini
electrice aflate în mi̧scare. Aceste foŗte pot fi atribuite existeņtei în jurul
sarcinilor în mi̧scare a unui câmp, numit câmp magnetic. În conseciņt¼a
unui curent i se poate asocia un câmp magnetic care se manifest¼a în spa̧tiul
înconjur¼ator. S-a verificat experimental c¼a foŗta ce açtioneaz¼a asupra unei
sarcini în mi̧scare este întotdeauna perpendicular¼a pe viteza particulei şi
propoŗtional¼a cu aceast¼a vitez¼a. Ea este propoŗtional¼a şi cu m¼arimea sarcinii,
iar sensul ei depinde de semnul sarcinii electrice.

Pentru a descrie câmpul magnetic se introduce în fiecare punct un vector
~B numit induçtie a câmpului magnetic. Rezultatele experimentale arat¼a c¼a
foŗta care se exercit¼a asupra sarcinii q având viteza ~v este de forma:

~f = q
�
~v � ~B

�
(7.188)

Astfel se poate defini câmpul magnetic ca fiind câmpul material ce açti-
oneaz¼a asupra unei sarcini electrice în mi̧scare cu o foŗt¼a a c¼arei expresie este
7.188. Aceast¼a foŗt¼a poart¼a numele de foŗt¼a Lorentz.
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Figura 7.24: Calculul induçtiei câmpului magnetic

7.4.1 Legea Biot Savart

Aceast¼a lege se refer¼a la câmpul care apare în jurul cureņtilor. Ea este
analoag¼a celei ce permite calculul câmpului electrostatic determinat de o
distribu̧tie de sarcini. În conformitate cu aceasta câmpul magnetic într-
un punct P se datoreşte unor contribu̧tii d ~B provenite de la elementele de
lungime d~l 0 prin care trece curentul I. Contribu̧tia fiec¼arui element este
propoŗtional¼a cu curentul şi invers propoŗtional¼a cu p¼atratul distaņtei la
punctul P. M¼arimea d ~B este perpendicular¼a pe planul determinat de d~l 0 şi
~r� ~r 0 unde ~r este vectorul de pozi̧tie al punctului P , iar ~r 0 este vectorul de
pozi̧tie al poŗtiunii de circuit considerat (Fig. 7.24). Rezult¼a:

d ~B =
�0I

4�

d~l 0 � (~r � ~r 0)
j~r � ~r 0j3

(7.189)

unde �0 este permeabilitatea magnetic¼a a spa̧tiului vid. Factorul �0=4� a
fost introdus pentru a exprima rela̧tiile în SI.
Câmpul total în punctul P este ob̧tinut integrând pe întregul circuit (care

este o curb¼a închis¼a):

~B =
�0I

4�

I
d~l 0 � (~r � ~r 0)
j~r � ~r 0j3

(7.190)

Vom exprima aceast¼a rela̧tie într-un mod mai general. În acest sens se
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ţine seama de:

Id~l 0 = j Sd~l 0 = ~j (~r 0)Sdl0 = ~j (~r 0) dv0 (7.191)

În rela̧tia 7.191 s-a ţinut cont c¼a sensul vectorul d~l 0 este acelaşi cu sensul
lui ~j. Atunci induçtia câmpului magnetic pentru o distribu̧tie de densitate
de cureņti este:

~B =
�0
4�

ZZZ ~j � (~r � ~r 0)
j~r � ~r 0j3

dv0 (7.192)

Aceasta este legea Biot Savart.

7.4.2 Legea lui Gauss pentru magnetism

Ca în cazul câmpului electric se defineşte fluxul câmpului magnetic printr-o
suprafa̧t¼a printr-o rela̧tie de forma:

� =

ZZ
S

~Bd~S (7.193)

Deoarece câmpul magnetic nu este produs de sarcini magnetice este de
aşteptat ca fluxul induçtiei câmpului magnetic printr-o suprafa̧t¼a închis¼a s¼a
fie nul. ZZ

S

~Bd~S = 0 (7.194)

Vom demonstra acest lucru.
Dac¼a se ţine cont de rela̧tia:

r 1

j~r � ~r 0j = �
~r � ~r 0

j~r � ~r 0j3
(7.195)

se poate exprima induçtia câmpului magnetic astfel:

~B (~r ) = ��0
4�

ZZZ
~j (~r 0)�

�
r 1

j~r � ~r 0j

�
dv0 (7.196)

Considerând identitatea:

~A�rf = �r�
�
~Af
�

(7.197)
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Figura 7.25: Element de curent în câmp magnetic

în care ~A este un vector constant, rela̧tia 7.196 devine:

~B (~r ) =
�0
4�

ZZZ
r�

 
~j (~r 0)

j~r � ~r 0j

!
dv0 (7.198)

Deoarece operatorul rotor açtioneaz¼a asupra coordonatelor lui ~r se poate
scrie:

~B = r�
 
�0
4�

ZZZ ~j (~r 0)

j~r � ~r 0jdv
0

!
(7.199)

Rezult¼a:

r ~B = 0 (7.200)

deoarece divergeņta unui rotor este nul¼a.
Dac¼a se consider¼a un volum V închis de suprafa̧ta SZZZ

V

r ~Bdv =
ZZ

S

~Bd~S = 0 (7.201)

Rela̧tia 7.201 exprim¼a faptul c¼a fluxul câmpului magnetic prin orice
suprafa̧t¼a închis¼a este nul. Ea arat¼a c¼a nu exist¼a sarcini magnetice libere.

7.4.3 Foŗta electromagnetic¼a

Fie un element de curent care str¼abate o poŗtiune de lungime dl având seçti-
unea S (Fig. 7.25).
Deoarece curentul este datorat deplas¼arii unor sarcini electrice, iar asupra

oric¼arei sarcini electrice în mi̧scare açtioneaz¼a o foŗt¼a Lorentz, foŗta total¼a
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ce se exercit¼a asupra elementului de curent este rezultanta foŗtelor ce se
exercit¼a asupra tuturor sarcinilor care se deplaseaz¼a. Dac¼a se noteaz¼a cu
n concentra̧tia purt¼atorilor de sarcin¼a, num¼arul acestora din elementul de
volum considerat este dN = nSdl. Considerând c¼a viteza de transport este v
atunci foŗta rezultant¼a ce açtioneaz¼a asupra tuturor purt¼atorilor de sarcin¼a
este:

d~F = dN ~fl (7.202)

unde ~fl = q
�
~v � ~B

�
este foŗta Lorentz ce açtioneaz¼a asupra fiec¼arei partic-

ule. Se ob̧tine:

d~F = nSq
�
~v � ~B

�
dl (7.203)

Cum ~j = nq~v rela̧tia 7.203 devine:

d~F =
�
~j � ~B

�
Sdl =

�
~j � ~B

�
dv (7.204)

Rezult¼a c¼a pentru o reparti̧tie continu¼a a densit¼a̧tii de curent foŗta total¼a
care açtioneaz¼a asupra acesteia este:

~F =

ZZZ
V

�
~j � ~B

�
dv (7.205)

unde integrala se efectueaz¼a pe un volum suficient de mare care s¼a coņtin¼a
întreaga densitate de curent.
Revenind la situa̧tia considerat¼a ini̧tial se observ¼a c¼a:

~jdv = ~jSdl = jSd~l = Id~l (7.206)

Atunci rela̧tia 7.204 devine:

d~F = I
�
d~l � ~B

�
(7.207)

Considerând curentul de-a lungul unei curbe C atunci:

~F =

Z
C

I
�
d~l � ~B

�
(7.208)

S¼a consider¼am interaçtia dintre dou¼a bucle de cureņti (Fig. 7.26).
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Figura 7.26: Interaçtia dintre dou¼a bucle de cureņti

Se calculeaz¼a foŗta cu care câmpul magnetic generat de bucla a doua
açtioneaz¼a asupra primei bucle. Foŗta care açtioneaz¼a asupra elementului de
curent Id~l1 este:

d~F = I1

�
d~l1 � ~B2

�
= I1d~l1 �

�0I2
4�

Z
2

d~l2 � ~r12
j~r12j3

(7.209)

Foŗta total¼a care açtioneaz¼a asupra primei bucle este:

~F = I1

Z
1

d~l1 �
�0I2
4�

Z
2

d~l2 � ~r12
j~r12j3

sau

~F =
�0I1I2
4�

Z
1

Z
2

d~l1 �
�
d~l2 � ~r12

�
j~r12j3

(7.210)

7.4.4 Legea lui Ampère pentru cureņti sta̧tionari

Legea se refer¼a la valoarea circula̧tiei câmpului magnetic pe un contur închis
în regiunea din spa̧tiu în care exist¼a un câmp magnetic. Pentru ob̧tinerea
acestei legi vom porni tot de la expresia legii Biot-Savart.
Se aplic¼a operatorul rotor egalit¼a̧tii 7.198.
Atunci:

r� ~B =
�0
4�
r�

 
r�

ZZZ ~j (~r 0)

j~r � ~r 0jdv
0

!
(7.211)
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Dar cum

r�
�
r� ~A

�
= r

�
r ~A

�
�r2 ~A

rezult¼a:

r� ~B =
�0
4�

"
r
�
r
ZZZ

~j (~r 0)
1

j~r � ~r 0jdv
0
�
�r2

ZZZ ~j (~r 0)

j~r � ~r 0jdv
0

#

r� ~B =
�0
4�

"
r
ZZZ

~j (~r 0)r
�

1

j~r � ~r 0j

�
dv0 �

ZZZ
r2

 
~j (~r 0)

j~r � ~r 0j

!
dv0

#
(7.212)

Se foloseşte faptul c¼a

r
�

1

j~r � ~r 0j

�
= �r0

�
1

j~r � ~r 0j

�
(7.213)

unde semnul prim indic¼a faptul c¼a operatorul gradient açtioneaz¼a asupra
variabilelor ce intervin în vectorul ~r 0.
Cum:

r2

�
1

j~r � ~r 0j

�
= �4�� (~r � ~r 0) (7.214)

unde � (~r � ~r 0) este funçtia delta (Dirac), rela̧tia 7.212 devine:

r� ~B = ��0
4�
r
ZZZ

~j (~r 0)r0 1

j~r � ~r 0jdv
0 + �0

ZZZ
j (~r 0) � (~r � ~r 0) dv0

(7.215)
Prima integral¼a din 7.215 se poate evalua astfel:

ZZZ
~j (~r 0)r0 1

j~r � ~r 0jdv
0 =

ZZZ
r0

 
~j (~r 0)

j~r � ~r 0j

!
dv0�

ZZZ
1

j~r � ~r 0jr
0~j (~r ) dv0

(7.216)
Prima integral¼a din rela̧tia 7.216 este nul¼a fiind extins¼a pe un interval

suficient de larg la marginea c¼aruia densitatea de curent este nul¼a. Rela̧tia
7.215 devine:
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r� ~B =
�0
4�
r
ZZZ

1

j~r � ~r 0jr
0~j (~r 0) dv0 + �0~j (7.217)

În cazul sta̧tionar r0~j (~r ) = 0; rezult¼a:

r� ~B = �0~j (7.218)

Aceasta este legea lui Ampère pentru cureņti sta̧tionari sub form¼a local¼a.
Dac¼a se consider¼a o suprafa̧t¼a S care se sprijin¼a pe o curb¼a CZZ

S

�
r� ~B

�
d~S = �0

ZZ
S

~jd~S

De aici rezult¼a I
C

~Bd~S = �0I (7.219)

Indiferent de forma conturului pe care se spijin¼a suprafa̧ta S circula̧tia
vectorului ~B este propoŗtional¼a cu curentul I care str¼abate suprafa̧t¼a.

7.4.5 Poteņtialul vector

Având în vedere c¼a r ~B = 0 în orice punct, rezult¼a c¼a ~B trebuie s¼a fie rotorul
unui câmp vectorial ~A (~r ) denumit poteņtial vector:

~B (~r ) = r� ~A (~r ) (7.220)

Se observ¼a c¼a induçtia câmpului magnetic sub aceast¼a form¼a a fost ex-
primat¼a în rela̧tia 7.199. Se poate alege pentru poteņtialul vector expresia:

~A (~r ) =
�0
4�

ZZZ ~j (~r 0)

j~r � ~r 0jdv
0 +r	 (7.221)

Se poate ad¼auga la ~A (~r ) un gradient al unei funçtii scalare deoarece
rotorul gradientului unei funçtii scalare este nul. Prin introducerea gradien-
tului unei funçtii scalare rezult¼a c¼a pentru o induçtie magnetic¼a dat¼a ~B (~r )
poteņtialul vector poate fi transformat astfel:

~A! ~A+r	 (7.222)
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O astfel de transformare se numeşte transformare de etalonare. Ea este
posibil¼a deoarece precizeaz¼a numai rotorul lui ~A: Aceast¼a libertate în alegerea
poteņtialului vector permite s¼a se utilizeze pentru ~A o form¼a convenabil¼a.
Înlocuind 7.220 în 7.218 se ob̧tine:

r�
�
r� ~A

�
= �0~j (7.223)

Cum:

r
�
r ~A
�
�r2 ~A = �0~j (7.224)

dac¼a se utilizeaz¼a etalonarea lui Coulomb, adic¼a dac¼a alegem r ~A = 0 poten-
ţialul vector satisface ecua̧tia:

r2 ~A = �0~j (7.225)

7.4.6 Momentul magnetic

Câmpul magnetic poate fi studiat cu ajutorul unor mici bucle de cureņti.
Exist¼a urm¼atoarele aspecte:
a) câmpul magnetic generat de orice curent poate fi exprimat în funçtie

de câmpul datorat unor mici bucle de curent.
b) mi̧scarea electronilor în atomi poate fi asimilat¼a cu o bucl¼a de curent.

Bucl¼a de curent în câmp magnetic extern

Fie o bucl¼a de curent într-un câmp magnetic extern (Fig.??).
Pe laturile SP şi RQ açtioneaz¼a foŗte care sunt egale şi opuse ca sens.

La fel sunt şi foŗtele care açtionez¼a asupra laturilor SR şi PQ. Rezultanta
foŗtelor ce açtioneaz¼a asupra buclei este zero. Exist¼a îns¼a un moment �M
care tinde s¼a roteasc¼a bucla în jurul axei verticale.
Deoarece foŗtele ce açtioneaz¼a asupra laturilor SR şi PQ F1 = F2 = F =

IBL1 momentul cuplului acestor foŗte fa̧t¼a de axa A1A2 este:

M = FL2 cos � = L1L2BI cos � = BIS cos � (7.226)

Rela̧tia poate fi scris¼a vectorial astfel:

~M = I ~S � ~B (7.227)
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Figura 7.27: Bucl¼a de curent în câmp magnetic

Am ajuns la concluzia c¼a asupra unei mici bucle de curent açtioneaz¼a un
cuplu de foŗte care tinde s¼a alinieze bucla perpendicular pe câmpul magnetic.
De aici rezult¼a c¼a se poate defini o energie poteņtial¼a a buclei în câmpul

magnetic extern. Energia poteņtial¼a este egal¼a cu lucrul mecanic ce trebuie
efectuat asupra buclei pentru a o roti cu o vitez¼a unghiular¼a constant¼a dintr-o
pozi̧tie perpendicular¼a într-o pozi̧tie paralel¼a cu câmpul. Dac¼a prin conveņtie
se alege originea energiei când � = �=2 atunci:

Ep =

Z �

�=2

M d� =

Z �

�=2

ISB sin �d� = �IBS cos � (7.228)

sau:

Ep = �I ~B~S (7.229)

Momentul de dipol magnetic

F¼acând o analogie între rezultatul ob̧tinut pentru o bucl¼a de curent şi cel al
dipolului electric, vom asocia unei bucle de curent un dipol magnetic al c¼arui
moment ~m este definit astfel:

~m = I ~S (7.230)

unde ~S este un vector perpendicular pe suprafa̧ta buclei şi a c¼arui m¼arime
este egal¼a cu suprafa̧ta buclei. Atunci momentul foŗtei ce actioneaz¼a asupra
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unui dipol magnetic este:

~M = ~m� ~B (7.231)

iar energia sa poteņtial¼a într-un câmp magnetic este:

Ep = �~m~B (7.232)

Ecua̧tia de mai sus ne permite s¼a calcul¼am foŗta ce açtioneaz¼a asupra
buclei într-un câmp magnetic neuniform. Astfel:

~F = �rEp (7.233)

~F = �r
�
~m~B
�
= r (mxBx +myBy +mzBz) (7.234)

Dac¼a câmpul magnetic este omogen foŗta exercitat¼a asupra dipolului mag-
netic este nul¼a. Dac¼a câmpul magnetic este orientat de-a lungul lui Oz şi
dependent de coordonata z expresia foŗtei ce açtioneaz¼a asupra dipolului
magnetic devine:

~F = mz
@B

@z
~ez (7.235)

În concluzie asupra unui dipol magnetic açtioneaz¼a atât un cuplu de foŗte
care tinde s¼a-l orienteze paralel cu câmpul magnetic cât şi o foŗt¼a care are
tendiņta s¼a-l deplaseze în direçtia gradientului câmpului magnetic.

Leg¼atura dintre momentul de dipol magnetic şi momentul cinetic

Ca orice bucl¼a de curent, curentul produs de mi̧scarea orbital¼a a unui electron
într-un atom este caracterizat prin momentul s¼au magnetic ~m.
S¼a consider¼am un electron aflat pe o orbit¼a circular¼a, perioada de rota̧tie

fiind T . Mi̧scarea circular¼a a electronului este echivalent¼a cu un curent

I = � e
T
= �e!

2�
= � ev

2�r
(7.236)

Semnul minus apare din cauz¼a c¼a sarcina electronului este negativ¼a, sensul
curentului datorat mi̧sc¼arii electronului fiind opus sensului mi̧sc¼arii acestuia.
Cum aria buclei considerate este �r2 , momentul magnetic este:

m = � ev

2�r
�r2 = �evr

2
(7.237)
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Figura 7.28: Distribu̧tie de curent

Deoarece momentul cinetic orbital este

L = mevr (7.238)

unde me este masa electronului, rezult¼a:

m = � e

2me

L (7.239)

Vectorial rela̧tia 7.239 se scrie:

~m = � e

2me

~L = �~L (7.240)

M¼arimea  = e=2me poart¼a numele de raport magnetomecanic orbital al
electronului.

7.4.7 Câmpul magnetic al unei distribu̧tii localizate de
curent

Vom examina propriet¼a̧tile unei distribu̧tii de curent localizate într-o regiune
din spa̧tiu aflat¼a la o distaņt¼a mare de punctul în care se doreşte s¼a se
calculeze induçtia câmpului magnetic (Fig. 7.28). Pentru aceasta se porneşte
de la expresia general¼a a poteņtialului vector

~A (~r ) =
�0
4�

ZZZ ~j (~r 0)

j~r � ~r 0jdv
0 (7.241)

Se dezvolt¼a în serie Taylor numitorul în raport cu ~r 0
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1

j~r � ~r 0j =
1

j~rj +
~r ~r 0

jrj3
+ ::: (7.242)

şi rela̧tia 7.241 devine:

~A (~r ) =
�0
4�

ZZZ
~j (~r 0) dv0 +

�0
4� j~r j3

ZZZ
(~r ~r 0)~j (~r 0) dv0::: (7.243)

M¼arimile ce intervin în 7.243 sunt m¼arimi vectoriale. Se consider¼a com-
ponentele:

Ai (~r ) =
�0
4�

ZZZ
ji (~r

0) dv0 +
�0

4� j~r j3
ZZZ

(~r ~r 0) ji (~r
0) dv0::: (7.244)

unde i = x; y; z:
În cazul sta̧tionar (r~j = 0) este adev¼arat¼a identitatea:

ZZZ h
f (~r 0)~j (~r 0)r0g (~r 0) + g (~r 0)~j (~r 0)r0f (~r 0)

i
dv0 = 0 (7.245)

unde f şi g sunt dou¼a funçtii arbitrare de ~r 0 .
Dac¼a se alege f = 1 şi g = r0i ( r

0
i = x

0 , y0 , z0 ) rezult¼a:ZZZ
ji (~r

0) dv0 = 0 (7.246)

Pentru f = r0i şi g = r
0
j rezult¼a:ZZZ �
r0ijj (~r

0) + r0jji (~r
0)
�
dv0 = 0 (7.247)

Se evalueaz¼a expresia

I =

ZZZ
(~r ~r 0) ji (~r ) dv

0 =
X
j

rj

ZZZ
r0jjidv

0

I =
1

2

X
j

rj

ZZZ
r0jjidv

0 +
1

2

X
j

rj

ZZZ
r0jjidv

0

Se ţine cont de 7.247 :
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I =
1

2

X
j

rj

ZZZ
r0jjidv

0 � 1
2

X
j

rj

ZZZ
r0ijjdv

0

I = �1
2

X
j

rj

ZZZ �
r0ijj � r0jji

�
dv0 = �1

2

�
~r �

ZZZ �
~r 0 �~j (~r 0)

�
dv0
�
i

(7.248)
Deoarece momentul de dipol magnetic al unei distribu̧tii de curent se

defineşte:

~m =

ZZZ �
~r 0 �~j (~r 0)

�
dv0 (7.249)

atunci:

I = �1
2
(~r � ~m)i (7.250)

Rezult¼a:

~A (~r ) =
�0
4�

~m� ~r
j~r j3

(7.251)

Acesta este termenul de ordinul cel mai mic din dezvoltarea poteņtialului
vector care nu se anuleaz¼a. Calculând rotorul lui ~A se ob̧tine câmpul magnetic
produs de momentul de dipol al distribu̧tiei localizate de curent

~B (~r ) = r� ~A (~r ) =
3~n (~n~m)� ~m

j~r j3
(7.252)

unde ~n = ~r=r este versorul direçtiei ~r.
Se poate face o leg¼atur¼a între expresiile cu care este definit momentul

magnetic (7.249 şi 7.230). Expresia 7.249 se poate particulariza pentru o
spir¼a circular¼a cu sectiune constant¼a s şi raz¼a r0 str¼ab¼atut¼a de un curent a
c¼arui densitate de curent este constant¼a, astfel:

~m =
1

2

ZZZ �
~r 0 �~j

�
dv0

~m =
1

2

ZZZ �
~r 0 �~j

�
dsdl0 = I

I �
~r 0 � d~l 0

�
= I ~S (7.253)
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unde ~S este un vector perpendicular pe suprafa̧ta spirei având modulul egal
cu aria spirei.
Rezult¼a c¼a momentul magentic este perpendicular pe planul spirei.

7.4.8 Magnetizarea

Fie un corp de prob¼a care este introdus în câmp magnetic. Experimental
se constat¼a c¼a pentru majoritatea substaņtelor asupra lui se exercit¼a foŗte
extrem de mici. Dac¼a dimensiunea probelor este mic¼a, foŗta care açtioneaz¼a
asupra ei este direct propoŗtional¼a cu gradientul induçtiei câmpului magnetic.
O alt¼a constatare experimental¼a este aceea c¼a pentru anumite substaņte

foŗta ce actioneaz¼a asupra acestora tinde s¼a atrag¼a substaņta înspre regiunile
cu câmp mai intens în timp ce pentru altele foŗta tinde s¼a resping¼a substaņta
din câmp.
Având în vedere faptul c¼a într-un câmp magnetic neuniform, asupra unui

dipol magnetic se exercit¼a o foŗt¼a se ajunge la concluzia c¼a în prob¼a se induce
un moment magnetic.
Dup¼a comportarea substaņtelor în câmpmagnetic se poate face o clasificare

a acestora.
Substaņtele care sunt slab respinse de câmpul magnetic (care se mag-

netizeaz¼a în sens invers câmpului), precum apa, clorura de sodiu, cuaŗtul,
sunt numite diamagnetice. Majoritatea substaņtelor anorganice şi aproape
toate substaņtele organice sunt diamagnetice. Rezult¼a c¼a diamagnetismul
este o proprietate a fiec¼arui atom sau molecule. Când este observat¼a o com-
portare diferit¼a, aceasta se datoreaz¼a faptului c¼a diamagnetismul este mascat
de efecte mai puternice.
Substaņtele care sunt atrase c¼atre regiunile unde câmpul este mai intens

(care se magnetizeaz¼a în sensul câmpului) sunt numite substaņte paramag-
netice. Exist¼a şi aici dou¼a categorii de substaņte: unele care sunt atrase cu
foŗte slabe de acelaşi ordin de m¼arime ca şi în cazul substaņtelor diamagne-
tice (Na) şi altele (CuCl2) în care efectul paramagnetic este mult mai puter-
nic. Unele substaņte prezint¼a un paramagnetism dependent de temperatur¼a.
O a treia categorie de substaņte sunt cele care posed¼a moment magnetic

propriu. Acestea poart¼a numele de substaņte feromagnetice. Singurele me-
tale care prezint¼a feromagnetism sunt fierul, nichelul, cobaltul şi gadoliniul;
aliaje ale acestor metale pot fi de asemenea feromagnetice.
Existeņta momentelor magnetice se datoreaz¼a mi̧sc¼arii orbitale a electro-

nilor precum şi spinului electronilor.
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Mi̧scarea electronilor pe anumite �orbite�în jurul nucleului este echiva-
lent¼a cu o bucl¼a de curent care are un moment magnetic dipolar a c¼arui
m¼arime este legat¼a de momentul cinetic orbital prin rela̧tia:

~mL = �
e

2me

~L (7.254)

În expresia de mai sus, în afar¼a de momentul cinetic ~L apar numai con-
stante universale.
Considera̧tiile f¼acute pân¼a acum s-au situat în cadrul mecanicii clasice

îns¼a la nivelul atomului mi̧scarea electronilor este tratat¼a riguros cu ajutorul
mecanicii cuantice. Conform acestei teorii momentul cinetic orbital al elec-
tronului este o m¼arime care poate lua numai valori discrete:���~L��� = ~pl (l + 1) l = 0 ; 1 ; 2 ; ::: (7.255)

În expresia de mai sus ~ = h=2� unde h este constanta lui Planck. Rezult¼a
c¼a şi momentul magnetic asociat mi̧sc¼arii orbitale este cuantificat:

j~mLj =
e~
2me

p
l (l + 1) l = 0 ; 1 ; 2 ; ::: (7.256)

M¼arimea �0 = e~=2me = 9; 29� 10�24 Am2 poart¼a numele de magneton
Bohr.
Spinul electronului este o m¼arime care nu are corespondent clasic şi el

reprezint¼a un moment cinetic propriu. Calculele şi experieņtele realizate au
dus la concluzia c¼a momentul cinetic de spin are valoarea���~S��� = ~ps (s+ 1) (7.257)

unde s = 1=2.
Proieçtia spinului pe o ax¼a poate lua doar dou¼a valori Sz = ~=2 şi Sz =

�~=2.
Electronul fiind o particul¼a înc¼arcat¼a cu sarcin¼a electric¼a, momentului s¼au

cinetic îi corespunde un moment magnetic de spin. Rela̧tia dintre momentul
cinetic şi momentul magnetic trebuie s¼a fie una analoag¼a cu cea care exist¼a
în cazul mi̧sc¼arii orbitale. Experimental s-a constatat c¼a:

~mS = �
e

me

~S = �2~S (7.258)
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Faptul c¼a raportul dintre momentul magnetic de spin şi momentul cinetic
de spin este de dou¼a ori mai mare decât acelaşi raport în cazul mi̧sc¼arii
orbitale este cunoscut sub numele de anomalie giromagnetic¼a.
Având în vedere cele discutate mai sus rezult¼a c¼a propriet¼a̧tile magnetice

ale atomilor sunt legate de propriet¼a̧tile magnetice ale electronilor acestor
atomi.
Se poate calcula un moment cinetic total al electronilor din atom ~J care

este suma momentelor cinetice orbitale şi de spin a electronilor. Acestui
moment cinetic i se poate asociaz¼a un moment magnetic total al electronilor
respectivi. Este posibil ca acest moment magnetic s¼a fie zero sau diferit de
zero.
Exist¼a mai multe situa̧tii posibile:
a) Când se introduce o substaņt¼a în câmp magnetic electronii se rotesc în

aşa fel încât pot genera un câmp magnetic de sens contrar câmpului exterior.
b) În abseņta câmpului magnetic exterior atomii substaņtei respective

posed¼a momente magnetice care sunt orientate în toate direçtiile cu proba-
bilitate egal¼a. Ca urmare a acestui fapt câmpul magnetic produs de acestea
este nul. Plasând substaņta în câmp magnetic asupra momentelor magnetice
açtioneaz¼a un cuplu de foŗte care tinde s¼a le orienteze pe toate paralel cu
direçtia câmpului. Chiar dac¼a orientarea momentelor paralel cu câmpul nu
este perfect¼a datorit¼a agita̧tiei termice, exist¼a totuşi o orientare prefereņtial¼a
a acestora. Ca urmare, suma vectorial¼a a momentelor magnetice ale atomilor
este diferit¼a de zero, ceea ce face ca şi câmpul magnetic generat s¼a fie diferit
de zero. Se spune c¼a în câmp magnetic substaņta se magnetizeaz¼a.
Dac¼a în material exist¼a un mare num¼ar de momente magnetice dipolare,

toate orientate în acelaşi sens iar densitatea acestora este n atunci se poate
defini vectorul densitate de magnetizare:

~M = n~m (7.259)

Rela̧tii care au loc în materiale feromagnetice

a) materiale omogene
S¼a consider¼am o prob¼a dintr-un material în care momentele magnetice

sunt uniform repartizate. Fie o folie din acest material cu fȩtele perpendicu-
lare pe ~M şi având o grosime foarte mic¼a ??.
Folia se poate diviza în elemente de volum dv = dadz, unde da este

elementul de arie. Momentul magnetic al elementului de volum este:
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Figura 7.29: Material omogen în câmp magnetic

~Mdadz

Dac¼a se admite c¼a momentul magnetic este produs de un curent ce în-
conjoar¼a poŗtiunea se consider¼a:

~Mdadz = dId~a (7.260)

Cum d~a este paralel cu ~M :

dI =Mdz (7.261)

În acest mod se poate înlocui fiecare poŗtiune de material cu câte o bucl¼a
de curent de intensite I care satisface rela̧tia 7.261. Din Figura ?? se vede c¼a
r¼amân necompensa̧ti cureņtii de la margine. Acum se poate reface întregul
bloc, care este echivalent cu o bucl¼a de curent cu intensitatea

I =

Z z

0

Mdz =Mz (7.262)

Acest curent poart¼a numele de curent superficial de magnetizare. El
poate fi caracterizat printr-o densitate liniar¼a de curent:

jm (s) =
I

z
=M (7.263)
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Figura 7.30: Material neomogen în câmp magnetic

b) materiale neomogene
În cazul materialelor neomogene ~M şi prin urmare cureņtii corespunz¼atori

de magnetizare nu au aceiaşi valoare în toate regiunile corpului şi nu se mai
compenseaz¼a reciproc (Fig. 7.30).
Se va considera un caz particular al unui material magnetizat în direçtia

Oz şi a c¼arui magnetizare creşte în funçtie de y. Materialul se împarte în vo-
lume paralelipipedice de m¼arime �x�y�z a c¼aror magnetizare este prezen-
tat¼a în Fig. 7.30. Fiecare element de volum poate fi înlocuit prin curentul
superficial:

I = jm�z =Mz�z (7.264)

Cum magnetizarea creşte liniar de la un element la alt element şi in-
tensitatea cureņtilor va creşte tot liniar. Ca urmare la limita de separa̧tie
dintre dou¼a elemente de volum vecine, cureņtii de sens opus nu se anuleaz¼a.
Difereņta dintre intensit¼a̧tile cureņtilor este:

�I = [Mz (y +�y)�Mz (y)]�z =
@Mz

@y
�y�z (7.265)

Se observ¼a c¼a pe fȩtele normale la Ox cureņtii se anuleaz¼a reciproc. Den-
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sitatea curentului în sensul axei Ox este:

j(1)mx =
�I

�y�z
=
@Mz

@y
(7.266)

Dac¼a se analizeaz¼a cazul unei probe magnetizate în direçtia Oy a c¼arei
magnetizare are direçtia axei Ox se ob̧tine:

j(2)mx = �
@My

@z
(7.267)

Astfel:

jmx = j
(1)
mx + j

(2)
mx =

@Mz

@y
� @My

@z
=
�
r� ~M

�
x

(7.268)

Generalizând şi pentru celelalte direçtii rezult¼a:

~jm = r� ~M (7.269)

7.4.9 Cureņtii liberi şi intensitatea câmpului magnetic

Aşa cum s-a prezentat mai înainte, s-a ajuns la concluzia c¼a în afar¼a de
cureņtii de conduçtie (datora̧ti electronilor liberi), la generarea unui câmp
magnetic contribuie şi cureņtii atomici sau moleculari datora̧ti electronilor.
Densitatea total¼a de curent se poate exprima astfel:

~jtotal = ~jliber +~jm (7.270)

unde ~jliber , ~jm sunt densit¼a̧tile de curent corespunz¼atoare electronilor liberi,
respectiv lega̧ti.
Deoarece ~jm satisface rela̧tia 7.269 , legea lui Ampère se poate scrie sub

forma:

r� ~B = �0

�
~jliber +~jm

�
= �0

�
r� ~M +~jliber

�
(7.271)

de unde:

~jliber = r�
 
~B

�0
� ~M

!
(7.272)
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Rela̧tia 7.272 sugereaz¼a faptul c¼a se poate defini o alt¼a m¼arime caracte-
ristic¼a câmpului magnetic a c¼arei surse sunt doar cureņtii liberi, denumit¼a
intensitatea câmpului magnetic.

~H =
~B

�0
� ~M (7.273)

Ea se m¼asoar¼a în A/m. Rezult¼a:

r� ~H = ~jliber (7.274)

Integrând pe o suprafa̧t¼a care se sprijin¼a pe un contur C:ZZ
S

�
r� ~H

�
d~S =

ZZ
S

~jliberd~S (7.275)

Se aplic¼a teorema lui Stokes şi rezult¼a:I
C

~Hd~l = Iliber (7.276)

Rela̧tia dintre ~H şi ~B joac¼a un rol important în electromagnetism. Pen-
tru substaņte izotrope paramagnetice sau diamagnetice exist¼a o rela̧tie de
liniaritate:

~B = � ~H = �r�0 ~H (7.277)

unde � este permeabilitatea absolut¼a a mediului respectiv iar �r este per-
meabilitatea relativ¼a. Pentru astfel de substaņte �r difer¼a foarte pu̧tin de
unitate. Pentru substaņtele paramagnetice �r > 1, iar pentru substaņtele
diamagnetice 0 < �r < 1.
Pentru substaņtele feromagnetice rela̧tia 7.277 trebuie înlocuit¼a cu o re-

la̧tie neliniar¼a:

~B = ~B
�
~H
�

(7.278)

Aceste substaņte prezint¼a fenomenul de histerezis fapt ce arat¼a c¼a ~B nu
este o funçtie univoc¼a de ~H (Fig.7.31). Mai mult induçtia magnetic¼a depinde
de istoria materialului. Permeabilitatea relativ¼a �r în acest caz este definit¼a
ca derivata în raport cu H a raportului B=�0 când H are valori suficient de
mici încât B şi H s¼a fie paraleli. Pentru anumite substaņte feromagnetice
permeabilitatea relativ¼a poate ajunge la valori de 106.
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Figura 7.31: Curb¼a de histeresis

7.5 Induçtia electromagnetic¼a

Primele observa̧tii legate de câmpurile electrice şi magnetice variabile în timp
au fost realizate de Faraday în 1831. El a constatat c¼a într-un circuit apare
un curent când acesta este introdus sau scos din câmp magnetic.

În Figurile 7.32 şi 7.33 sunt prezentate diferite moduri în care fenomenul
se poate pune în evideņt¼a experimental. Astfel în cazul din Fig. 7.32 la
închiderea comutatorului, în spira din circuitul care coņtine ampermetrul
A se stabileşte pentru scurt timp un curent care este înregistrat de acesta.
Acelaşi lucru se petrece în cazul prezentat în Fig. 7.33 când magnetul este
adus în apropierea spirei. Curent apare şi atunci când magnetul este fix iar
circuitul se roteşte în câmpul creat de acesta.

Exist¼a mai multe posibilit¼a̧ti de a ob̧tine o tensiune electromotoare indus¼a:

a) prin plasarea unui circuit într-o regiune în care exist¼a un câmp mag-
netic variabil în timp.

b) prin mi̧scarea unui circuit rigid într-un câmp magnetic.
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Figura 7.32: Fenomenul de induçtie electromagnetic¼a care apare la închiderea
comutatorului K

Figura 7.33: Fenomenul de induçtie electromagnetic¼a care apare la aducerea
unui magnet în apropierea circuitului
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Figura 7.34: Sarcin¼a electric¼a în câmp magnetic

Figura 7.35: Sarcina electric¼a în mi̧scare în câmp magnetic

7.5.1 Câmpul electric generat prin mi̧scarea surselor
câmpului magnetic

Se consider¼a o particul¼a cu sarcin¼a electric¼a q care se g¼aseşte într-un câmp
magnetic produs de un magnet (Fig. 7.34). Particula şi magnetul sunt în
repaus fa̧t¼a de sistemul laboratorului (SL). Se constat¼a c¼a asupra particulei
nu açtioneaz¼a nici o foŗt¼a.
S¼a privim aceiaşi situa̧tie dintr-un sistem de referiņta care se deplaseaz¼a

cu viteza �~v fa̧t¼a de SL (ne vom limita la cazul vitezelor mici fa̧t¼a de viteza
luminii). Fa̧t¼a de acest sistem de referiņt¼a particula şi magnetul se deplaseaz¼a
cu viteza ~v.
Deoarece sarcina se deplaseaz¼a într-un câmp magnetic (Fig. 7.35) cu

viteza ~v ea va fi supus¼a unei foŗte Lorentz ~fl = q~v � ~B. Dac¼a nu ar exista şi
alte foŗte care s¼a açtioneze asupra particulei ea ar trebui s¼a fie accelerat¼a fapt
ce ar intra în contradiçtie cu situa̧tia ini̧tial¼a. Acest paradox este eliminat
dac¼a se consider¼a c¼a în sistemul aflat în mi̧scare apare un câmp electric ~E
astfel încât:

~FE = �~fl (7.279)

Rezult¼a:



7.5. INDUCŢIA ELECTROMAGNETIC¼A 325

Figura 7.36: Bar¼a conductoare în mi̧scare în câmp magentic

q ~E = �q
�
~v � ~B

�
(7.280)

de unde:

~E = �
�
~v � ~B

�
(7.281)

În concluzie, când sursa unui câmp magnetic este în mi̧scare fa̧t¼a de un
observator, acesta va constata pe lâng¼a câmpul magnetic şi existeņta unui
câmp electric.

7.5.2 Câmpul indus într-un conductor în mi̧scare într-
un câmp magnetic uniform

Fie un conductor de lungime l ce se deplaseaz¼a cu viteza ~v de-a lungul axei
Oz într-un câmp magnetic uniform a c¼arui induçtie magnetic¼a este paralel¼a
cu axa Ox (Fig. 7.36).
Un observator O0 solidar legat de conductor constat¼a c¼a sursa câmpului

magnetic se deplaseaz¼a cu viteza �~v. Atunci în interiorul conductorului
apare un câmp electric

~E = ~v � ~B (7.282)
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Figura 7.37: Spir¼a conductoare în câmp magnetic

Acest câmp este de natur¼a neelectrostatic¼a. Orice sarcin¼a electric¼a va fi
supus¼a unei foŗte:

~F = q ~E (7.283)

Sub açtiunea acestei foŗte, electronii se vor deplasa spre extremitatea din
stânga a conductorului, iar la cap¼atul din dreapta sa va produce o acumulare
de sarcini pozitive. Aceste sarcini vor determina apari̧tia unui câmp electric
de natur¼a electrostatic¼a care va avea un sens contrar câmpului electric indus.
În aceast¼a experieņt¼a imaginar¼a capetele conductorului pot fi considerate

ca cele dou¼a borne ale unei surse de t.e.m. a c¼arei valoare este:

E =
Z l

0

~Ed~l = El = Blv (7.284)

7.5.3 Tensiunea electromotoare indus¼a într-o spir¼a de
curent ce se deplaseaz¼a într-un câmp magnetic

S¼a consider¼am o spir¼a realizat¼a dintr-un conductor sub̧tire care se deplaseaz¼a
în câmpul magnetic ~B cu viteza ~v ce face un unghi � cu ~B (Fig. 7.37).
Într-un element de bucl¼a d~l câmpul electric indus este:

~E = ~v � ~B (7.285)

iar tensiunea electromotoare indus¼a este:

dE = ~Ed~l=
�
~v � ~B

�
d~l (7.286)

Tensiunea electromotoare indus¼a în întreaga bucl¼a este:
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Figura 7.38: Spir¼a conductoare care se deplaseaz¼a în câmp magnetic

E =
I
C

�
~v � ~B

�
d~l (7.287)

În continuare se examineaz¼a mai detaliat aceast¼a situa̧tie. Se consider¼a c¼a
în timpul deplas¼arii circuitului forma acestuia se p¼astreaz¼a şi atunci fiecare
element al circuitului va fi caracterizat de o aceiaşi vitez¼a de deplasare.
În cazul ilustrat în Fig.7.38 sunt reprezentate pozi̧tiile buclei la momentele

de timp t şi t+ dt. La momentul t fluxul câmpului magnetic prin bucl¼a este:

� (t) =

ZZ
S

~Bd~S (7.288)

Pentru calculul fluxului prin suprafa̧ta circuitului la momentul t+dt vom
ţine cont c¼a fluxul unei m¼arimi vectoriale este acelaşi prin orice suprafa̧t¼a
m¼arginit¼a de un contur dat.
Pentru pozi̧tia C2 a buclei la momentul t+dt se alege urm¼atoarea suprafa̧t¼a:

suprafa̧ta ini̧tial¼a S şi suprafȩtele laterale Sl datorate mi̧sc¼arii buclei. Atunci:

� (t+ dt) =

ZZ
S

~Bd~S +

ZZ
Sl

~Bd~S = �(t) +

ZZ
Sl

~B
�
~vdt� d~l

�
(7.289)

Deoarece integrala de suprafa̧t¼a se poate transforma într-o integral¼a cur-
bilinie:

� (t+ dt) = � (t) +

�I
C

~B
�
~v � d~l

��
dt (7.290)

rezult¼a
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d� = � (t+ dt)� � (t) =
�I

C

~B
�
~v � d~l

��
dt (7.291)

sau

d�

dt
=

I
C

~B
�
~v � d~l

�
= �

I
C

�
~v � ~B

�
d~l (7.292)

Conform rela̧tiei 7.287 ultima integral¼a este chiar tensiunea electromo-
toare indus¼a:

E = �d�
dt

(7.293)

Rezult¼a c¼a apari̧tia unei t.e.m. induse într-un circuit este determinat¼a de
viteza de varia̧tie a fluxului induçtiei magnetice prin acel circuit.

7.5.4 Legea induçtiei electromagnetice

În paragraful precedent s-a ar¼atat c¼a varia̧tia fluxului magnetic ca urmare a
deplas¼arii circuitului în câmp magnetic determin¼a o t.e.m. indus¼a. Un flux
magnetic variabil se poate ob̧tine când câmpul magnetic variaz¼a în timp.
Faptul c¼a apare un curent în interiorul circuitului arat¼a c¼a şi în acest caz se
induce o t.e.m iar asupra sarcinilor se exercit¼a o foŗt¼a de natur¼a electric¼a. Re-
la̧tia 7.293 r¼amâne valabil¼a în orice situa̧tie în care exist¼a un câmp magnetic
variabil în timp printr-un circuit. Deoarece:

E =
I
c

~Ed~l (7.294)

şi

� =

ZZ
~Bd~S (7.295)

atunci: I
c

~Ed~l = � d
dt

ZZ
S

~Bd~S (7.296)

unde S este suprafa̧ta care se spijin¼a pe curba C.
Se remarc¼a faptul c¼a, deoarece

H
c
~Ed~l 6= 0 câmpul electric indus este

neconservativ. Transformând integrala din membrul stâng al rela̧tiei 7.296
într-o integral¼a pe suprafa̧ta S se ob̧tine:
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ZZ
S

�
r� ~E

�
d~S = �

ZZ
S

@ ~B

@t
d~S (7.297)

De aici se ob̧tine:

r� ~E = �@
~B

@t
(7.298)

Aceasta este forma difereņtial¼a a legii lui Faraday; ea stabileşte c¼a se pot
produce câmpuri electrice prin varia̧tia în timp a câmpului magnetic. Trebuie
remarcat c¼a suprapunerea câmpului electric indus cu un câmp electrostatic
nu modific¼a cu nimic rela̧tia de mai sus deoarece rotorul unui câmp poteņtial
este nul.
În acelaşi timp liniile câmpului electrostatic pornesc de pe corpurile înc¼ar-

cate pozitiv şi se termin¼a pe corpurile înc¼arcate negativ; în cazul în care este
implicat un câmp electric indus liniile de câmp formeaz¼a curbe închise.

7.5.5 Energia câmpului magnetic

Pentru studiul energiei câmpului magnetic se consider¼a c¼a printr-un proces
lent, cvasista̧tionar, se modific¼a densitatea cureņtilor de la valoarea zero pân¼a
la o valoare final¼a. În evaluarea schimburilor de energie trebuie s¼a se ţin¼a
cont c¼a lucrul mecanic al foŗtei Lorentz este nul astfel c¼a transferul de energie
de la şi înspre câmpul magnetic nu poate fi asociat cu un lucru mecanic al
foŗtei Lorentz. În schimb orice varia̧tie a câmpului magnetic poate fi asociat¼a
cu un câmp electric indus ~Eind.
Fie un circuit prin care circul¼a curentul I. Dac¼a fluxul câmpului magnetic

se schimb¼a atunci în circuit se induce o tensiune electromotoare E . Pentru a
meņtine curentul existent în circuit trebuie ca sursele s¼a efectueze un lucru
mecanic. Transferul de energie efectuat prin intermediul surselor în scopul
compens¼arii câmpului ~Eind se evalueaz¼a considerând un câmp compensator
~Ec = � ~Eind:
Vom considera ini̧tial o particul¼a cu viteza ~v asupra c¼areia açtioneaz¼a o

foŗt¼a ~F . Viteza de varia̧tie a energiei cinetice a acestei particule este:

dEcin
dt

= ~v ~F (7.299)

Rezult¼a c¼a energia furnizat¼a de surse în unitatea de timp pentru a meņtine
viteza particulei cu sarcina e este:
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e~v ~Ec

Pentru a calcula lucrul mecanic efectuat de surse în unitatea de timp
asupra circuitului considerat se însumeaz¼a contribu̧tia açtiunii surselor asupra
tuturor electronilor. Ţinând cont c¼a ~j = ne~v rezult¼a:

dW

dt
=
X

e~v ~Ec =
X
�l

�Ne
~j

ne
~Ec (7.300)

În expresia de mai sus se consider¼a suma contribu̧tiilor poŗtiunilor de cir-
cuit�l în care num¼arul de electroni este�N . Notând cu S seçtiunea conduc-
torului şi ţinând cont c¼a n este concentra̧tia de electroni atunci�N=n = S�l.
Rela̧tia 7.300 devine:

dW

dt
=
X
�l

S�l~j ~Ec =
X
�l

Sj�~l ~Ec = �I
X
�l

�~l ~Eind (7.301)

Dar cum
P

�l�
~l ~Eind = E atunci:

dW

dt
= �IE = I d�

dt
(7.302)

unde � este fluxul câmpului magnetic prin circuitul considerat.
Rezult¼a c¼a dac¼a varia̧tia fluxului induçtiei magnetice printr-un circuit

prin care trece curentul I este �� = S�B, lucrul mecanic efectuat de surse
pentru a meņtine neschimbat¼a valoarea curentului este:

�W = I�� = I
�
~S� ~B

�
(7.303)

În rela̧tia 7.303 s-a considerat c¼a varia̧tia fluxului este datorat¼a numai
varia̧tiei câmpului magnetic � ~B.
Pentru evaluarea lucrului mecanic efectuat pentru stabilirea unei dis-

tribu̧tii sta̧tionare de cureņti şi câmpuri se consider¼a c¼a procesul decurge
cu o vitez¼a foarte mic¼a astfel încât condi̧tia �~j = 0 s¼a fie tot timpul în-
deplinit¼a. Atunci distribu̧tia de curent poate fi împ¼aŗtit¼a într-o rȩtea de
bucle elementare, o bucl¼a elementar¼a reprezentând un curent de seçtiune ��
care urm¼areşte o curb¼a închis¼a C ce delimiteaz¼a o suprafa̧t¼a �S (Fig. 7.39).
Pentru a exprima lucrul mecanic efectuat împotriva foŗtelor de tensiune

electromotoare induse datorit¼a modific¼arii induçtiei magnetice vom ţine cont
de rela̧tia 7.303. Pentru o bucl¼a elementar¼a lucrul mecanic are expresia:
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Figura 7.39: Distibu̧tie de curent împ¼aŗtit¼a în mici bucle de curent

�(�W ) = I

ZZ
�S

� ~Bd~S (7.304)

Se exprim¼a induçtia magnetic¼a în funçtie de poteņtialul vector şi curentul
în funçtie de densitatea de curent. Rezult¼a:

�(�W ) = j��

ZZ
�S

�
�
r� ~A

�
d~S (7.305)

Aplicând teorema lui Stokes se poate scrie:

�(�W ) = j��

I
C

�
� ~A
�
d~l (7.306)

Cum j��d~l = ~jdv, d~l fiind paralel cu ~j suma peste toate aceste bucle va
fi o integral¼a de volum astfel încât lucrul mecanic pentru întreaga densitate
de curent este:

�W =

ZZZ �
� ~A
�
~jdv (7.307)

Pentru a ob̧tine o expresie a lucrului mecanic care s¼a coņtin¼a în locul lui
~j şi � ~A vectorii câmpului magnetic se foloseşte legea lui Ampère r� ~H = ~j.
Rela̧tia 7.307 devine:

�W =

ZZZ
� ~A
�
r� ~H

�
dv (7.308)
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Se ţine cont de rela̧tia:

r
�
~H � � ~A

�
= � ~A

�
r� ~H

�
� ~H

�
r� � ~A

�
Atunci:

�W =

ZZZ h
~H
�
r� � ~A

�
+r

�
~H � � ~A

�i
dv (7.309)

Al doilea termen din 7.309 se anuleaz¼a la infinit deoarece ~H şi ~A se
presupun nule. Atunci lucrul mecanic este:

�W =

ZZZ
~H� ~Bdv (7.310)

Dac¼a presupunem medii liniare (neferomagnetice):

~H� ~B =
1

2
�
�
~H ~B
�

Când câmpul variaz¼a de la zero la o valoarea finit¼a se ob̧tine pentru
energia câmpului magnetic formula:

W =
1

2

ZZZ
~H ~Bdv (7.311)

Modificarea energiei magnetice atunci când un corp cu permeabilitatea �1
este plasat într-un mediu magnetic ale c¼arui surse sunt fixe se poate rezolva
în analogie cu modificare energiei câmpului electrostatic când într-un câmp
ale c¼arui surse sunt fixe se aduce un corp dielectric.
Dac¼a în mediu induçtia câmpului magnetic este ~B0, şi intensitatea este ~H0

iar dup¼a introducerea corpului de permitivitate � vectorii câmpului magnetic
devin ~B şi ~H, modificarea energiei este dat¼a de:

W =
1

2

ZZZ
V

(BH0 �HB0) dv (7.312)

unde integrala se extinde peste volumul corpului.

7.6 Ecua̧tiile Maxwell

Ecua̧tiile Maxwell reprezint¼a formularea matematic¼a a principalelor postulate
ale electrodinamicii clasice. Ele sunt un sistem complet de ecua̧tii în sensul
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c¼a determin¼a univoc câmpul electromagnetic. Ele sunt valabile în anumite
situa̧tii, şi anume atunci când corpurile materiale sunt imobile iar constantele
de material " , � , � nu depind de timp sau de intensitatea câmpurilor. Se
face abstraçtie de prezeņta unor materiale ce prezint¼a momente magnetice
dipolare permanente. Nu se ia în considerare dependeņta constantelor de
material de temperatur¼a. Aceste ecua̧tii se exprim¼a sub forma unor legi
generale precum şi a unor legi de material.

7.6.1 Legea fluxului electric

Este legea care ilustreaz¼a leg¼atura dintre câmpul electric şi sursele sale. Sub
form¼a difereņtial¼a ea este dat¼a de rela̧tia:

r ~D = �l (7.313)

unde �l este densitatea de sarcini libere. Sub form¼a integral¼a aceast¼a lege se
scrie: ZZ

S

~Dd~S =

ZZZ
V

�ldv (7.314)

unde S este suprafa̧ta ce m¼argineşte volumul V .
În vid ~D = "0 ~E: Rezult¼a:ZZ

S

~Ed~S =
1

"0

ZZZ
V

�dV (7.315)

şi

r ~E = �

"0
(7.316)

7.6.2 Legea fluxului magnetic

Forma difereņtial¼a a legii este :

r ~B = 0 (7.317)

iar forma integral¼a este: ZZ
S

~Bd~S = 0 (7.318)
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unde S este o suprafa̧t¼a închis¼a. Ecua̧tiile de mai sus sunt o conseciņt¼a a
faptului c¼a liniile de câmp sunt închise. Legea arat¼a inexisteņta sarcinilor
magnetice libere.

7.6.3 Legea induçtiei electromagnetice

Forma difereņtial¼a este:

r� ~E = �@
~B

@t
(7.319)

iar forma integral¼a este I
C

~Ed~l = � d
dt

ZZ
S

~Bd~S (7.320)

Curba închis¼a C m¼argineşte suprafa̧ta S care nu este o suprafa̧t¼a închis¼a.
Aceast¼a lege arat¼a c¼a un câmp magnetic variabil în timp produce un

câmp electric. Sub form¼a integral¼a legea confirm¼a observa̧tiile experimentale:
tensiunea electromotoare indus¼a într-un circuit este egal¼a cu viteza de varia̧tie
a fluxului magnetic prin suprafa̧ta circuitului.

7.6.4 Legea circuitului magnetic. Curent de deplasare

Legea stabileşte c¼a câmpul magnetic poate fi produs de cureņti electrici şi
de câmpuri electrice variabile în timp. Pentru cureņti sta̧tionari aceast¼a lege
este: I

C

~Hd~l =

ZZ
S

~jd~S (7.321)

r� ~H = ~j (7.322)

Maxwell a fost primul care a sesizat unele dificult¼a̧ti ridicate de ecua̧tiile
de mai sus. S¼a aplic¼am aceast¼a lege succesiv pentru curbele C1 , C2 , ... a
c¼aror lungime tinde la zero (Fig. 7.40).
Atunci suprafȩtele S1 , S2 ,... m¼arginite de curbele C1 , C2 , ... tind c¼atre

o suprafa̧ta închis¼a şi finit¼a iar:

lim

I
C

~Hd~l = 0 (7.323)
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Figura 7.40: Curbe a c¼aror lungime tinde la zero

Figura 7.41: Înc¼arcarea unui condensator

Rezult¼a c¼a prin suprafa̧t¼a închis¼a S:ZZ
S

~jd~S = 0 (7.324)

Integrala de suprafa̧t¼a din rela̧tia 7.321 reprezint¼a curentul total ce iese
din suprafa̧ta S: Egalitatea 7.324 arat¼a c¼a printr-o suprafa̧t¼a închis¼a curentul
net este nul. Aceast¼a situa̧tie este valabil¼a doar în cazul cureņtilor sta̧tionari.
Exist¼a şi cazuri când acest lucru nu se petrece.
S¼a consider¼am de exemplu înc¼arcarea unui condensator (Fig. 7.41).
Fie o suprafa̧t¼a S închis¼a care înconjoar¼a una din arm¼aturi. Viteza cu

care creşte sarcina pe aceast¼a arm¼atur¼a este:

dq

dt
= i (t) (7.325)

Atunci:
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ZZ
S

~jd~S = �dq
dt
6= 0 (7.326)

Deoarece curentul iese prin suprafa̧t¼a, integrala este negativ¼a ~j fiind în-
dreptat înspre interiorul suprafȩtei iar d~S = ~ndS spre exterior. Cum

q =

ZZ
S

~Dd~S (7.327)

rezult¼a:

dq

dt
=
d

dt

ZZ
S

~Dd~S (7.328)

Atunci: ZZ
S

~jd~S +
d

dt

ZZ
S

~Dd~S = 0 (7.329)

Termenul al doilea din rela̧tia 7.329 are dimensiune de curent şi poart¼a
numele de curent de deplasare.
Ecua̧tia de mai sus este legea de consevare a sarcinii. O formulare mai

general¼a a legii circuitului magnetic se ob̧tine dac¼a în rela̧tia 7.321 se în-

locuieşte
RR
S
~jd~S cu

RR
S
~jd~S +

d

dt

RR
S
~Dd~S. Se ob̧tine:I

C

~Hd~l =

ZZ
S

~jd~S +
d

dt

ZZ
S

~Dd~S (7.330)

sau scriind rela̧tia în form¼a difereņtial¼a:

r� ~H = ~j +
@

@t
~D (7.331)

Aceste ultime dou¼a rela̧tii arat¼a c¼a un câmp magnetic poate fi generat de
un curent electric şi de un câmp electric variabil în timp.
Dac¼a se consider¼a situa̧tia din vid ~B = �0 ~H şi ~D = "0 ~E ecua̧tia 7.331

devine:

r� ~B = �0~j + �0"0
@

@t
~E (7.332)

iar ecua̧tia 7.330 devine:I
C

~Bd~l = �0

ZZ
S

~jd~S + �0"0
d

dt

ZZ
S

~Ed~S (7.333)
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7.6.5 Legile de material

Experimental se constat¼a existeņta unor rela̧tii între ~P şi ~E , ~H şi ~M şi între
~j şi ~E. Ele sunt determinate de starea mediului.

Leg¼atura dintre ~P şi ~E

În general densitatea de polarizare ~P este o sum¼a format¼a din doi termeni:

~P = ~Pp + ~Pt (7.334)

Termenul ~Pp este polarizarea permanent¼a şi este independent¼a de exis-
teņta câmpului electric (se poate ob̧tine o polarizare permanent¼a tensionând
pe o anumit¼a direçtie un cristal piezoelectric).
Termenul ~Pt poart¼a numele de polarizare temporal¼a şi este determinat de

açtiunea câmpului electric.

~Pt = ~Pt

�
~E
�

(7.335)

Astfel în mediile anizotrope dar liniare:

Px = "0
�
�exxEx + �

e
xyEy + �

e
xzEz

�
Py = "0

�
�eyxEx + �

e
yyEy + �

e
yzEz

�
(7.336)

Pz = "0
�
�ezxEx + �

e
zyEy + �

e
zzEz

�
M¼arimile �eij unde i ; j = x ; y ; z sunt componentele unui tensor sime-

tric, denumit tensorul susceptibilit¼a̧tii electrice2. Exist¼a un anumit sistem de
referiņt¼a în care tensorul respectiv are diferite de zero doar componentele pe
diagonal¼a. Rela̧tile 7.336 se pot scrie condensat:

~Pt = "0�e ~E (7.337)

Într-un mediu omogen şi izotrop m¼arimea tensorial¼a �e devine un scalar
�e:

~P = "o�e ~E (7.338)

2Tensorul este simetric �eij = �
e
ji
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În cazul în care nu exist¼a polarizare permanent¼a pentru mediile anizotrope
liniare, induçtia câmpului electric se scrie c¼a:

~D = "0 ~E + ~P = "0 ~E + "0�e ~E = "0

�
1 + �e

�
~E = "0" ~E (7.339)

unde

" = 1 + �e

este tensorul permitivit¼a̧tii relative a mediului respectiv.
În cazul mediilor izotrope f¼ar¼a polarizare permanent¼a

~D = "0 ~E + ~P = "0 (1 + �e) ~E = "0" ~E (7.340)

iar permitivitatea relativ¼a este un scalar:

" = 1 + �e

Leg¼atura dintre �H şi ~M

Densitatea de magnetizare a unui material este dat¼a de suma a doi termeni:

~M = ~Mp + ~Mt (7.341)

unde ~Mp este magnetizarea permanent¼a, independent¼a de câmpul magnetic
şi ~Mt magnetizarea temporal¼a, dependent¼a de câmpul magnetic. Corpurile
feromagnetice prezint¼a magnetizare permanent¼a. Magnetizarea temporal¼a se
întâlneşte la toate corpurile şi în general are o valoare foarte mic¼a:

~Mt = ~Mt

�
~H
�

(7.342)

În mediile anizotrope liniare f¼ar¼a magnetizare permanent¼a

~M = ~Mt = �m ~H (7.343)

unde �m este tensorul permeabilit¼a̧tii magnetice. În cazul mediilor izotrope
liniare tensorul degenereaz¼a într-un scalar:

~M = �m ~H
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În cazul mediilor anizotrope f¼ar¼a magnetizare permanent¼a induçtia câm-
pului magnetic este:

~B = �0

�
~H + ~M

�
= �0

�
1 + �m

�
~H = �0� ~H (7.344)

unde � este tensorul permeabilit¼a̧tii relative.
În mediile izotrope liniare cei doi tensori devin scalari:

~B = �0

�
~H + ~M

�
= �0 (1 + �m) ~H = �0� ~H (7.345)

7.6.6 Leg¼atura dintre ~j şi ~E

În mediile anizotrope şi liniare leg¼atura dintre vectorii ~j şi ~E este dat¼a de
legea lui Ohm a c¼arei form¼a general¼a este:

~j = �
�
~E + ~Ei

�
(7.346)

unde � este tensorul conductivit¼atii, iar ~Ei este intensitatea câmpurilor elec-
trice de origine neelectrostatic¼a (produse datorit¼a neomogenit¼a̧tilor de mate-
rial sau de temperatur¼a). ~Ei se numeşte câmp electric imprimat.

7.7 Poteņtiale electromagnetice

Ecua̧tiile lui Maxwell sunt un sistem de ecua̧tii cu derivate paŗtiale de ordinul
întâi care leag¼a între ei vectorii câmpurilor electric şi magnetic. Ecua̧tiile
Maxvell împreun¼a cu legile de material permit determinarea vectorilor câm-
pului electric şi ai câmpului magnetic în funçtie de � şi ~j .
Ecua̧tiile pot fi rezolvate ca atare pentru anumite situa̧tii simple. Uneori

este convenabil s¼a se introduc¼a un poteņtial scalar sau un poteņtial vector.
Deoarecer ~B = 0 indiferent dac¼a câmpul magnetic este static sau dinamic

putem defini vectorul induçtie câmp magnetic prin intermediul poteņtialului
vector

~B = r� ~A (7.347)

Introducând 7.347 în rela̧tia 7.319 ob̧tinem:

r� ~E = � @
@t

�
r� ~A

�
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sau

r�
 
~E +

@ ~A

@t

!
= 0 (7.348)

Dac¼a rotorul unei m¼arimi se anuleaz¼a atunci acea m¼arime poate fi scris¼a
ca un gradient al unei funçtii scalare şi anume al poteņtialului:

~E +
@ ~A

@t
= �rV (7.349)

Rezult¼a:

~E = �rV � @
~A

@t
(7.350)

Prin definirea lui ~B şi ~E în funçtie de poteņtialele ~A şi V (rela̧tiile 7.347
şi 7.350) cele dou¼a ecua̧tii omogene ale lui Maxwell 7.317 şi 7.319 sunt satis-
f¼acute. Fie un mediu omogen şi izotrop în care "r şi �r sunt independente de
intensit¼a̧tile câmpului electromagnetic. Ne propunem s¼a ob̧tinem ecua̧tiile
satisf¼acute de poteņtialul vector ~A şi poteņtialul scalar V . Din rela̧tiile 7.347
şi 7.350 se poate scrie:

~D = " ~E = �"
 
rV + @

~A

@t

!
(7.351)

~H =
1

�
~B =

1

�

�
r� ~A

�
(7.352)

Aplicând rela̧tiei 7.351 operatorul divergeņt¼a şi considerând 7.313 se ob̧tine:

r ~D = �"r
 
rV + @

~A

@t

!
= � (7.353)

De aici rezult¼a:

�V +r
 
@ ~A

@t

!
= ��

"
(7.354)

Aplicând rela̧tiei 7.352 operatorul rotor şi considerând 7.331 rezult¼a:
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r�
�
1

�
r� ~A

�
= ~j + "

@

@t

 
�rV � @

~A

@t

!
sau

r�
�
r� ~A

�
+ "�r

�
@V

@t

�
+ "�

@2 ~A

@t2
= �~j (7.355)

Dar:

r�
�
r� ~A

�
= r

�
r ~A

�
�� ~A

rezult¼a

�� ~A+r
�
r ~A

�
+ "�r

�
@V

@t

�
+ "�

@2 ~A

@t2
= �~j

sau

� ~A� "�@
2 ~A

@t2
�r

�
r ~A+ "�@V

@t

�
= ��~j (7.356)

Se ob̧tin astfel ecua̧tiile 7.354 şi 7.356 pe care le satisfac cele dou¼a poteņtiale,
ecua̧tii care sunt înc¼a cuplate.
Decuplarea acestor dou¼a ecua̧tii poate fi realizat¼a ţinând cont de faptul

c¼a exist¼a o nedeterminare în definirea poteņtialelor.
Astfel poteņtialul vector al câmpului magnetic nu este modificat de trans-

formarea

~A0 ! ~A+r	 (7.357)

iar poteņtialul scalar de transformarea

V 0 ! V � @	
@t

(7.358)

Acestea se numesc transform¼ari de etalonare iar invariaņta câmpurilor în
urma acestor transform¼ari se numeşte condi̧tie de etalonare.
Invariaņta câmpurilor la transformarea de etalonare d¼a posibilitatea de

a se lucra cu ecua̧tii mai simple. O rela̧tie simpl¼a este sugerat¼a de forma
ecua̧tiei 7.356 în care termenul:
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r
�
r ~A+ "�@V

@t

�
poate fi anulat dac¼a se pune condi̧tia:

r ~A+ "�@V
@t

= 0 (7.359)

Aceast¼a condi̧tie este numit¼a condi̧tia lui Lorentz iar etalonarea respectiv¼a
poart¼a numele de etalonare Lorentz. Atunci ecua̧tia satisf¼acut¼a de poteņtialul
vector este:

� ~A� "�@
2 ~A

@t2
= ��~j (7.360)

Din condi̧tia de etalonare Lorentz ob̧tinem:

r ~A = �"�@V
@t

iar ecua̧tia 7.354 devine:

�V � "�@
2V

@t2
= ��

"
(7.361)

7.8 Condi̧tii la limit¼a

Suprafȩtele corpurilor constituie frontiere care separ¼a medii ce au în general
propriet¼a̧ti diferite. Ne propunem s¼a studiem câmpurile în vecin¼atatea unor
astfel de suprafȩte unde parametri " , � , şi � se schimb¼a brusc.

7.8.1 Condi̧tiile la limit¼a pentru componentele normale
ale induçtiei câmpului electric şi induçtiei câm-
pului magnetic

Fie S suprafa̧ta de separa̧tie dintre mediile 1 şi 2. Se consider¼a din aceast¼a
suprafa̧t¼a un element �S suficient de mic. Se construieşte un cilindru de
în¼aļtime �h situat în cele dou¼a medii (Fig. 7.42).
Suprafa̧ta �S se alege suficient de mic¼a astfel încât pe bazele cilindrului

considerat vectorul induçtie câmp magnetic s¼a fie uniform.
Atunci aplicând legea lui Gauss se ob̧tine:
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Figura 7.42: Construçtie pentru demonstrarea rela̧tiilor dintre componentele
normale ale induçtiei câmpului electric şi componentele normale ale induçtiei
câmpului magnetic la suprafa̧ta de separa̧tie dintre dou¼a medii.

~D1~n�S � ~D2~n�S + �lat = �q (7.362)

unde �lat este fluxul induçtiei câmpului electric prin suprafa̧ta lateral¼a a
cilindrului iar sarcina �q este sarcina din interiorul cilindrului.
Se face în¼aļtimea cilindrului s¼a tind¼a la zero �h ! 0. Atunci �lat = 0:

Dac¼a admitem c¼a poate exista sarcin¼a şi pe suprafa̧ta �S atunci putem scrie:

�q = �qv +�qs (7.363)

unde �qs este sarcina de suprafa̧t¼a, iar �qv este sarcina din volumul cilin-
drului. Atunci când în¼a̧timea tinde la zero şi sarcina de volum �qv va tinde
la zero. Rela̧tia 7.362 devine:�

~D1 � ~D2

�
~n�S = �qs = ��S (7.364)

unde � este densitatea de sarcin¼a de pe suprafa̧t¼a.
Rezult¼a: �

~D1 � ~D2

�
~n = � (7.365)
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Deoarece

~D1~n = D1n

~D2~n = D2n

sunt componentele normale la suprafa̧ta de separa̧tie dintre cele dou¼a medii
rela̧tia 7.365 se mai poate scrie ca:

D1n �D2n = �

Dac¼a pe suprafa̧ta de separa̧tie dintre cele dou¼a medii nu exist¼a sarcini
electrice atunci:

D1n = D2n

adic¼a componenta normal¼a a induçtiei câmpului electric este continu¼a.
Pentru componentele normale ale induçtiei câmpului magnetic vom utiliza

tot teorema lui Gauss ca şi în cazul anterior:

~B1~n�S � ~B2~n�S + �lat = 0 (7.366)

Se face în¼aļtimea cilindrului s¼a tind¼a la zero �h! 0: Atunci:�
~B1 � ~B2

�
~n = 0

Cum:

~B1~n = B1n ; ~B2~n = B2n

unde B1n şi B2n sunt componentele normale ale induçtiei câmpului magnetic,
rezult¼a:

B1n = B2n

La suprafa̧ta de separa̧tie a dou¼a medii componenta normal¼a a vectorului
induçtie câmp magnetic este continu¼a.
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Figura 7.43: Construçtie pentru demonstrarea rela̧tiilor dintre componentele
tangeņtiale ale intensit¼a̧tii câmpului electric şi componentele tangeņtiale ale
intensit¼a̧tii câmpului magnetic la suprafa̧ta de separa̧tie dintre dou¼a medii

7.8.2 Condi̧tii la limit¼a pentru componentele tangeņtiale
ale intensit¼a̧tii câmpului electric şi intensit¼a̧tii
câmpului magnetic

Pentru a rezolva aceast¼a problem¼a se face construçtia indicat¼a în Fig. 7.43.

Fie S suprafa̧ta de separa̧tie dintre cele dou¼a medii. Seçtion¼am aceast¼a
suprafa̧t¼a cu un plan P care poate fi considerat perpendicular pe o poŗtiune
mic¼a �S din aceast¼a suprafa̧t¼a. Construim în planul P un contur drep-
tunghiular ABCD care intersecteaz¼a suprafa̧ta S în interiorul poŗtiunii �S.
Se consider¼a AB=CD=�l iar AD=BC=�h laturile laterale fiind paralele cu
normala ~n la suprafa̧ta de separa̧tie. Vectorul unitar al tangentei la linia de
interseçtie dintre suprafa̧ta S şi planul P o not¼am cu ~t. Orientarea sa este
astfel aleas¼a încât s¼a verifice rela̧tia:

~t = ~� � ~n (7.367)

unde ~� este un vector normal la planul P.
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Condi̧tiile la limit¼a pentru componentele tangeņtiale ale inten-
sit¼a̧tii câmpului electric

Se consider¼a circula̧tia vectorului ~E pe conturul ABCD

~E1~t�l � ~E2~t�l + Clat = �
@B

@t
�l�h (7.368)

În rela̧tia de mai sus am împ¼aŗtit circula̧tia vectorului ~E în trei p¼aŗti.
Primii doi termeni corespund laturilor AB şi CD iar al treilea termen cores-
punde laturilor BC şi DA. Se micşoreaz¼a in¼aļtimea �h ! 0 , astfel încât
laturile AB şi CD se confund¼a pe suprafa̧ta de separa̧tie; termenul Clat se
anuleaz¼a. Rezult¼a: �

~E1 � ~E2

�
~t = 0 (7.369)

Pentru a interpreta aceast¼a egalitate trebuie s¼a ţinem cont c¼a orientarea
lui ~t pe suprafa̧ta de separa̧tie este arbitrar¼a în raport cu intensitatea câmpu-
lui electric, deoarece putem roti planul P în raport cu normala ~n. De aceea
putem considera c¼a ~t coincide cu direçtia proiectiei vectorului ~E pe S. Atunci:

~E1~t = E1t
~E2~t = E2t

unde E1t şi E2t sunt componentele tangeņtiale ale câmpului electric în cele
dou¼a medii. Rezult¼a:

E1t = E2t (7.370)

adic¼a componenta tangeņtial¼a a vectorului intensitate câmp electric este con-
tinu¼a la suprafa̧ta de separa̧tie dintre dou¼a medii.
Egalitatea 7.369 poate fi pus¼a sub o alt¼a form¼a ţinând cont de rela̧tia

7.367. Rezult¼a:�
~E1 � ~E2

�
(~� � ~n) =

h
~n�

�
~E1 � ~E2

�i
~� = 0

Aceast¼a egalitate nu mai depinde de sensul vectorului ~� care indic¼a ori-
entarea lui P. Atunci:

~n�
�
~E1 � ~E2

�
= 0 (7.371)
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Figura 7.44: Densitatea curentului de suprafa̧t¼a

Formula 7.371 are avantajul de a include în ea un vector ~n perfect definit
care nu depinde de sensul câmpului studiat.

Condi̧tiile la limit¼a pentru componentele tangeņtiale ale inten-
sit¼a̧tii câmpului magnetic.

Ca şi in cazul precedent se scrie cicula̧tia vectorului ~H pe conturul ABCD

~H1~t�l � ~H2~t�l + Clat = �
 
@ ~D

@t
+~j

!
~��l�h (7.372)

unde Clat este contribu̧tia laturilor laterale la circula̧tia lui ~H. Ca şi în
cazurile anterioare se trece la limit¼a ( �h ! 0), contribu̧tia laturilor BC şi

DA la circula̧tia vectorului ~H este nul¼a iar termenul �
�
@ ~D=@t

�
~��l�h se

anuleaz¼a. Termenul ~j~��l�h se anuleaz¼a dac¼a nu exist¼a cureņti de suprafa̧t¼a.
Un curent de suprafa̧t¼a se caracterizeaz¼a prin densitatea superficial¼a

~js = lim
�l!0

~i0
�I

�l
(7.373)

unde ~i0 este versorul ce indic¼a sensul curentului, iar �l este un element al
liniei ce este perpendicular¼a pe �I (Fig. 7.44)
Atunci

~j~��l�h = ~��l

x2Z
x1

~jdx (7.374)

unde x2 � x1 = �h:
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Atunci când �h! 0 conturul se reduce la un element �l dar integrala nu
se anuleaz¼a deoarece poŗtiunea �l este traversat¼a de totalitatea curentului
superficial. Atunci:

~��l

x2Z
x1

~jdx! ~�~js�l (7.375)

Rezult¼a: �
~H1 � ~H2

�
~t = ~js~� (7.376)

Ţinând cont de 7.367 rela̧tia 7.376 devine:�
~H1 � ~H2

�
(~� � ~n) =

h
~n�

�
~H1 � ~H2

�i
~� = ~js~�

Sau:

~n�
�
~H1 � ~H2

�
= ~js (7.377)

Rezultatul arat¼a c¼a în prezeņta unui curent pe suprafa̧ta de separa̧tie a
dou¼a medii, vectorul intensitate câmp magnetic prezint¼a o discontinuitate.
În abseņta curentului superficial componenta normal¼a a intensit¼a̧tii câmpului
magnetic r¼amâne constant¼a:

H1t = H2t (7.378)

7.9 Teorema Poynting şi conservarea energiei

7.9.1 Câmpul electromagnetic şi transformarea energiei

FieW (t) energia câmpului electromagnetic dintr-un volum V . Aceasta poate
varia în timp. Dac¼a:
a) dW=dt < 0

energia câmpului electromagnetic se diminueaz¼a. Descreşterea energiei câm-
pului poate fi datorat¼a absoŗtiei acesteia de c¼atre mediu, transform¼arii în alt
tip de energie sau emisiei de radia̧tii electromagnetice. Dac¼a:
b) dW=dt > 0
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are loc o creştere a energiei câmpului electromagnetic. Ea se poate rea-
liza datorit¼a existeņtei unor surse în domeniul considerat precum şi datorit¼a
p¼atrunderii de radia̧tii electromagnetice prin frontiera domeniului.
Pentru studiul energiei câmpului electromagnetic se va considera pentru

început o sarcin¼a pozitiv¼a q într-un câmp electric ~E. Asupra acesteia va
açtiona o fort¼a ~F = q ~E: Lucrul mecanic efectuat de câmp când sarcina este
deplasat¼a pe distaņta d~l este:

�L = q ~Ed~l (7.379)

iar puterea consumat¼a de câmp este:

P =
�L

dt
= q ~E

d~l

dt
= q~v ~E (7.380)

Dac¼a se consider¼a c¼a sarcina q ocup¼a volumul �V foarte mic atunci se
poate exprima sarcina ca fiind distribuit¼a cu o densitate �.

q = ��V (7.381)

Putem exprima energia consumat¼a de câmp în domeniul �V ca fiind:

�P = �~v ~E�V (7.382)

Se poate astfel defini o densitate de putere consumat¼a:

p =
�P

�V
= �~v ~E = ~j ~E (7.383)

Cum:

~j = � ~E (7.384)

atunci densitatea de putere se poate scrie:

p = � ~E2 (7.385)

Puterea disipat¼a într-un volum V este:

P =

ZZZ
V

~j ~Edv =

ZZZ
V

� ~E2dv (7.386)
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Aceasta este legea lui Joule. Pentru a o exprima sub o form¼a mai cunos-
cut¼a vom considera cazul unui domeniu sub form¼a cilindric¼a în care curentul
curge de-a lungul axei sale. Atunci putem exprima puterea consumat¼a astfel:

P =

Z
l

Z Z
S

~j ~Ed~ld~S = (El) (jS) = UI (7.387)

Pentru a considera açtiunea surselor, rela̧tia 7.384 se schimb¼a cu

~j = �
�
~E + ~Ei

�
(7.388)

Aceasta înseamn¼a c¼a al¼aturi de câmpul electrostatic ~E exist¼a şi un câmp
imprimat ~Ei care nu deriv¼a dintr-un poteņtial. Exist¼a mai multe cazuri in
care pot ap¼area câmpurile imprimate:
a) câmpuri imprimate datorate neomogenit¼a̧tilor de material şi neomogeni-

t¼a̧tilor de temperatura care dau efectele termoelectrice.
b) câmpuri electrice imprimate de natur¼a electrochimic¼a.
c) câmpuri electrice imprimate care apar datorit¼a fenomenului de in-

duçtie.
În acest caz densitatea de putere se poate scie ca:

p = ~j ~E =

~j
�
~j � � ~Ei

�
�

= ��1~j 2 �~j ~Ei (7.389)

Rezult¼a c¼a densitatea de putere poate fi pus¼a sub forma unei sume de doi
termeni

p = pp + ps (7.390)

Termenul pp = ��1~j 2 este densitatea de putere pierdut¼a de câmpul elec-
tromagnetic iar termenul ps = �~j ~Ei reprezint¼a densitatea de putere care este
câstigat¼a de câmpul electromagnetic.

7.9.2 Ecua̧tia de bilaņt energetic

Din legea circuitului magnetic rezult¼a:

~j = r� ~H � @
~D

@t
(7.391)

Atunci:
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ZZZ
V

~j ~Edv =

ZZZ
V

"
~E
�
r� ~H

�
� ~E

@ ~D

@t

#
dv (7.392)

Folosind identitatea vectorial¼a:

r
�
~E � ~H

�
= ~H

�
r� ~E

�
� ~E

�
r� ~H

�
şi legea lui Faraday

r� ~E = �@
~B

@t

rela̧tia 7.392 devine:

ZZZ
V

~j ~Edv = �
ZZZ

V

"
r
�
~E � ~H

�
+ ~E

@ ~D

@t
+ ~H

@ ~B

@t

#
dv (7.393)

Ne vom limita în continuare discu̧tia la mediile macroscopice care au
propriet¼a̧ti liniare. Admitem c¼a expresiile densit¼a̧tilor de energie ale câmpului
electric şi magnetic sunt valabile şi pentru câmpuri variabile în timp.
Not¼am densitatea total¼a de energie a câmpului electromagnetic cu

u =
1

2

�
~E ~D + ~B ~H

�
(7.394)

Cum:

@u

@t
= ~E

@ ~D

@t
+ ~H

@ ~B

@t
(7.395)

rela̧tia 7.393 se scrie:Z
V

~j ~Edv = �
Z
V

�
@u

@t
+r

�
~E � ~H

��
dv

Ţinând cont de 7.389

ZZZ
V

�
��1~j2 �~j ~Ei

�
dv = �

ZZZ
@u

@t
dv �

ZZ
�

�
~E � ~H

�
d ~A
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sau

d

dt

ZZZ
V

udv =

ZZZ
V

~j ~Eidv �
ZZZ

V

��1~j2dv �
ZZ

�

�
~E � ~H

�
d ~A (7.396)

unde � este suprafa̧ta care înconjoar¼a volumul V iar d ~A este elementul de
suprafa̧t¼a.
Rezult¼a c¼a varia̧tia energiei câmpului în unitatea de timp

RRR
V
(@u=@t) dv

este datorat¼a transform¼arii energiei neelectrice în energie a câmpului electro-
magnetic

RRR
V
~j ~Eidv pierderilor de energie prin efect Joule

RRR
V
��1~j 2dv şi

transferului de energie electromagnetic¼a prin suprafa̧ta � dat¼a de integralaZZ
�

�
~E � ~H

�
dS:

Vectorul
~S = ~E � ~H (7.397)

poart¼a numele de vector Poynting şi el trebuie interpretat ca densitatea
fluxului de putere transferat¼a prin suprafa̧ta �: Deoarece energia dintr-un
volum V este W =

R
V
udv rela̧tia 7.396 se mai poate scrie:

dW

dt
=

ZZZ
V

~j ~Eidv �
ZZZ

V

��1~j 2dv �
ZZ

�

~Sd ~A (7.398)

Rela̧tia 7.398 poart¼a denumirea de Teorema Poynting.
Formula 7.398 mai poate fi scris¼a sub form¼a difereņtial¼a astfel:

@u

@t
= ~j ~Ei � ��1~j 2 �r~S (7.399)
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