Capitolul 7

Electromagnetism

7.1 Electrostatica

7.1.1 Sarcina electrica

Sarcina electrica este o marime scalara care masoara starea de electrizare a
corpurilor. S-a demonstrat experimental ca exista doua tipuri de sarcina,
una a electronilor (sarcind negativad) si una a protonilor (sarcind pozitiva).
Sarcina este discretd, electronii au o sarcind —e = —1,6 x 107! C iar pro-
tonii +e = 1,6 x 1071 C. Ea este un invariant scalar si satisface o lege de
conservare. Un corp electrizat de dimensiuni neglijabile fata de distantele la
care se gasesc corpurile cu care interactioneaza poate fi considerat puncti-
form iar sarcina este punctiforma. Starea de incarcare a corpurilor poate fi
descrisa prin marimea p numita densitate de sarcina. Astfel se poate exprima
sarcina dq dintr-un volum dV ca fiind dq = pdV. Aici prin dV se intelege
un element de volum foarte mic la scara macroscopica, dar suficient de mare
la scara microscopica incat sa contina multi atomi si molecule. Numai in
acest fel se poate trata densitatea de sarcina ca fiind continua de la punct
la punct. In cazul in care sarcina este distribuitii pe o suprafati se poate
introduce o densitate superficiala de sarcina o astfel incat sarcina de pe o
suprafata elementara d.S este dg = odS.
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Figura 7.1: Forta cu care sarcina ¢, actioneaza asupra sarcinii ¢; in cazul in
care semnele celor doua sarcini coincid

7.1.2 Legea lui Coulomb

Legea introdusa de Coulomb se bazeaza pe urmatoarele fapte experimentale
referitoare la interactia dintre doua particule incarcate:

a) dacd sarcinile sunt de acelasi fel ele se resping, dacd sunt de semne
contrare ele se atrag;

b) forta actioneazad de-a lungul liniei ce uneste cele doud particule;
c) forta este invers proportionald cu patratul distantei dintre sarcini;
d) forta este proportionald cu marimea fiecarei sarcini.

Forma matematica a legii lui Coulomb in sistemul de unitati international
SI este:

I qgpran
47'('6() 7"%1 T21

Fy = (7.1)

ﬁgl reprezinta forta cu care sarcina ¢o actioneaza asupra sarcinii ¢; (Fig.
7.1). Se observa ci ecuatia pune in evidentd caracterul atractiv sau repulsiv
al fortei daca semnele sarcinilor sunt incluse in ¢; si g2. Cand g1g2 > 0 (adica
ambele sarcini au acelagi semn) ﬁgl are sensul vectorului 75 si forta este re-
pulsiva, iar daca ¢1go < 0 (sarcinile au semne contrare) Fy, are sens contrar lui
ra1 §i forta este atractiva. Sarcinile se masoara in coulombi, distanta in metri
iar forta in newtoni. Factorul 1/47 este o constantd de proportionalitate in-
trodusi pentru a simplifica anumite ecuatii iar g9 = 8,854 x 1072 C? /Nm?
este o constanta numita permitivitatea vidului.

In cazul unui sistem de sarcini forta totald care se exercitd asupra uneia
dintre ele este egald cu suma fortelor exercitate de celelalte particule asupra
ei. Astfel forta F’j care se exercita asupra sarcinii ¢; datorata celorlalte sarcini
este:
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F] = E] = 47‘(‘5 3J Tij (72)
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Daca se noteaza cu 7; vectorul de pozitie al sarcinii ¢ atunci:

rij = |7 — 7l (7.3)
iar 7.2 devine:
- 1 qu — —
= e e (57 (7.4)
05 1T = Ti

7.1.3 Campul electric

S-a vazut ca forta totald ce se exercita asupra unei particule incarcate este
egalil cu suma fortelor exercitate de celelalte particule inciircate. In naturd
existd un numar enorm de particule si cadnd se considera forta ce actioneaza
asupra uneia din ele este util sa ne referim la multitudinea de surse ce con-
tribuie la aceasta forta prin introducerea conceptului de cAmp electric. Astfel
daca se considerd un corp de proba cu sarcina ¢ (foarte micd) iar asupra lui
actioneaza o forta F , atunci raportul F /q este intensitatea cAmpului electric
in punctul in care sarcina este localizata.

Referitor la interactia dintre sarcini trebuie remarcat ca ea se realizeaza
in doua etape:

- in prima etapa sarcina sursa determina aparitia in spatiul din jurul sau
a unei stari speciale, care confera spatiului proprietati diferite de cele ale
spatiului vid.

- in a doua etapa orice sarcina adusa in spatiul in care s-a realizat aceasta
stare speciala sufera actiunea unei forte. De fapt aceasta stare speciala, in
care fiecare sarcina este actionata de o forta, poarta numele de cAmp electric.

Considerand in punctul P o sarcina de proba ¢ iar in jurul ei o serie de
sarcini ¢; unde ¢ = 1,2, ..., n forta care actioneaza asupra sarcinii din punctul
P este:

= 1 qiq o o
F = T —T; 7.5
Ameg 2 17— 7| ( ) (7:5)

i

Se observa ca:
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1 di
= r—T; 7.6
q 47rsozi:|77—ﬁ|3( ! 50
nu mai depinde de sarcina ¢, care poate fi facuta oricat de mica incat prezenta
ei sa nu modifice porzitia celorlalte sarcini. Astfel se poate defini intensitatea

campului electric in punctul P creat de sarcinile g;:

Fo Ll 5 & 5 (7= 7) (7.7)

4’/T€() ‘77— 771

i
Daca sistemul ar avea doar sarcina ¢; intensitatea cdmpului creat de
aceasta ar fi:

= 1 qi

7

3 (7 —73) (7.8)

 dmeo |7 — T

Astfel:
E=>YE (7.9)

Cu alte cuvinte intensitatea campului electric este suma intensitatilor
campurilor electrice datorate fiecarei sarcini in parte. Acesta este agsa numitul
principiu al superpozitiei.

Pentru a obtine o reprezentare a campului electric se pot defini liniile
de cAmp ca fiind curbele la care in fiecare punct vectorul intensitate camp
electric este tangent. Ele au sensul lui E. Astfel in cazul unei sarcini pozitive
(Fig. 7.2) sensul liniei de cAmp este dinspre sarcind iar in cazul unei sarcini
negative sensul este inspre sarcina respectiva. Trebuie remarcat ca liniile de
camp sunt continue, pornesc de pe sarcinile incarcate pozitiv si se termina pe
cele negative. Ele nu se intersecteaza deoarece in orice punct cAmpul electric
trebuie sa fie univoc determinat.

7.1.4 Camp electric in medii substantiale

S-a considerat campul electric generat de particule care sunt in repaus si
incarcate electric. Aceasta imagine nu este cea mai potrivita atunci cand se
considera caAmpul electric in interiorul unui atom, deoarece electronul in acest
caz nu este o sarcina electrica in repaus. Mai mult, in mecanica cuantica se
aratd ci pozitia electronului nu poate fi determinats. In loc si se imagineze
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Figura 7.2: Linii de camp

electronul ca o sarcina punctiforma este de preferat ca sarcina lui sa fie
privita ca fiind imprastiata in spatiu in asa numitul nor electronic aflat in
jurul nucleului. Se considera ca p,; (7") dT este sarcina continutd in elementul
de volum d7 determinat de vectorul de pozitie 7 intr-un sistem de referinta
care are ca origine, de exemplu nucleul, iar p,, (7') este densitatea de sarcina
a norului electronic. Atunci sarcina totala a electronului este egala cu suma
tuturor sarcinilor din elementele de volum d7 din norul electronic. Putem
exprima sarcina electronului ca o integrala pe volumul norului electronic.
Deoarece acest volum nu poate fi cu exactitate definit! integrala se extinde
in tot spatiul.

///oopel (F)dT:/_Z/_Z/_Zpel (7) dxdydz (7.10)

In atomii complecsi norii electronici ai diferitilor electroni se pot supra-
pune si intr-o portiune poate exista o sarcina provenita de la mai multi elec-
troni.

Sarcina cu care este incarcat nucleul poate fi reprezentata printr-o densi-
tate de sarcina, chiar daca nucleul este mult mai mic in comparatie cu intreg

!Prin aceasta nu se introduce nici o eroare deoarece probabilitatea de a gisi electronul
la distante mari de nucleu este foarte mica.
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Figura 7.3: Sarcina din fiecare volum d7’ contribuie la cAmpul creat in pun-
ctul P

atomul.

Se poate defini o densitate de sarcind atomica p,, (7) care si ia in con-
sideratie si sarcina pozitiva a nucleului. Aceasta densitate este pozitiva in
regiunea nucleului si negativa in regiunile unde se gasesc norii electronici.
Integrala densitatii de sarcina atomica pe intreg volumul atomului este nula
deoarece atomii sunt neutri din punct de vedere electric.

Pentru determinarea caAmpului produs de densitatea atomica de sarcina
se generalizeaza formula 7.8 inlocuind suma printr-o integrala. Astfel campul
electric intr-un punct P (Fig. 7.3) este:

3 (7) — ) Pt ()
Eu i d A1
() ~ dne, /// 7 — 7! ! (7.11)

Relatia de mai sus nu este foarte utila deoarece in general nu se cunoaste
densitatea de sarcina atomica. Nu numai ca aceasta densitate nu este cunos-
cuta dar si atomii sunt intr-o continua miscare de agitatie termica. Aceasta
face ca p,, (F)si Eq (7) si fie intr-o continud schimbare. In interiorul ato-
milor cAmpul electric, numit cAmp electric intern este foarte mare in apropierea
nucleului. Peste acest cAmp se suprapune si cAmpul provenit de la atomii
si moleculele din jurul atomului considerat. Trebuie remarcat ca nu numai
atomii si moleculele incarcate genereaza camp electric ci si atomii si mole-
culele neutre. Aceste cAmpuri sunt extrem de puternice pe distante de cateva
diametre atomice. Astfel molecula de HCI este neutra din punct de vedere
electric dar in cadrul legaturii chimice care tine cei doi atomi impreuna o parte
a norului electronic al atomului de hidrogen este transferat catre atomul de
clor. Atunci atomul de hidrogen raméne cu un exces de sarcind pozitiva in
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Figura 7.4: Liniile de cAmp din jurul moleculei de HCI . Hidrogenul a pierdut
o parte din norul electronic astfel ca in regiunea respectiva apare un exces
de sarcina pozitiva

timp ce cel de clor raméne cu un exces de sarcina negativa. Astfel liniile de
camp pleaca de la atomul de hidrogen la cel de clor si ies in afara moleculei
(Fig. 7.4)

7.1.5 Campul macroscopic

In cazul unor sisteme macroscopice, detaliile campului atomic nu mai au nici
o importanta si ceea ce este important este cAmpul mediu. Valoarea medie
a campului electric estimata pe o regiune mult mai mare decat a unui singur
atom, dar inca foarte mica fata de dimensiunea intregului sistem poarta
numele de cAmp electric macroscopic.

In comparatie cu campurile atomice mari din apropierea nucleelor, cAm-
purile macroscopice sunt mici. In izolatori, precum portelanul, electronii
sunt tinuti strans legati de atomi iar excesul de sarcina pozitiva si negativa
poate ramane mult timp, mentindnd un cAmp macroscopic. Sarcina neta a
izolatorului poate fi distribuitd in volum sau pe suprafatii. In cazul metalelor
conductoare precum cuprul, sarcinile in exces se distribuie doar pe suprafata.
In cazul conductorilor anumiti electroni de valenta si electronii de conductie
sunt liberi sa se miste in interiorul conductorului in prezenta unui cAmp elec-
tric macroscopic. Atunci cdnd un corp conductor este plasat intr-un camp
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Figura 7.5: Sarcini induse care apar pe suprafata unui conductor aflat in
camp electric

extern electronii de conductie se deplaseaza sub influenta caAmpului astfel ca
pe suprafetele conductorului apar sarcini ca in Fig. 7.5.

Sarcinile care apar pe suprafata conductorului in acest mod, datorita
prezentei unui cAmp electric se numesc sarcini induse.

In continuare vom studia legitura dintre cAmpul macroscopic si cel micros-
copic. Sa consideram un volum 0V mic in comparatie cu volumul sistemului,
dar suficient de mare pentru a contine suficienti atomi. Sarcina neta din §V/

este:
J[] puteyar
%

Atunci putem defini o densitate macroscopica de sarcina

p )= 55 [ [ putire (7.12)

ca fiind sarcina pe unitatea de volum 0V centrata pe 7. Densitatea de sarcina
astfel definitd p (7) este o functie ce variazd continuu in interiorul corpurilor
cu exceptia frontierelor, unde densitatea de sarcina se schimba in mod dis-
continuu.

Pe suprafete pot fi concentratii mari de sarcina. Sarcina de suprafata
ocupa un strat subtire avind grosimea de cateva diametre atomice. De aceea
se poate reprezenta aceasta sarcina ca un strat de grosime infinitezimala.
Densitatea superficiala de sarcina poate fi definita ca si cea de volum. Sa
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Figura 7.6: Fluxul cAmpului electric printr-o suprafata

consideram o portine §V din stratul subtire avind sarcina de pe suprafata
0S5 centrata pe vectorul de pozitie 7. Densitatea superficiala de sarcina este:

o () = % / / /5 ) (7.13)

Campul macroscopic satisface principiul superpozitiei. Pentru a gasi un
camp electric intr-un punct al carui vector de pozitie este 7 este necesar sa
se insumeze contributia sarcinii nete p (7') d7’ din toate elementele de volum
i contributia sarcinilor de suprafatd o (') dS’ de pe toate elementele de
suprafata. Rezulta:

— 1 (r=7") p(r")dr’ 1 // (r=r") o (r")dS’
E = 7.14
dmeg /// 7 — 7] ’ dmeg 7 — ) (7.14)

7.1.6 Legea lui Gauss

Se defineste fluxul cAmpului electric printr-o suprafata ds (Fig. 7.6) ca fiind:

dd = EdS (7.15)

unde dS = 7idS , iar 77 este normal la suprafata in punctul considerat. Atunci:

d® = EdS cosf (7.16)

unde 6 este unghiul format de vectorii 7 si E.
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Figura 7.7: Legea lui Gauss. In cazul c§ sarcina este in interiorul suprafetei,
unghiul total sub care se vede suprafata din ¢ este 47

Pentru a determina forma legii lui Gauss se considera o sarcina ¢ in in-
teriorul unei suprafete inchise S (Fig. 7.7). Atunci fluxul prin suprafata

considerata este:
= = q 7dS
P = EdS = — 7.17
[[Fas =2 ] (7a)

1

rZyr

Se observa ca:

Tas = %dS cosf = don (7.18)
T

r2

unde d.S,, este proiectia suprafetei ds pe un plan perpendicular pe 7. Cum:

s,

2.3 4 q
®= || EdS = = — 2
[lEos =i ] = 20

Daca sarcina este aleasa in exteriorul suprafetei rezulta ca fluxul total al
campului electric este nul.

atunci:
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Daca in locul unei singure sarcini, in interiorul suprafetei S exista un
sistem de sarcini atunci in locul lui ¢ se afla o suma de sarcini.

o= // fag = 2i=1d (7.21)
S €o

Relatia 7.20 raméne adevarata si in cazul in care sarcina q este distribuita
in mod continuu in volumul V. Atunci se poate exprima sarcina ¢ in functie
de densitatea volumica de sarcina astfel:

o~ [ v e

unde V' este volumul inchis de suprafata S. Relatia 7?7 devine:

fles-Lfffron o

care este forma integrala a legii lui Gauss in vid.
Dar integrala de suprafata se poate transforma intr-una de volum:

/ /S EdS = / / /V VEdV (7.24)

unde V este operatorul divergenta.

- 0B, 0B, 0E
E=""4+2 v = 2
VE= 5t o (7.25)

[we-t fffrow

Astfel se ajunge la forma diferentiala a legii lui Gauss pentru sarcini in

vid:

Atunci:

VE =" g(F) (7.27)
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Figura 7.8: Lucrul mecanic efectuat la deplasarea unei sarcini de-a lungul
curbei AB

7.1.7 Potentialul electric

Se demonstreaza in continuare ca fortele electrostatice sunt forte conserva-
tive. Pentru aceasta se arata ca lucrul mecanic efectuat de forta datorata
campului electric al unei sarcini () ce actioneaza asupra sarcinii ¢ care este
deplasata intre doua puncte, nu depinde de drum ci doar de pozitia initiala si
finala. Se considera situatia aratata in Fig. 7.8, unde sarcina q este deplasata
intre punctele A si B.

Lucrul mecanic elementar este:

= Qg 1T oo
0L =F.dl = —dl 7.28
dregrr ( )
Cum:
"dl = dicos§ = dr (7.29)
,

atunci lucrul mecanic total va fi:

"B 1 1
L= / Qg _dr = — Qg (— - —) (7.30)
v, Ameqr dmeg \rp  Ta

si se constata ca el nu depinde de drum.

Se obtine acelasi rezultat daca corpul cu sarcina g este deplasat in cAmpul
produs de o distributie continua de sarcini.

Sa consideram doud puncte A si B intr-un camp electrostatic (Fig. 7.9).
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Figura 7.9: Lucrul mecanic al cAmpului electric asupra unei sarcini calculat
pe doua drumuri intre doua puncte este acelasi

Din faptul c& lucrul mecanic nu depinde de drum rezulta:

B B A
. / Fdl = q / Fdl = —q / Bdl’ (7.31)
A(Cy) A(Cy) B(Cy)
Atunci:
B A
q / Edl+q / Edf_jfﬁdf_o (7.32)
A(Ch) B(C?) C

Prin urmare pentru un cAmp electrostatic conservativ circulatia vectorului
respectiv pe orice curba inchisa este nula.

7{ Edl'=0 (7.33)
c
Ecuatia 7.33 poate fi folosita ca criteriu de conservativitate pentru orice
camp vectorial pentru care este indeplinita o relatie de tipul de mai sus.
Utilizand teorema lui Stokes care permite trecerea de la integrala pe un
contur la o integrala pe o suprafata ce se spijina pe conturul respectiv, se

obtine:
fﬁdi://(VxE)dﬁzo (7.34)
& S

Pentru ca o astfel de integrala sa fie nula indiferent de suprafata aleasa
este necesar ca rotorul intensitatii cAmpului electric sa fie nul:
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VxE =0 (7.35)

In coordonate carteziene ecuatia 7.35 se scrie:

(aEZ - %) € + (% - %) €y + <% - aE‘”) e, =0 (7.36)
dy 0z 0z ox ox dy

Aceasta este forma diferentiala a conditiei de conservativitate a cAmpului
electric.

Intr-un camp conservativ se poate introduce o energie potentiald astfel
ca lucrul mecanic efectuat la deplasarea unui corp dintr-un punct in altul sa

fie egal cu diferenta dintre energiile potentiale pe care corpul le are in cele
doua puncte:

Ep (Fg) — Ep (Ta) = —Lap (7.37)

In cazul unei sarcini punctiforme ¢ ce se deplaseaza in campul creat de o
alta sarcina punctiforma Q:

. . qQ (1 1
E - F = — - — 7.38
p(7) ~ B () = 12 (2 ) (7.38)
Atunci energia potentiala de interactie dintre cele doua sarcini este:
p = 1< + const
dmegr

unde constanta este determinata de modul de alegere al punctului in care
energia potentiala este nuld. Trebuie remarcat ca relatia 7.38 defineste
doar diferenta dintre energiile potentiale. Alegerea punctului in care energia
potentiala este nula se face de obicei astfel incat forma energiei potentiale
sa fie cat mai simpla. Din acest motiv in cazul sistemului format din doua
sarcini se poate considera ca la o distanta infinita dintre ele energia potentiala
este nula. Rezulta:

qQ

dmegr

Ep (7.39)

Se introduce notiunea de potential electric ca raportul dintre energia
potentiala a unui corp de proba si valoarea sarcinii acelui corp:
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Ep

= — (7.40)
q
Pentru un cAmp produs de o sarcina punctiforma forma acestuia este:
Q
= 7.41
4regr ( )

Se determina in continuare relatia dintre intensitatea cAmpului electric
si potential. Sa consideram inca o datad lucrul mecanic efectuat de campul
electric la deplasarea unei sarcini intre doua puncte.

Atunci:

dar:

Rezulta:

B
‘@—m:—/ﬁd (7.42)
A

Ecuatia de mai sus poate fi privita ca una de definitie pentru potential,
insa ca si in cazul anterior, potentialul este definit pana la o constanta arbi-
trara. Cum

B
Lo
/Eﬂ:5m3 (7.43)

atunci:
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1 1
Vg —Vy = —gLAB = gLBA (7'44)

Se alege un punct de referintd in care se considera potentialul nul (de
exemplu punctul A). Rezulta:

1 1
VB = gLBA = 5LBR (745)

Aceasta inseamna ca potentialul intr-un punct este egal cu raportul dintre
lucrul mecanic efectuat de fortele cAmpului la deplasarea unei sarcini din acel
punct intr-un punct de referinta si valoarea sarcinii respective.

Sa consideram diferenta de potential intre doua puncte aflate la distanta
07 care este suficient de mica pentru ca E si poata fi considerat constant pe
acest interval. Atunci:

PO
SV =V (F+ 6F) — V (F) = —/ Fdl = —Bor
In coordonate carteziene :

oV oV ov
L r+ TSy + 26 = —E,60 — E,0y — E
o ox + 3y oy + 5, 0z 20T 40y 0z

Rezulta:
oV oV OF,
E,=— , B =—— : E,=—
ox Y dy 0z
sau
=-VV (7.46)

Se porneste de la relatia anterioara si se tine cont de faptul ca:
vE=L (7.47)
Se obtine:
VE=-VW=-Av=2" (7.48)

Operatorul
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0? 0? 0?
2
A=V =5 o2y ' o2
este operatorul Laplace
Relatia
AV = —gﬁ (7.49)

poarta denumirea de ecuatia lui Poisson. Daca in regiunea din spatiu con-
siderata nu exista sarcini libere atunci:

AV =0 (7.50)

Ecuatia 7.50 poarta numele de ecuatia lui Laplace.

Trebuie remarcat ca notiunea de potential, precum si relatia V x E=0
pot fi deduse pornind de la forma generala a legii lui Coulomb 7.14 in care se
considera numai termenul de volum (deoarece termenul de suprafata provine
practic tot dintr-o distributie volumica cu o grosime foarte mica). Campul
produs de o distributie continua este:

Treg / / / = |:I F( s (7.51)

Factorul vectorial al integrantului poate fi privit ca o functie de 7 si este
gradientul cu semn schimbat al scalarului 1/ |7 — 7’|. Intr-adevar:

E =

r—r' 1
<—> =-V—0—g, (7.52)
7— 7 |7 — 7|
Relatia de mai sus se poate verifica prin calcul direct.
Deoarece gradientul se aplica coordonatelor z, y, z iar integrarea se refera

la coordonatele ', 3/, 2z’ operatorul gradient poate fi scos in afara integralei:

(") dr’
E=— .
4mov / / / o w‘ (7.53)

Din ecuatia de mai sus se observa ca intensitatea campului electric este
generata de un scalar V' numit potential:

E=-VV (7.54)

Potentialul poate fie exprimat in functie de densitatea de sarcina astfel:
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= = (59

Deoarece rotorul gradientului oricarei functii scalare este nul rezulta:

VxE=0 (7.56)

7.1.8 Momentul de dipol

Momentul electric
Prin definitie momentul electric al unei sarcini punctiforme este:

Pg=qr (7.57)

unde 7 este vectorul de pozitie al sarcinii electrice.
In cazul cand exista mai multe sarcini punctiforme ¢; , ¢s , ..., ¢, plasate
fata de origine la distantele 77 , 75 ..., 7, momentul electric al acestei dis-

tributii este:

=Y a (7.58)
=1

Dipolul electric

Dipolul electric este un sistem de doua sarcini egale si semne contrare ¢
—q aflate la distanta [ una de alta (Fig. 7.10).

Momentul electric al dipolului este:

P=qr —qry=q (T —7T3) = ql (7.59)
In continuare se calculeazg potentialul creat de un dipol electric la o dis-

tantd mult mai mare decat distanta dintre sarcinile dipolului. Se presupune
cd sarcinile sunt situate pe axa Oz. Potentialul in punctul P va fi (Fig. 7.11):

T (i - l) (7.60)

47T€0 T9 1

unde:

o 2, Ly 2 7o
ry=r +Zl —lrcosf =r 1+ﬁ—;COS¢9
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Figura 7.10: Dipolul electric

Figura 7.11: Calculul potentialului creat de un dipol
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1 % 1
] :T2+Zl2+lrcose =72 (1—1— ﬁ+;cose>

Deoarece s-a presupus ca r > [ atunci:

1 11 2 1 B 1 l
—:(7‘%) 2:—(1+———0089) :;(1+2—rcosﬁ+...)

r2

N

N[

1 1 1 12 l B 1 l
_:(Tf) é:_(1—1——2—|——0039) :—(1——0089—1—...)
1 T r r T 2r

Rezulta:

ql cost
V= 7.61
4degr? ( )
Se observa ca pr = prcost = qlrcos . Relatia 7.61 se mai scrie:
T
V= 7.62
degr3 ( )

Campul electric creat de aceasta distributie de sarcina se calculeaza uti-
lizand relatia 7.46

. Ty 1 Ty
FE = — = — = ) = - _
vV v <47r50r3) 47r50v <7‘3)
Dar:
57 1 . . 1

Considerand ca momentul de dipol este un vector constant:

" . 1 3r
V(7Fp)=7p; V(—) =——

Campul creat de un dipol la o distanta mult mai mare decat cea dintre
sarcinile sale este:

- i 3(rp) 7
E=- 7.63
dregrd  dmwegrd ( )
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Figura 7.12: Dipol in cAmp electric

7.1.9 Dipolul in cAmp electrostatic

Se considers un dipol intr-un camp electrostatic £ (Fig. 7.12).
Asupra fiecarei sarcini va actiona cate o forta, rezultanta acestora fiind:

unde F; si By sunt intensitatile cAmpului in punctele in care este plasata
sarcina pozitiva respectiv sarcina negativa. Expresia 7.64 mai poate fi scrisa:

F=q (F4+1) = aF (7)

Sau
F o= q'Ew(ﬂf)—Ex(F)' &, +
q[E, <F+ [ ) ~E,(M)]e + (7.65)
q|E, (F+f) _ B, (7)) et
Cum
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Figura 7.13: Dipol in camp electric uniform

e 0B, 0B, 0B, -
By (F+1) = B, (7) = Gl et 5 =T VB,
B (r+T) = B.(f) = 5ol + 5l t 5= VE:

Rezulta:

ﬁ:q(fVEx> €x+q(fVEy> 5y+q(fVEz) @:q(fv)E: FV) E
(7.66)
Daca dipolul se afla intr-un cAmp electric uniform, rezultanta fortei ce
actioneaza asupra sa este nuld. Se observa ca numai in cAmpuri electrice
neomogene, asupra dipolului actioneaza o forta diferita de zero.
Trebuie remarcat ca in cAmp electric omogen asupra dipolului actioneaza
un cuplu de forte care in raport cu centrul dipolului este:

M=IxqE=pxE (7.67)

Cand dipolul este orientat de-a lungul liniilor de cAmp adica atunci cand
vectorii p' si E au aceiagi directie cuplul se anuleaza (Fig. 7.13).

Prin urmare aceasta pozitie corespunde energiei potentiale minime a
dipolului in cAmp electric.

Calculul energiei potentiale a dipolului in cAmp electric se face pornind
de la faptul ca lucrul mecanic efectuat la rotatia dipolului cu un unghi dé
este egal cu variatia energiei potentiale.

dE, = —5L = —Md6f

Sau
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dE, = —pE sin 0df

Se integreaza:

AE, = —pE cosf (7.68)

De aici rezulta ca:

E, = —pE cos 0 + const (7.69)

Deoarece atunci cand dipolul se ageaza de-a lungul liniilor de cAmp energia
este minima, ar trebui ca aceasta pozitie sa se aleaga ca pozitie de zero pentru
energia potentiala.

Totusi, de obicei, se alege pozitia de zero a energiei potentiale cand 6 =
/2, adica atunci cand dipolul este perpendicular pe liniile de caAmp. In acest
caz cele doud sarcini ale dipolului se afla in acelasi plan echipotential.

Punand E, = 0 cand 6 = 7/2 rezulta ca const = 0 astfel ca:

E, = —pE cos = —jE (7.70)

7.1.10 Energia potentiala a unui sistem de sarcini

Sa consideram o sarcina punctiforma izolata ¢;. Cand sarcina ¢y este adusa
la distanta 75 fata de prima energia potentiald a sistemului de sarcini este:

q192
477'607“12

Cand o alta sarcina ¢3 este adusa in apropierea celor doud, energia potenti-

ala aditionala este:
a3 (2 N 2)
dmeg \ 113 T23

Pentru un ansamblu de n sarcini, energia totala este:

p=-2 B, B 0 Ry, Bah Bk By
471'80 T12 47T€0 13 23

Sau:
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E

p = 4moz Z;"]] (7.71)

7 7,0<t

Restrictia j < i este impusa pentru ca fiecare interactie sa fie luata doar
o singura data.

Se poate exprima energia potentiala considerand fiecare interactie de
doua ori si apoi sa impartim la 2:

EONDITE NI

JJ#Z

p

unde

1 ﬁ
47T€0

Vi = (7.73)

2] ;él
este potentialul in punctul in care se afla sarcina g;.
Pentru o distributie de sarcina continua energia potentiala capata forma

8meg / / |(:: F( dvdv’ (7.74)

L[] 2
47'('60 |F—77,

Atunci energia potentiald se poate exprima astfel:

/ / / (F)V (7) (7.75)

Ecuatiile 7.72 , 7.74 si 7.75 exprima energia potentiala electrostatica in
functie de pozitia sarcinilor si releva interactiunile dintre acestea prin forte
coulumbiene.

O alta abordare este aceea care pune in evidenta caAmpul electric gi care
interpreteaza energia sistemului de sarcini ca fiind energia cAmpului electric
generat de sarcinile electrice. Pentru aceasta se utilizeaza ecuatia Poisson
pentru o densitate de sarcina:

p

Se observa ca:

AV =L
€0
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Rezulta:

E, = —% / / / coVAVdy (7.76)

Aceasta integrala care se extinde in tot spatiul se va integra prin parti;

rezulta:
—%// vV (VVV)dv +—///|VV| dv (7.77)

Prima integrala este nula deoarece la infinit valoarea potentialului tinde
catre zero. Atunci:

E,= —///va dv = = ///50E2dv (7.78)

Se observa ca in aceasta formulare orice referire explicita la sarcina elec-
trica a disparut. Se poate considera ca integrantul din 7.78

- % 1ok (7.79)

este o densitate de energie.

Trebuie remarcat ca densitatea de energie a cAmpului este o marime po-
zitiva. Din acest motiv integrala care da energia campului este tot o marime
pozitiva. Aceasta pare a contrazice formula 7.72 deoarece in cazul a doua
sarcini opuse aceasta energie este negativa. Explicatia consta in faptul ca re-
latia 7.79 si relatia 7.75 contin si contributiile ”energiei proprii” la densitatea
de energie.

7.1.11 Conductori in echilibru electrostatic

Proprietatea esentiala a unui conductor este conferita de mobilitatea sarcinilor
(de reguld electroni) in interiorul siu.

In cazul echilibrului electrostatic campul electric este egal cu zero in inte-
riorul conductorului tar potentialul este constant.

Pentru a demonstra prima parte a acestei afirmatii se considera ca inten-
sitatea cAmpului electric in conductori este diferita de zero. Atunci electronii
liberi vor fi pusi in migcare, fapt ce ar insemna ca nu ne gasim in conditii de
echilibru electrostatic aga cum am presupus. Rezulta ca in conductori cAmpul
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Figura 7.14: Campul electric la suprafata unui conductor

este nul. Datorita acestui fapt conform ecuatiei 7.54 rezulta ca potentialul
este constant in toate punctele din interiorul conductorului.

Sarcina electrica neta este repartizata in intregime pe suprafata conduc-
torilor si nu in interiorul lor.

Pentru a arata acest lucru imagindm o suprafata inchisa S in interiorul
conductorului pentru care aplicim legea lui Gauss. Deoarece in interiorul
conductorilor si deci si pe suprafata S intensitatea cAmpul electric este nula:

S €0

De aici rezulta ca sarcina @);,; din interiorul suprafetei este nula. Cum
suprafata considerata poate lua orice forma, aceasta poate fi facuta sa tinda
spre suprafata conductorului care inchide tot volumul sau. Rezulta ca sarcina
din interiorul conductorului va fi nula. Sarcina se distribuie pe suprafata
conductorului.

La suprafata conductorilor in echilibru electrostatic campul electric este
orientat totdeauna normal la suprafata acestora, iar suprafata conductorilor
este o suprafata echipotentiala.

Daca intensitatea cAmpului electric nu este normala la suprafata conduc-
torului, atunci ar exista o componenta tangentiala a cAmpului electric. Cum
sarcina este dispusa pe suprafata conductorului rezulta ca aceasta sarcina ar
fi pusa in miscare si conductorul nu ar mai fi in echilibru electrostatic.

Se va calcula in continuare valoarea cAmpului electric la suprafata con-
ductorilor cunoscand densitatea de sarcind. In Fig. 7.14 este reprezentati
o portiune din suprafata unui conductor pe care densitatea superficiala de
sarcina este +o. Se considera o suprafata foarte mica sub forma de cilindru
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cu o baza aflata in interiorul conductorului iar o alta in afara. Bazele se aleg
suficient de mici pentru ca pe intreaga lor arie cAmpul electric sa fie nor-
mal la suprafata conductorului si sa fie constant. Se aplica legea lui Gauss
pentru aceasta suprafata si se observa ca numai integrala prin baza situata
in vid aduce o contributie diferitd de zero la fluxul cAmpului (in interiorul
conductorului E = 0 iar pe fetele laterale £ L ). Atunci:

. A
/ / Fd§ = Bas = 725 (7.80)
S

€0

unde 0 AS este sarcina totala din interiorul suprafetei considerate. Din 7.80
rezulta caAmpul la suprafata conductorului:

E=— 7.81
- (7.81)

7.1.12 Energia stocata de un sistem de conductori incar-
cati electric

Fie un ansamblu de conductori 1 , 2 ,.. la potentialele Vi , V5 ,... pe care

densitatile de sarcina sunt: o; , 09 ,.... . Un astfel de sistem este prezentat

in Fig. 7.15. Densitatea de sarcina nu este aceiasi pe fiecare conductor. Se

inconjoara sistemul cu o suprafata Sy care sa includa toate corpurile consi-

derate dar care sa fie la o distanta suficient de mare incat campurile sa fie
neglijabile pe aceasta. Atunci energia unui astfel de ansamblu este:

1 1
E, = 5//5 o1V1dSy + 3 //S 0aVadSy + ... (7.82)

Cum la suprafata conductorilor ¢ = g E iar normalele la suprafete sunt
indreptate spre interiorul acestora relatia de mai sus se scrie:

1 L1 S o
Ep = —5 //S 50‘/1E1d51 — 5 //S 60‘/2E2d52 - ... (783)

Daca se inlocuieste suma acestor integrale de suprafata cu o singura in-
tegrala pe suprafata S = SoU S U Ss.... se poate exprima energia potentiala
cu ajutorul unei integrale de volum.

1 Lo .
E, = —5//5 eoVEdS = —5///V Y (VE) dv (7.84)
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Figura 7.15: Sistem de conductoare incarcate electric

Se observa ca:

v (vﬁ) —VVE+ EVV = VVE — B2

Deoarece conductoarele sunt in vid, nu avem sarcini electrice in volumul
exterior corpurilor, astfel incat VE = 0; atunci 7.84 capata forma mai simpla:

E, = %///V eoF2dv = %///V 0 (VV) dv (7.85)

care indica dependenta energiei potentiale de potentialul electric.

7.2 Dielectrici

Dielectricii sunt medii in care nu apare curent electric in prezenta unui caAmp
electric extern, dar isi modifica starea sub actiunea campurilor electrice si
care la randul lor modifica interactiunea dintre corpurile cu sarcina electrica.
Proprietatea electrica fundamentala a dielectricilor o constituie aparitia efec-
tului de polarizare sub actiunea unui cAmp electrostatic. Fenomenul este de-
terminat de orientarea dipolilor in cAmp electric. Exista trei mecanisme prin
care un dielectric se poate polariza:

a) Polarizarea electronica se datoreaza electronilor din dielectricii alcatu-
iti din moleculele simetrice, atomii sau ionii in care centrul sarcinilor pozitive
coincide cu centrul sarcinilor negative. In prezenta unui camp electric are loc
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o deplasare relativa a centrului sarcinilor negative fata de nucleu incat intreg
ansamblul atomic sau ionic se manifesta ca un dipol electric. Polarizarea
electronica nu depinde de agitatia termica, deoarece in acest caz avem de-a
face cu procese atomice.

b) Polarizarea de orientare dipolara este prezenta in dielectrici constituiti
din molecule nesimetrice (molecule polare) in care centrul sarcinilor pozitive
nu coincide cu centrul sarcinilor negative. Un exemplu il constituie oxidul de
carbon in care moleculele poseda un moment dipolar permanent. Din cauza
agitatiei termice dipoli sunt orientati haotic. In prezenta unui camp electric
ei tind sa se orienteze in directia acestuia.

c¢) Polarizarea ionica apare prin deplasarea ionilor din pozitiile de echili-
bru sub actiunea unui caAmp electric. Este caracteristica cristalelor ionice.
Toate substantele prezinta polarizare electronica. Unele substante prezinta
si polarizare ionica iar altele si polarizare orientationala.

7.2.1 Dipoli electrici
Dipoli electrici indusi

Campul electric generat de o distributie de sarcini poate fi estimat aplicand
principiul superpozitiei. In practicsi ins§ acest lucru este extrem de dificil
de realizat deoarece sarcinile electrice nu sunt fixe. Astfel intr-un metal
electronii de conductie se deplaseaza pana ce cAmpul macroscopic devine zero
in interiorul metalului. Intr-un izolator, electronii sunt legati de atomi dar
un camp electric extern deplaseaza usor electronii in interiorul fiecarui atom.
Rezultatul deplasarii consta in aparitia unor sarcini induse care micsoreaza
campul in izolator fara sa-l1 anuleaze.

Astfel daca se considera un atom neutru care are Z electroni, in absenta
unui cAmp electric extern, nucleul se afla in centrul norului electronic acolo
unde nu se exercita forte electrice. Nucleul se gaseste intr-o pozitie de echili-
bru stabil, astfel incat daca el se deplaseaza apar forte care tind sa-1 readuca
in pozitia initiala.

Daca atomul este introdus intr-un camp electric atunci nucleul este de-
plasat in sensul cAmpului iar norul electronic in sens contrar pana se ajunge
din nou intr-o stare de echilibru stabil. Distorsiunea este extrem de mics. In
noua pozitie de echilibru se spune ca atomul este polarizat. Daca se noteaza
cud distanta dintre centrul sarcinilor negative si al celor pozitive vectorul
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Figura 7.16: Dipolul indus in atomul de hidrogen

p=Zed (7.86)

poarta numele de moment de dipol al atomului considerat. Un astfel de atom
care prezinta un moment electric de dipol se denumegte atom polarizat, iar
dipolul asociat dipol indus.

Se evalueaza in contiunuare marimea acestui moment electric dipolar pen-
tru atomul de hidrogen folosind un model simplificat. Presupunem ca in ab-
senta unui cAmp electric sarcina electrica negativa este uniform repartizata
in volumul unei sfere de raza rg, al carui centru coincide cu pozitia nucleului.
Se considera ca in prezenta cAmpului electric exterior distributia isi pastreaza
forma sferica si dimensiunea, dar se deplaseaza din pozitia ei initiala in sens
contrar sensului in care se deplaseaza nucleul (Fig. 7.16). Se noteaza cu
d distanta dintre centrul sferei ce reprezinta norul electronic si nucleu. La
echilibru forta eE cu care campul electric actioneaza asupra nucleului tre-
buie sa fie egala cu forta cu care norul electronic actioneaza asupra nucleului.
Pentru a stabili valoarea acestei forte se utilizeaza legea lui Gauss. Conform
acestei legi campul electric din regiunea nucleului este determinat numai de
sarcinile din interiorul sferei de raza d aga cum este aratat in Fig. 7.16. Prin

/ / EudS = — / / /V d pdv (7.87)

Integrand se obtine:
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Atom H He Ne Ar C Li Na K
ax107MF/m 734 234 445 17,80 16,68 134,4 300,40 378

Tabelul 7.1: Polarizabilitati

e d3

607’8

Ednd? =

Valoarea campului electric ce actioneaza asupra nucleului este:

e d

B =
dreg T3

(7.88)

si este orientat in sens invers sensului cAmpului electric exterior. Se egaleaza
cele doua forte

el = eEd
Rezulta:
e d
E= —
dreg 1

Momentul electric dipolar se poate exprima ca

p=ed=4neyriE = aF (7.89)

sau vectorial

p=aE (7.90)

Marimea « poarta denumirea de polarizabilitate.

Proportionalitatea intre momentul electric de dipol indus si cAmpul elec-
tric este valabila doar pentru cdmpuri mici. Proprietatea atomilor de a
dobandi un moment electric de dipol cand sunt introdusi in cAmp exte-
rior poarta numele de polarizatie electrica. Coeficientul de proportionalitate
poarts numele de polarizabilitate atomici. In Tabelul 7.1 sunt prezentate
céteva valori ale acestui coeficient pentru citeva substante.

Se observa ca pentru gazele rare valorile polarizabilitatii sunt foarte mici
deoarece electronii sunt foarte puternic legati de atomi.
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Cunoscand efectul de polarizare in caAmp electric uniform asupra atomilor,
putem sa imaginam ce se va intdmpla cu un dielectric constituit din asemenea
atomi asupra caruia actioneaza un camp electric exterior. Vor fi induse
momentele de dipol ale acestor atomi care se vor alinia aproximativ paralel cu
directia cAmpului electric exterior deoarece asupra fiecarui dipol va actiona si
un camp rezultat din compunerea cAmpurilor electrice create de dipoli vecini.
In general cele doud campuri nu sunt paralele. In plus in sistemul de atomi
procesul este afectat si de vibratiile retelei cristaline.

Dipoli electrici indusi in molecule

Sa consideram initial moleculele in care, in absenta unui cAmp exterior cen-
trele distributiilor sarcinilor pozitive si negative nu coincid. Exista doua
tipuri de molecule: cele cu simetrie sfericd si cele cu o simetrie mai joass. In
cazul moleculelor cu simetrie sferica ca de exemplu CHy sau BCl; valoarea
momentului dipolar in prima aproximatie nu depinde de directia cAmpului
exterior si este valabila relatia 7.90 cu observatia ca polarizabilitatea mole-
culei nu este suma polarizabilitatilor atomilor constituent;i.

In cazul unor molecule care nu au o simetrie sferic polarizarea moleculei
depinde de directia cAmpului electric exterior.

Astfel in cazul moleculei de dioxid de carbon un caAmp electric aplicat de-
a lungul moleculei va induce un dipol mai mare decét in cazul cind acesta
este aplicat perpendicular. Aceasta diferenta rezulta din faptul cd molecula
este mai ugor deformabila in lungul axei proprii decét intr-o directie perpen-
diculara. Se noteaza cele doud polarizabilitati cu a si o). Campul E se
descompune dupa cele doud directii (Fig. 7.17):

E,=Fcos ; E,=FEsin0

Atunci momentele de dipol induse pe cele doua directii sunt:
p| = o) cost
pL =oa Esinf

Momentul de dipol total este:

p=E(ojcosf é, +a, sinf é,) (7.91)
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Figura 7.17: Polarizarea moleculei de dioxid de carbon

Rezulta ca directia vectorului p nu mai coincide cu directia caAmpului
electric. In acest caz polarizabilitatea unei molecule nu mai este o mirime
scalard ci tensoriald (compusd dintr-un ansamblu de coeficienti ce exprima o
dependenta liniara intre componentele vectorului p'si cele ale vectorului E)
In cazul general:

Pz = axxEx + azyEy + aszz
Py = ayo By + By + oy E, (7.92)
Dz = azzEz + azyEy + azzEz

adica

E

oll

ﬁ =
unde:

. Qg Ogy Oy
a=| oy oy o (7.93)
Ay Oy Qyy
Valorile componentelor acestui tensor sunt functii de modul de alegere al
sistemului de referints. In plus tensorul este simetric, adici:

Ogy = Qg 5 Oy = Qzy Qg = Qg

Atunci matricea asociata acestui tensor este simetrica si exista un sis-
tem de coordonate particular pentru care doar componentele diagonale ale
tensorului sunt diferite de zero.
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Momente dipolare permanente

Exista unele molecule la care datorita structurii lor, chiar in absenta cam-
pului electric exterior, centrele sarcinilor pozitive si negative nu coincid si in
consecinta ele poseda un moment dipolar permanent.

Orice molecula biatomica, formata din atomi de natura diferita, poseda
un asemenea moment dipolar. Aceasta proprietate se datoreaza faptului ca la
formarea unor asemenea molecule, de exemplu a moleculelor de HCI, HBr si
HI o parte din norul electronic al atomului de hidrogen se transfera atomilor
de iod, brom sau clor. Radméne un exces de sarcina pozitiva la extremitatea
moleculei ce contine atomul de hidrogen si un exces de sarcina negativa la
cealalta extremitate.

7.2.2 Densitate de polarizare (materiale omogene)

Cand un izolator este plasat intr-un cAmp electric atomii lui se polarizeaza.
Pentru simplificare sa consideram un material dielectric care contine N atomi
pe unitatea de volum. Intr-un cAmp electric uniform centrul sarcinilor ne-
gative al fiecarui atom se deplaseaza cu aceiasi distanta fata de nucleu in
sens contrar cAmpului electric. Fiecare atom va avea un moment de dipol p’
orientat in sensul cAmpului. Se considera o situatie simplificata in sensul ca
nu vom lua in considerare interactia dintre momentele de dipol induse si nici
campul electric produs de acestea. Deplasarea electronilor conduce la aparitia
unor sarcini la suprafata dielectricului. Avand in vedere cele discutate mai
sus, momentul de dipol ce poate fi asociat unui element de volum dv este
pNdv. Campul electric creat de acest element de volum este echivalent cu
cel creat de un dipol electric pNdv. Produsul pN se numeste densitate de
polarizare si se noteaza cu P.

Vom incerca sa asociem momentele de dipol de densitatea de sarcina de
la suprafata dielectricului.

Pentru aceasta se considera o portiune de dielectric de grosime d avand
suprafata dzdy (Fig.7.18). Deoarece s-a presupus dielectricul omogen si
izotrop directia vectorului de polarizare coincide cu directia campului elec-
tric.

Unui element de volum din paralelipipedul considerat a carui inaltime
este egala cu dz i se poate asocia un moment de dipol:

Pdv = Pdxdydz (7.94)
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Y

X | dy

Figura 7.18: Campul electric creat de un volum paralelipipedic dintr-un di-
electric polarizat.

Potentialul creat de acest element de volum in punctul A suficient de
departat de acest volum este:

Pdxdydz cos
4dteqr?
Se noteaza dS = dxdy si integrand in raport cu z se obtine:

P z2 P r2 P 1 1
v, dS/ dzcosf dS/ dr _ PdS <___) (7.96)

4req r2 dmeg ), T2 Ameg \1T1 T2

dv = (7.95)

z1

Relatia 7.96 este echivalenta cu expresia potentialului creat de doua sarcini
punctiforme egale si de semn contrar avand valoarea PdS. Sarcina +PdS
este situata la capatul paralelipipedului care se gaseste la distanta r; fata de
punctul A iar sarcina negativa —PdS la celdlalt capat la distanta ro fata de
punctul A.

O placa dielectrica introdusa intre pldcile unui condensator plan poate
fi descompusa in paralelipipede de tipul anterior astfel incat pe baza celor
discutate anterior ea poate fi inlocuita cu doua distributii de sarcini plan
paralele a caror densitati superficiale sunt c = +P si o = —P .
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vat
+ + 4+ + + + +

Figura 7.19: Dielectric intre placile unui condensator incarcat

Dacd P nu este perpendicular pe suprafata dielectricului densitatea de
sarcina de pe suprafata dielectricului este egald cu componenta normala a
densitatii de polarizare. Atunci:

o= P, = Pcosf (7.97)

unde 6 este unghiul dintre P si normala la suprafata.

7.2.3 Permitivitatea relativa si susceptibilitatea elec-
trica

Sarcinile induse pe suprafata materialului dielectric contribuie la caAmpul elec-
tric macroscopic din interiorul materialului. Contributiile acestora poarta de-
numirea de cAmp de depolarizare, deoarece cAmpul creat de sarcinile induse
la suprafata are sens contrar campul electric din exterior.

O consecinta a campului de depolarizare este cresterea capacitatii unui
condensator prin umplerea acestuia cu material dielectric.

Sa consideram un condensator plan paralel cu suprafata armaturilor S' si
distanta d dintre acestea. Pe armaturi se afld o densitate de sarcina o. Se
introduce intre placile condensatorului plan un material dielectric pastrand
densitatea de sarcina initiala (Fig. 7.19). Aplicand legea lui Gauss pentru o
suprafata S rezulta:
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ES=2(0-P)S (7.98)
€0

Experimental se arata ca si in cazul in care in interiorul condensatorului
se introduce un dielectric se pastreaza proportionalitatea dintre sarcina de pe
condensator si diferenta de potential ce se aplica pe armaturile sale. Mai mult
se constata ca factorul €, cu care capacitatea creste depinde numai de natura
dielectricului nu si de dimensiunile geometrice. Se noteaza cu Cj capacitatea
condensatorului in absenta dielectricului si cu C' capacitatea condensatorului

cu dielectric. Relatia dintre acestea este:

C=¢0Cy= 5,,% (7.99)

Dar capacitatea condensatorului cu dielectric se poate scrie tindnd cont
de relatia 7.98 astfel:

. q oS P\ &S
= U= B4 (1+80E> 7 (7.100)

Din compararea relatiilor 7.99 si 7.100 rezulta ca pentru materiale dielec-
trice omogene si izotrope:

P
1+ = 7.101
€ ( +50E) ( )

Constanta e, poartd numele de permitivitate relativa. Atunci din relatia
7.101 se obtine:

P = (e —1)eoFE = x.e0F (7.102)

unde

Xe =6&r— 1 (7.103)

poarta denumirea de susceptibilitate electrica.
In cazul unor dielectrici cristalini sau al unor dielectrici neomogeni per-
mitivitate relativa si susceptibilitatea sunt marimi tensoriale.
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7.2.4 Campul local

Pentru dielectrici omogeni relatia 7.102 se poate scrie vectorial astfel:

—

P=yx.cE (7.104)

Deoarece densitatea de polarizare se poate exprima in functie de momen-
tul de dipol:

P=Njp (7.105)
rezultd
L Xe€om
— E 7.106
P="N (7.106)

Ecuatia 7.106 stabileste legatura dintre momentul de dipol mediu al unei
singure molecule gi cAmpul macroscopic. Totusi relatia nu este corecta in
totalitate deoarece cAmpul macroscopic reprezinta o mediere pe o regiune mai
mare si de cele mai multe ori nu coincide cu cAmpul local in care se afla de fapt
molecula respectiva. Campul local este suma dintre cAmpul extern si campul
generat de celelalte molecule din jurul moleculei considerate. Relatia 7.106
este corecta numai pentru gaze rarefiate, deoarece intr-un astfel de sistem
moleculele sunt foarte departate unele de altele iar caAmpul local coincide cu
cel macroscopic.

In lichide sau in solide se va considera in loc de 7.106 relatia:

Elocal (7107)

7.2.5 Susceptibilitatea dielectricilor gazosi polari

In cazul moleculelor polare, campul electric poate induce in atomii con-
stituenti dipoli electrici insa contributia acestora este mai mica decat a dipo-
lilor permanenti. In absenta campului electric, moleculele polare dintr-un
dielectric sunt orientate haotic astfel ca momentul dipolar al unitatii de
volum este nul. Datoritd distantelor mari dintre molecule (cazul dielectri-
cilor gazosi) se poate neglija interactia dintre dipolii respectivi. Daci se
aplica un camp electric apare o interactie intre acesta si dipolii din gaz.

Energia potentiala de interactie dintre moleculele polare si cAmpul electric
este:
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E, = —pE = pE cosf (7.108)

unde # este unghiul dintre momentul de dipol si directia cAmpului electric.

Daca asupra moleculelor nu ar actiona alte forte, dipolii s-ar alinia paralel
cu campul electric. Acest lucru nu se petrece deoarece moleculele sunt intr-
un proces continuu de agitatie termica si acest fapt face ca dipolii moleculari
sa fie partial aliniati in cAmp electric. Se noteaza cu 6; unghiul facut de
dipolul i cu directia cAmpului electric. Atunci densitatea de polarizare va fi
egala cu:

N
P= chos 0; = Np (cos0) (7.109)

i=1
unde N este numdrul de molecule din unitatea de volum iar (cosf) este
valoarea medie a cosinusurilor unghiurilor facute de momentele de dipol cu

directia cAmpului electric. Pentru calculul acestei medii se aplica statistica
Boltzmann:

[ cosBexp (—,i—pT) aQ

feos0) = [ exp (—f;}) d

(7.110)

unde df2 = sin #dfdyp .

Trebuie remarcat ca exponentul —FE,/kgT este foarte mic.

Pentru a evalua energia potentiala se considera ca dipolul provine din
transferarea unui electron de la un atom la un alt atom. Atunci ¢ = e =
1,6 x 10719 C iar distanta este de ordinul distantelor atomice (d = 10710
m). Se considerd cAmpul electric ca avand valoarea F = 10° V/m, adica
valoarea maxima permisa astfel incat sa nu se produca o descarcare electrica
in aer. Obtinem astfel pentru energia potentialda E, = edE ~ 107* eV,
La temperaturi obignuite (300 K) energia cineticd medie de translatie &, =
3kpT /2 are valoarea ~ 1072 eV.

Din acest motiv kgT' > FE,; se poate aproxima:

Ly Ly
exp( kBT) o~ (1 kBT> (7.111)

Cele doua integrale care apar in expresia 7.110 au expresiile:
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/COS@GXP( ’ T) d§l = / d@/ ( pECOSH) cos 0 sin Odf
B

E 2pE
0 P ) dQ =
/cos exp ( kBT> ST
E, E 0
/exp( kBT> 40 = / ( p= o8 ) sin fdf = 4
iar densitatea de polarizare este:
_ B (7.112)
~ 3kgT ‘

Avéand in vedere modul de definire al susceptibilitatii electrice obtinem
pentru aceasta:

P Np?
EoE 380]€BT

Xe = (7.113)

Daca se iau in considerare gi momentele de dipol induse, care sunt in
directia cAmpului, polarizarea este:

2
b
P=N F 114
(a + 3kBT) (7.114)
De aici rezulta
N p2
- 7.115
=2 (a5 (7.115)

Aceasta relatie este importanta deoarece prin determinarea susceptibi-
litatii electrice la diverse temperaturi se pune in evidenta existenta sau ine-
xistenta moleculelor polare. Astfel, lipsa dependentei de temperatura a lui
X. (cazul metanului) dovedeste cd substanta nu contine molecule polare.
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7.2.6 Susceptibilitatea lichidelor nepolare

Moleculele din lichide si solide sunt atat de apropiate incat sunt afectate
de campurile create de ceilalti dipoli. Atunci campul efectiv in care se afla
aceste molecule este cAmpul local. Trebuie remarcat ca polarizabilitatea «
nu variaza functie de cAmp deoarece depinde numai de structura moleculei.
Atunci fiecare din moleculele respective in cAmpul local va avea un moment
dipolar aﬁlocal . Daca concentratia de molecule este /N, momentul de dipol
pe unitatea de volum este:

P = NaEjpea (7.116)

In general este dificil de estimat campul local. Pentru calculul campului
local se considera un model simplificat. In acest model pe care-1 vom consi-
dera pentru lichide nepolare, atomul sau molecula respectiva este inconjurata
de vecini dispusi pe o suprafata sferica cu centrul in centrul moleculei consi-
derate. Acest model este valabil pentru lichidele nepolare deoarece cAmpurile
generate de aceste molecule au raza mica de actiune si nu sunt prea intense.

Sa consideram in interiorul dielectricului o cavitate sferica de raza r; ne
propunem s gdsim valoarea cAmpului creat in interiorul cavitatii (Fig.7.20).
In interiorul cavititii campul local este suma a doi termeni: E - campul
creat de sarcinile libere si Ep campul creat de sarcinile de polarizare de pe
suprafata sferei considerate.

Se calculeaza valoarea cAmpului de polarizare de pe suprafata sferei. Den-
sitatea de sarcina de pe suprafata interioara a sferei depinde de polarizare
prin relatia:

o= —Pcost (7.117)

In relatia 7.117 s-a considerat cii densitatea de polarizare are directia
campului local iar € este unghiul dintre directia razei 7 si directia lui P. Se
considerd o noud raza 7’ foarte apropiatd de prima cu care face unghiul df
suficient de mic pentru ca sa se poata admite ca pe inelul de latime rdf
densitatea de sarcind este constanta. Atunci un element de suprafata de pe
acest inel cu lungimea dx este incarcat cu sarcina:

dq = odS = Pcosf rdfdx (7.118)

Aceasta sarcind creazd un camp electric in centrul sferei care poate fi
descompus dupa o directie paralela cu P sgi una perpendiculara pe P. Con-
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N

Figura 7.20: Modelul pentru calcularea cAmpului in centrul unei cavitati
sferice

siderdnd un element simetric celui ales intial, componentele perpendiculare
ale campului se anuleaza astfel incat sunt efective doar componentele cam-
pului care sunt paralele cu densitatea de polarizare. Atunci:

dE,s = —47T60T2PCOS 0(2mr sin 6)rdf cos 6
sau
P cos? 0 si
dE,, — cos” 0 sin 0df (7.119)
260

Integrand relatia 7.119 pentru toate valorile pe care le poate lua unghiul
0 se obtine:

™ P cos? 6 sin 8df P
E,,=— = — 7.120
P \/0 250 350 ( )
Atunci:
— . — — . — XGE . XE —
Eioeas =E+ E,s = E + =(1+=5) FE (7.121)
380 3
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Se observa ca acest cAmp nu depinde de raza sferei si el este campul ce
va determina efectiv polarizarea moleculei in centrul sferei considerate.

Ecuatia Clausius-Mossotti

Prin actiunea campului electric local un atom sau molecula situata in
centrul sferei va avea un moment electric dipolar:

ﬁ: aﬁlocal (7122)
Dar:

P = Nj= NaEje (7.123)
Se tine cont de relatia 7.121:

€0XeE:Na <1+%)E

si se obtine:

Na
= — 7.124
Cum ¢, — 1 = x, din relatia 7.115 se obtine:
er—1 Na
= _— 7.125
€+ 2 3e0 ( )

Aceasta relatie poarta numele de relatia Claussius-Mossotti.

7.2.7 Densitatea de polarizare a materialelor neomo-
gene

Desi consideratiile de pana acum au fost facute pentru cazul unei polarizari
uniforme, este important sa se considere gi cazul in care polarizarea nu este
uniforma. Acest lucru se datoreaza neuniformitati dielectricului, sau variatiei
campului electric in functie de pozitia din interiorul dielectricului. Pentru a
putea determina polarizarea trebuie sa tinem cont ca in afara sarcinilor induse
la suprafata dielectricului apar si sarcini induse in interiorul acestuia.

Sa consideram un cub in interiorul unui dielectric neutru cu volumul
dzoydz (Fig.7.21). Cubul este mic la scard macroscoapicd, dar suficient de
mare pentru a contine suficient de multi atomi. Daca aplicam un camp
electric acesta se polarizeaza. Se presupune pentru simplificare ca polarizarea
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Figura 7.21: Polarizarea unei portiuni cubice dintr-un dielectric

in interiorul cubului este diferita de zero in directia Ox, ca este dependenta

de = si independenta de y si z. O consecinta a polarizarii este deplasarea

electronilor in sens invers caAmpului. Atunci sarcinile de pe fetele cubului

sunt + P, (z) 0yoz pe fata ABCD si —P, (z + dz) 0ydz pe fata EFGH.
Contributia la sarcina neta a cubului este:

0P,
— A2
g dxdydz (7.126)

Generalizand putem afirma ca exista contributii similare pentru toate
componentele lui P din directiile Oy si Oz astfel incat sarcina totala dq din
interiorul cubului este:

[P, (3 + 1) — P, (2)] 6y6z = —

ox dy + 0z

P, P, P
0qg = — [8 =+ or, | 9 } d0xdydz (7.127)

Cu alte cuvinte sarcina macroscopica de polarizare este:

5q [apm 0P, OP.

0= Saogos | ow oy az} =-ve (1129
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7.2.8 Vectorul inductie a cAmpului electric

Intr-un dielectric pot exista si sarcini libere astfel cii densitatea totald de
sarcini este suma dintre densitatea sarcinilor libere p; si densitatea de sarcini
de polarizare p,:

P =P+ Py (7.129)

Campul macroscopic este legat de densitatea totala de sarcina:

; +
VE=L Pl (7.130)
€o o
L1 S
VE=Z <p, - VP> (7.131)
0
sau
eVE + VP = p, (7.132)

Deoarece P depinde de E , VP # 0 numai daca p; # 0. Exista o densitate
de sarcini de polarizare p, numai in regiunile in care exista sarcini libere.
Din relatia 7.132 rezulta:

v (aoﬁ n ﬁ) = o, (7.133)

Se defineste o noua marime vectoriala, vectorul inductie a cAmpului elec-
tric:

D=¢ckE+P (7.134)

astfel incat:

VD =p, (7.135)
Cum P = XQSOE relatia 7.134 devine:

D= (1+4x,) ek = ¢e,e0E (7.136)

Vom calcula fluxul inductiei cAmpului electric printr-o suprafata inchisa.
Aplicand teorema lui Gauss se obtine:

//Sﬁdﬁz//vvﬁdvz///vpldv (7.137)



290 CAPITOLUL 7. ELECTROMAGNETISM

Aceasta este legea lui Gauss in medii materiale: fluxul inductiei cAmpu-
lui electric printr-o suprafata inchisa este egal cu sarcina libera totala din
interiorul acelei suprafete.

7.2.9 Energia electrostatica in medii dielectrice

Asa cum am discutat anterior, energia unui sistem de sarcini este:

B=5 [[[r0v @

Acest rezultat nu poate fi folosit in descrierea mediilor dielectrice, deoarece
distributia finala de sarcina s-a obtinut prin aducerea de la infinit a sarcinilor
in cAmpul electrostatic existent efectudndu-se un lucru mecanic.

Intr-un mediu dielectric se efectueazi un lucru mecanic atat la aducerea
sarciniilor cat gi pentru polarizarea mediului.

Initial nu vom face nici o presupunere asupra mediului dielectric (de linia-
ritate, omogenitate, etc.). Se considerd initial o variatie a energiei 6E, da-
torita unei modificari dp a densitatii de sarcina in spatiu:

SE, — % / / / 5p (r) V (7 dv (7.138)

In 7.138 integrala este considerats pe intreg spatiul.
Cum

VD = P
iar
5p = VoD (7.139)

relatia 7.138 devine prin integrarea pe tot spatiul:

E, = % / / / v (55) V (7) dv (7.140)
0B, = %///v[aﬁvo?)] dv—%///éﬁVV(F)dv

Prima integrald se anuleaza la infinit dacd se presupune ci V () = 0 si
cum VV (1) = —F obtinem:
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OE, = % / / / ESDdv (7.141)

Energia electrostatica totala se calculeaza prin varierea lui 6D de la 0 la

D.
E,= %///dv /OD ESD (7.142)

Dacsd mediul este liniar D = e FE atunci:

FoD - B0 (<) - 5% ~ L5 (ep) (7.143)

astfel ca energia electrostatica totala este:

E,= % / / / EDdv (7.144)

In relatiile anterioare ¢ este permitivitatea totald a mediului respectiv.

O alta problema este aceea cdnd un dielectric este adus intr-un camp
electric ale carui surse sunt fixe. Pentru aceasta se considera campul E; care
este datorat unei distributi de sarcini p, () si care existd intr-un mediu cu
permitivitatea absolutd e; (7). Energia electrostatica initiald este:

1 -
Epl = 5/// ElDldU (7145)
unde 51 = €1E_:1.

Se introduce in acest cAmp un dielectric de volum V' care modifica cAmpul
electric de la valoarea El la valoarea Ez. Prezenta acestui dielectric poate fi
descrisa prin permitivitatea dielectrica absoluta care are valoarea €5 in inte-
riorul corpului si €; in exterior. Se presupune ca permitivitatea dielectricului
variaza lent in interiorul corpului de la valoarea e, la valoarea ¢; la marginea
volumului V. In final energia are valoarea

1 I
Ep2 = 5 /// EQDQdU (7146)

unde Dy = e5F5 . Diferenta dintre energiile in cele doua cazuri este:

1 L
W= /// <E2D2 - E1D1> dv (7.147)
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:%///(5251—EQEl)var%///(EﬁEl) (Do~ By) v

(7.148)
Deoarece V x (Eg + El) = ( se poate scrie:
Ey+ Ey=—-V¢ (7.149)

unde ¢ este o functie scalara ce depinde de pozitie. Atunci a doua integrald
din 7.148 devine:

I= —% // (132 _ 131) Vodv (7.150)

Integrand prin parti:

[:—%///V[¢(52—51)}dv+%///<bv<52—51>dv (7.151)

Se observa ca:

///V D2 D1 d’U—/ D2 D1 dS =0

deoarece la marginea domeniului Dy =
In cazul celei de-a doua integrale se observa ca
VEQ == Vﬁl =P

deoarece prin aducerea dielectricului in regiunea considerata nu se modifica
densitatea de sarcina libera. Rezulta:

///(I)V<52—51)dv—0

Atunci relatia 7.148 devine:

1 L
W=—3 /// <E1D2 . D1E2> dv (7.152)

Integrala se face pe tot spatiul dar practic ea se limiteaza doar la volumul
corpului. Cum Dy = &1 F si Dy = e5F)y
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W = —% /// (6o — £1) FxEydv (7.153)

Daca mediul in care se afla corpul este vidul e; = ¢¢ si €5 = g,6¢. Se
noteaza Fy = F;. Atunci:

(€9 — 1) E, = (e, —1) coFy = P (7.154)

1 .
W = ——/// PEydv (7.155)
2 /) ),

Aceasta relatia arata ca densitatea de energie a unui dielectric aflat in
campul Ej ale carui surse sunt fixe este data de relatia:

iar relatia 7.153 devine:

w=—=PE, (7.156)

7.3 Curentul electric continuu

Prin curent electric se intelege deplasarea directionata a electronilor in me-
tale, sau a ionilor in unele lichide sau gaze sub actiunea cAmpului electric.
Aceste particule poartda numele de purtatori de sarcina. Un curent poate fi
datorat mai multor tipuri de purtatori de sarcina. De exemplu in gaze purta-
torii de sarcina sunt atat electronii cat si ionii moleculari incarcati pozitiv.

Pentru a exista curent electric in mediul respectiv trebuie sa existe purta-
tori de sarcina capabili sa se deplaseze sub actiunea unui cAmp electric. De
exemplu in cazul unui metal la o temperatura diferita de zero Kelvin elec-
tronii sunt intr-o continua stare de agitatie termica. Prin aplicarea unui
camp electric, peste migcarea de agitatie termica se suprapune o miscare
dirijata in sens invers cAmpului electric. Un astfel de mediu poarta numele
de conductor.

Un mediu fara purtatorii de sarcina capabili sa se deplaseze sub actiunea
unui camp electric poarta numele de izolator.

7.3.1 Marimi ce caracterizeaza curentul electric

Intensitatea curentului electric I. Aceasta este o méarime fizica scalara care
reprezinta sarcina neta ce traverseaza in unitatea de timp suprafata transver-
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E

VAt

Figura 7.22: Miscarea purtatorilor de sarcina in interiorul unui conductor

sala a conductorului.

_AQ
At

In sistemul international de unititi intensitatea curentului este o marime
fizicd fundamentald iar unitatea sa de masura este Amperul (A).

Densitatea de curent. Admitem ca in conductorul omogen si izotrop care
contine un singur tip de purtatori de sarcina ¢ densitatea acestora este n.
Daca in conductor este aplicat un caAmp electric, sarcinilor li se imprima o
miscare ordonata de transport in sensul cAmpului daca sarcinile sunt pozitive
si in sens invers cAmpului daca sarcinile sunt negative. Se considera ca viteza
medie a miscarii de transport este v.

Pentru a defini densitatea de curent vom considera o portiune de conduc-
tor a carui sectiune transversala este S si in interiorul careia exista caAmpul
electric E (Fig. 7.22).

In intervalul de timp At toti purtitorii de sarcing din cilindrul cu aria
bazei S si generatoarea vAt se vor deplasa conform celor indicate in Fig.
7.22. Deoarece numarul de purtatori de sarcina din cilindru este N = nSvAt,
sarcina ce trece prin aria bazei este AQ = Nq = nSvqAt. Atunci intensitatea
curentului este:

I (7.157)

AQ
v nvgS (7.158)

Densitatea de curent se defineste ca fiind sarcina ce trece in unitatea de

1
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timp prin unitatea de suprafata:

I
Jj=—==nqu (7.159)

n

Densitatea de curent este insd o marime vectoriald (avand in vedere ca-
racterul vectorial al vitezei); atunci:

j=nqt (7.160)

Acest rezultat poate fi generalizat in cazul in care in materialul respectiv
exista mai multe tipuri de purtatori de sarcina cu concentratiile n;, vitezele
medii v; si sarcinile g;.

j: ij = an’(h@ (7-161)

Discutia anterioara a fost facuta pornind de la ipoteza cd avem de-a face
cu un conductor omogen. In conductorii neomogeni concentratia purtitorilor
de sarcind depinde de pozitie n = n(x , y, z) astfel cid si densitatea de
curent este diferita de la punct la punct j = j(m , Y, z) sl este o marime ce
caracterizeaza local curentul electric.

Pentru a calcula in acest caz intensitatea curentului printr-o sectiune se

va considera elementul de arie:

dS = ids (7.162)

unde 77 este normala la aceasta suprafata. Daca directia densitatii curentului
nu este perpendiculard pe elementul de suprafata, la curentul ce trece prin
aceasta suprafata contribuie doar componenta normala a acestei densitati de
curent. Atunci:

dI = jdS (7.163)

Printr-o suprafata finita intensitatea curentului este data de integrala:

I= //Sdlz //de§ (7.164)

Conform relatiei 7.164 intensitatea curentului poate fi considerata ca fiind
fluxul densitatii de curent prin suprafata S.
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7.3.2 Ecuatia de continuitate

Fie o suprafata S inchisa in interiorul unui conductor care cuprinde volumul
V. Normala la suprafata inchisa fiind indreptata intotdeauna in exteriorul
acesteia, integrala din jdg reprezinta sarcina ce iese in unitatea de timp din
volumul V' prin suprafata S. Conform legii conservarii sarcinii, sarcina ce
iese din volumul V este egala cu variatia sarcinii din acest volum in acelasi
interval de timp (—dq/dt). Rezulta:

[[ jas - 7165

Daca se exprimé ¢ in functie de densitatea de sarcind p = p(z , y, 2)

qz///p(fﬂ,y72)dv (7.166)
v
relatia 7.165 devine:

//de———///pdv— /// 0 (7.167)

Utilizarea simbolului de derivata partiala sub integrala este impusa de
faptul ca densitatea de sarcina poate fi functie si de componentele spatiale.

Cum:
/ /S jds = / / /V Vjdv (7.168)
// Vido = — /// 9 4 (7.169)

Egalitatea de mai sus este adevarata pentru orice volum V' astfel ca:

dp
— = 1
Vj+ o =0 (7.170)

Aceasta relatie poarta denumirea de ecuatia de continuitate.
In regim stationar, densitatea volumica de sarcina nu depinde de timp si
ecuatia de continuitate capata forma:

Vi=0 (7.171)
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7.3.3 Teoria clasica a conductiei

Aceasta teorie a fost elaborata in 1900 de Drude si a fost perfectionata de
Lorentz in anul 1910. Teoria se bazeaza pe ipoteza existentei gazului elec-
tronic in metale, adica a existentei unor electroni liberi in interiorul acestora.
Prin electroni liberi in metale se inteleg electronii de valenta care nu sunt
legati de nici un atom al retelei cristaline si care se pot deplasa in interiorul
acestuia pe distante relativ mari.

Conform acestui model, in absenta campului electric, electronii se misca
haotic in toate directiile. Céand se aplica un camp electric electronii liberi
sunt supusi unei forte care le imprima o miscare directionata. Daca reteaua
ar fi rigida gi perfecta electronii s-ar misca accelerat. Acest lucru nu este
posibil deoarece in metale exista imperfectiuni ale retelei si impuritati, iar
ionii retelei cristaline executa miscari de vibratie in jurul pozitiilor de echili-
bru. In miscarea lor electronii suferd ciocniri cu ionii retelei cristaline si cu
defectele din retea. Se admite ca o ipoteza simplificatoare ca la fiecare cioc-
nire electronul pierde energia acumulata intre doua ciocniri succesive. Astfel,
daca timpul dintre doua ciocniri este 7, viteza capatata inainte de ciocnire
este:

ek
v=ar = —T (7.172)

Me
in ipoteza ca viteza initiala este zero. Rezulta ca electronul parcurge drumul
dintre doua ciocniri succesive cu o viteza medie, care este chiar viteza de

transport.

v ek

Vg = = = T
2 2m,

Timpul mediu intre doua ciocniri este raportul dintre drumul liber mediu

A si viteza termica a electronului vy. Viteza termica a electronilor poate fi

estimata pornind de la formula obtinuta in cazul gazelor ideale:

(7.173)

op = 1) 2KBT (7.174)

Me

unde kg = 1,38 x 10723 J/K , T temperatura absolutd a metalului. Atunci:

1 ne? 1ne? A
j=nevg =~ rE=-""2g_6E (7.175)
2 m, 2 me U
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unde:

B 1ne? \

o =
2 me Ur

(7.176)

reprezinta conductivitatea conductorului, aceasta fiind o constanta de mate-
rial. Valoarea inversa a conductivitatii reprezinta rezistivitatea.

7.3.4 Tensiunea electromotoare

Pentru mentinerea curentului electric intr-un circuit inchis este necesar ca
purtatorii de sarcina sa fie actionati de forte care sa le asigure deplasarea
acestora pe o durata de timp suficient de mare.

Aga cum a fost discutat in paragrafele precedente, sarcinile electrice trans-
fera in mod continuu si ireversibil energia lor nodurilor retelei cristaline prin
efect Joule. Rezulta ca sarcinilor trebuie sa li se asigure o energie egala cu cea
disipata in acelasi interval de timp. Aceasta inseamna ca asupra sarcinilor
trebuie sa actioneze pe langa fortele de natura electrostatica si forte de natura
neelectrostatica. Acesta forte poartd denumirea de forte imprimate. Aces-
tora le corespunde un cAmp electric numit imprimat.

E; = (7.177)

| =

Fortele imprimate sunt generate in anumite puncte ale circuitelor in care
se gasesc surse de tensiune electromotoare. Ca exemple de surse de tensiune
electromotoare sunt: pilele electrice si acumulatoarele care transforma e-
nergia libera din diverse reactii chimice in energie electrica sau generatoarele
conventionale care induc un caAmp electric neconservativ prin varierea unui
camp magnetic.

Sa consideram circuitul din Fig. 7.23 in care G este un generator, R un
rezistor si A un ampermetru. Lucrul mecanic efectuat asupra sarcinii ¢y intre
doua puncte oarecare 1 si 2 de catre cAmpul imprimat si cAmpul electrostatic
este:

2 2
Wia = qo / Edl + q / Eydl (7.178)
1 1

Wia = qo (V1 — V2) + q@o€12 (7.179)
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Figura 7.23: Schema de principiu a unui circuit electric

unde am notat cu 12 = qo ff E;df tensiunea electromotoare dintre punctele
1si2.
Se definegte caderea de tensiune pe aceasta portiune a circuitului ca:

W
Upy = f = (Vi — Vi) + &r (7.180)

Se observa ca numai daca tensiunea electromotoare este nula caderea
de tensiune este egala cu diferenta de potential. Daca relatia anterioara se
extinde pe intreg circuitul se obtine:

W =q ¢ Edl+ qq f{ Edl (7.181)

Deoarece pentru un cAmp electrostatic § Edl = 0, rezulta pentru tensi-
unea electromotoare pe intregul circuit expresia:

e W _ %Eidf (7.182)
do

Tensiunea electromotoare ce actioneaza intr-un circuit este egala cu lucrul
mecanic necesar pentru a deplasa unitatea de sarcina pe intreg circuitul.

7.3.5 Legea lui Ohm

In cazul metalelor, densitatea de curent este proportional cu intensitatea
campului electric.

j=oE (7.183)
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Aceasta este legea lui Ohm.
Sa consideram un conductor omogen cu sectinea S prin care circula curen-

tul 1.
I:// j’d§:// aﬁd§:// oEdS (7.184)
S S S

Daca la capetele conductorului este mentinuta o tensiune U (iar de-a
lungul acestuia nu exista nici o sursa de tensiune electromotoare)
U

B== (7.185)

unde [ este lungimea conductorului. Atunci:

1= U%S (7.186)
De aici:
U ) [
L 1
T =5 F5=FH (7.187)

R poartd numele de rezistenta si se masoara in Ohmi (€2). Relatia 7.187 este
o alta forma de exprimare a legii lui Ohm.
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7.4 Magnetism

Constatarea proprietatilor magnetice a fost facuta inca din antichitate, nu-
mele de magnet provenind de la numele unei regiuni din Asia mica ”"Magne-
sia”, unde se gaseau roci cu astfel de proprietati.

In anul 1820 Oersted a descoperit ci dac printr-un conductor trece un
curent electric iar daca in apropierea acestuia se aduce un ac magnetic, asupra
acului magnetic se exercita o fortd. La putin timp de la descoperirea lui
Oersted, Ampére a ardtat ca intre doi conductori strabatuti de curent electric
se exercitd forte care sunt de atractie sau respingere in functie de sensul
curentilor. In plus aceste forte nu sunt forte similare cu cele ce se manifests
intre conductorii incarcati. Daca se introduce o placa metalica intre cei doi
conductori forta de interactie dintre cei doi conductori nu se modifici. In
consecinta s-a presupus ca aceasta forta trebuie sa fie de acelasi tip cu forta
care apare intre un conductor parcurs de curent electric si acul magnetic.

Pentru a gasi o corespondenta intre un ac magnetic si un conductor,
Ampeére a presupus ca acul magnetic contine un numar foarte mare de curenti
microscopici pe care i-a numit curenti moleculari.

Ulterior Maxwell a afirmat ca asemenea forte se exercita intre orice sarcini
electrice aflate in miscare. Aceste forte pot fi atribuite existentei in jurul
sarcinilor in miscare a unui cAmp, numit cAmp magnetic. In consecinta
unui curent i se poate asocia un cAmp magnetic care se manifesta in spatiul
inconjurator. S-a verificat experimental ca forta ce actioneaza asupra unei
sarcini in migcare este intotdeauna perpendiculara pe viteza particulei si
proportionala cu aceasta viteza. Ea este proportionala si cu marimea sarcinii,
iar sensul ei depinde de semnul sarcinii electrice.

Pentru a descrie cAmpul magnetic se introduce in fiecare punct un vector
B numit inductie a cAmpului magnetic. Rezultatele experimentale arata ca
forta care se exercita asupra sarcinii ¢ avand viteza v este de forma:

f=aq (17 x 5) (7.188)

Astfel se poate defini campul magnetic ca fiind cAmpul material ce acti-
oneaza asupra unei sarcini electrice in miscare cu o forta a carei expresie este
7.188. Aceasta forta poarta numele de forta Lorentz.



302 CAPITOLUL 7. ELECTROMAGNETISM

Figura 7.24: Calculul inductiei cAmpului magnetic

7.4.1 Legea Biot Savart

Aceasta lege se refera la caAmpul care apare in jurul curentilor. Ea este
analoaga celei ce permite calculul cAmpului electrostatic determinat de o
distributie de sarcini. In conformitate cu aceasta campul magnetic intr-
un punct P se datoreste unor contributii dB provenite de la elementele de
lungime dl’ prin care trece curentul I. Contributia fiecarui element este
proportionala cu curentul si invers proportionala cu patratul distantei la
punctul P. Marimea dB este perpendiculara pe planul determinat de dl’ si
7 — 7’ unde 7 este vectorul de pozitie al punctului P , iar 7/ este vectorul de
pozitie al portiunii de circuit considerat (Fig. 7.24). Rezulta:

pol I’ x (7 — ')
Am |7 =P

dB =

(7.189)

unde f, este permeabilitatea magnetica a spatiului vid. Factorul p,/47 a
fost introdus pentru a exprima relatiile in SI.

Campul total in punctul P este obtinut integrand pe intregul circuit (care
este o curba inchisi):

1 -
jotod f’x (=) (7.190)
47 |7

Vom exprima aceasta relatie intr-un mod mai general. In acest sens se
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tine seama de:

[dl" = j Sdi" = j(7") SdlI' = J (7') dv' (7.191)

In relatia 7.191 s-a tinut cont c& sensul vectorul dl’ este acelagi cu sensul
lui j. Atunci inductia cAmpului magnetic pentru o distributie de densitate

de curenti este:
>3 Ho jX (F_ F,) /
B=— —=d 7.192
4 /// 7 — 7 ! ( )

Aceasta este legea Biot Savart.

7.4.2 Legea lui Gauss pentru magnetism

Ca in cazul cAmpului electric se definegte fluxul cAmpului magnetic printr-o
suprafata printr-o relatie de forma:

D = / /S BdS (7.193)

Deoarece cadmpul magnetic nu este produs de sarcini magnetice este de
agteptat ca fluxul inductiei cAmpului magnetic printr-o suprafata inchisa sa

fie nul.
/ / BdS =0 (7.194)
S

Vom demonstra acest lucru.
Daca se tine cont de relatia:

!/

1 p—
=

\Y

P
R (7.195)

se poate exprima inductia cAmpului magnetic astfel:

B(7) = —Z—i///j'(f’) x (Vﬁ) ' (7.196)

Considerand identitatea:

AXVf=—Vx (fff) (7.197)
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oy
[—

Figura 7.25: Element de curent in cAmp magnetic

in care A este un vector constant, relatia 7.196 devine:

B () = Z—;///v x (’gﬂ)') ' (7.198)

Deoarece operatorul rotor actioneaza asupra coordonatelor lui 7 se poate

scrie:
5 o G
B =V x <_47r /// 7= 7?I|0lv) (7.199)

VB =0 (7.200)

Rezulta:

deoarece divergenta unui rotor este nula.
Daca se considera un volum V inchis de suprafata S

///V VBdv = //S BdS =0 (7.201)

Relatia 7.201 exprima faptul ca fluxul cAmpului magnetic prin orice
suprafata inchisa este nul. Ea arata ca nu exista sarcini magnetice libere.

7.4.3 Forta electromagnetica

Fie un element de curent care strabate o portiune de lungime dl avand secti-
unea S (Fig. 7.25).

Deoarece curentul este datorat deplasarii unor sarcini electrice, iar asupra
oricarei sarcini electrice in miscare actioneaza o forta Lorentz, forta totala
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ce se exercitd asupra elementului de curent este rezultanta fortelor ce se
exercita asupra tuturor sarcinilor care se deplaseaza. Daca se noteaza cu
n concentratia purtatorilor de sarcina, numarul acestora din elementul de
volum considerat este dN = nSdl. Considerand ca viteza de transport este v
atunci forta rezultanta ce actioneaza asupra tuturor purtatorilor de sarcind
este:

dF = dNf, (7.202)

unde f; = q (U X B) este forta Lorentz ce actioneaza asupra fiecarei partic-

ule. Se obtine:
dF = nSq (17 X é) dl (7.203)
Cum j = ngt relatia 7.203 devine:

dF = (]’ X é) Sdl = (j' X E) dv (7.204)

Rezulta ca pentru o repartitie continua a densitatii de curent forta totala
care actioneaza asupra acesteia este:

F= ///V (j' X é) dv (7.205)

unde integrala se efectueaza pe un volum suficient de mare care sa contina
intreaga densitate de curent.
Revenind la situatia considerata initial se observa ca:

Jdv = jSdl = jSdl = Idl (7.206)

Atunci relatia 7.204 devine:
dF =1 (df x E) (7.207)
Considerand curentul de-a lungul unei curbe C atunci:
F= / I (df x é) (7.208)
c

Sa consideram interactia dintre doud bucle de curenti (Fig. 7.26).
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Figura 7.26: Interactia dintre doua bucle de curenti

Se calculeaza forta cu care campul magnetic generat de bucla a doua
actioneaza asupra primei bucle. Forta care actioneaza asupra elementului de
curent [dl; este:

— - — d [ df 7
dF = 1, <dll x BQ) — I,dly x P02 / 2 X 112 (7.209)
2

41 mzy?’

Forta totala care actioneaza asupra primei bucle este:

F:l'l/dllx'uo 2/ 23”3“12
1 - Jy |7“12|

7 ,uoflfg //dll X dlz X 7712) (7.210)

!7“12|

Sau

7.4.4 Legea lui Ampére pentru curenti stationari

Legea se refera la valoarea circulatiei cAmpului magnetic pe un contur inchis
in regiunea din spatiu in care exista un cAmp magnetic. Pentru obtinerea
acestei legi vom porni tot de la expresia legii Biot-Savart.

Se aplica operatorul rotor egalitatii 7.198.

Atunci:
=
VxB="yx VX/// AGRIN (7.211)
4 |77 — 7|
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1 : Vx (VxA)=v(va) - viA
o= e [o (vl erege) - [ 2
V x B = /// < )dv—// V2<;;|>dv,]

(7.212)
Se folosegte faptul ca

unde semnul prim indica faptul ca operatorul gradient actioneaza asupra
variabilelor ce intervin in vectorul 7.
Cum:

\% (ﬁ) = 478 (F — i) (7.214)

unde 0 (7 — ') este functia delta (Dirac), relatia 7.212 devine:

VxB=-— v/// (7) dv+u0/// 7Y du’

Prima integrala din 7.215 se poate evalua astfel:

3=tz flf = (7)ol e

(7.216)
Prima integrala din relatia 7.216 este nulad fiind extinsa pe un interval

suficient de larg la marginea caruia densitatea de curent este nula. Relatia
7.215 devine:
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_ 1 . =
VxDB= Z—;v /// V' (F) dv' + o) (7.217)

7= 7|
In cazul stationar V'j (7) = 0; rezulti:

V X B =) (7.218)

Aceasta este legea lui Ampére pentru curenti stationari sub forma locala.
Daca se considera o suprafata S care se sprijina pe o curba C'

/L(Vxé)dg‘:uo//sfdg

]{ BdS = pol (7.219)
C

De aici rezulta

Indiferent de forma conturului pe care se spijina suprafata S circulatia
vectorului B este proportionald cu curentul I care strabate suprafata.

7.4.5 Potentialul vector

Avand in vedere ca VB = 0 in orice punct, rezulta ca B trebuie sa fie rotorul
unui caAmp vectorial A () denumit potential vector:

B(F)=V x A(F) (7.220)

Se observa ca inductia cAmpului magnetic sub aceasta forma a fost ex-
primata in relatia 7.199. Se poate alege pentru potentialul vector expresia:

A= Ho ;(F,) /
A =2 \VA' 221
(") 4#///\F—F’ldv+ (7.221)

Se poate adauga la ff(F ) un gradient al unei functii scalare deoarece
rotorul gradientului unei functii scalare este nul. Prin introducerea gradien-
tului unei functii scalare rezulta ca pentru o inductie magnetica data B (7)
potentialul vector poate fi transformat astfel:

A— A+VU (7.222)
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O astfel de transformare se numeste transformare de etalonare. Ea este
posibila deoarece precizeaza numai rotorul lui A. Aceastd libertate in alegerea
potentialului vector permite sa se utilizeze pentru A o form# convenabili.
Inlocuind 7.220 in 7.218 se obtine:

v x (v X fT) = o] (7.223)

Cum:
v (VA) - V2 = ] (7.224)

daca se utilizeaza etalonarea lui Coulomb, adica daca alegem VA =0 poten-
tialul vector satisface ecuatia:

V2A = ] (7.225)

7.4.6 Momentul magnetic

Campul magnetic poate fi studiat cu ajutorul unor mici bucle de curenti.
Exista urmatoarele aspecte:

a) campul magnetic generat de orice curent poate fi exprimat in functie
de caAmpul datorat unor mici bucle de curent.

b) miscarea electronilor in atomi poate fi asimilatd cu o bucld de curent.

Bucla de curent in cAmp magnetic extern

Fie o bucla de curent intr-un cAmp magnetic extern (Fig.??).

Pe laturile SP si RQ actioneaza forte care sunt egale si opuse ca sens.
La fel sunt si fortele care actioneza asupra laturilor SR si PQ. Rezultanta
fortelor ce actioneaza asupra buclei este zero. Existd insa un moment oM
care tinde sa roteasca bucla in jurul axei verticale.

Deoarece fortele ce actioneaza asupra laturilor SR gi PQ F} = Fy, = F =
I BL; momentul cuplului acestor forte fata de axa A;A, este:

M = FLycos = LiLyBI cost) = BIS cosf (7.226)
Relatia poate fi scrisa vectorial astfel:

— —

M =1ISxB (7.227)
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Figura 7.27: Bucla de curent in cAmp magnetic

Am ajuns la concluzia ca asupra unei mici bucle de curent actioneaza un
cuplu de forte care tinde sa alinieze bucla perpendicular pe cAmpul magnetic.

De aici rezulta ca se poate defini o energie potentiala a buclei in cAmpul
magnetic extern. Energia potentiala este egala cu lucrul mecanic ce trebuie
efectuat asupra buclei pentru a o roti cu o viteza unghiulara constanta dintr-o
pozitie perpendiculara intr-o pozitie paralela cu campul. Daca prin conventie
se alege originea energiei cand 6 = 7/2 atunci:

0 0

E, = M df = / ISBsinfdf = —IBS cos 6 (7.228)
w/2 /2

sau:

E,=—IBS (7.229)

Momentul de dipol magnetic

Facand o analogie intre rezultatul obtinut pentru o bucla de curent si cel al
dipolului electric, vom asocia unei bucle de curent un dipol magnetic al carui
moment m este definit astfel:

=15 (7.230)

unde S este un vector perpendicular pe suprafata buclei si a carui marime
este egala cu suprafata buclei. Atunci momentul fortei ce actioneaza asupra
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unui dipol magnetic este:

M =1 x B (7.231)

iar energia sa potentiala intr-un cAmp magnetic este:

E,= —mB (7.232)

Ecuatia de mai sus ne permite sa calculam forta ce actioneaza asupra
buclei intr-un cAmp magnetic neuniform. Astfel:

F=-VE, (7.233)

F=-v (mé) = V (myB, + myB, + m.B,) (7.234)

Daca campul magnetic este omogen forta exercitata asupra dipolului mag-
netic este nula. Daca cAmpul magnetic este orientat de-a lungul lui Oz si
dependent de coordonata z expresia fortei ce actioneaza asupra dipolului
magnetic devine:

- OB
F=m,—¢ 7.235
ms——e (7.235)

In concluzie asupra unui dipol magnetic actioneaza atat un cuplu de forte
care tinde sa-1 orienteze paralel cu campul magnetic cat si o forta care are
tendinta sa-1 deplaseze in directia gradientului cAmpului magnetic.

Legatura dintre momentul de dipol magnetic si momentul cinetic

Ca orice bucla de curent, curentul produs de migcarea orbitala a unui electron
intr-un atom este caracterizat prin momentul sau magnetic m.
Sa consideram un electron aflat pe o orbita circulara, perioada de rotatie
fiind T'. Miscarea circulara a electronului este echivalenta cu un curent
[=-—S=-2__ (7.236)
T 2m 2mr
Semnul minus apare din cauza ca sarcina electronului este negativa, sensul
curentului datorat miscarii electronului fiind opus sensului migcarii acestuia.
Cum aria buclei considerate este 7r? , momentul magnetic este:
ev evr

m=——nmr’=—

.2
2rr 2 (7 37)
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p

~

Figura 7.28: Distributie de curent

Deoarece momentul cinetic orbital este

L =m.ur (7.238)

unde m, este masa electronului, rezulta:

e
= _ 7.239
m=—g (7.239)
Vectorial relatia 7.239 se scrie:
7 =4I (7.240)
m=— =— )
2me, 7

Maérimea v = e/2m, poartd numele de raport magnetomecanic orbital al
electronului.

7.4.7 Campul magnetic al unei distributii localizate de
curent

Vom examina proprietatile unei distributii de curent localizate intr-o regiune

din spatiu aflata la o distantd mare de punctul in care se doreste sa se

calculeze inductia cAmpului magnetic (Fig. 7.28). Pentru aceasta se pornegte
de la expresia generala a potentialului vector

—

A7) = Z—i/// %dv’ (7.241)

Se dezvolta in serie Taylor numitorul in raport cu 7’
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— =/

1 T
—:W+W+m (7.242)

si relatia 7.241 devine:

A7) = Z—; / / / GO dv’+ﬁ / / / FF) () do...  (7.243)

Marimile ce intervin in 7.243 sunt marimi vectoriale. Se considera com-
ponentele:

A =10 / / / i () o + 4;7(; 5 / / / (FF) i (7)) dol.. (7.244)

unde ¢ = z,v, 2.
In cazul stationar (Vj = 0) este adevarata identitatea:

/// £ T T )+ 9 (7)) V)] df =0 (7.249)

unde f si g sunt doud functii arbitrare de 7 .
Dacisealege f=1gig=r.(r.=2a",y , 2 ) rezulta:

[y =o (7.246)

Pentru f = r} si g = r’; rezulta:

/ / / (7575 (F") + 1 4; (F")] dv" = 0 (7.247)

Se evalueaza expresia

1—///(7?7?')]; (F)dv’—er///r;jidv’
I:%Zj:rj///r;jidv'+%zjjrj///r;jidvl

Se tine cont de 7.247 :
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I_%;rj///r;jidu'—%;rj///r;jjdv'
J:—%;rj/// (g — %) dv’:—% [Fx/// (F’x](F’)) dv’L

(7.248)
Deoarece momentul de dipol magnetic al unei distributii de curent se

definegte:
M = /// (F’ X ]‘(F’)) dv’ (7.249)
atunci:
| P
I= —3 (7 x m), (7.250)
Rezulta:
A(py =t xr (7.251)
47 ’T‘

Acesta este termenul de ordinul cel mai mic din dezvoltarea potentialului
vector care nu se anuleaza. Calculand rotorul lui A se obtine cAmpul magnetic
produs de momentul de dipol al distributiei localizate de curent

B(F)=VxA(F) = (7.252)
unde 77 = 7/r este versorul directiei 7.

Se poate face o legatura intre expresiile cu care este definit momentul

magnetic (7.249 si 7.230). Expresia 7.249 se poate particulariza pentru o

spira circulard cu sectiune constantd s gi raza r’ strabatuta de un curent a
carui densitate de curent este constanta, astfel:

A=y [ (<)
/// (F/ xj) del/:If <F’ X df’) =15 (7.253)

S
Il
N | —
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unde S este un vector perpendicular pe suprafata spirei avind modulul egal
cu aria spirei.
Rezulta ca momentul magentic este perpendicular pe planul spirei.

7.4.8 Magnetizarea

Fie un corp de proba care este introdus in cAmp magnetic. Experimental
se constata ca pentru majoritatea substantelor asupra lui se exercita forte
extrem de mici. Daca dimensiunea probelor este mica, forta care actioneaza
asupra ei este direct proportionala cu gradientul inductiei cAmpului magnetic.

O alta constatare experimentala este aceea ca pentru anumite substante
forta ce actioneaza asupra acestora tinde sa atraga substanta inspre regiunile
cu cAmp mai intens in timp ce pentru altele forta tinde sa respinga substanta
din camp.

Avénd in vedere faptul ca intr-un cAmp magnetic neuniform, asupra unui
dipol magnetic se exercita o forta se ajunge la concluzia ca in proba se induce
un moment magnetic.

Dupa comportarea substantelor in cAmp magnetic se poate face o clasificare
a acestora.

Substantele care sunt slab respinse de cAmpul magnetic (care se mag-
netizeaza in sens invers cAmpului), precum apa, clorura de sodiu, cuartul,
sunt numite diamagnetice. Majoritatea substantelor anorganice si aproape
toate substantele organice sunt diamagnetice. Rezulta ca diamagnetismul
este o proprietate a fiecarui atom sau molecule. Cand este observata o com-
portare diferita, aceasta se datoreaza faptului ca diamagnetismul este mascat
de efecte mai puternice.

Substantele care sunt atrase catre regiunile unde cAmpul este mai intens
(care se magnetizeaza in sensul cAmpului) sunt numite substante paramag-
netice. Exista si aici doua categorii de substante: unele care sunt atrase cu
forte slabe de acelagi ordin de marime ca si in cazul substantelor diamagne-
tice (Na) si altele (CuCly) in care efectul paramagnetic este mult mai puter-
nic. Unele substante prezinta un paramagnetism dependent de temperatura.

O a treia categorie de substante sunt cele care posedd moment magnetic
propriu. Acestea poartd numele de substante feromagnetice. Singurele me-
tale care prezinta feromagnetism sunt fierul, nichelul, cobaltul si gadoliniul;
aliaje ale acestor metale pot fi de asemenea feromagnetice.

Existenta momentelor magnetice se datoreaza miscarii orbitale a electro-
nilor precum si spinului electronilor.



316 CAPITOLUL 7. ELECTROMAGNETISM

Miscarea electronilor pe anumite ”orbite” in jurul nucleului este echiva-
lenta cu o bucla de curent care are un moment magnetic dipolar a carui
marime este legata de momentul cinetic orbital prin relatia:

e —

L (7.254)

L= 2me

In expresia de mai sus, in afard de momentul cinetic L apar numai con-
stante universale.

Consideratiile facute pana acum s-au situat in cadrul mecanicii clasice
insa la nivelul atomului miscarea electronilor este tratata riguros cu ajutorul
mecanicii cuantice. Conform acestei teorii momentul cinetic orbital al elec-
tronului este o marime care poate lua numai valori discrete:

Ll=m/I(l+1) 1=0,1,2,.. (7.255)

In expresia de mai sus & = h/27 unde h este constanta lui Planck. Rezult
ca gi momentul magnetic asociat migcarii orbitale este cuantificat:

eh

e

I(I+1) 1=0,1,2,.. (7.256)

1| =

Marimea j, = ehi/2m, = 9,29 x 1072* Am? poartd numele de magneton
Bohr.

Spinul electronului este o marime care nu are corespondent clasic si el
reprezinta un moment cinetic propriu. Calculele si experientele realizate au
dus la concluzia ca momentul cinetic de spin are valoarea

Sl=hvs(s+1) (7.257)
unde s = 1/2.
Proiectia spinului pe o axa poate lua doar doua valori S, = i/2 i S, =
—h/2.

Electronul fiind o particula incarcata cu sarcina electrica, momentului sau
cinetic 1i corespunde un moment magnetic de spin. Relatia dintre momentul
cinetic si momentul magnetic trebuie sa fie una analoaga cu cea care exista
in cazul miscarii orbitale. Experimental s-a constatat ca:

g = ——8 = —245 (7.258)
Me
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Faptul ca raportul dintre momentul magnetic de spin i momentul cinetic
de spin este de doua ori mai mare decat acelasi raport in cazul miscarii
orbitale este cunoscut sub numele de anomalie giromagnetica.

Avéand in vedere cele discutate mai sus rezulta ca proprietatile magnetice
ale atomilor sunt legate de proprietatile magnetice ale electronilor acestor
atomi.

Se poate calcula un moment cinetic total al electronilor din atom J care
este suma momentelor cinetice orbitale gi de spin a electronilor. Acestui
moment cinetic i se poate asociaza un moment magnetic total al electronilor
respectivi. Este posibil ca acest moment magnetic sa fie zero sau diferit de
zZero.

Exista mai multe situatii posibile:

a) Cand se introduce o substanta in cAmp magnetic electronii se rotesc in
asa fel incat pot genera un cAmp magnetic de sens contrar cAmpului exterior.

b) In absenta campului magnetic exterior atomii substantei respective
poseda momente magnetice care sunt orientate in toate directiile cu proba-
bilitate egalda. Ca urmare a acestui fapt campul magnetic produs de acestea
este nul. Plasand substanta in cAmp magnetic asupra momentelor magnetice
actioneaza un cuplu de forte care tinde sa le orienteze pe toate paralel cu
directia cAmpului. Chiar daca orientarea momentelor paralel cu cAmpul nu
este perfecta datorita agitatiei termice, exista totusi o orientare preferentiala
a acestora. Ca urmare, suma vectoriald a momentelor magnetice ale atomilor
este diferita de zero, ceea ce face ca si cAmpul magnetic generat sa fie diferit
de zero. Se spune ca in cAmp magnetic substanta se magnetizeaza.

Daca in material exista un mare numar de momente magnetice dipolare,
toate orientate in acelagi sens iar densitatea acestora este n atunci se poate
defini vectorul densitate de magnetizare:

M = nith (7.259)

Relatii care au loc in materiale feromagnetice

a) materiale omogene

Sa consideram o proba dintr-un material in care momentele magnetice
sunt uniform repartizate. Fie o folie din acest material cu fetele perpendicu-
lare pe M si avand o grosime foarte mica 77.

Folia se poate diviza in elemente de volum dv = dadz, unde da este
elementul de arie. Momentul magnetic al elementului de volum este:
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=

R

Figura 7.29: Material omogen in cAmp magnetic

Mdadz

Daca se admite ca momentul magnetic este produs de un curent ce in-
conjoara portiunea se considera:

Mdadz = dIda (7.260)
Cum dda este paralel cu M :

dl = Mdz (7.261)

In acest mod se poate inlocui fiecare portiune de material cu cate o bucla
de curent de intensite I care satisface relatia 7.261. Din Figura 7?7 se vede ca
raman necompensati curentii de la margine. Acum se poate reface intregul
bloc, care este echivalent cu o bucla de curent cu intensitatea

[ = / Mdz = Mz (7.262)
0

Acest curent poarta numele de curent superficial de magnetizare. FEl
poate fi caracterizat printr-o densitate liniara de curent:

Jm(s)=—-=M (7.263)



7.4. MAGNETISM 319

Figura 7.30: Material neomogen in cAmp magnetic

b) materiale neomogene

In cazul materialelor neomogene M si prin urmare curentii corespunzatori
de magnetizare nu au aceiasi valoare in toate regiunile corpului si nu se mai
compenseaza reciproc (Fig. 7.30).

Se va considera un caz particular al unui material magnetizat in directia
Oz si a carui magnetizare creste in functie de y. Materialul se imparte in vo-
lume paralelipipedice de marime AzAyAz a caror magnetizare este prezen-
tata in Fig. 7.30. Fiecare element de volum poate fi inlocuit prin curentul
superficial:

I =jnAz=M,Az (7.264)

Cum magnetizarea creste liniar de la un element la alt element si in-
tensitatea curentilor va creste tot liniar. Ca urmare la limita de separatie
dintre doua elemente de volum vecine, curentii de sens opus nu se anuleaza.
Diferenta dintre intensitatile curentilor este:

oM,
dy

Se observa ca pe fetele normale la Ox curentii se anuleaza reciproc. Den-

Al =M, (y+ Ay) — M, (y)] Az = AyAz (7.265)
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sitatea curentului in sensul axei Ox este:
(1) AT oM,
Ima = =
AyAz dy

Daca se analizeaza cazul unei probe magnetizate in directia Oy a carei
magnetizare are directia axei Ox se obtine:

(7.266)

oM,
&) == 7.267
Jma o (7.267)
Astfel:
oM, OM -
ime = 0 4@ =T T ( M) 7.268
JIma -]ma: + mx ay az V X . ( )
Generalizand si pentru celelalte directii rezulta:
Jm =V x M (7.269)

7.4.9 Curentii liberi si intensitatea cAmpului magnetic

Aga cum s-a prezentat mai inainte, s-a ajuns la concluzia ca in afara de

curentii de conductie (datorati electronilor liberi), la generarea unui cAmp

magnetic contribuie si curentii atomici sau moleculari datorati electronilor.
Densitatea totala de curent se poate exprima astfel:

jtotal = jliber + jm (7270)
unde jliber , jm sunt densitatile de curent corespunzatoare electronilor liberi,
respectiv legati.

Deoarece j,, satisface relatia 7.269 , legea lui Ampeére se poate scrie sub
forma:

—

VxB= Ho (jliber +jm) = Hog <v X M _'_jliber) (7271)

de unde:

)

. B -
jliber =V x <_ - M) (7272)
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Relatia 7.272 sugereaza faptul ca se poate defini o alta marime caracte-
ristica cAmpului magnetic a carei surse sunt doar curentii liberi, denumita
intensitatea cAmpului magnetic.

—

B

H=="-M (7.273)
Ho
Ea se mésoard in A/m. Rezulta:
V X H = Jiver (7.274)

Integrand pe o suprafata care se sprijina pe un contur C:

/ /s (v ) a5 - / /S JiiverdS (7.275)

Se aplica teorema lui Stokes si rezulta:

]{ Hdl'= Ljper (7.276)
C

Relatia dintre H si B joaca un rol important in electromagnetism. Pen-
tru substante izotrope paramagnetice sau diamagnetice exista o relatie de
liniaritate:

B=pH = ppu,H (7.277)

unde p este permeabilitatea absoluta a mediului respectiv iar p, este per-
meabilitatea relativa. Pentru astfel de substante p, difera foarte putin de
unitate. Pentru substantele paramagnetice p, > 1, iar pentru substantele
diamagnetice 0 < p, < 1.

Pentru substantele feromagnetice relatia 7.277 trebuie inlocuita cu o re-
latie neliniara:

—

B=58 (H) (7.278)

Aceste substante prezinta fenomenul de histerezis fapt ce arata ca B nu
este o functie univoca de H (Fig.7.31). Mai mult inductia magnetica depinde
de istoria materialului. Permeabilitatea relativa u, in acest caz este definita
ca derivata in raport cu H a raportului B/p, cand H are valori suficient de
mici incdt B si H sa fie paraleli. Pentru anumite substante feromagnetice
permeabilitatea relativd poate ajunge la valori de 10°.
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B

T

Figura 7.31: Curba de histeresis

7.5 Inductia electromagnetica

Primele observatii legate de cAmpurile electrice si magnetice variabile in timp
au fost realizate de Faraday in 1831. El a constatat ca intr-un circuit apare
un curent cand acesta este introdus sau scos din cAmp magnetic.

In Figurile 7.32 si 7.33 sunt prezentate diferite moduri in care fenomenul
se poate pune in evidenta experimental. Astfel in cazul din Fig. 7.32 la
inchiderea comutatorului, in spira din circuitul care contine ampermetrul
A se stabilegte pentru scurt timp un curent care este inregistrat de acesta.
Acelasi lucru se petrece in cazul prezentat in Fig. 7.33 cind magnetul este
adus in apropierea spirei. Curent apare si atunci cand magnetul este fix iar
circuitul se roteste in cAmpul creat de acesta.

Exista mai multe posibilitati de a obtine o tensiune electromotoare indusa:

a) prin plasarea unui circuit intr-o regiune in care existd un cAmp mag-
netic variabil in timp.

b) prin migcarea unui circuit rigid intr-un cAmp magnetic.
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« O 4

bobina

Figura 7.32: Fenomenul de inductie electromagnetica care apare la inchiderea
comutatorului K

Figura 7.33: Fenomenul de inductie electromagnetica care apare la aducerea
unui magnet in apropierea circuitului
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S N D — B

Figura 7.34: Sarcina electrica in cAmp magnetic
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Figura 7.35: Sarcina electrica in migcare in cAmp magnetic

7.5.1 Campul electric generat prin miscarea surselor
campului magnetic

Se considera o particula cu sarcina electrica ¢ care se gaseste intr-un camp
magnetic produs de un magnet (Fig. 7.34). Particula i magnetul sunt in
repaus fata de sistemul laboratorului (SL). Se constata cd asupra particulei
nu actioneaza nici o forta.

Sa privim aceiasi situatie dintr-un sistem de referinta care se deplaseaza
cu viteza — fatd de SL (ne vom limita la cazul vitezelor mici fatd de viteza
luminii). Fatad de acest sistem de referinta particula si magnetul se deplaseaza
cu viteza v.

Deoarece sarcina se deplaseaza intr-un camp magnetlc (Fig. 7.35) cu
viteza v ea va fi supusa unei forte Lorentz fl = qU X B. Daci nu ar exista si
alte forte care sa actioneze asupra particulei ea ar trebui sa fie accelerata fapt
ce ar intra in contradictie cu situatia initiala. Acest paradox este eliminat
daca se considera ca in sistemul aflat in miscare apare un camp electric E
astfel incat:

Fp=—1 (7.279)

Rezulta:
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X

Figura 7.36: Bara conductoare in miscare in cAmp magentic

gF = —g (17 X E) (7.280)

de unde:
F=— (17 x é) (7.281)

In concluzie, cand sursa unui cAmp magnetic este in miscare fata de un
observator, acesta va constata pe langa cAmpul magnetic si existenta unui
camp electric.

7.5.2 Campul indus intr-un conductor in miscare intr-
un cAmp magnetic uniform

Fie un conductor de lungime [ ce se deplaseaza cu viteza v de-a lungul axei
Oz intr-un cAmp magnetic uniform a carui inductie magnetica este paralela
cu axa Ox (Fig. 7.36).

Un observator O’ solidar legat de conductor constata ca sursa campului
magnetic se deplaseaza cu viteza —v. Atunci in interiorul conductorului
apare un camp electric

E=uxB (7.282)
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o)

v

Figura 7.37: Spira conductoare in cAmp magnetic

Acest camp este de natura neelectrostatica. Orice sarcing electrica va fi
supusa unei forte:

F=qE (7.283)

Sub actiunea acestei forte, electronii se vor deplasa spre extremitatea din
stdnga a conductorului, iar la capatul din dreapta sa va produce o acumulare
de sarcini pozitive. Aceste sarcini vor determina aparitia unui cAmp electric
de natura electrostatica care va avea un sens contrar cAmpului electric indus.

In aceastd experients imaginars capetele conductorului pot fi considerate
ca cele doua borne ale unei surse de t.e.m. a carei valoare este:

l
€= / Edl' = El = Blu (7.284)
0

7.5.3 Tensiunea electromotoare indusa intr-o spira de
curent ce se deplaseaza intr-un cAmp magnetic

Sa consideram o spira realizata dintr-un conductor subtire care se deplaseaza
in campul magnetic B cu viteza ¥ ce face un unghi a cu B (Fig. 7.37).
Intr-un element de buclg dl campul electric indus este:

—

E=0xB (7.285)
iar tensiunea electromotoare indusa este:
d€ =Edi= (U X E) dl (7.286)

Tensiunea electromotoare indusa in intreaga bucla este:
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G, t+dt

Figura 7.38: Spira conductoare care se deplaseaza in cAmp magnetic

&= 72 <17 x é) di (7.287)

In continuare se examineazi mai detaliat aceasts situatie. Se considers ci
in timpul deplasarii circuitului forma acestuia se pastreaza si atunci fiecare
element al circuitului va fi caracterizat de o aceiasi viteza de deplasare.

In cazul ilustrat in Fig.7.38 sunt reprezentate pozitiile buclei la momentele
de timp t gi t 4+ dt. La momentul ¢ fluxul cAmpului magnetic prin bucla este:

d(t) = / /S BdS (7.288)

Pentru calculul fluxului prin suprafata circuitului la momentul ¢+ dt vom
tine cont ca fluxul unei marimi vectoriale este acelasi prin orice suprafata
marginita de un contur dat.

Pentru pozitia C, a buclei la momentul t+dt se alege urmatoarea suprafata:
suprafata initiala S si suprafetele laterale S; datorate miscarii buclei. Atunci:

<I>(t+dt)=//séd§+//s §d§:®(t)+//9§<17dtxdf> (7.289)

Deoarece integrala de suprafata se poate transforma intr-o integrala cur-
bilinie:

O(t+dt)=d(t)+ Mé(amfﬂ dt (7.290)

rezulta
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d@:cp(t+dt)—c1>(t):[}[z?(axdf)]dt (7.291)
C

Sau

Cfl—f:ﬁé(ﬁxdf):—ﬁ(axé)df (7.292)

Conform relatiei 7.287 ultima integrala este chiar tensiunea electromo-
toare indusa:

_do
dt

Rezulta ca aparitia unei t.e.m. induse intr-un circuit este determinata de
viteza de variatie a fluxului inductiei magnetice prin acel circuit.

€= (7.293)

7.5.4 Legea inductiei electromagnetice

In paragraful precedent s-a ardtat c& variatia fluxului magnetic ca urmare a
deplasarii circuitului in cAmp magnetic determina o t.e.m. indusa. Un flux
magnetic variabil se poate obtine cidnd cdmpul magnetic variaza in timp.
Faptul ca apare un curent in interiorul circuitului arata ca si in acest caz se
induce o t.e.m iar asupra sarcinilor se exercita o forta de natura electrica. Re-
latia 7.293 raméne valabila in orice situatie in care exista un cAmp magnetic
variabil in timp printr-un circuit. Deoarece:

£= ]{ Edl (7.294)

P = / / BdS (7.295)
—_ = d — —
]{ o - / / Bds (7.296)
c dt S

unde S este suprafata care se spijina pe curba C'.

Se remarca faptul ca, deoarece fc Edl # 0 campul electric indus este
neconservativ. Transforménd integrala din membrul stang al relatiei 7.296
intr-o integrala pe suprafata S se obtine:

atunci:
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/ /S (v X E) S = — / /S aa—lfd§ (7.297)

De aici se obtine:

. 9B
VXxE=—— 2
X T (7.298)

Aceasta este forma diferentiald a legii lui Faraday; ea stabileste ca se pot
produce cAmpuri electrice prin variatia in timp a cAmpului magnetic. Trebuie
remarcat ca suprapunerea campului electric indus cu un caAmp electrostatic
nu modifica cu nimic relatia de mai sus deoarece rotorul unui cAmp potential
este nul.

In acelasi timp liniile cAmpului electrostatic pornesc de pe corpurile incr-
cate pozitiv gi se termina pe corpurile incarcate negativ; in cazul in care este
implicat un cAmp electric indus liniile de cAmp formeaza curbe inchise.

7.5.5 Energia cAmpului magnetic

Pentru studiul energiei campului magnetic se considera ca printr-un proces
lent, cvasistationar, se modifica densitatea curentilor de la valoarea zero pana
la o valoare finalf. In evaluarea schimburilor de energie trebuie si se tini
cont ca lucrul mecanic al fortei Lorentz este nul astfel ca transferul de energie
de la si inspre cAmpul magnetic nu poate fi asociat cu un lucru mecanic al
fortei Lorentz. In schimb orice variatie a cimpului magnetic poate fi asociata
cu un camp electric indus Emd.

Fie un circuit prin care circula curentul /. Daca fluxul cAmpului magnetic
se schimba atunci in circuit se induce o tensiune electromotoare £. Pentru a
mentine curentul existent in circuit trebuie ca sursele sa efectueze un lucru
mecanic. Transferul de energie efectuat prin intermediul surselor in scopul
cgmpensﬁzirii campului Emd se evalueaza considerdnd un cAmp compensator
Ec = — Lvind-

Vom considera initial o particula cu viteza ¢ asupra careia actioneaza o
forta F'. Viteza de variatie a energiei cinetice a acestei particule este:

ABein _ 5 (7.299)
dt

Rezulta ca energia furnizata de surse in unitatea de timp pentru a mentine

viteza particulei cu sarcina e este:
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evE.
Pentru a calcula lucrul mecanic efectuat de surse in unitatea de timp

asupra circuitului considerat se insumeaza contributia actiunii surselor asupra
tuturor electronilor. Tindnd cont ca j = nev rezulta:

dw . i -
=Y eB= ) ANeéEc (7.300)
Al

In expresia de mai sus se considers suma contributiilor portiunilor de cir-
cuit Al in care numarul de electroni este AN . Notand cu S sectiunea conduc-
torului si tinand cont c& n este concentratia de electroni atunci AN/n = SAL.
Relatia 7.300 devine:

aw s . .
C =N SAE. =Y SjAIE. = 1Y AlE,, 7.301
dt Al ’ Al ’ Al ’ ( )

Dar cum ) 4, AlE;,; = € atunci:

aw dd
i 1€=1 o (7.302)
unde ® este fluxul cAmpului magnetic prin circuitul considerat.
Rezulta ca daca variatia fluxului inductiei magnetice printr-un circuit
prin care trece curentul I este 0& = S§B, lucrul mecanic efectuat de surse

pentru a mentine neschimbata valoarea curentului este:

SW = 15® = [ (§5§) (7.303)

In relatia 7.303 s-a considerat c# variatia fluxului este datorati numai
variatiei cAmpului magnetic §B.

Pentru evaluarea lucrului mecanic efectuat pentru stabilirea unei dis-
tributii stationare de curenti si cAmpuri se considera ca procesul decurge
cu o viteza foarte mica astfel incat conditia A; = 0 sa fie tot timpul in-
deplinita. Atunci distributia de curent poate fi impartita intr-o retea de
bucle elementare, o bucla elementara reprezentand un curent de sectiune Ao
care urmareste o curbd inchisa C ce delimiteaza o suprafatd AS (Fig. 7.39).

Pentru a exprima lucrul mecanic efectuat impotriva fortelor de tensiune
electromotoare induse datorita modificarii inductiei magnetice vom tine cont
de relatia 7.303. Pentru o bucla elementara lucrul mecanic are expresia:



7.5. INDUCTIA ELECTROMAGNETICA 331

Figura 7.39: Distibutie de curent impartita in mici bucle de curent

AGW) =1 / /A . §BdS (7.304)

Se exprima inductia magnetica in functie de potentialul vector si curentul
in functie de densitatea de curent. Rezulta:

A(6W) = jAc / /A K (v x A ) ds (7.305)

Aplicand teorema lui Stokes se poate scrie:

A (5W) = jAc 7{ (M ) dl (7.306)

c

Cum j Acdl = j’dv, dl fiind paralel cu j suma peste toate aceste bucle va
fi o integrala de volum astfel incat lucrul mecanic pentru intreaga densitate

de curent este:
SW = / / / (M ) Jdv (7.307)

Pentru a obtine o expresie a lucrului mecanic care sa contina in locul lu1
jsi § A vectorii campului magnetic se foloseste legea lui Ampeére V x H= j.

Relatia 7.307 devine:
oW = / / / oA (v X ﬁ) dv (7.308)
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Se tine cont de relatia:
V (f x64) =84 (V x i) = [ (V x 04)

Atunci:

6W:/// [ﬁ (VXM>+V(FI><5A‘>MU (7.309)

Al doilea termen din 7.309 se anuleazi la infinit deoarece H si A se
presupun nule. Atunci lucrul mecanic este:

SW = / / / HéBdv (7.310)

Daca presupunem medii liniare (neferomagnetice):
— — 1 — —
HOB = 35 (75)

Cand campul variaza de la zero la o valoarea finitda se obtine pentru
energia cAmpului magnetic formula:

1 L
W = §// HBdv (7.311)

Modificarea energiei magnetice atunci cAnd un corp cu permeabilitatea fi,
este plasat intr-un mediu magnetic ale carui surse sunt fixe se poate rezolva
in analogie cu modificare energiei cAmpului electrostatic cand intr-un camp
ale carui surse sunt fixe se aduce un corp dielectric.

Daca in mediu inductia cAmpului magnetic este Bo, si intensitatea este H, 0
iar dupa introducerea corpului de permitivitate p vectorii cAmpului magnetic
devin B si H , modificarea energiei este data de:

W= % / / /v (BHy — HBo) dv (7.312)

unde integrala se extinde peste volumul corpului.

7.6 Ecuatiile Maxwell

Ecuatiile Maxwell reprezinta formularea matematica a principalelor postulate
ale electrodinamicii clasice. Ele sunt un sistem complet de ecuatii in sensul
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ca determina univoc cAmpul electromagnetic. Ele sunt valabile in anumite
situatii, si anume atunci cand corpurile materiale sunt imobile iar constantele
de material € , ;1 , o nu depind de timp sau de intensitatea cAmpurilor. Se
face abstractie de prezenta unor materiale ce prezinta momente magnetice
dipolare permanente. Nu se ia in considerare dependenta constantelor de
material de temperatura. Aceste ecuatii se exprima sub forma unor legi
generale precum si a unor legi de material.

7.6.1 Legea fluxului electric

Este legea care ilustreaza legatura dintre cAmpul electric si sursele sale. Sub
forma diferentiala ea este data de relatia:

VD = p, (7.313)

unde p,; este densitatea de sarcini libere. Sub forma integrala aceasta lege se

/ /S DdS = / / /V pdv (7.314)

unde S este suprafat;a ce margineste volumul V.
fn vid D = 50E Rezulta:

fles-Lfffm  om

vE=" (7.316)

7.6.2 Legea fluxului magnetic

Forma diferentiala a legii este :

VB = (7.317)

/ /S BdS =0 (7.318)

iar forma integrala este:
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unde S este o suprafata inchisa. Ecuatiile de mai sus sunt o consecinta a
faptului ca liniile de cAmp sunt inchise. Legea arata inexistenta sarcinilor
magnetice libere.

7.6.3 Legea inductiei electromagnetice

Forma diferentiala este:

VxE=—— (7.319)

]{ o - / / BdS (7.320)
c dt JJs

Curba inchisa C' margineste suprafata S care nu este o suprafata inchisa.

Aceasta lege aratd ca un cAmp magnetic variabil in timp produce un
camp electric. Sub forma integrala legea confirma observatiile experimentale:
tensiunea electromotoare indusa intr-un circuit este egala cu viteza de variatie
a fluxului magnetic prin suprafata circuitului.

iar forma integrala este

7.6.4 Legea circuitului magnetic. Curent de deplasare

Legea stabileste ca campul magnetic poate fi produs de curenti electrici si
de campuri electrice variabile in timp. Pentru curenti stationari aceasta lege

este:
j[ﬁdf: // jdS (7.321)
C S

VxH=] (7.322)

Maxwell a fost primul care a sesizat unele dificultati ridicate de ecuatiile

de mai sus. Sa aplicam aceasta lege succesiv pentru curbele C; , Cs , ... a
cdror lungime tinde la zero (Fig. 7.40).

Atunci suprafetele S; , S5 ,... marginite de curbele C , Cs , ... tind céatre

o suprafata inchisa si finita iar:

lim ]{ Hdl'=0 (7.323)
C
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C, C, C,

Figura 7.40: Curbe a caror lungime tinde la zero

G

1)

Figura 7.41: Incarcarea unui condensator

Rezulta ca prin suprafata inchisa S:

[Lﬁ§:o (7.324)

Integrala de suprafata din relatia 7.321 reprezinta curentul total ce iese
din suprafata S. Egalitatea 7.324 arata ca printr-o suprafata inchisa curentul
net este nul. Aceasta situatie este valabila doar in cazul curentilor stationari.
Exista si cazuri cand acest lucru nu se petrece.

S& considerdm de exemplu incarcarea unui condensator (Fig. 7.41).

Fie o suprafata S inchisa care inconjoara una din armaturi. Viteza cu
care creste sarcina pe aceasta armatura este:

dqg .
i i(t) (7.325)

Atunci:
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// jag =% 4 g (7.326)
. dt

Deoarece curentul iese prin suprafats, integrala este negativa j fiind in-
dreptat inspre interiorul suprafetei iar dS = 1ndS spre exterior. Cum

q= / DdS (7.327)
S
rezulta:

D 32
dt / s (7.328)

// 7dS + a4 // DdS =0 (7.329)
s dt JJs

Termenul al doilea din relatia 7.329 are dimensiune de curent si poarta
numele de curent de deplasare.

Ecuatia de mai sus este legea de consevare a sarcinii. O formulare mai
generala a legii circuitului magnetic se obtine daca in relatia 7.321 se in-

locuiegte ffs jdg cu ffs jd§+ i ffs DdS. Se obtine:

%Hdl / / jas+ = / DdS (7.330)

sau scriind relatia in forma diferentiala:

Atunci:

VxH=j+ %5 (7.331)

Aceste ultime doua relatii arata cd un cAmp magnetic poate fi generat de
un curent electric si de un camp electrlc Varlabll in timp.

Daca se considera situatia din vid B = ,uOH si D = goE ecuatia 7.331
devine:

8

5 E (7.332)

V X B = o] + ofoz;

iar ecuatia 7.330 devine:

},{ Bdl = / / 75 + pyze s / / A5 (7.333)
c s dt J Js
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7.6.5 Legile de material

Experimental se constata existenta unor relatii intre P si E , H si M si intre
j si B, Ele sunt determinate de starea mediului.

Legatura dintre P si E

In general densitatea de polarizare P este o suma formata din doi termeni:

P=P,+P, (7.334)

Termenul P, este polarizarea permanenta si este independenta de exis-
tenta campului electric (se poate obtine o polarizare permanenta tensionand
pe o anumita directie un cristal piezoelectric).

Termenul P, poarta numele de polarizare temporala si este determinat de
actiunea campului electric.

B =P (E) (7.335)

Astfel in mediile anizotrope dar liniare:

Pr = o (XowBao + Xoy By + X5, B:)
P, = eo(XoBo + X5 By + X5, E:) (7.336)
P, = &g (Xisz + XZyEy + XZZEZ)

Marimile xf; unde ¢, j =z, y, 2 sunt componentele unui tensor sime-
tric, denumit tensorul susceptibilitatii electrice’?. Existd un anumit sistem de
referinta in care tensorul respectiv are diferite de zero doar componentele pe
diagonala. Relatile 7.336 se pot scrie condensat:

P, =cox°E (7.337)

Intr-un mediu omogen si izotrop marimea tensoriald x¢ devine un scalar
Xe-

—

P=c,x.E (7.338)

2Tensorul este simetric X5 = Xji
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In cazul in care nu exista polarizare permanenta pentru mediile anizotrope
liniare, inductia cAmpului electric se scrie ca:

5 = &ToE_" + ]3 = €QE + €o GE = &p (1 + ?) E = &ngE_" (7339)
unde

=14+x°

Q]

este tensorul permitivitatii relative a mediului respectiv.
In cazul mediilor izotrope fara polarizare permanenta

D=coE+P=cy(1+x,)E =coekE (7.340)

iar permitivitatea relativa este un scalar:
e=1+x.

Legitura dintre H si M

Densitatea de magnetizare a unui material este data de suma a doi termeni:

M = M, + M, (7.341)

unde Mp este magnetizarea permanenta, independenta de cAmpul magnetic
si Mt magnetizarea temporald, dependenta de campul magnetic. Corpurile
feromagnetice prezinta magnetizare permanenta. Magnetizarea temporala se
intalneste la toate corpurile si in general are o valoare foarte mica:

AZ;::AZ;(I?) (7.342)
In mediile anizotrope liniare fira magnetizare permanents

M= M,=x"H (7.343)

unde x™ este tensorul permeabilitatii magnetice. In cazul mediilor izotrope
liniare tensorul degenereaza intr-un scalar:

—

M:XMH
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In cazul mediilor anizotrope fara magnetizare permanenta inductia cam-
pului magnetic este:

B = (Fl + M) = 1 (1 + X:m) i =y (7.344)

unde 7 este tensorul permeabilititii relative.
In mediile izotrope liniare cei doi tensori devin scalari:

—

B = p, (ﬁ + M) = o (1 + X)) H = propH (7.345)

7.6.6 Legatura dintre ; si E

In mediile anizotrope si liniare legdtura dintre vectorii Jj s E este datd de
legea lui Ohm a carei forma generala este:

j=5 (E + E) (7.346)

unde 7 este tensorul conductivititii, iar F; este intensitatea caAmpurilor elec-
trice de origine neelectrostatica (produse datoritd neomogenititilor de mate-
rial sau de temperaturd). E; se numeste cAmp electric imprimat.

7.7 Potentiale electromagnetice

Ecuatiile lui Maxwell sunt un sistem de ecuatii cu derivate partiale de ordinul
intai care leaga intre ei vectorii campurilor electric si magnetic. Ecuatiile
Maxvell impreuna cu legile de material permit determinarea vectorilor cam-
pului electric si ai cAmpului magnetic in functie de p si j .

Ecuatiile pot fi rezolvate ca atare pentru anumite situatii simple. Uneori
este convenabil sa se introduca un potential scalar sau un potential vector.

Deoarece VB = 0 indiferent daci campul magnetic este static sau dinamic
putem defini vectorul inductie cAmp magnetic prin intermediul potentialului
vector

B=VxA (7.347)
Introducand 7.347 in relatia 7.319 obtinem:

VXE:—%(VXE>
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Sau

VX(E+%§>:O (7.348)

Daca rotorul unei marimi se anuleaza atunci acea marime poate fi scrisa
ca un gradient al unei functii scalare si anume al potentialului:

L 04

E+ o = A% (7.349)
Rezulta:

a 0A

E=-VV - N (7.350)

Prin definirea lui B si E in functie de potentialele A si V (relatiile 7.347
si 7.350) cele doud ecuatii omogene ale lui Maxwell 7.317 gi 7.319 sunt satis-
facute. Fie un mediu omogen si izotrop in care ¢, si i1, sunt independente de
intensitatile cAmpului electromagnetic. Ne propunem sa obtinem ecuatiile
satisfacute de potentialul vector A si potentialul scalar V. Din relatiile 7.347
si 7.350 se poate scrie:

L A
D=cFE=—¢ (VV + (98_25) (7351)
Hz;Bz;(VXA) (7.352)

_ A
VD = -V <VV + (?9_25) =p (7.353)
De aici rezulta:
A P
A 1 =_=£ .354
V+V ( BT ) 5 (7.354)

Aplicand relatiei 7.352 operatorul rotor si considerand 7.331 rezulta:
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V x (EVXA) :j’+52 (—VV—%>

14 ot ot
sau
S 1% A
Dar:
v x (v“f) :V(WY)—A/Y
rezulta
— — aV 82/1’ v
—AA+V (VA) +euV (E) +€’MW = J
sau
. A 1% .

Se obtin astfel ecuatiile 7.354 si 7.356 pe care le satisfac cele doua potentiale,
ecuatii care sunt inca cuplate.

Decuplarea acestor doua ecuatii poate fi realizata tinand cont de faptul
ca existd o nedeterminare in definirea potentialelor.

Astfel potentialul vector al cAmpului magnetic nu este modificat de trans-
formarea

A — A+ VU (7.357)

iar potentialul scalar de transformarea

V=V - 7.358
5 (7.358)

Acestea se numesc transformari de etalonare iar invarianta cAmpurilor in
urma acestor transformari se numegte conditie de etalonare.

Invarianta campurilor la transformarea de etalonare da posibilitatea de
a se lucra cu ecuatii mai simple. O relatie simpla este sugerata de forma
ecuatiei 7.356 in care termenul:
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- oV
V(VA —
< +eu 5 )
poate fi anulat daca se pune conditia:

ov
5=

Aceasta conditie este numita conditia lui Lorentz iar etalonarea respectiva
poarta numele de etalonare Lorentz. Atunci ecuatia satisfacuta de potentialul
vector este:

VA+epu 0 (7.359)

- A .
AA —cp—5 = —puj 7.360
gy = 1 (7.360)
Din conditia de etalonare Lorentz obtinem:
- ov
A=—cpu—
\Y gl BT
iar ecuatia 7.354 devine:
0?V p
AV —epp— = —= 361
V—ep BT . (7.361)

7.8 Conditii la limita

Suprafetele corpurilor constituie frontiere care separa medii ce au in general
proprietati diferite. Ne propunem sa studiem campurile in vecinatatea unor
astfel de suprafete unde parametri ¢ , 1 , si o se schimba brusc.

7.8.1 Conditiile la limita pentru componentele normale
ale inductiei caAmpului electric si inductiei cAm-
pului magnetic

Fie S suprafata de separatie dintre mediile 1 i 2. Se considera din aceasta
suprafata un element AS suficient de mic. Se construieste un cilindru de
indltime Ah situat in cele doua medii (Fig. 7.42).

Suprafata AS se alege suficient de mica astfel incat pe bazele cilindrului
considerat vectorul inductie cAmp magnetic sa fie uniform.

Atunci aplicand legea lui Gauss se obtine:
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Figura 7.42: Constructie pentru demonstrarea relatiilor dintre componentele
normale ale inductiei cAmpului electric si componentele normale ale inductiei
campului magnetic la suprafata de separatie dintre doua medii.

DiiiAS — Dyt AS + &y = Aq (7.362)

unde ®;,; este fluxul inductiei cAmpului electric prin suprafata laterala a
cilindrului iar sarcina Agq este sarcina din interiorul cilindrului.

Se face inaltimea cilindrului sa tinda la zero Ah — 0. Atunci ®;,; = 0.
Daca admitem ca poate exista sarcina si pe suprafata AS atunci putem scrie:

Aq = Aq, + Ag, (7.363)

unde Ag, este sarcina de suprafata, iar Ag, este sarcina din volumul cilin-
drului. Atunci cand inatimea tinde la zero si sarcina de volum Ag, va tinde
la zero. Relatia 7.362 devine:

(51 - 52) AAS = Ag, = 0AS (7.364)

unde o este densitatea de sarcina de pe suprafata.
Rezulta:

(131 - 132) =0 (7.365)
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Deoarece

Dln
D2n

3 S
|

Dy
Dy

sunt componentele normale la suprafata de separatie dintre cele doua medii
relatia 7.365 se mai poate scrie ca:

Dln_DQn:J

Daca pe suprafata de separatie dintre cele doud medii nu exista sarcini
electrice atunci:

Dln - D2n

adica componenta normala a inductiei cAmpului electric este continua.
Pentru componentele normale ale inductiei cAmpului magnetic vom utiliza
tot teorema lui Gauss ca si in cazul anterior:

BiiiAS — Byt AS + gy = 0 (7.366)
Se face inaltimea cilindrului sa tinda la zero Ah — 0. Atunci:
<§1 - gg) ﬁ - 0
Cum:

Bin = By, ; Byt = By,

unde By, si By, sunt componentele normale ale inductiei cAmpului magnetic,
rezulta:

Bln — B2n

La suprafata de separatie a doua medii componenta normala a vectorului
inductie cAmp magnetic este continua.
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P

Figura 7.43: Constructie pentru demonstrarea relatiilor dintre componentele
tangentiale ale intensitatii campului electric si componentele tangentiale ale
intensitatii campului magnetic la suprafata de separatie dintre doua medii

7.8.2 Conditii la limita pentru componentele tangentiale
ale intensitatii cAmpului electric si intensitatii
campului magnetic

Pentru a rezolva aceasta problema se face constructia indicata in Fig. 7.43.

Fie S suprafata de separatie dintre cele doua medii. Sectionam aceasta
suprafata cu un plan P care poate fi considerat perpendicular pe o portiune
micad AS din aceasta suprafatd. Construim in planul P un contur drep-
tunghiular ABCD care intersecteaza suprafata S in interiorul portiunii AS.
Se considera AB=CD=A[ iar AD=BC=Ah laturile laterale fiind paralele cu
normala 77 la suprafata de separatie. Vectorul unitar al tangentei la linia de
intersectie dintre suprafata S si planul P o not&m cu . Orientarea sa este
astfel aleasa incat sa verifice relatia:

t=7x1 (7.367)

unde 7 este un vector normal la planul P.
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Conditiile la limita pentru componentele tangentiale ale inten-
sitatii campului electric

Se considera circulatia vectorului E pe conturul ABCD

. - 0B
EltAl - EgtAl —|— Clat - —EAlAh (7368)

In relatia de mai sus am impartit circulatia vectorului E in trei parti.
Primii doi termeni corespund laturilor AB gi CD iar al treilea termen cores-
punde laturilor BC si DA. Se micgoreaza inaltimea Ah — 0 , astfel incat
laturile AB si CD se confunda pe suprafata de separatie; termenul Cj,; se
anuleaza. Rezulta:

(El - Ez) £=0 (7.369)

Pentru a interpreta aceasta egalitate trebuie sa tinem cont ca orientarea
lui ¢ pe suprafata de separatie este arbitrara in raport cu intensitatea cAmpu-
lui electric, deoarece putem roti planul P in raport cu normala 7. De aceea
putem considera c& ¢ coincide cu directia proiectiei vectorului E pe S. Atunci:

E_:lf — Elt
EQ{ - E2t
unde Fy; si Ey sunt componentele tangentiale ale caAmpului electric in cele
doua medii. Rezulta:
E = By (7.370)

adica componenta tangentiala a vectorului intensitate cAmp electric este con-
tinua la suprafata de separatie dintre doua medii.

Egalitatea 7.369 poate fi pusa sub o alta forma tindnd cont de relatia
7.367. Rezulta:

(El—E}> (7 x ) = [ﬁx (El—ﬁg)]%:o
Aceasta egalitate nu mai depinde de sensul vectorului 7 care indica ori-
entarea lui P. Atunci:

7 % (El - Ez) ~0 (7.371)
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Figura 7.44: Densitatea curentului de suprafata

Formula 7.371 are avantajul de a include in ea un vector 7 perfect definit
care nu depinde de sensul cAmpului studiat.

Conditiile la limita pentru componentele tangentiale ale inten-
sitatii cAmpului magnetic.

Ca si in cazul precedent se scrie ciculatia vectorului H pe conturul ABCD

— — -5 =2
HytAl — Hyt Al 4 Cpoy = — <aa_t + j> FAIAD (7.372)

unde C},; este contributia laturilor laterale la circulatia lui H. Ca si in
cazurile anterioare se trece la limitd ( Ah — 0), contributia laturilor BC si

DA la circulatia vectorului H este nuli iar termenul — <85 / 8t> TAIA se

anuleaza. Termenul j7AIAA se anuleaza daca nu exista curenti de suprafata.
Un curent de suprafata se caracterizeaza prin densitatea superficiala

- —»AI

Js = lim do—~~ (7.373)

unde 7, este versorul ce indic# sensul curentului, iar Al este un element al
liniei ce este perpendiculard pe AT (Fig. 7.44)
Atunci

xr2
JEAIAR = 7Al / jda (7.374)
1

unde 1y — x; = Ah.
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Atunci cand Ah — 0 conturul se reduce la un element Al dar integrala nu
se anuleaza deoarece portiunea Al este traversata de totalitatea curentului
superficial. Atunci:

7AI / jdz — 77,Al (7.375)

Rezulta:
(ﬁ1 - ﬁz) P=77 (7.376)
Tinand cont de 7.367 relatia 7.376 devine:
(ﬁl - ﬁg) (7 x ) = [ﬁ x (F[l - ﬁz)] 7=

Sau:

7 x (H1 - H2) =7, (7.377)

Rezultatul arata ca in prezenta unui curent pe suprafata de separatie a

doua medii, vectorul intensitate cAmp magnetic prezinta o discontinuitate.

In absenta curentului superficial componenta normala a intensitatii cAmpului
magnetic ramane constanta:

Hy, = Hy, (7.378)

7.9 Teorema Poynting si conservarea energiei

7.9.1 Campul electromagnetic si transformarea energiei

Fie W (t) energia campului electromagnetic dintr-un volum V. Aceasta poate
varia in timp. Daca:

a) dW/dt <0
energia campului electromagnetic se diminueaza. Descresterea energiei cam-
pului poate fi datorata absortiei acesteia de catre mediu, transformarii in alt
tip de energie sau emisiei de radiatii electromagnetice. Daca:

b) dW/dt > 0
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are loc o crestere a energiei cAmpului electromagnetic. Ea se poate rea-
liza datorita existentei unor surse in domeniul considerat precum si datorita
patrunderii de radiatii electromagnetice prin frontiera domeniului.

Pentru studiul energiei campului electromagnetic se va considera pentru
inceput o sarcina pozitiva ¢ intr-un camp electric E. Asupra acesteia va
actiona o forta F = qE . Lucrul mecanic efectuat de cAmp cand sarcina este
deplasata pe distanta dl este:

5L = qEdl (7.379)

iar puterea consumata de camp este:

OL  odl o
= -—-— E— pu— T .
g = = (7.380)

Daca se considera ci sarcina ¢ ocupa volumul AV foarte mic atunci se
poate exprima sarcina ca fiind distribuita cu o densitate p.

P

q = pAV (7.381)

Putem exprima energia consumata de camp in domeniul AV ca fiind:
AP = piEAV (7.382)
Se poate astfel defini o densitate de putere consumata:
p=—=piE =] (7.383)
Cum:

j=oE (7.384)

atunci densitatea de putere se poate scrie:

p=oE? (7.385)

Puterea disipata intr-un volum V' este:

pP= / / /V JEdv = / / /V o E*dv (7.386)
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Aceasta este legea lui Joule. Pentru a o exprima sub o forma mai cunos-
cuta vom considera cazul unui domeniu sub forma cilindrica in care curentul
curge de-a lungul axei sale. Atunci putem exprima puterea consumata astfel:

P= /l / /S JEdIdS = (El) (jS) = UI (7.387)

Pentru a considera actiunea surselor, relatia 7.384 se schimba cu
j=o (E v E) (7.388)

Aceasta inseamna ca aldturi de cAmpul electrostatic E existd si un cAmp
imprimat E; care nu derivd dintr-un potential. Exista mai multe cazuri in
care pot aparea caAmpurile imprimate:

a) campuri imprimate datorate neomogenitatilor de material si neomogeni-
tatilor de temperatura care dau efectele termoelectrice.

b) campuri electrice imprimate de natura electrochimica.

c) campuri electrice imprimate care apar datoritd fenomenului de in-
ductie.

In acest caz densitatea de putere se poate scie ca:

o j(j—aﬁz)

p=E= =02~ JE, (7.389)

g

Rezulta ca densitatea de putere poate fi pusa sub forma unei sume de doi
termeni

P =Dpp+Ds (7.390)
Termenul p, = 0’152 este densitatea de putere pierduta de campul elec-
tromagnetic iar termenul p, = —j’EZ- reprezinta densitatea de putere care este

castigata de campul electromagnetic.

7.9.2 Ecuatia de bilant energetic

Din legea circuitului magnetic rezulta:

j=VxH-=— (7.391)

Atunci:
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JEae= ], 7

Folosind identitatea vectoriala:

- a ~8D
E d .392
at ] v (7.392)

V(ﬁxﬁ>:ﬁ(VxE>—ﬁ<VxFI>

si legea lui Faraday

~ 0B
E=—
V x T
relatia 7.392 devine:
D B
[[[ 80— [[] v (5 )+ 82 2%] 0 aany

Ne vom limita in continuare discutia la mediile macroscopice care au
proprietati liniare. Admitem ca expresiile densitatilor de energie ale campului
electric si magnetic sunt valabile i pentru cAmpuri variabile in timp.

Notam densitatea totala de energie a cAmpului electromagnetic cu

w= - (ED + éﬁ) (7.394)

Cum:

——E—+H (7.395)

relatia 7.393 se scrie:

[ Bt~ [ 59 (Ex )|

Tinand cont de 7.389

JI[ (o7 =ig)as == [[[ G [[ (B i) aa
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%///Vudv:///vjﬁidv—///va1?dv—///g<§><ﬁ>d/f (7.396)

unde X este suprafata care inconjoara volumul V' iar dA este elementul de
suprafata.

Rezultd ci variatia energiei cAmpului in unitatea de timp [, (Ou/0t) dv
este datorata transformarii energiei neelectrice in energie a cAmpului electro-
magnetic [ fv fﬁidv pierderilor de energie prin efect Joule [[ fv a*1f2dv si
transferului de energie electromagnetica prin suprafata > data de integrala

//E(Exﬁ)ds

S=ExH (7.397)

Vectorul

poarta numele de vector Poynting si el trebuie interpretat ca densitatea
fluxului de putere transferata prin suprafata 3. Deoarece energia dintr-un
volum V este W = fv udv relatia 7.396 se mai poate scrie:

@:/// fﬁidv—/// a—ledv—// SdA (7.398)
dt v v >

Relatia 7.398 poarta denumirea de Teorema Poynting.
Formula 7.398 mai poate fi scrisa sub forma diferentiala astfel:

ou = B ;
8—? =B, — 02— V§ (7.399)



