Capitolul 6

Elemente de f izica statistica

6.1 Introducere

Atunci cand se studiaza proprietatile unor corpuri macroscopice putem tine
seama in mod explicit de structura acestora sau putem face abstractie de
ea. Pana la sfarsitul secolului trecut nu s-a tinut cont de aceasta structura
datorita faptului ca fizica era putin dezvoltata si nu se cunostea structura
materiei. Astfel s-a dezvoltat termodinamica fenomenologica, care agsa cum
s-a aratat in capitolul anterior, se bazeaza pe o serie de postulate. Daca se
cunoaste una din functiile caracteristice sistemului se pot determina propri-
etatile macrosocopice ale acestuia. Totusi termodinamica nu poate singura
sa~si furnizeze aceste functii deoarece principiile termodinamicii sunt astfel
formulate incat sa fie independente de structura materiei.

Rezulta ca pentru determinarea acestor functii caracteristice este necesara
o metoda de cercetare a corpurilor care sa tina seama de structura lor. Exista
o dificultate esentialil a acestei metode. In cazul termodinamicii cand facem
abstractie de structura corpurilor este nevoie de un numar mic de parametri
pentru a caracteriza starea unui corp. Caracterizarea miscarii si aranjarii
tuturor constituentilor (atomi gi molecule) necesitd cunoasterea unui numar
imens de parametri. Daca se considera fiecare atom sau moleculd un punct
material, pentru a cunoaste starea sistemului ar trebui cunoscute evolutia in
timp a pozitiei gi vitezelor acestora, lucru care nu este posibil.

Totusi, trebuie sa remarcam ca intre valorile parametrilor macroscopici
si cel microscopici trebuie sa existe anumite relatii. Cunoasterea starii mi-
croscopice trebuie sa determine cunoasterea starii macroscopice. Reciproc
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202 CAPITOLUL 6. ELEMENTE DE F IZICA STATISTICA

cunoasterea starii macroscopice nu determina in mod unic cunoasterea starii
microscopice in sensul ca exista o multime de stari microscopice compatibile
cu starea macroscopica data.

Presupunem ca asupra unui anumit sistem termodinamic se efectueaza
o anumita experienta care-l1 aduce intr-o anumita stare macroscopica data.
Starea microscopica insa nu este determinata si ea poate fi una din starile
microscopice compatibile cu starea macroscopica data. Daca se repeta expe-
rienta nimic nu garanteaza cd se ajunge in aceiagi stare microscopica (desi
starea macroscopicd este aceiagi). Rezultd cd trebuie luate in considerare
multitudinea starilor microscopice compatibile cu starea macroscopica data.

Totalitatea starilor microscopice compatibile cu o stare macroscopica data
formeaza un colectiv de stari numit colectiv statistic sau colectiv virtual.
Se poate privi colectivul statistic si ca o multime de sisteme termodina-
mice aflate in totalitatea starilor microscopice ce sunt compatibile cu o stare
macroscopica data.

Se admite ca sistemul pe care-1 studiem este compus dintr-un numar
foarte mare de particule (pot fi considerate particule si anumite conglomerate
care in timpul evolutiei sistemului nu se modifica si interactioneaza intr-un
mod specific). Se presupun cunoscute fortele care se exercitd asupra fiecirei
particule, atat interne cat si externe si ca aceste forte sunt conservative.
Se considera ca intreaga energie a sistemului este de natura mecanica si
inglobeaza energia cinetica a particulelor precum si energia potentiala de
interactie dintre particulele sistemului, iar legile dupa care are loc migcarea
sistemului sunt legile mecanicii clasice.

Pentru a formula problema fundamentala a statisticii clasice este necesar
sd se introduca notiunea de spatiu al fazelor pe care-l vom mai defini inca
o data. Fie un sistem cu f grade de liberate. Notam cu ¢; , ¢2 ,..., gf co-
ordonatele generalizate si cu p; , ps ,..., py impulsurile generalizate. Starea
sistemului la un moment dat este determinata de valorile celor f coordonate
generalizate si a celor f impulsuri generalizate. Daca se considera un spatiu
cu 2f dimensiuni avand ca axe cele f coordonate generalizate si cele f im-
pulsuri generalizate pe care-1 numim spatiul fazelor, starea sistemului intr-un
astfel de spatiu este reprezentata de un punct. Cand starea sistemului vari-
aza atunci punctul reprezentativ din spatiul fazelor descrie o anumita curba,
pe care o vom numi traiectorie de faza.

Daca se cunoagte hamiltonianul sistemului atunci evolutia ulterioara a
punctului reprezentativ este perfect determinata de ecuatiile canonice gi condi-

tiile initiale p (o) , ¢ (to) -
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In cazul sistemelor conservative:

f
dH OH . O0H .
@ =2 (G ) =0

adica energia este o integrala prima a miscarii ceea ce inseamna ca ea se
conserva. Aceasta lege admite o interpretare simpla. Sa consideram locul
punctelor din spatiul fazelor ce corespund energiei £ = const. Cum ener-
gia este o functie de coordonatele generalizate ¢; , ¢ , ..., g si impulsurile
generalizate p1 , pa ..., Py

E(Ql y 42 5.y Qf y P1y, P25 -eny pf) = const (61)

Aceastd ecuatie (in analogie cu cazul tridimensional) reprezintd o hiper-
suprafata 2f — 1 dimensionala in spatiul fazelor. Rezulta ca daca energia
sistemului nu se schimba, traiectoria punctului va fi o curba pe aceasta
suprafata. Vom considera o restrictie si anume ca punctele sistemelor fizice
nu se pot departa la infinit unele de altele (deoarece in acest caz am avea
de-a face cu sisteme deschise). Aceasta inseamna céd suprafetele de energie
constanta nu au panze care sa se extinda la infinit. O suprafatd de energie
constanta este o suprafata inchisa deoarece constituie frontiera regiunii din
spatiul fazelor in care se gasesc toate punctele care corespund unor valori a
energiei mai mici sau egale cu valoarea data.

Fie un sistem inchis iar A o marime a sistemului care depinde de coor-
donatele si impulsurile generalizate. Media temporala a marimii respective
este:

1 T
A) = lim — A t) dt 6.2
()= Jim 7 [ 40,00 (6.2
unde prin ¢ se intelege ansamblul variabilelor ¢; , g2 ,..., gy iar prin p se
intelege ansamblul variabilelor p; , pa , ..., py.

Aceasta medie presupune integrarea ecuatiilor de miscare, lucru care prac-
tic este imposibil de realizat datorita numarului imens de particule pe care le
au chiar si cele mai simple sisteme. Asa cum s-a discutat anterior chiar daca
starea macroscopica a sistemului este bine determinata, starea microscopica
nu este determinata, adica pozitia punctului reprezentativ in spatiul fazelor
nu este univoc determinata.

Pentru o stare macroscopica data numarul starilor microscopice este foarte
mare.
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Figura 6.1: Traiectoria generalizata in spatiul fazelor pentru un oscilator
armonic

Sa consideram ca exemplu o particuld de masa m care oscileaza cu pul-
satia w. In acest caz spatiul fazelor este bidimensional. Fixand valoarea
energiei F toate starile sistemului se afla pe o elipsa (Fig. 6.1).

p° ¢

2mE + 2F /mw?

Aceasta elipsa reprezinta traiectoria punctului reprezentativ in spatiul

fazelor. Daca am impune conditia ca H < E , atunci toate punctele din

interiorul elipsei H = E sunt compatibile cu restrictia impusi. In acest caz

trebuie remarcat ca numarul de stari microscopice este o functie de energie.

Intr-adevir considerand numirul de stiri proportional cu aria elipsei atunci
numarul acestora € este:

2F 1/2
Qwﬂ@mmm<——> ~E

mw?

Pentru un sistem de N oscilatori independenti cu hamiltonianul

H = Z (277% + m,w qZ)

numarul de stari pentru care H < E este:

O~ EN
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In acest caz numirul de stiri este o functie rapid crescitoare de F,
deoarece pentru un sistem macroscopic N ~ 10%2.

Se notdm cu V (E), volumul din spatiul fazelor limitat de suprafata de
energie constantd H (p , ¢). Atunci:

V(E) = / /H i (6.3)

unde cu dp s-a notat dpdps...dp; , iar cu dgq s-a notat dq;dqs...dgy.

Se observa cd V (E) are dimensiunea unei actiuni la o putere egald cu
numarul gradelor de libertate al sistemului.

Pentru a calcula numarul de stari trebuie sa tinem cont ca din punct
de vedere al mecanicii cuantice impulsul si coordonata satisfac relatia de
incertitudine:

AgAp > h (6.4)
unde h este constanta lui Planck. In cazul unui sistem cu cu f grade de
libertate

Ap1Aps.. . ApsAqiAgy...Agp > h' (6.5)

Din acest motiv nu are sens s& se discute localizarea unei stari mecanice
intr-un volum mai mic decat h/. Astfel numsrul de stiri din volumul marginit
de suprafata de energie constanta E este:

Q(B) = %/---/HSEdpdq (6.6)

Se poate astfel defini o densitate de probalitate (sau o functie de dis-
tributie) p(p , ¢) care permite exprimarea probabilitdtii ca starea micros-
copica a sistemului sa se afle intr-un anumit volum din spatiul fazelor dpdq

1
dP = mp(p , q)dqdp = p(p, q)dQ (6.7)
unde
_ dpdq

reprezinta numarul de stari din elementul de volum dpdq din spatiul fazelor.
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Probabilitatea ca punctul reprezentativ al sistemului sa se gaseasca intr-
un domeniu D al spatiului fazelor se obtine prin integrare pe tot domeniul
D.

Deoarece punctul reprezentativ al sistemului se afla undeva in spatiul
fazelor evenimentul este o certitudine si are probabilitatea egald cu unitatea.

/ /pqdpdq / /pqu—l

Relatia reprezinta conditia de normare a probabilitatilor.

In continuare se va discuta situatia unui sistem ce contine particule iden-
tice care au fiecare s grade de libertate. Daca N este numarul de particule
din sistem atunci numarul de grade de libertate al sistemului este:

f=Ns (6.9)

In mecanica clasics desi particulele sunt discernabile trebuie remarcat c&
daca se permuta doua particule identice intre ele, cele doua stari ale sistemu-
lui sunt identice, desi in spatiul fazelor le corespund puncte diferite. Atunci
unei stari mecanice a sistemului i se asociaza N! stari mecanice echivalente
care se obtin prin cele N! permutari ale celor N particule. Astfel vom asocia
acestor N! stiri mecanice echivalente o singuri stare microscopici. In acest
caz numarul de stari microscopice din elementul de volum dqdp din spatiul
fazelor este:

1 dpdq
NI hNs
iar probabilitatea de a gasi sistemul in elementul de volum dqdp din spatiul
fazelor se va scrie:

dQ = (6.10)

dP =

1
AP P @) dpdg (6.11)

Se observa ca relatiile 6.8 si 6.11 din cele doua cazuri considerate le putem
scrie ca:

dP =p(p, q)dQ (6.12)

unde df) este dat de relatiile 6.8 sau 6.10, dependent de situatia studiata.

Trebuie subliniat ca functia de distributie nu depinde de starea initiala a
sistemului, influenta acesteia fiind complet nesemnificativa in timpul evolutiei
sistemului.
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Pentru a intelege sensul celor discutate mai sus se presupune un sistem
fizic care se aduce intr-o starea fizica considerata. Se efectueaza aceasta
experienta de M ori. De fiecare data starea microscopica va fi alta, dar va fi
compatibila cu starea macroscopica data. Fie Mp numarul de stari ale caror
puncte reprezentative se afld in domeniul D. Raportul Mp /M este frecventa
relativa de realizare a starii respective. Cand M este foarte mare aceasta
frecventa este egald cu probalitatea de realizare a starii. Aceiasi interpretare
se obtine daca se lucreaza cu un colectiv statistic si se face o experienta
cu cele M sisteme. Daca se cunoagte functia de distributie atunci se poate
calcula valoarea medie a oricdrei marimi A(p , ¢) prin inmultirea valorilor
sale cu probabilitatea corespunzatoare si integrand peste tot spatiul fazelor:

<A>=/---/A<p, D0, p)do (6.13)

O problema importanta de rezolvat consta in a se gasi legatura intre media
temporala si media spat iala. Atunci cind se efectueaza o mediere tempo-
rala, aceasta implica considerarea unei succesiuni de pozitii ale punctului
reprezentativ in timp. Pe de alta parte media spatiala se face considerand
punctele reprezentative ale ansamblului statistic la un moment dat.

Cele doua sisteme de puncte din spatiul reprezentativ nu coincid ast-
fel incat valorile medii nu ar trebui sa coincida. Pentru a depasi aceasta
dificultate a fost emisa ipoteza ca media temporala coincide cu media spatiala
(aceastd ipotezd este numita ipoteza ergodica).

La inceput s-a presupus ca traiectoria punctului reprezentativ al sistemu-
lui trece prin toate punctele ansamblului virtual. Totusi aceasta ipoteza este
in contradictie din punct de vedere matematic cu proprietatile curbelor.

Ipoteza ergodica nu a putut sa fie demonstrata decat in anumite situatii
particulare. O solutie a fost sugerata in 1938 de R. Tolman. El considera ca
un ansamblu statistic caruia ii sunt precizati parametri macroscopici este ca-
racterizat din punct de vedere dinamic doar partial. Rezulta ca atunci cand se
doreste cunoasterea modului de distributie al punctelor reprezentative trebuie
sa se considere un nou principiu gi anume acela al ipotezei probabilitatilor
apriori egale pentru toate punctele din spatiul fazelor.

In concluzie problema fundamentala a statisticit consta in determinarea
functier de distributie pentru sistemul considerat.
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6.1.1 Teorema Liouville

Fie un domeniu Dy din spatiul fazelor care corespunde unui ansamblu statis-
tic la momentul initial. Cand are loc un fenomen fizic punctele ansamblului
statistic evolueaza in timp astfel ca la momentul ¢ acestea vor ocupa un nou
domeniu D;. Teorema lui Liouville afirma ca volumul in spatiul fazelor a
domeniului Dy este egal cu volumul lui Dy, sau intr-o alta formulare volu-
mul din spatiul fazelor este un invariant al miscarii. Acest fapt se exprima
prin egalitatea:

2 (p,q)
dpdg = —22_dnod 6.14
P = 5 ) P (6.14)
(

unde p = p(t) , ¢ =q(t) , po=p(0), @ = q(0), iar (p,q) /O (po, qo) este
Jacobianul transformarii.

Pentru a demonstra teorema lui Liouville trebuie aratat cd Jacobianul
transformarii este egal cu unitatea.
Fie A (p,q) o méarime ce nu depinde explicit de timp.

dA /04 94 N r9AOH OAOH
&= 2 (apﬁ” "o q’) > <api 94 O am) A 64

unde :

L:ii(aﬁra aHa) (6.16)

i—1 dq; Op; - Opi O

este operatorul lui Liouville. Solutia formala a ecuatiei 6.15 este:

A (t) = [exp (—iLt)] Ag (6.17)
In particular:

p(t) = [exp (—iLt)] po (6.18)

0(t) = [exp (—iLt)] do (6.19)

Atunci:
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a<p7 Q) o 0 (671’Ltp0 ) 67Z‘Lt(]0)

2 (po, q0) d(po, )
d(p,q) (e ™1 0 -
d(po,q) \ 0 ey ) =1 (6.20)

In expresia 6.20 s-a tinut seama ca pentru orice constanta:

2 (—iLt)"
L) o |e=e
n=1

e—tha —

6.1.2 Ecuatia Liouville

Vom arata cd functia de distributie p (p , ¢, t) satisface ecuatia:

dp
5 = o} (6.21)

unde :

{H,p}zZ(éHap 8H8p) (6.22)

i—1 Ipi Oq; - dq; Op;

Pentru a demonstra aceasta teorema se observa ca pentru un domeniu
infinit de mic existd o egalitate intre frecventa relativdi dM/M de a gasi
punctele reprezentative ale colectivului statistic in volumul dpdq din spatiul
fazelor (dM reprezintd numéarul de puncte care se gasesc in volumul consi-
derat, iar M este numdarul total de puncte al colectivului virtual) si pro-
babilitatea p (p, ¢) d2 ca un punct si se giseascd in volumul dpdg. In timp,
cele dM puncte repezentative se deplaseaza in spatiul fazelor si vor ocupa la
momentul ¢ volumul dp'dq’. Atunci:

dM
M

Conform teoremei lui Liouville volumul din spatiul fazelor raméane invari-
ant. Atunci:

=pp, d2=p(, ¢)dY (6.23)

p(p.q)=p.d) (6.24)
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Considerand ¢’ un moment de timp infinit de apropiat de ¢, adica t’ = t+dt
se poate scrie:

pPr=p(t")=p(t+dt)=p(t)+pdt (6.25)

¢ =q(t')=q(t+dt)=q(t)+ qdt (6.26)
Egalitatea 6.24 devine:

p(p,q,t) =plp(t) +pdt , q(t) +qdt 1]

p(p,a,t)=p(p,q.t +Za pzdt+z dt+
dp 8H 8p 8H 8p
p(p.a.t) = p(p.q.t) + Z ol ¥ R (6.27)

de unde rezulta egalitatea 6.21.

6.1.3 F luctuatii

In fizica macroscopici mirimile ce caracterizeazs un sistem aflat in stirile de
echilibru sunt perfect determinate. Totusi din punct de vedere al structurii
corpurilor marimile respective sunt marimi aleatorii deoarece pentru calcu-
larea lor se face o mediere in spatiul fazelor. Aceastd contradictie duce la
concluzia ca legile statisticii sunt de asa natura incat abaterile mari de la
valoarea medie sunt extrem de putin probabile. Daca se masoara cu precizie
marimile macroscopice se pot pune in evidenta mici abateri de la valoarea
medie, denumite fluctuatii. Matematic vom defini abaterea de la valoarea
medie a marimii respective ca A (p,q) — (A). Daca se face pur si simplu o
medie a acestei marimi rezultatul este nul. Din acest motiv se calculeaza o
medie a patratelor abaterilor. Aceastd medie se numeste abatere patratica
medie si este 0 masura a marimii fluctuatiilor marimii respective. Tinand
seama de 6.13 rezulta:

((AA)?) = ((A— (A))?) = / . / Apa) — (AP p(rg)d2  (6.28)
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(@ap) = [ [ a2 [ [apadasar [ o

Sa

((AA4)°) = (A%) —2(4)" + (4)°

si in final

((AA)*) = (A?) — (A4)? (6.29)

S-a ales medierea in spatiul fazelor deoarece conform ipotezei lui Gibbs o
mediere temporala se poate inlocui cu o mediere spatiala.

6.1.4 Starile de echilibru

Asa cum s-a discutat anterior problema mecanicii statistice consta in gasirea
functiei de distributie p (p , ¢) la momentul cand sunt specificate conditiile in
care se afla sistemul. Nu exista reguli generale pentru aflarea acestei functii
insa existd un caz in care se poate solutiona problema. Acesta este cazul
echilibrului termodinamic in care starea persista atata timp cat conditiile
exterioare nu se schimbé. In termodinamici proprietitile sistemului aflat in
starea de echilibru se pot obtine daca se cunosc ecuatiile de stare. Exista
doua posibilitati de obtinere a ecuatiilor de stare: fie pe cale experimentala,
fie pe baza unor considerente de fizica statistici (in cadrul cdreia obtinerea
marimilor se face pornindu-se de la un anumit model al structurii sistemului
considerat).

In stirile de echilibru valorile marimilor macroscopice nu variazi in timp.
Aceasta inseamna ca functia de distributie nu depinde explicit de timp, adica
Op/0t = 0. Atunci din ecuatia Liouville rezulta:

(H,p} =0 (6.30)

Aceasta ecuatie arata ca la echilibru functia de distributie depinde numai
de integralele prime ale miscarii (este ea insdsi o integrald prima a migcarii).
Deoarece mediile calculate trebuie sa se bucure de proprietatea de adi-
tivitate, integralele prime de care depinde functia de distributie trebuie sa
fie aditive. Pentru un sistem izolat constantele de miscare care se bucura
de aceasta proprietate sunt: hamiltonianul (care coincide cu energia in cazul
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sistemelor conservative), impulsul si momentul cinetic. Deoarece se poate
alege un sistem de referinta in care impulsul si momentul cinetic sa fie nule
atunci functia de distributie nu depinde decdt de hamiltonian (si evident de
numarul de particule).

Faptul ca functia de distributie depinde numai de hamiltonianul sistemu-
lui apare ca o ipoteza si se incadreaza in teoria ergodica.

6.2 Distributia microcanonica

6.2.1 Expresia distributiei microcanonice

Asa cum s-a discutat in paragraful anterior functia de distributie depinde
de H (hamiltonianul sistemului) care in cazul sistemelor in care fortele sunt
consevative este chiar energia sistemului.

Se considera pentru inceput un sistem izolat care se afla in echilibru ter-
modinamic. Acestui sistem ii corespunde un colectiv statistic numit ansam-
blu microcanonic. Sistemul este caracterizat prin numarul de particule N si
volumul V. Atunci energia sistemului este bine determinata si H = F.

Din acest motiv functia de distributie are un caracter singular fiind nula in
tot spatiul fazelor cu exceptia punctelor de pe hipersuprafata H (p , q) = E.
Pe de alta parte ea trebuie sa satisfaca conditia de normare.

/.../p<p, ¢)d = 1 (6.31)

Pentru a nu lucra cu functii singulare se admite ca energia este determi-
nata pana la o abatere foarte mica:

AE<E (6.32)

Deoarece sistemul este izolat, este plauzibil sa presupunem ca toate starile
microscopice compatibile cu conditiile date au posibilitati egale de realizare,
adica ele se realizeaza cu aceiagi probabilitate. Atunci:

C E<H<E+AFE

p(p, a)=p(H) ={ 0 1 rest (6.33)

Valoarea constantei C' se determina din conditia de normare. In acest caz
singura contributie diferita de zero este cea data de regiunea cuprinsa intre
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suprafetele de energii F si F4+ AFE. Pentru a simplifica notatiile se introduce
functia:

1 0<z<AFE
A(z) = { 0 in rest (6.34)

Astfel conditia de normare devine:

o// o — 1 (6.35)
E<H<LE+AFE

Deoarece constanta C' iese de sub semnul integralei trebuie calculat numa-
rul de stari ale sistemului al carui punct reprezentativ se afla in spatiul fazelor
cuprins intre cele doud suprafete de energie constanta. Se noteaza cu Q (E)
numarul de stari din interiorul volumului marginit de suprafata de energie
constanta F.

// 0 = Q(E + AE) — Q () (6.36)
E<H<E+AE
Cum AF este foarte mic:
Q(FE
Q(F+AFE)-Q(FE) = 0 8<E )AE (6.37)
Se noteaza de asemenea
00 (F)
Q(F) = :
() =220 (6.39)
Din relatia 6.35 rezulta:
c- ! (6.39)
- (E)AFE '
Astfel functia de distributie are forma:
1
H=————AH-FE A4
p(H) = A (- B) (6.40)

Aceasta expresie poartda denumirea de functie de distributie microcano-
nica clasica.

Cu ajutorul functiei de distributie se poate calcula valoarea medie pe
ansamblul virtual a oricarei variabile dinamice a sistemului:
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= m / - /E<H<E+AE A0 (641

Sau

<A>_m[/--./H@+AEAdQ—/-.. H@Adﬂ} (6.42)

<A>Q(é%a%/”'/HgEAdQQ/EE)%/'”/IKEACEQ )
6.43

Se observa ca in aceasta expresie AE nu mai apare asa incit valoarea
medie corespunde cazului cand AFE tinde la zero.

6.2.2 Interpretarea statistica a entropiei

Pentru a stabili legatura cu termodinamica se considera doua sisteme in con-
tact direct. Peretele separator este rigid si nu permite trecerea particulelelor
dintr-o parte in alta. In plus ansamblul celor dous sisteme este izolat de
exterior.

Hamiltonianul celor doua sisteme este:

H = Hy + Hy + Hy (6.44)

unde Hi, este hamiltonianul de interactie dintre cele doua sisteme. Pre-
supunem ca Hiy este extrem de mic si poate fi neglijat in calcule. Totusi el
exista gi este absolut necesar pentru stabilirea echilibrului dintre cele doua
sisteme.

In termodinamicg daci se ajunge la echilibru, H; si H, au valori bine de-
terminate. In fizica statistic ele sunt insi m&rimi aleatorii, deoarece starea
de echilibru nu este o stare statica in care marimile nu mai variaza in timp.
Trebuie remarcat ca pentru H; si H, exista anumite valori extrem de proba-
bile si ca orice abatere de la ele este putin probabila. Vor trebui determinate
functiile de distributie pentru marimile H; si H,. Cum in conditii de echilibru

H = H, + Hy = const (6.45)
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putem sa ne fixam atentia asupra lui H;. Presupunem ca si in cazul anterior
ca energia sistemului reunit poate lua valori in intervalul £, E4+AF . Atunci
densitatea de probabilitate pentru sistemul total are expresia data de relatia
6.33, iar probabilitatea ca punctul respectiv sa fie in intervalul delimitat de
cele doua suprafete de energie constanta este:

unde df); este numarul de stari corespunzator primului sistem iar df), este
numarul de stari al celui de-al doilea sistem. Ne intereseaza in continuare
probabilitatea ca starea primului sistem sa se gaseasca in elementul de volum
dS), indiferent de starea sistemului al doilea. Pentru aceasta se integreaza
peste toate elementele de volum df2;. Cum energia primului sistem o consi-
deram fixata atunci:

EFE—-FE <E,<E+AFE-—-E; (6.47)
iar probabilitatea considerata este:

00y (E — Ey)
oF
Cum valoarea constantei de normare este data de relatia 6.39 rezulta:

dP = Cd, AE (6.49)

1 00 (E - Ey)

- (E) OF
Pentru a determina probabilitatea ca energia primului sistem sa fie cuprin-

sa intre valorile F; si By +dE; se integreaza expresia de mai sus pe toate ele-

mentele de volum df2; pentru care energia variaza in intervalul F; si E1+dFE;.
Se tine cont ca:

P o, (6.50)

o
e dQ)y = —dFE 6.51
/ /E1<E<E1+dE1 ! aEl ' ( )

Aceasta probabilitate o vom nota cu dP; si este data de:

1 00 (E — E) 09, (EY)
O (E) OF 9,

dp, = dE, (6.52)
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Se face ipoteza ca sistemele considerate sunt sisteme cu un mare numar
de grade de libertate. Atunci functiile 92y /0FE si 0 /OF; sunt functii rapid
variabile. Cand 09, /0F; cregte, 02 /OFE scade si invers. Prin urmare pro-
dusul

090, (E — Ey) O
OE  OE,

are un maxim foarte pronuntat pentru o anumita valoare a lui £;. Maximul
se obtine anuldnd derivata logaritmului acestei expresii:

- o0,

d

In 6.53 notatia cu prim indic# prima derivata in raport cu energia. Obtinem:

dIn ) . dln €y
dF, dE,

0 (6.54)
dar

dinQ dinQydE,  dln®

— = 6.55
dE dEy; dE; dEs ( )
deoarece £y = E — F;.
Atunci:
dlnQ) dIn(
— =0 6.56
dFE dFEs ( )
sau:
dinQ)  dIn€
JE. ~ dE (6.57)
Deoarece
ddy
dQ)y = —dFE .
1= E 1 (6.58)

expresia d€); /dE; poate fi interpretata ca o densitate de stari microscopice.

Relatia 6.57 arata ca derivata in raport cu energia a logaritmului densitatii
de stari este aceiagi pentru toate sistemele care sunt in contact. Deoarece
numarul de particule a celor doua sisteme nu se modifica se deduce ca la



6.2. DISTRIBUTIA MICROCANONICA 217

echilibru aceasta derivata trebuie sa fie o functie numai de temperatura ab-
soluta a sistemului, temperatura fiind marimea care caracterizeaza echilibrul
termic. Atunci:

dln Y B
dE

B(T) (6.59)

Sau:

din® = 3(T)dE (6.60)

Deoarece s-a presupus ca peretele separator este diaterm atunci dE are
semnificatia unei cantitati de caldura, adica:

dE = 6Q (6.61)

Rezulta:

dnQ = B(T)6Q (6.62)

Din aceasta ultima relatie rezulta ca (3 (T') este un factor integrant al can-
titatii de caldura elementare. Acest factor integrant este pana la o constanta
egal cu 1/T. Se admite ca:

B(T) = — (6.63)

unde kg este constanta lui Boltzmann.
Pe baza acestor consideratii se poate introduce entropia sistemului ca
fiind data de:

5Q  dlnQ ,

Se integreaza si rezulta:

S =kgIn§Y (E) + const (6.65)

6.2.3 Aplicatii ale distributiei microcanonice la gazul
ideal monoatomic

Se asimileaza gazul ideal monoatomic cu un sistem de N puncte materiale
care se afla intr-un volum V' intre care nu se exercita forte de interactiune.
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Aceasta inseamna ca moleculele nu se pot misca complet liber in sensul ca
peretii actioneaza cu forte repulsive cand moleculele vin in contact cu acestia.
Deoarece nu exista forte de interactie intre molecule energia potentiala
de interactie este nula.
Se aleg ca variabile canonice g; si p; coordonatele si impulsurile carteziene.
Atunci hamiltonianul acestui sistem este:

(6.66)

unde m este masa unei molecule.
Pentru a determina entropia sistemului trebuie sa se calculeze numarul
de stari din interiorul hipersuprafetei de energie E din spatiul fazelor.

0= [ ... dpidps...dpsndqidgs...dgzn
- NIh3N
deoarece orice particula are trei grade de libertate de translatie.
Integrarea asupra elementului de volum dq;dqsdqs da chiar volumul V|
deoarece acestea sunt coordonatele carteziene ale primei particule. Se pro-

cedeaza in acelasi mod gi cu coordonatele carteziene ale celorlalte particule.
Relatia 6.67 devine:

(6.67)

N'th/ /dpldpg dpgN (668)

Integrarea dupa impulsuri se efectueaza pentru valorile ce indeplinesc
conditia

%V: Po¢p (6.69)
i=1 2m

sau
3N
> pi<2mE (6.70)
=1

In spatiul impulsurilor, aceste puncte sunt situate la o distantd de origine
cel mult egala cu v2mFE, adica ocupa volumul unei sfere de raza v2mFE.
Nu se va calcula explicit acest volum ci va fi evaluat facdnd urmatoarele
consideratii. Deoarece aria unui cerc este proportionala cu patratul razei,
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volumul sferei este proportional cu puterea a treia, atunci intr-un spatiu 3N
dimensional volumul sferei este proportional cu R*V. Atunci:

CiVN 2mE)?  CVNEY
A T 5 S VA (6.71)
Derivand:
0N 3N 3N
‘= —=_——CVVE2 ! 72
9 ~ anien v E (6.72)
Rezulta:
3 3N
S = ]{,’BIHQ/ = k‘BIHTC —i—NkBln% +kB (7 - 1) lnE—ln(N— 1)'
(6.73)
Cum numarul de molecule este foarte mare se poate scrie:
3N 3N
— -1~ — N—-1~N 6.74
d iy (6.74)
Utillizand formula lui Stirling
N
InN!~ Nln— (6.75)
e
relatia 6.73 se scrie:
3C V 3Nkp N
Din aceasta relatie se pot deduce proprietatile sistemului:
oS 1 3Nkp
9E T~ 2E (6.77)
oS P ]{?BN
— === 6.78
ov T Vv ( )

In relatia de mai sus F este de fapt energia interng U din termodinamic,
deoarece gazul ideal are doar energie cinetica de translatie.
Astfel se obtin ecuatiile de stare:

o ngNT (6.79)
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pV = kpyNT (6.80)

6.3 Distributia canonica

6.3.1 Expresia distributiei canonice

Utilizarea distributiei microcanonice este destul de incomoda deoarece obti-
nerea numarului de microstari este extren de anevoioasa pentru diferite sis-
teme. Aceastd distributie se foloseste pentru deducerea relatiilor de baza
din fizica statistica. La distributia microcanonica s-a ajuns admitand ca la
echilibru sistemul are o energie bine determinata fapt care este valabil pentru
sistemele izolate. Studiul facut arata ca subsistemele 1 gi 2 care nu sunt izo-
late ci doar in contact termic unul cu altul ating o stare de echilibru in care
energiile £} si Fs nu mai au valori bine determinate si pot admite fluctuatii
extrem de mici. Aceasta conduce la ideea de a studia starea de echilibru a
unui sistem in contact cu un termostat (rezervor termic). Se considerd ca
sistemul 1 este sistemul pe care-1 vom studia iar sistemul 2 este termostatul.
Probabilitatea pentru ca punctul reprezentativ al sistemul 1 sa se gaseasca
in elementul de volum dg;dp; din spatiul fazelor indiferent de starea in care
se gaseste termostatul 2 este data de expresia:

unde C' este o constanta.
Dar din ecuatia:

rezulta:
QL(E — Ey) = exp {w} (6.83)
B

unde F este energia totala a sistemului format din sistem si termostat.
Deoarece termostatul este un rezervor foarte mare de energie £y < F (ener-
gia sistemului 1 este foarte mica in raport cu energia termostatului) se poate
scrie:
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0S; (E)
oF

So(E—Ey) = S5 (E) — B (6.84)

unde

89S, (E) 1
=T (6.85)

iar 1" este temperatura termostatului. Daca se tine cont de relatiile 6.81, 6.84
si 6.85 se poate exprima functia de distributie astfel:

p = Cexp [SQkiE)] exp (— kilT> (6.86)

Expresia de mai sus capata o forma mai simpla daca inglobam factorul
exp [Se (E) /kp| in constantd, deoarece aceasta se referd la termostat. Se
exprimd FE; in functie de variabilele canonice si se noteazd F; = H (p,q).
Atunci functia de distributie devine:

H (p.q)
=C - 6.87
p=Cexp { TnT (6.87)
unde constanta se determina din conditia de normare. Rezulta:
1
C= (6.88)

J - [exp [—%} ds?

Deoarece sistemul se afla la 7', V, N fixati, constanta de normare va
depinde de acesti parametri. Inversa ei se noteaza cu Z (T, V, N):

Z(T,V,N):/~--/exp {—H(p’qq 0 (6.89)

kgT

Ea poartd numele de suma de stare, sau functie de partitie. Atunci functia
de distributie este:

L oxp [ Hp, Q)] (6.90)

P=Z@v,N) P | kT

Aceasta este functie de distributie canonica iar ansamblul respectiv poarta
numele de ansamblu canonic.
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Discutia de pana acum a fost facutd in ipoteza ca energia sistemului
variaza continuu. Atunci probabilitatea ca sistemul si se gaseasca intr-o
regiune din spatiul fazelor este:

dP = Cexp [——H (b, q)} ) (6.91)
kgT
unde df) este dat de una din expresiile 6.8 sau 6.10.
Vom considera situatia in care sistemul poate exista doar in starile discrete
de energie E1, B, ..., E,, .... In acest caz probabilitatea ca sistemul s se afle
in starea de energie F,, este:

E
P, =Cexp (_k i}) (6.92)
B

Constanta de normare se determina din conditia de normare:
Y P=1 (6.93)

Atunci functia de partitie este:

Z = Zexp( kBT) (6.94)

6.3.2 Interpretarea marimilor termodinamice

Odata determinata functia de distributie se pot deduce proprietatile sis-
temelor deoarece se pot calcula valorile medii ale marimilor caracteristice.
Ca exemplu se considera energia sistemelor conservative: aceasta este data
chiar de hamiltonianul sistemului. Energia interna a sistemului se calculeaza

astfel:
U=(H / / H exp ( ) dQ (6.95)

Parametrii de forta sunt definiti prin relatiile:

1=(5) =2

( kBT) dQ (6.96)

Notand
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8= kBLT (6.97)
se poate scrie functia de partitie astfel:
Z = Z(8,T) :/~-/exp(—5H) ds) (6.98)
Atunci:
g—g - —/---/Hexp(—ﬂH) ds) (6.99)

)

Energia interna, parametrii de pozitie si entropia sistemului se exprima
cu ajutorul functiei de partitie a sistemului:
Din 6.95 si 6.99 rezulta:

ZH exp (—BH) ds2 (6.100)
a;

g—g:—/---/Hexp(—ﬁH)dQ:—ZU (6.101)
sau
107 0
=———=——InZ 102
U 705 a5 n (6.102)
iar din relatiile 6.96 si 6.100:
1 [0Z
Ai=—— 1
i 57 (8ai> (6.103)
Astfel:
10

Entropia sistemului se deduce considerand In Z = In Z (5 , a;) ; prin dife-
rentiere:

olnZz olnZz
InZ = : 1
dln 35 dﬁ+zi: 7. da (6.105)

Sau
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dinZ = —UdB -  BAda (6.106)
dar:
dinZ = -UdfS — 0L = —d(UB) + B (dU — 6L) (6.107)
de unde:
U 0Q
InZ =—-d|— — 1
dln d <kBT) + i (6.108)
De aici rezulta:
U
S=kglnZ+ a (6.109)
sau
U-T8 F
InZ =— = —— A1
. kg T knT (6.110)

Relatia de mai sus leaga energia libera de functia de partitie. Relatia se
mai poate scrie:

F
Z = —— 11
Atunci functia de distributie este:
1 H F—H (6.112)
P=Z9P\ Tkt ) ~ PP\ kT '
De aici:
F—H
Inp = A1
np= (6.113)

Se observa ca relatia de mai sus contine marimi microscopice si macros-
copice. Mediind 6.113 se obtine:

F—(H) F-U S

In p) = - 2 114
{In p) kT knT . (6.114)

de unde rezulta:
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S =—kg(lnp) (6.115)
sau:
S = —k/---/plnpdﬂ (6.116)

In cazul in care energia sistemului ia valori discrete probabilitatea ca
sistemul sa se afle in starea de energie F este:

1 E F—-F
oL (- _ 11
Zexp( k:BT) exp( T ) (6.117)
Logaritméand:
F-F
InP = A1
n T (6.118)
si mediind:
F—(E) F-U S
InP) = = = —— 6.119
Py = =7 ksT kg (6.119)

rezulta relatia lui Boltzmann:

S = —kg (In P) (6.120)

Relatia lui Boltzmann arata ca entropia este proportionala cu logaritmul
probabilitatii de realizare a starii respective.

6.3.3 Fluctuatia energiei

Se definegte fluctuatia marimii A ca fiind radacina patrata din abaterea
patratica medie:

VIAA?) = ((A— (A" = ((42) — (1)) (6.121)

Pentru a calcula fluctuatiile energiei se observa ca:

2 2 2
Pz 9 (18Z) 1027 (132) (6.122)

92  o3\zop) zZoE \zop
Dar:
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Z—g:—/---/Hexp(—ﬁH)dQ: {—%/---/Hexp(—ﬁ[{)dﬁ Z

(6.123)
107
Ssau
0
U= (H)= —%mz (6.125)

Derivand inca o data relatia 6.123 se obtine:

0z 2 _ 2
Y :/---/H exp (—0H)dQ = Z (H?) (6.126)

Tinand cont de relatiile 6.124 si 6.126 relatia 6.122 devine:
0?InZ
B2

Pe de alta parte din relatia 6.110 rezulta In Z = —(F iar prin derivare
de doua ori in raport cu [ se obtine:

= (H*) — (H)* = ((AH)?) (6.127)

62 Inz 82 0 oOF
= om (=AF) =5 (—F—fo= 6.128
Se observa ca:
OF 1 9F 1 OF 1 OF
08 kaT 08  knT OT =—T—= 12
ﬁaﬁ kgT 08 kgT OT 05/0T oT (6.129)
Cum:
oF
T = S
rezulta:
oF
bog =T (6.130)

Atunci :
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= % (-F—-TS) = 0(=U) _ kBT28—U = kgT?Cy  (6.131)

<<AH)2> B oT

unde Cy este capacitatea calorica a sistemului la volum constant. Rezulta
ca fluctuatia relativa este:

V{((AH)?) = VEpT2Cy (6.132)

(AH))  /EzT2Cy
(H)  (H)

Cum pentru un sistem termodinamic alcatuit din N particule Cy ~ N si

(H) ~ N, atunci:
VIAH?) N 6.154)
(#H) N VN '
De exemplu numarul de molecule de gaz la presiune normala dintr-un
centrimetru cub este de ordinul 10'®. Atunci AH/ (H) ~ 107°.

Se observa ca in sistemele macroscopice fluctuatia relativa a energiei este
neglijabila, adica energia variaza insesizabil in jurul valorii energiei medii.

(6.133)

6.3.4 Aplicatii ale distributiei canonice la gazul ideal

Gazul ideal este alcdtuit din particule care nu interactioneaza (datorita unui
grad inalt de rarefiere) aga incat hamiltonianul sistemului este:

H=S Lo (6.135)

iar numarul de grade de libertate este f = 3N
Atunci:

Z(T,V,N) = lew /---/exp(—ﬁH) dpdq (6.136)

Se integreazi dupi variabilele de pozitie si se obtine V. Atunci:
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VN 3N 00 p2
Z(T,V,N) = ———— —— dp; 1
TN = e 3 [ _ew (~5ir ) oo (6.137)
sau
VN o p2 3N
Rezulta:
VN (27kaBT)%
Z = N3N (6.139)
Energia libera este:
F(T,V,N)=—kgTInZ (6.140)
Se tine cont de formula lui Stirling si rezulta:
2rmkpT\*? eV

Daca se cunoagte energia libera se pot determina toate proprietatile sis-
temului. Astfel, entropia sistemului este data de:

B oF B 2rmkgT 32 ey
s==(5r), e IHI(T) B

Din 6.141 si 6.142 rezulta energia interna a gazului perfect:

+ ;Nk:B (6.142)

3
U=F+TS = §NkBT (6.143)
Presiunea se obtine prin derivarea energiei libere in raport cu volumul:
oF NkgT
- (=) = 6.144
== (5) =% (6,144

Aceasta este o ecuatie termica de stare, cunoscuta si sub denumirea de
legea gazelor perfecte.
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6.3.5 Legea de distributie Maxwell - Boltzmann

Fie un sistem de N particule care nu interactioneaza intre ele insa care in-
teractioneaza cu diverse cAmpuri externe. Atunci hamiltonianul sistemului
contine pe langa termenii datorati energiei cinetice a particulelor i energia
potentiala de interactie.

N N
H=> Ei+)Y E, (6.145)
=1 =1
N N

o= Z(p—xﬁpyﬁp“) ZEPZ S o, (6.146)
=1

=1

In conformitate cu distributia canonica functia de distributie a sistemului
este:

H
p=Cexp (_kB_T) (6.147)

unde C' este o constanta.

Astfel probalitatea ca particulele sa aiba componentele impulsului in in-
tervalele (pui, Pui + Apui) , (Pyi, Pyi + dDyi) , (P2iy P2i + dp;) si sd fie localizate
in elementele de volum: dx;dy;dz; este:

H
dP = Cexp ( 2 T> H dx;dy;dz; H dpsidpyidp.i (6.148)
B

Din aceasta formula se observa ca probabilitatea de a gasi particula o par-
ticula ¢ in elementul de volum din spatiul fazelor dz;dy;dz;dp.,dp,:dp.; este
independenta de pozitiile i impulsurile celorlalte particule. Pentru aceasta se
integreaza dupa coordonatele carteziene si dupa componentele impulsurilor
celorlalte particule din sistem. Renuntind la indicele ¢ se obtine probabili-
tatea ca o particula sa se gaseasca in volumul dxdydzdp,dp,dp. din spatiul
fazelor. Se introduce rezultatul integrarii intr-o constanta, si se obtine legea
de distributie Maxwell Boltzmann:

H
dP = Cexp (__T> dxdydzdp,dp,dp, (6.149)

B

unde H este hamiltonianul unei singure particule:
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P2+ s+ p2
2m

H= + B, (z,y, 2) (6.150)

Legea de distributie Boltzmann se obtine atunci cadnd intereseaza pro-
babilitatea de localizare a particulei indiferent de impulsul ei. Se integreaza
?? dupa impulsuri si se obtine pentru probabilitatea de localizare expresia:

E
dP = Cexp (_k_;) drdydz (6.151)
B

Trebuie remarcat ca prin integrare se obtin alte constante care impre-
una cu constanta initiala dau o noua constanta. Noua constantd se poate
determina exact daca se aplica conditia de normare.

1
C= - (6.152)
[[[, exp (—kB’i[> dxdydz
unde V' este volumul sistemului.
Atunci probabilitatea corespunzatoare este:
exp (— Ep ) dxdydz
P okl (6.153)

- [[[, exp (—,i—pT) dxdydz

O aplicatie utila a acestei distributii este determinarea in functie de po-
zitie a concentratiei de molecule a unui gaz perfect in cAmp gravitational.
Pentru a o deduce, se considera un cilindru cu aria bazei egala cu S. Energia
potentiala a unei molecule in cAmpul gravitational este:

E, =mgz (6.154)

unde am considerat axa Oz ca axa verticald. Atunci probabilitatea ca par-
ticula sa se afle in elementul de volum dxdydz este:

dP = Cexp (—%) dxdydz (6.155)
B

Se integreaza dupa dxdy si se obtine ca rezultat suprafata S. Probabili-
tatea ca particula sa se afle intre cotele z gi 2z + dz este:

dP = C'exp (—ZQ;) dz (6.156)
B
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Numerele de particule care se afla la inaltimea z; in intervalul z1 , z;+dz;
si la inaltimea 2o in intervalul z5 , 25 4+ dzy sunt proportionale cu probabi-
litatile de localizare respective.

magz
N (21) = Cexp (— ijl) (6.157)
magz
N (25) = Cexp (— ijQ) (6.158)
unde C' este o constantd. Atunci:
N (Zl) mg (21 - 22)
= A 1
N (z) exp [ ToT (6.159)

Aceasta relatie o vom transforma pentru a obtine o relatie intre concen-
tratiile moleculelor la inatimile respective n (21)si n (22):

ZEZ; = exp {—%} (6.160)

Pentru z = 0 se obtine concentratia de molecule de la suprafata paméan-
tului. Atunci concentratia de molecule variaza cu inaltimea dupa legea:

mgz
nz)=n0)exp | ——— 6.161
&) =nOew (-12) (6.161)

Presupunand ca temperatura nu variaza cu inaltimea si cunoscand faptul
ca p = nkgT rezulta:

p(2) = p (0) exp (‘%) (6.162)

unde p (0) este presiunea la suprafata pgmantului.

Legea de distributie Mazwell se refera la distributia dupa viteze a mole-
culelor unui gaz. Pentru a obtine aceasta lege se integreaza 6.149 dupa vari-
abilele de pozitie si rezulta probabilitatea ca particula sa aiba componentele
impulsului in intervalele (p, , p, + dp.), (py , py +dpy) ., (P2, P: + dp.).
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P:+ P+ P

dP = Cexp <— Sk T

)C@ﬂ@M@z (6.163)

Cum p, = mv, , p, = mv, , p, = muv, , probabilitatea ca viteza par-
ticulei sa aibd componentele in intervalele (v, , v, + dvy), (v, , v, + dvy).si
(v, , v, + dv,) este:

m (v2 + vg + v?)
2kpT

dP = Cexp dv,dv,duv, (6.164)

Aceasta este legea de distributie a lui Maxwell. Constanta de integrare
se deduce din conditia de normare:

2 2 2
Jor-c ol 255500
B

Aceata integrala se face calculand trei integrale de tipul:

dvgdvydv, =1 (6.165)

&0 mu? 2rkgT

_ = 1

/_Oo exp ( 2kBT> dv - (6.166)
Atunci relatia 6.165 devine:
2kpT\
C(WB> =1 (6.167)
m
de unde :
%
m

= 1

C <27rkBT) (6.168)

Astfel expresia 6.164 este:

m
AP =
(2kaT)

Se poate exprima aceasta probabilitate folosind coordonate polare, in care
viteza particulei este caracterizata prin modulul ei, prin unghiul 6 pe care il

Njw

dv,dvydv, (6.169)

m (vi +v§ —1—213)
P kT
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face cu axa Oz si unghiul ¢ pe care il face proiectia vitezei in planul xOy cu
axa Ox. Atunci:

dv,dv,dv, = v*sin dfdpdv (6.170)
Se obtine:

2

dP = Cexp <_27ZUT
B

Daca intereseaza doar probabilitatea ca viteza particulei sa fie cuprinsa
intre v, v + dv indiferent de orientare, relatia 6.171 se integreaza dupa vari-
abilele 6 si . Deoarece:

) v? sin 0dfdpdv (6.171)

T 2
/ sin 9d9/ dp = 4m (6.172)
0 0

se obtine:
dP = 4nC M 2 (6.173)
=4rCexp | —5 T vodv .
Constanta C' se determina ca gi in cazul anterior din conditia de normare:
4rC /OO e UL PEPR (6.174)
T xp | — vidv = .
Se obtine:
1 3
m
C=- 6.175
Atunci relatia 6.174 devine:
3 2
m 2 mu
dpP =2 — ’d 6.176
g (27rkBT> P ( 2kBT) v (6.176)
Din aceasta expresie rezulta functia de distributie dupa viteze:
3 2
m mu
=9 2 — 6.177
p =2 (i) Pen () eam)

Functia are un maxim pentru o anumita viteza denumita viteza cea mai
probabila.
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2kgT
m

(6.178)

Up:

Putem calcula viteza medie precum si viteza patratica medie:

(v) = % =/ 8;?;7 (6.179)
(v?) = Jo v?p(v)dv _ 3ksT
IS p(v) dv 2mm

(6.180)

6.3.6 Teorema echipartitiei energiei

Teorema echipartitiei energiei arata ca valoarea medie a unui produs de forma
pi (0H/0p;) sau q; (0H/0q;) este totdeauna egald cu kgT.
Vom face aceastd demonstratie pentru produsul p; (0H/0p;)

(50) =2 [t ()

dp;...dp;...dpsdq,...dg;...dgy
ht

unde:

ds) =

Integrand prin parti rezulta:

<ngH> = kBT/ /exp< kBT) ds)
S e o

Cea de-a doua integrala din 6.181 va fi efectuata dupa p;.

/8 BN s = HA™ (6.182)
opr [P\ iy )| i mree (< F )| = :

Rezultatul integrarii este nul deoarece exponentiala tinde mai repede la
zero decat p;. Atunci:
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OH\  kpT
| _ Bl 1
<pz 3pi> 7=k (6.183)

Intr-un mod aseméandator se demonstreaza ca:

< a_H> kT (6.184)

Daca presupunem ca p; reprezinta componenta carteziana a impulsului
unei particule a sistemului

o0H 1
Cum:
OH p? _pl
bi op;, m 2m
o0H (p?)
i =20 —kpT
<p apl > 2m B
Atunci:
(p7)  kgT
=L = = 6.185
2m 2 ( )

Prin urmare contributia fiecarui grad de libertate la energia cinetica este
kpT /2. Aceasta justificd denumirea de teoremd a echipartitiei energiei:

Fiecare grad de libertate contribuie la energia totala cu kgT /2.

In cazul gazului ideal format din N particule numérul gradelor de liber-
tate este 3N. Cum in cazul acesta nu avem interactie intre molecule, energia
interna este datorata numai energiei cinetice a particulelor.

kgT

Considerand N = N4 (numarul lui Avogadro) cdldura molard la volum
constant este:

_(OU\  3ksN 3R
Cpy = <8—T)V == (6.187)
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Daca sistemul este format din particule ce oscileaza in jurul unei pozitii
de echilibru si ne limitam la proiectia acestei miscari de-a lungul unei axe
de coordonate, energia potentiala este proportionala cu patratul coordonatei
particulei care in acest caz reprezinta elongatia de la pozitia de echilibru.

U = cq’
unde ¢ este o constanté.
Atunci
oH
= 2cq;
0¢; “
oH
i— Yy = (2 2\ — kT 6.188
(050 ) = (2) = b (6.189)
Astfel:
kgT
(ea?) = =5~ (6.189)

Prin urmare contributia acestui termen la energia potentiald este kgT'/2

Pentru miscarea completa in spatiu energia potentiald medie a fiecarei
particule este 3kgT /2. O astfel de situatie o intalnim in cazul corpurilor
solide. Daca numarul de atomi continut de corp este N energia potentiala
a intregului ansamblu este 3NkgT'/2. La aceastd energie se adiuga energia
datoratd migcarii atomilor, care are tot valoarea 3NkpT'/2.

Daca se considera un kmol de substanta energia interna totala a acestuia
este:

U = 3NkgT (6.190)
Caldura molara a corpului solid este:
ou
= | = = 191
Cuv <8T>V 3R (6.191)

Rezultatul este cunoscut sub denumirea de legea Dulong-Petit care este
confirmata experimental la temperaturi mari.
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6.4 Distributia macrocanonica

6.4.1 Expresia distributiei macrocanonice

Atunci cand a fost dedusa distributia microcanonica s-a considerat ca sis-
temul este complet izolat de mediul extern.

O astfel de situatie este una idealizata, in general un sistem poate schimba
energie sau substanta cu mediul extern. Distributia canonica ia in conside-
rare faptul ca sistemul se poate afla in contact termic cu un termostat si poate
schimba energie cu acesta. Acest lucru trebuie privit prin prisma imposibi-
litatii izolarii complete a unui sistem. Totusi exista o limitare importanta in
cazul utilizarii acestei distributii si anume aceea ca numarul de particule din
sistem este constant.

Din acest motiv trebuie considerata si o distributie pentru sistemele ce
schimba atat energie cat si particule cu mediul extern. Aceasta este dis-
tributia macrocanonica.

Se presupune ca sistemul S este in contact cu un alt sistem R care este
in acelasi timp si termostat si rezervor de particule. In plus ambele sisteme
contin un singur fel de particule si cum cele doua sisteme sunt in echilibru
potentialul chimic este acelasi.

Se observa ca energia si numarul de particule al sistemului considerat nu
sunt fixate. Atunci se poate vorbi numai de valorile lor medii in conditiile
date; ele sunt marimi care prezinta fluctuatii.

Din cele doua sisteme se formeaza un sistem compus a carui energie este:

E=Ei+ Ey + Ei (6.192)

F fiind energia sistemului S, F este energia rezervorului R si E12 este ener-
gia de interactie dintre cele doua sisteme. Considerand energia de interactie
neglijabila atunci:

E=E + E, (6.193)

In sistemul compus numarul total de particule este constant.
Deoarece sistemul R este un rezervor

Ey > Fy

Ny > Ny
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Se aplica sistemului compus izolat distributia microcanonica. Probabi-
litatea ca punctul reprezentativ al sistemului S sa se gaseasca in elementul
de volum dpidq; din spatiul fazelor, indiferent de starea in care se gaseste
rezervorul R este:

dP = CQ’2 (Ey , No)d)y = C’Q’2 (E—FE;, N—Np)d) (6.194)
Deoarece
Sy = kpln Q; (6.195)
rezulta

Se(E—E;, N—N)

QI2<E—E1, N—Nl):exp
kp

(6.196)

Avand in vedere relatiile 6.195 si 6.196 entropia Sy se exprima astfel:

a8 a8
So(E—FEy,, N=N))=55(E, N)+ —2F) 4+ —=

0B el (6.197)

Deoarece entropia depinde de numarul de particule N va fi exprimata

in functie de potentialul chimic al unei particule

9S  90S OM  pd(Nmg) — mop  fig
ON OMON T ON T T
In relatia de mai sus mg este masa unei particule, iar p, = mou este
potentialul chimic al unei particule.

Dar
05, D5, 05, 1
_ _ 9% _ 1 1
o S E—F] E. = (6.198)
08, 38 O(N-N) _ 95 _ (6.199)
Ny O(N—-Ny) O oN, T

unde T este temperatura de echilibru.
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E N
S(E—=Fy, N=Ni)=$(E, N) - = + 5

Se exprima FE; in functie de variabilele canonice si se utilizeaza notatia

(6.200)

Ei=H(p, q) (6.201)
Relatia 6.194 devine:

dP = Cexp (:—2) exp (—M> Ay (6.202)
B

Prin introducerea primului termen exponential in constanta, functia de
distributie devine:

_ H — poyN
p—C’eXp( T )

Renuntand la indicele 1, densitatea de probabilitate a unui sistem in
contact cu un termostat si un rezervor de particule are forma:

B H — ugN
p = Cexp ( T ) (6.203)

Constanta de normare se determina din conditia de normare:

CZ/ /eXp( kBT )dQ_ 1 (6.204)

Sumarea se face de la zero (zero particule in sistem) pana la infinit
deoarece toate particulele din rezervor pot in principiu sa treaca in sistem,
rezervorul fiind un sistem cu un numar foarte mare de particule:

Ca i in cazul distributiei canonice inversa acestei constante este functia

de partitie
Z=Ct Z/ /ex HolVY 1o (6.205)
P k;BT '

Cu aceasta, functia de distributie macrocanonica se scrie:

1 H — pyN
p=exp < T ) (6.206)
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6.4.2 Interpretarea marimilor termodinamice

Se utilizeaza relatia (dedusa in cazul distributei canonice)

S=—kp(lnp)=—kp Y _ / . -/plnde (6.207)
N=0
Din relatia 6.206 rezulta:
H — pogN
Inp=——"——-1InZ7 2
np T n (6.208)

astfel ca 6.207 devine:

o'} ]fB,LLO 00 00
S:kBanE:/---/de— o E:/---/deQ+§ /---/deQ
N=0 N=0 N=0

(6.209)
Cum:
Z/.../deQ:<H>:U
N=0
Z/---/deQ:<N>
N=0
> / / pdQ) =1
N=0
entropia se scrie:
k
S = kU — “ZEO Ny 4 kpIn 7 (6.210)
sau
—kgTInZ =U — py(N) =TS (6.211)

Se noteaza cu 2, potentialul macrocanonic. Indicele m a fost pus pentru
a-1 deosebi de €2 - numarul de stari din spatiul fazelor.

Q= U — iy (N) — TS (6.212)
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Q= —kpTIn Z (6.213)

Prin diferentierea relatiei 6.212 se obtine:

QY = dU — p1gd (N) — (N dpg — TdS — SdT (6.214)
Cum:
dU =TdS — pdV — pyd (N)
QY = —SdT — (N) dpg — pdV’ (6.215)
Atunci:
Q
S =— (a_m) (6.216)
T ) v,y
8Qm)
p=— (=2 (6.217)
( ov T,(N)
Q
(N) =— (a m) (6.218)
Do TV

Cum potentialul macrocanonic se exprima in functie de functia de par-
titie, atunci din cunoagterea acestuia se pot determina entropia, presiunea si
numarul mediu de particule al sistemului considerat.

Se va calcula in continuare fluctuatia numarului mediu de particule si se
va exprima in functie de marimi ce pot fi determinate in mod experimen-
tal. Pentru aceasta se deriveaza functia de partitie data de relatia 6.205 la
potentialul chimic. Atunci:

o5 T Z/ /NeXp< HkB/}oN> Q) = kbiT (N)  (6.219)

Rezulta

) kT 97
Z O

Derivand inca o data relatia 6.219 se obtine:

(6.220)
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H — jyN Z
2 0 _ 2
8u0 - o T2 Z/ /N exp< T )dQ T (N?) (6.221)

Rezulta:

kET? 027
2\ _ B
(N?) = 7 02 (6.222)

Fluctuatia numarului mediu de particule din sistem este:

VAN = /(v2) — (w2 (6.223)
Se tine cont de relatiile 6.220 si 6.222. Relatia 6.223 devine:

22 92 2 2 2
\/T k312 0*Z kBT oA
Z  Oud Z? \ Ouyg

w1 ez N1 & 5: Pz 1°
(@) =t |72 (55m5) *+ 2507 =" LG
(6.224)
Dar cum din relatia 6.220
O0lnZz
N 9 G T)
atunci:
5 8(N) 12 9 (N)]2
((AN)*) =kp [%] = kp [T 8<uo>] (6.225)

Pentru a putea exprima aceasta expresie in functie de anumiti parametri
cunoscuti se vor face citeva consideratii termodinamice.

Avéand in vedere modul in care am definit potentialul chimic se poate
scrie:

U+pV —TS U+pV TS
M a (N)

energia interna a unui sistem deschis se exprima ca

o = Mojt = Mg (6.226)
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U=py(N)—pV+TS (6.227)

Atunci:
Qp=U— g (N) =TS =—pV (6.228)

De aici
dQ, = —pdV — Vdp (6.229)

Se compara relatia aceasta cu 6.215 si rezulta:

\% S
Se noteaza £ = V/ (N) .
dpg = Edp — %dT (6.231)
Din aceasta relatie rezulta:
%), (&)
- = - 6.232
(5),~<(%), (6:232)
Dar:
O\ _ (0o \ (OANYY _ V(O N _ (N)* ([ Oy
U3 d(N) 9¢ &2 \0(N) V. \9(N)
(6.233)
Din relatiile 6.232 si 6.233 se obtine:
(B (o) (o
Vo\O(N) /7 0 ) ¢ W) r
Deoarece coeficientul de compresibilitate izoterma este:
1 [foV
=—— = 234
o 4 <ap>T (6:234)

atunci:
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Relatia 6.225 devine:

Rezulta:
V(N2 = ko[ T () (6.236)

Atunci:

YUANT) (any \/» (6.237)

Rezulta ca fluctuatia rela,tlva a numarului mediu de particule intr-o stare
de echilibru este foarte mica.

Existi unele exceptii ca de exemplu in cazul transformarilor de fazi. In
acest caz compresibilitatea sistemului devine extrem de mare. Astfel in cazul
acestor tranzitii, in special in apropierea punctelor critice ne asteptam la
variatii mari ale numarului de particule al uneia dintre faze. Atunci trebuie
lucrat cu formalismul macrocanonic si nu cu cel canonic in care numarul de
particule nu variaza.



