
Capitolul 6

Elemente de f izic¼a statistic¼a

6.1 Introducere

Atunci când se studiaz¼a propriet¼a̧tile unor corpuri macroscopice putem ţine
seama în mod explicit de structura acestora sau putem face abstraçtie de
ea. Pân¼a la sfâŗsitul secolului trecut nu s-a ţinut cont de aceast¼a structur¼a
datorit¼a faptului c¼a fizica era pu̧tin dezvoltat¼a şi nu se cunoştea structura
materiei. Astfel s-a dezvoltat termodinamica fenomenologic¼a, care aşa cum
s-a ar¼atat în capitolul anterior, se bazeaz¼a pe o serie de postulate. Dac¼a se
cunoaşte una din funçtiile caracteristice sistemului se pot determina propri-
et¼a̧tile macrosocopice ale acestuia. Totuşi termodinamica nu poate singur¼a
s¼a-̧si furnizeze aceste funçtii deoarece principiile termodinamicii sunt astfel
formulate încât s¼a fie independente de structura materiei.
Rezult¼a c¼a pentru determinarea acestor funçtii caracteristice este necesar¼a

o metod¼a de cercetare a corpurilor care s¼a ţin¼a seama de structura lor. Exist¼a
o dificultate eseņtial¼a a acestei metode. În cazul termodinamicii când facem
abstraçtie de structura corpurilor este nevoie de un num¼ar mic de parametri
pentru a caracteriza starea unui corp. Caracterizarea mi̧sc¼arii şi aranj¼arii
tuturor constitueņtilor (atomi şi molecule) necesit¼a cunoaşterea unui num¼ar
imens de parametri. Dac¼a se consider¼a fiecare atom sau molecul¼a un punct
material, pentru a cunoaşte starea sistemului ar trebui cunoscute evolu̧tia în
timp a pozi̧tiei şi vitezelor acestora, lucru care nu este posibil.
Totuşi, trebuie s¼a remarc¼am c¼a între valorile parametrilor macroscopici

şi cei microscopici trebuie s¼a existe anumite rela̧tii. Cunoaşterea st¼arii mi-
croscopice trebuie s¼a determine cunoaşterea st¼arii macroscopice. Reciproc
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cunoaşterea st¼arii macroscopice nu determin¼a în mod unic cunoaşterea st¼arii
microscopice în sensul c¼a exist¼a o muļtime de st¼ari microscopice compatibile
cu starea macroscopic¼a dat¼a.
Presupunem c¼a asupra unui anumit sistem termodinamic se efectueaz¼a

o anumit¼a experieņt¼a care-l aduce într-o anumit¼a stare macroscopic¼a dat¼a.
Starea microscopic¼a îns¼a nu este determinat¼a şi ea poate fi una din st¼arile
microscopice compatibile cu starea macroscopic¼a dat¼a. Dac¼a se repet¼a expe-
rieņta nimic nu garanteaz¼a c¼a se ajunge în aceiaşi stare microscopic¼a (deşi
starea macroscopic¼a este aceiaşi). Rezult¼a c¼a trebuie luate în considerare
multitudinea st¼arilor microscopice compatibile cu starea macroscopic¼a dat¼a.
Totalitatea st¼arilor microscopice compatibile cu o stare macroscopic¼a dat¼a

formeaz¼a un colectiv de st¼ari numit colectiv statistic sau colectiv virtual.
Se poate privi colectivul statistic şi ca o muļtime de sisteme termodina-
mice aflate în totalitatea st¼arilor microscopice ce sunt compatibile cu o stare
macroscopic¼a dat¼a.
Se admite c¼a sistemul pe care-l studiem este compus dintr-un num¼ar

foarte mare de particule (pot fi considerate particule şi anumite conglomerate
care în timpul evolu̧tiei sistemului nu se modific¼a şi interaçtioneaz¼a într-un
mod specific). Se presupun cunoscute foŗtele care se exercit¼a asupra fiec¼arei
particule, atât interne cât şi externe şi c¼a aceste foŗte sunt conservative.
Se consider¼a c¼a întreaga energie a sistemului este de natur¼a mecanic¼a şi
înglobeaz¼a energia cinetic¼a a particulelor precum şi energia poteņtial¼a de
interaçtie dintre particulele sistemului, iar legile dup¼a care are loc mi̧scarea
sistemului sunt legile mecanicii clasice.
Pentru a formula problema fundamental¼a a statisticii clasice este necesar

s¼a se introduc¼a no̧tiunea de spa̧tiu al fazelor pe care-l vom mai defini înc¼a
o dat¼a. Fie un sistem cu f grade de liberate. Not¼am cu q1 ; q2 ; :::; qf co-
ordonatele generalizate şi cu p1 ; p2 ; :::; pf impulsurile generalizate. Starea
sistemului la un moment dat este determinat¼a de valorile celor f coordonate
generalizate şi a celor f impulsuri generalizate. Dac¼a se consider¼a un spa̧tiu
cu 2f dimensiuni având ca axe cele f coordonate generalizate şi cele f im-
pulsuri generalizate pe care-l numim spa̧tiul fazelor, starea sistemului într-un
astfel de spa̧tiu este reprezentat¼a de un punct. Când starea sistemului vari-
az¼a atunci punctul reprezentativ din spa̧tiul fazelor descrie o anumit¼a curb¼a,
pe care o vom numi traiectorie de faz¼a.
Dac¼a se cunoaşte hamiltonianul sistemului atunci evolu̧tia ulterioar¼a a

punctului reprezentativ este perfect determinat¼a de ecua̧tiile canonice şi condi-
ţiile ini̧tiale p (t0) , q (t0) :
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În cazul sistemelor conservative:
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adic¼a energia este o integral¼a prim¼a a mi̧sc¼arii ceea ce înseamn¼a c¼a ea se
conserv¼a. Aceast¼a lege admite o interpretare simpl¼a. S¼a consider¼am locul
punctelor din spa̧tiul fazelor ce corespund energiei E = const. Cum ener-
gia este o funçtie de coordonatele generalizate q1 ; q2 ; :::; qf şi impulsurile
generalizate p1 ; p2 ; :::; pf

E (q1 ; q2 ; :::; qf ; p1 ; p2 ; :::; pf ) = const (6.1)

Aceast¼a ecua̧tie (în analogie cu cazul tridimensional) reprezint¼a o hiper-
suprafa̧t¼a 2f � 1 dimensional¼a în spa̧tiul fazelor. Rezult¼a c¼a dac¼a energia
sistemului nu se schimb¼a, traiectoria punctului va fi o curb¼a pe aceast¼a
suprafa̧t¼a. Vom considera o restriçtie şi anume c¼a punctele sistemelor fizice
nu se pot dep¼arta la infinit unele de altele (deoarece în acest caz am avea
de-a face cu sisteme deschise). Aceasta înseamn¼a c¼a suprafȩtele de energie
constant¼a nu au pânze care s¼a se extind¼a la infinit. O suprafa̧t¼a de energie
constant¼a este o suprafa̧t¼a închis¼a deoarece constituie frontiera regiunii din
spa̧tiul fazelor în care se g¼asesc toate punctele care corespund unor valori a
energiei mai mici sau egale cu valoarea dat¼a.
Fie un sistem închis iar A o m¼arime a sistemului care depinde de coor-

donatele şi impulsurile generalizate. Media temporal¼a a m¼arimii respective
este:

hAi = lim
T!1

1

T

Z T

0

A (p ; q ; t) dt (6.2)

unde prin q se îņtelege ansamblul variabilelor q1 ; q2 ; :::; qf iar prin p se
îņtelege ansamblul variabilelor p1 ; p2 ; :::; pf :
Aceast¼a medie presupune integrarea ecua̧tiilor de mi̧scare, lucru care prac-

tic este imposibil de realizat datorit¼a num¼arului imens de particule pe care le
au chiar şi cele mai simple sisteme. Aşa cum s-a discutat anterior chiar dac¼a
starea macroscopic¼a a sistemului este bine determinat¼a, starea microscopic¼a
nu este determinat¼a, adic¼a pozi̧tia punctului reprezentativ în spa̧tiul fazelor
nu este univoc determinat¼a.
Pentru o stare macroscopic¼a dat¼a num¼arul st¼arilor microscopice este foarte

mare.
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Figura 6.1: Traiectoria generalizat¼a în spa̧tiul fazelor pentru un oscilator
armonic

S¼a consider¼am ca exemplu o particul¼a de mas¼a m care oscileaz¼a cu pul-
sa̧tia !. În acest caz spa̧tiul fazelor este bidimensional. Fixând valoarea
energiei E toate st¼arile sistemului se afl¼a pe o elips¼a (Fig. 6.1).

p2

2mE
+

q2

2E=m!2
= 1

Aceast¼a elips¼a reprezint¼a traiectoria punctului reprezentativ în spa̧tiul
fazelor. Dac¼a am impune condi̧tia ca H � E , atunci toate punctele din
interiorul elipsei H = E sunt compatibile cu restriçtia impus¼a. În acest caz
trebuie remarcat c¼a num¼arul de st¼ari microscopice este o funçtie de energie.
Într-adev¼ar considerând num¼arul de st¼ari propoŗtional cu aria elipsei atunci
num¼arul acestora 
 este:


 s � (2mE)1=2
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s E

Pentru un sistem de N oscilatori independeņti cu hamiltonianul
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num¼arul de st¼ari pentru care H � E este:
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În acest caz num¼arul de st¼ari este o funçtie rapid cresc¼atoare de E,
deoarece pentru un sistem macroscopic N s 1022:
Se not¼am cu V (E), volumul din spa̧tiul fazelor limitat de suprafa̧ta de

energie constant¼a H (p ; q). Atunci:

V (E) =
Z
� � �
Z
H�E

dpdq (6.3)

unde cu dp s-a notat dp1dp2:::dpf , iar cu dq s-a notat dq1dq2:::dqf .
Se observ¼a c¼a V (E) are dimensiunea unei açtiuni la o putere egal¼a cu

num¼arul gradelor de libertate al sistemului.
Pentru a calcula num¼arul de st¼ari trebuie s¼a ţinem cont c¼a din punct

de vedere al mecanicii cuantice impulsul şi coordonata satisfac rela̧tia de
incertitudine:

�q�p � h (6.4)

unde h este constanta lui Planck. În cazul unui sistem cu cu f grade de
libertate

�p1�p2:::�pf�q1�q2:::�qf � hf (6.5)

Din acest motiv nu are sens s¼a se discute localizarea unei st¼ari mecanice
într-un volummai mic decât hf . Astfel num¼arul de st¼ari din volumul m¼arginit
de suprafa̧ta de energie constant¼a E este:


 (E) =
1

hf

Z
� � �
Z
H�E

dpdq (6.6)

Se poate astfel defini o densitate de probalitate (sau o funçtie de dis-
tribu̧tie) � (p ; q) care permite exprimarea probabilit¼a̧tii ca starea micros-
copic¼a a sistemului s¼a se afle într-un anumit volum din spa̧tiul fazelor dpdq

dP =
1

hf
� (p ; q) dqdp = � (p ; q) d
 (6.7)

unde

d
 =
dpdq

hf
(6.8)

reprezint¼a num¼arul de st¼ari din elementul de volum dpdq din spa̧tiul fazelor.
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Probabilitatea ca punctul reprezentativ al sistemului s¼a se g¼aseasc¼a într-
un domeniu D al spa̧tiului fazelor se ob̧tine prin integrare pe tot domeniul
D.
Deoarece punctul reprezentativ al sistemului se afl¼a undeva în spa̧tiul

fazelor evenimentul este o certitudine şi are probabilitatea egal¼a cu unitatea.Z
� � �
Z
� (p ; q)

dpdq

hf
=

Z
� � �
Z
� (p ; q) d
 = 1

Rela̧tia reprezint¼a condi̧tia de normare a probabilit¼a̧tilor.
În continuare se va discuta situa̧tia unui sistem ce coņtine particule iden-

tice care au fiecare s grade de libertate. Dac¼a N este num¼arul de particule
din sistem atunci num¼arul de grade de libertate al sistemului este:

f = Ns (6.9)

În mecanica clasic¼a deşi particulele sunt discernabile trebuie remarcat c¼a
dac¼a se permut¼a dou¼a particule identice între ele, cele dou¼a st¼ari ale sistemu-
lui sunt identice, deşi în spa̧tiul fazelor le corespund puncte diferite. Atunci
unei st¼ari mecanice a sistemului i se asociaz¼a N ! st¼ari mecanice echivalente
care se ob̧tin prin cele N ! permut¼ari ale celor N particule. Astfel vom asocia
acestor N ! st¼ari mecanice echivalente o singur¼a stare microscopic¼a. În acest
caz num¼arul de st¼ari microscopice din elementul de volum dqdp din spa̧tiul
fazelor este:

d
 =
1

N !

dpdq

hNs
(6.10)

iar probabilitatea de a g¼asi sistemul în elementul de volum dqdp din spa̧tiul
fazelor se va scrie:

dP =
1

N !hNs
� (p ; q) dpdq (6.11)

Se observ¼a c¼a rela̧tiile 6.8 şi 6.11 din cele dou¼a cazuri considerate le putem
scrie ca:

dP = � (p ; q) d
 (6.12)

unde d
 este dat de rela̧tiile 6.8 sau 6.10, dependent de situa̧tia studiat¼a.
Trebuie subliniat c¼a funçtia de distribu̧tie nu depinde de starea ini̧tial¼a a

sistemului, influeņta acesteia fiind complet nesemnificativ¼a în timpul evolu̧tiei
sistemului.
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Pentru a îņtelege sensul celor discutate mai sus se presupune un sistem
fizic care se aduce într-o starea fizic¼a considerat¼a. Se efectueaz¼a aceast¼a
experieņt¼a deM ori. De fiecare dat¼a starea microscopic¼a va fi alta, dar va fi
compatibil¼a cu starea macroscopic¼a dat¼a. Fie MD num¼arul de st¼ari ale c¼aror
puncte reprezentative se afl¼a în domeniul D. RaportulMD=M este frecveņt¼a
relativ¼a de realizare a st¼arii respective. Când M este foarte mare aceast¼a
frecveņt¼a este egal¼a cu probalitatea de realizare a st¼arii. Aceiaşi interpretare
se ob̧tine dac¼a se lucreaz¼a cu un colectiv statistic şi se face o experieņt¼a
cu cele M sisteme. Dac¼a se cunoaşte funçtia de distribu̧tie atunci se poate
calcula valoarea medie a oric¼arei m¼arimi A(p ; q) prin înmuļtirea valorilor
sale cu probabilitatea corespunz¼atoare şi integrând peste tot spa̧tiul fazelor:

hAi =
Z
� � �
Z
A(p ; q)� (q ; p) d
 (6.13)

O problem¼a important¼a de rezolvat const¼a în a se g¼asi leg¼atura între media
temporal¼a şi media spa̧t ial¼a. Atunci când se efectueaz¼a o mediere tempo-
ral¼a, aceasta implic¼a considerarea unei succesiuni de pozi̧tii ale punctului
reprezentativ în timp. Pe de alt¼a parte media spa̧tial¼a se face considerând
punctele reprezentative ale ansamblului statistic la un moment dat.

Cele dou¼a sisteme de puncte din spa̧tiul reprezentativ nu coincid ast-
fel încât valorile medii nu ar trebui s¼a coincid¼a. Pentru a dep¼aşi aceast¼a
dificultate a fost emis¼a ipoteza c¼a media temporal¼a coincide cu media spa̧tial¼a
(aceast¼a ipotez¼a este numit¼a ipotez¼a ergodic¼a).

La început s-a presupus c¼a traiectoria punctului reprezentativ al sistemu-
lui trece prin toate punctele ansamblului virtual. Totuşi aceast¼a ipotez¼a este
în contradiçtie din punct de vedere matematic cu propriet¼a̧tile curbelor.

Ipoteza ergodic¼a nu a putut s¼a fie demonstrat¼a decât în anumite situa̧tii
particulare. O solu̧tie a fost sugerat¼a în 1938 de R. Tolman. El consider¼a c¼a
un ansamblu statistic c¼aruia îi sunt preciza̧ti parametri macroscopici este ca-
racterizat din punct de vedere dinamic doar paŗtial. Rezult¼a c¼a atunci când se
doreşte cunoaşterea modului de distribu̧tie al punctelor reprezentative trebuie
s¼a se considere un nou principiu şi anume acela al ipotezei probabilit¼a̧tilor
apriori egale pentru toate punctele din spa̧tiul fazelor.

În concluzie problema fundamental¼a a statisticii const¼a în determinarea
funcţiei de distribuţie pentru sistemul considerat.
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6.1.1 Teorema Liouville

Fie un domeniu D0 din spa̧tiul fazelor care corespunde unui ansamblu statis-
tic la momentul ini̧tial. Când are loc un fenomen fizic punctele ansamblului
statistic evolueaz¼a în timp astfel c¼a la momentul t acestea vor ocupa un nou
domeniu D1: Teorema lui Liouville afirm¼a c¼a volumul în spaţiul fazelor a
domeniului D1 este egal cu volumul lui D0, sau într-o alt¼a formulare volu-
mul din spaţiul fazelor este un invariant al mişc¼arii. Acest fapt se exprim¼a
prin egalitatea:

dpdq =
@ (p; q)

@ (p0; q0)
dp0dq0 (6.14)

unde p = p (t) , q = q (t) , p0 = p (0) , q0 = q (0), iar @ (p; q) =@ (p0; q0) este
Jacobianul transform¼arii.
Pentru a demonstra teorema lui Liouville trebuie ar¼atat c¼a Jacobianul

transform¼arii este egal cu unitatea.
Fie A (p; q) o m¼arime ce nu depinde explicit de timp.

dA
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=

NX
i=1

�
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�
=
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�
= �iLA (6.15)

unde :

L = i

NX
i=1

�
@H

@qi

@

@pi
� @H
@pi

@

@qi

�
(6.16)

este operatorul lui Liouville. Solu̧tia formal¼a a ecua̧tiei 6.15 este:

A (t) = [exp (�iLt)]A0 (6.17)

În particular:

p (t) = [exp (�iLt)] p0 (6.18)

q (t) = [exp (�iLt)] q0 (6.19)

Atunci:
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@ (p; q)

@ (p0; q0)
=
@
�
e�iLtp0 ; e

�iLtq0
�

@ (p0 ; q0)

@ (p; q)

@ (p0; q0)
=

�
e�iLt1 0
0 e�iLt1

�
= 1 (6.20)

În expresia 6.20 s-a ţinut seama c¼a pentru orice constant¼a:

e�iLt� =

"
1 +

1X
n=1

(�iLt)n

n!

#
� = �

6.1.2 Ecua̧tia Liouville

Vom ar¼ata c¼a funçtia de distribu̧tie � (p ; q ; t) satisface ecua̧tia:

@�

@t
= fH; �g (6.21)

unde :

fH; �g =
NX
i=1

�
@H

@pi

@�

@qi
� @H
@qi

@�

@pi

�
(6.22)

Pentru a demonstra aceast¼a teorem¼a se observ¼a c¼a pentru un domeniu
infinit de mic exist¼a o egalitate între frecveņta relativ¼a dM=M de a g¼asi
punctele reprezentative ale colectivului statistic în volumul dpdq din spa̧tiul
fazelor (dM reprezint¼a num¼arul de puncte care se g¼asesc în volumul consi-
derat, iar M este num¼arul total de puncte al colectivului virtual) şi pro-
babilitatea � (p; q) d
 ca un punct s¼a se g¼aseasc¼a în volumul dpdq. În timp,
cele dM puncte repezentative se deplaseaz¼a în spa̧tiul fazelor şi vor ocupa la
momentul t0 volumul dp0dq0. Atunci:

dM

M
= � (p ; q) d
 = � (p0; q0) d
0 (6.23)

Conform teoremei lui Liouville volumul din spa̧tiul fazelor r¼amâne invari-
ant. Atunci:

� (p; q) = � (p0; q0) (6.24)
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Considerând t0 unmoment de timp infinit de apropiat de t, adic¼a t0 = t+dt
se poate scrie:

p0 = p (t0) = p (t+ dt) = p (t) + _pdt (6.25)

q0 = q (t0) = q (t+ dt) = q (t) + _qdt (6.26)

Egalitatea 6.24 devine:

� (p; q; t) = � [p (t) + _pdt ; q (t) + _qdt ; t]

� (p; q; t) = � (p; q; t) +
NX
i=1

@�

@pi
_pidt+

NX
i=1

@�

@qi
_qidt+

@�
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� (p; q; t) = � (p; q; t) +
NX
i=1
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@�

@t
(6.27)

de unde rezult¼a egalitatea 6.21.

6.1.3 F luctua̧tii

În fizica macroscopic¼a m¼arimile ce caracterizeaz¼a un sistem aflat în st¼arile de
echilibru sunt perfect determinate. Totuşi din punct de vedere al structurii
corpurilor m¼arimile respective sunt m¼arimi aleatorii deoarece pentru calcu-
larea lor se face o mediere în spa̧tiul fazelor. Aceast¼a contradiçtie duce la
concluzia c¼a legile statisticii sunt de aşa natur¼a încât abaterile mari de la
valoarea medie sunt extrem de pu̧tin probabile. Dac¼a se m¼asoar¼a cu precizie
m¼arimile macroscopice se pot pune în evideņt¼a mici abateri de la valoarea
medie, denumite fluctua̧tii. Matematic vom defini abaterea de la valoarea
medie a m¼arimii respective ca A (p; q) � hAi. Dac¼a se face pur şi simplu o
medie a acestei m¼arimi rezultatul este nul. Din acest motiv se calculeaz¼a o
medie a p¼atratelor abaterilor. Aceast¼a medie se numeşte abatere p¼atratic¼a
medie şi este o m¼asur¼a a m¼arimii fluctua̧tiilor m¼arimii respective. Ţinând
seama de 6.13 rezult¼a:



(�A)2

�
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(A� hAi)2

�
=

Z
� � �
Z
[A (p; q)� hAi]2 � (p; q) d
 (6.28)
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sau 

(�A)2

�
=


A2
�
� 2 hAi2 + hAi2

şi în final 

(�A)2

�
=


A2
�
� hAi2 (6.29)

S-a ales medierea în spa̧tiul fazelor deoarece conform ipotezei lui Gibbs o
mediere temporal¼a se poate înlocui cu o mediere spa̧tial¼a.

6.1.4 St¼arile de echilibru

Aşa cum s-a discutat anterior problema mecanicii statistice const¼a în g¼asirea
funçtiei de distribu̧tie � (p ; q) la momentul când sunt specificate condi̧tiile în
care se afl¼a sistemul. Nu exist¼a reguli generale pentru aflarea acestei funçtii
îns¼a exist¼a un caz în care se poate solu̧tiona problema. Acesta este cazul
echilibrului termodinamic în care starea persist¼a atâta timp cât condi̧tiile
exterioare nu se schimb¼a. În termodinamic¼a propriet¼a̧tile sistemului aflat în
starea de echilibru se pot ob̧tine dac¼a se cunosc ecua̧tiile de stare. Exist¼a
dou¼a posibilit¼a̧ti de ob̧tinere a ecua̧tiilor de stare: fie pe cale experimental¼a,
fie pe baza unor considerente de fizic¼a statistic¼a (în cadrul c¼areia ob̧tinerea
m¼arimilor se face pornindu-se de la un anumit model al structurii sistemului
considerat).
În st¼arile de echilibru valorile m¼arimilor macroscopice nu variaz¼a în timp.

Aceasta înseamn¼a c¼a funçtia de distribu̧tie nu depinde explicit de timp, adic¼a
@�=@t = 0: Atunci din ecua̧tia Liouville rezult¼a:

fH; �g = 0 (6.30)

Aceast¼a ecua̧tie arat¼a c¼a la echilibru funçtia de distribu̧tie depinde numai
de integralele prime ale mi̧sc¼arii (este ea îns¼aşi o integral¼a prim¼a a mi̧sc¼arii).
Deoarece mediile calculate trebuie s¼a se bucure de proprietatea de adi-

tivitate, integralele prime de care depinde funçtia de distribu̧tie trebuie s¼a
fie aditive. Pentru un sistem izolat constantele de mi̧scare care se bucur¼a
de aceast¼a proprietate sunt: hamiltonianul (care coincide cu energia în cazul
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sistemelor conservative), impulsul şi momentul cinetic. Deoarece se poate
alege un sistem de referiņt¼a în care impulsul şi momentul cinetic s¼a fie nule
atunci funcţia de distribuţie nu depinde decât de hamiltonian (̧si evident de
num¼arul de particule).
Faptul c¼a funçtia de distribu̧tie depinde numai de hamiltonianul sistemu-

lui apare ca o ipotez¼a şi se încadreaz¼a în teoria ergodic¼a.

6.2 Distribu̧tia microcanonic¼a

6.2.1 Expresia distribu̧tiei microcanonice

Aşa cum s-a discutat în paragraful anterior funçtia de distribu̧tie depinde
de H (hamiltonianul sistemului) care în cazul sistemelor în care foŗtele sunt
consevative este chiar energia sistemului.
Se consider¼a pentru început un sistem izolat care se afl¼a în echilibru ter-

modinamic. Acestui sistem îi corespunde un colectiv statistic numit ansam-
blu microcanonic. Sistemul este caracterizat prin num¼arul de particule N şi
volumul V . Atunci energia sistemului este bine determinat¼a şi H = E.
Din acest motiv funçtia de distribu̧tie are un caracter singular fiind nul¼a în

tot spa̧tiul fazelor cu excep̧tia punctelor de pe hipersuprafa̧ta H (p ; q) = E.
Pe de alt¼a parte ea trebuie s¼a satisfac¼a condi̧tia de normare.Z

:::

Z
� (p ; q) d
 = 1 (6.31)

Pentru a nu lucra cu funçtii singulare se admite c¼a energia este determi-
nat¼a pân¼a la o abatere foarte mic¼a:

�E � E (6.32)

Deoarece sistemul este izolat, este plauzibil s¼a presupunem c¼a toate st¼arile
microscopice compatibile cu condi̧tiile date au posibilit¼a̧ti egale de realizare,
adic¼a ele se realizeaz¼a cu aceiaşi probabilitate. Atunci:

� (p ; q) = � (H) =

�
C E 6 H 6 E +�E
0 în rest

(6.33)

Valoarea constantei C se determin¼a din condi̧tia de normare. În acest caz
singura contribu̧tie diferit¼a de zero este cea dat¼a de regiunea cuprins¼a între
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suprafȩtele de energii E şi E+�E: Pentru a simplifica nota̧tiile se introduce
funçtia:

�(x) =

�
1 0 6 x 6 �E
0 în rest

(6.34)

Astfel condi̧tia de normare devine:

C

Z
� � �
Z
E<H6E+�E

d
 = 1 (6.35)

Deoarece constanta C iese de sub semnul integralei trebuie calculat num¼a-
rul de st¼ari ale sistemului al c¼arui punct reprezentativ se afl¼a în spa̧tiul fazelor
cuprins între cele dou¼a suprafȩte de energie constant¼a. Se noteaz¼a cu 
 (E)
num¼arul de st¼ari din interiorul volumului m¼arginit de suprafa̧ta de energie
constant¼a E. Z

� � �
Z
E<H6E+�E

d
 = 
 (E +�E)� 
 (E) (6.36)

Cum �E este foarte mic:


 (E +�E)� 
 (E) �=
@
 (E)

@E
�E (6.37)

Se noteaz¼a de asemenea


0 (E) =
@
 (E)

@E
(6.38)

Din rela̧tia 6.35 rezult¼a:

C =
1


0 (E)�E
(6.39)

Astfel funçtia de distribu̧tie are forma:

� (H) =
1


0 (E)�E
�(H � E) (6.40)

Aceast¼a expresie poart¼a denumirea de funçtie de distribu̧tie microcano-
nic¼a clasic¼a.
Cu ajutorul funçtiei de distribu̧tie se poate calcula valoarea medie pe

ansamblul virtual a oric¼arei variabile dinamice a sistemului:
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hAi = 1


0 (E)�E

Z
� � �
Z
E<H6E+�E

A d
 (6.41)

sau

hAi = 1


0 (E)�E

�Z
� � �
Z
H6E+�E

A d
�
Z
� � �
Z
H6E

A d


�
(6.42)

hAi = �E


0 (E)�E

@

@E

Z
� � �
Z
H6E

A d
 =
1


0 (E)

@

@E

Z
� � �
Z
H6E

A d


(6.43)
Se observ¼a c¼a în aceast¼a expresie �E nu mai apare aşa încât valoarea

medie corespunde cazului când �E tinde la zero.

6.2.2 Interpretarea statistic¼a a entropiei

Pentru a stabili leg¼atura cu termodinamica se consider¼a dou¼a sisteme în con-
tact direct. Peretele separator este rigid şi nu permite trecerea particulelelor
dintr-o parte în alta. În plus ansamblul celor dou¼a sisteme este izolat de
exterior.
Hamiltonianul celor dou¼a sisteme este:

H = H1 +H2 +H12 (6.44)

unde H12 este hamiltonianul de interaçtie dintre cele dou¼a sisteme. Pre-
supunem c¼a H12 este extrem de mic şi poate fi neglijat în calcule. Totuşi el
exist¼a şi este absolut necesar pentru stabilirea echilibrului dintre cele dou¼a
sisteme.
În termodinamic¼a dac¼a se ajunge la echilibru, H1 şi H2 au valori bine de-

terminate. În fizica statistic¼a ele sunt îns¼a m¼arimi aleatorii, deoarece starea
de echilibru nu este o stare static¼a în care m¼arimile nu mai variaz¼a în timp.
Trebuie remarcat c¼a pentru H1 şi H2 exist¼a anumite valori extrem de proba-
bile şi c¼a orice abatere de la ele este pu̧tin probabil¼a. Vor trebui determinate
funçtiile de distribu̧tie pentru m¼arimileH1 şiH2. Cum în condi̧tii de echilibru

H = H1 +H2 = const (6.45)
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putem s¼a ne fix¼am ateņtia asupra lui H1. Presupunem ca şi în cazul anterior
c¼a energia sistemului reunit poate lua valori în intervalul E ; E+�E . Atunci
densitatea de probabilitate pentru sistemul total are expresia dat¼a de rela̧tia
6.33, iar probabilitatea ca punctul respectiv s¼a fie în intervalul delimitat de
cele dou¼a suprafȩte de energie constant¼a este:

dP = Cd
 = Cd
1d
2 (6.46)

unde d
1 este num¼arul de st¼ari corespunz¼ator primului sistem iar d
2 este
num¼arul de st¼ari al celui de-al doilea sistem. Ne intereseaz¼a în continuare
probabilitatea ca starea primului sistem s¼a se g¼aseasc¼a în elementul de volum
d
1 indiferent de starea sistemului al doilea. Pentru aceasta se integreaz¼a
peste toate elementele de volum d
2. Cum energia primului sistem o consi-
der¼am fixat¼a atunci:

E � E1 6 E2 6 E +�E � E1 (6.47)

iar probabilitatea considerat¼a este:

dP = Cd
1

Z
� � �
Z
d
2 (6.48)

dP = Cd
1
@
2 (E � E1)

@E
�E (6.49)

Cum valoarea constantei de normare este data de rela̧tia 6.39 rezult¼a:

dP =
1


0 (E)

@
2 (E � E1)
@E

d
1 (6.50)

Pentru a determina probabilitatea ca energia primului sistem s¼a fie cuprin-
s¼a între valorile E1 şi E1+dE1 se integreaz¼a expresia de mai sus pe toate ele-
mentele de volum d
1 pentru care energia variaz¼a în intervalul E1 şi E1+dE1.
Se ţine cont c¼a: Z

� � �
Z
E16E6E1+dE1

d
1 =
@
1
@E1

dE1 (6.51)

Aceast¼a probabilitate o vom nota cu dP1 şi este dat¼a de:

dP1 =
1


0 (E)

@
2 (E � E1)
@E

@
1 (E1)

@E1
dE1 (6.52)
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Se face ipoteza c¼a sistemele considerate sunt sisteme cu un mare num¼ar
de grade de libertate. Atunci funçtiile @
2=@E şi @
1=@E1 sunt funçtii rapid
variabile. Când @
1=@E1 creşte, @
2=@E scade şi invers. Prin urmare pro-
dusul

@
2 (E � E1)
@E

@
1
@E1

= 
01

0
2

are un maxim foarte pronuņtat pentru o anumit¼a valoare a lui E1: Maximul
se ob̧tine anulând derivata logaritmului acestei expresii:

d

dE1
ln (
01


0
2) = 0 (6.53)

În 6.53 nota̧tia cu prim indic¼a prima derivat¼a în raport cu energia. Ob̧tinem:

d ln
01
dE1

+
d ln
02
dE1

= 0 (6.54)

dar

d ln
02
dE1

=
d ln
02
dE2

dE2
dE1

= �d ln

0
2

dE2
(6.55)

deoarece E2 = E � E1.
Atunci:

d ln
01
dE1

� d ln

0
2

dE2
= 0 (6.56)

sau:

d ln
01
dE1

=
d ln
02
dE2

(6.57)

Deoarece

d
1 =
d
1
dE1

dE1 (6.58)

expresia d
1=dE1 poate fi interpretat¼a ca o densitate de st¼ari microscopice.
Rela̧tia 6.57 arat¼a c¼a derivata în raport cu energia a logaritmului densit¼a̧tii

de st¼ari este aceiaşi pentru toate sistemele care sunt în contact. Deoarece
num¼arul de particule a celor dou¼a sisteme nu se modific¼a se deduce c¼a la
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echilibru aceast¼a derivat¼a trebuie s¼a fie o funçtie numai de temperatura ab-
solut¼a a sistemului, temperatura fiind m¼arimea care caracterizeaz¼a echilibrul
termic. Atunci:

d ln
0

dE
= � (T ) (6.59)

sau:

d ln
0 = � (T ) dE (6.60)

Deoarece s-a presupus c¼a peretele separator este diaterm atunci dE are
semnifica̧tia unei cantit¼a̧ti de caldur¼a, adic¼a:

dE = �Q (6.61)

Rezult¼a:

d ln
0 = � (T ) �Q (6.62)

Din aceast¼a ultim¼a rela̧tie rezult¼a ca � (T ) este un factor integrant al can-
tit¼a̧tii de c¼aldur¼a elementare. Acest factor integrant este pân¼a la o constant¼a
egal cu 1=T . Se admite c¼a:

� (T ) =
1

kBT
(6.63)

unde kB este constanta lui Boltzmann.
Pe baza acestor considera̧tii se poate introduce entropia sistemului ca

fiind dat¼a de:

dS =
�Q

T
=
d ln
0

T� (T )
T = kBd ln


0 (6.64)

Se integreaz¼a şi rezult¼a:

S = kB ln

0 (E) + const (6.65)

6.2.3 Aplica̧tii ale distribu̧tiei microcanonice la gazul
ideal monoatomic

Se asimileaz¼a gazul ideal monoatomic cu un sistem de N puncte materiale
care se afl¼a într-un volum V între care nu se exercit¼a foŗte de interaçtiune.
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Aceasta înseamn¼a c¼a moleculele nu se pot mi̧sca complet liber în sensul c¼a
perȩtii açtioneaz¼a cu foŗte repulsive când moleculele vin în contact cu aceştia.
Deoarece nu exist¼a foŗte de interaçtie între molecule energia poteņtial¼a

de interaçtie este nul¼a.
Se aleg ca variabile canonice qi şi pi coordonatele şi impulsurile carteziene.

Atunci hamiltonianul acestui sistem este:

H =

3NX
i=1

p2i
2m

(6.66)

unde m este masa unei molecule.
Pentru a determina entropia sistemului trebuie s¼a se calculeze num¼arul

de st¼ari din interiorul hipersuprafȩtei de energie E din spa̧tiul fazelor.


 =

Z
� � �
Z
dp1dp2:::dp3Ndq1dq2:::dq3N

N !h3N
(6.67)

deoarece orice particul¼a are trei grade de libertate de transla̧tie.
Integrarea asupra elementului de volum dq1dq2dq3 d¼a chiar volumul V ,

deoarece acestea sunt coordonatele carteziene ale primei particule. Se pro-
cedeaz¼a în acelaşi mod şi cu coordonatele carteziene ale celorlalte particule.
Rela̧tia 6.67 devine:


 =
V N

N !h3N

Z
� � �
Z
dp1dp2:::dp3N (6.68)

Integrarea dup¼a impulsuri se efectueaz¼a pentru valorile ce îndeplinesc
condi̧tia

3NX
i=1

p2i
2m

6 E (6.69)

sau

3NX
i=1

p2i 6 2mE (6.70)

În spa̧tiul impulsurilor, aceste puncte sunt situate la o distaņt¼a de origine
cel mult egal¼a cu

p
2mE, adic¼a ocup¼a volumul unei sfere de raz¼a

p
2mE.

Nu se va calcula explicit acest volum ci va fi evaluat facând urm¼atoarele
considera̧tii. Deoarece aria unui cerc este proportional¼a cu p¼atratul razei,
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volumul sferei este propoŗtional cu puterea a treia, atunci într-un spa̧tiu 3N
dimensional volumul sferei este propoŗtional cu R3N : Atunci:


 =
C1V

N (2mE)
3N
2

N !h3N
=
CV NE

3N
2

N !h3N
(6.71)

Derivând:


0 =
@


@E
=

3N

2N !h3N
CV NE

3N
2
�1 (6.72)

Rezult¼a:

S = kB ln

0 = kB ln

3C

2
+NkB ln

V

h3
+ kB

�
3N

2
� 1
�
lnE � ln (N � 1)!

(6.73)
Cum num¼arul de molecule este foarte mare se poate scrie:

3N

2
� 1 t 3N

2
; N � 1 t N (6.74)

Utillizând formula lui Stirling

lnN ! t N ln
N

e
(6.75)

rela̧tia 6.73 se scrie:

S = kB ln
3C

2
+ kBN ln

V

h3N
+
3NkB
2

lnE �N ln N
e

(6.76)

Din aceast¼a rela̧tie se pot deduce propriet¼a̧tile sistemului:

@S

@E
=
1

T
=
3NkB
2E

(6.77)

@S

@V
=
p

T
=
kBN

V
(6.78)

În rela̧tia de mai sus E este de fapt energia intern¼a U din termodinamic¼a,
deoarece gazul ideal are doar energie cinetic¼a de transla̧tie.
Astfel se ob̧tin ecua̧tiile de stare:

E =
3

2
kBNT (6.79)
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şi

pV = kBNT (6.80)

6.3 Distribu̧tia canonic¼a

6.3.1 Expresia distribu̧tiei canonice

Utilizarea distribu̧tiei microcanonice este destul de incomod¼a deoarece ob̧ti-
nerea num¼arului de microst¼ari este extren de anevoioas¼a pentru diferite sis-
teme. Aceast¼a distribu̧tie se foloseşte pentru deducerea rela̧tiilor de baz¼a
din fizica statistic¼a. La distribu̧tia microcanonic¼a s-a ajuns admi̧tând c¼a la
echilibru sistemul are o energie bine determinat¼a fapt care este valabil pentru
sistemele izolate. Studiul f¼acut arat¼a ca subsistemele 1 şi 2 care nu sunt izo-
late ci doar în contact termic unul cu altul ating o stare de echilibru în care
energiile E1 şi E2 nu mai au valori bine determinate şi pot admite fluctua̧tii
extrem de mici. Aceasta conduce la ideea de a studia starea de echilibru a
unui sistem în contact cu un termostat (rezervor termic). Se consider¼a c¼a
sistemul 1 este sistemul pe care-l vom studia iar sistemul 2 este termostatul.
Probabilitatea pentru ca punctul reprezentativ al sistemul 1 s¼a se g¼aseasc¼a
în elementul de volum dq1dp1 din spa̧tiul fazelor indiferent de starea în care
se g¼aseşte termostatul 2 este dat¼a de expresia:

dP = C
02 (E � E1) d
1 = �d
1 (6.81)

unde C este o constant¼a.
Dar din ecua̧tia:

S2 = kB ln

0
2 (E � E1) (6.82)

rezult¼a:


02(E � E1) = exp
�
S2 (E � E1)

kB

�
(6.83)

unde E este energia total¼a a sistemului format din sistem şi termostat.
Deoarece termostatul este un rezervor foarte mare de energie E1 � E (ener-
gia sistemului 1 este foarte mic¼a în raport cu energia termostatului) se poate
scrie:
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S2 (E � E1) = S2 (E)�
@S2 (E)

@E
E1 (6.84)

unde

@S2 (E)

@E
=
1

T
(6.85)

iar T este temperatura termostatului. Dac¼a se ţine cont de rela̧tiile 6.81, 6.84
şi 6.85 se poate exprima funçtia de distribu̧tie astfel:

� = C exp

�
S2 (E)

kB

�
exp

�
� E1
kBT

�
(6.86)

Expresia de mai sus cap¼at¼a o form¼a mai simpl¼a dac¼a înglob¼am factorul
exp [S2 (E) =kB] în constant¼a, deoarece aceasta se refer¼a la termostat. Se
exprim¼a E1 în funçtie de variabilele canonice şi se noteaz¼a E1 = H (p; q).
Atunci funçtia de distribu̧tie devine:

� = C exp

�
�H (p; q)

kBT

�
(6.87)

unde constanta se determin¼a din condi̧tia de normare. Rezult¼a:

C =
1R

���
R
exp

h
�H(p;q)

kBT

i
d


(6.88)

Deoarece sistemul se afl¼a la T , V , N fixa̧ti, constanta de normare va
depinde de aceşti parametri. Inversa ei se noteaz¼a cu Z (T; V;N):

Z (T; V;N) =

Z
� � �
Z
exp

�
�H (p; q)

kBT

�
d
 (6.89)

Ea poart¼a numele de sum¼a de stare, sau funçtie de parti̧tie. Atunci funçtia
de distribu̧tie este:

� =
1

Z (T; V;N)
exp

�
�H (p; q)

kBT

�
(6.90)

Aceasta este funçtie de distribu̧tie canonic¼a iar ansamblul respectiv poart¼a
numele de ansamblu canonic.



222 CAPITOLUL 6. ELEMENTE DE F IZIC¼A STATISTIC¼A

Discu̧tia de pân¼a acum a fost f¼acut¼a în ipoteza c¼a energia sistemului
variaz¼a continuu. Atunci probabilitatea ca sistemul s¼a se g¼aseasc¼a într-o
regiune din spa̧tiul fazelor este:

dP = C exp

�
�H (p; q)

kBT

�
d
 (6.91)

unde d
 este dat de una din expresiile 6.8 sau 6.10.
Vom considera situa̧tia în care sistemul poate exista doar în st¼arile discrete

de energie E1; E2; :::; En; :::: În acest caz probabilitatea ca sistemul s¼a se afle
în starea de energie En este:

Pn = C exp

�
� En
kBT

�
(6.92)

Constanta de normare se determin¼a din condi̧tia de normare:X
n

Pn = 1 (6.93)

Atunci funçtia de parti̧tie este:

Z =
X
n

exp

�
� En
kBT

�
(6.94)

6.3.2 Interpretarea m¼arimilor termodinamice

Odat¼a determinat¼a funçtia de distribu̧tie se pot deduce propriet¼a̧tile sis-
temelor deoarece se pot calcula valorile medii ale m¼arimilor caracteristice.
Ca exemplu se consider¼a energia sistemelor conservative: aceasta este dat¼a
chiar de hamiltonianul sistemului. Energia intern¼a a sistemului se calculeaz¼a
astfel:

U = hHi = 1

Z

Z
� � �
Z
H exp

�
� H

kBT

�
d
 (6.95)

Parametrii de foŗt¼a sunt defini̧ti prin rela̧tiile:

Ai =

�
@H

@ai

�
=
1

Z

Z
� � �
Z
@H

@ai
exp

�
� H

kBT

�
d
 (6.96)

Notând
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� =
1

kBT
(6.97)

se poate scrie funçtia de parti̧tie astfel:

Z = Z (�; T ) =

Z
� � �
Z
exp (��H) d
 (6.98)

Atunci:

@Z

@�
= �

Z
� � �
Z
H exp (��H) d
 (6.99)

@Z

@ai
= ��

Z
� � �
Z
@H

@ai
exp (��H) d
 (6.100)

Energia intern¼a, parametrii de pozi̧tie şi entropia sistemului se exprim¼a
cu ajutorul funçtiei de parti̧tie a sistemului:
Din 6.95 şi 6.99 rezult¼a:

@Z

@�
= �

Z
� � �
Z
H exp (��H) d
 = �ZU (6.101)

sau

U = � 1
Z

@Z

@�
= � @

@�
lnZ (6.102)

iar din rela̧tiile 6.96 şi 6.100:

Ai = �
1

�Z

�
@Z

@ai

�
(6.103)

Astfel:

Ai = �
1

�

@

@ai
lnZ (6.104)

Entropia sistemului se deduce considerând lnZ = lnZ (� ; ai) ; prin dife-
reņtiere:

d lnZ =
@ lnZ

@�
d� +

X
i

@ lnZ

@ai
dai (6.105)

sau
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d lnZ = �Ud� �
X
i

�Aidai (6.106)

dar:

d lnZ = �Ud� � ��L = �d (U�) + � (dU � �L) (6.107)

de unde:

d lnZ = �d
�
U

kBT

�
+
�Q

kBT
(6.108)

De aici rezult¼a:

S = kB lnZ +
U

T
(6.109)

sau

lnZ = �U � TS
kBT

= � F

kBT
(6.110)

Rela̧tia de mai sus leag¼a energia liber¼a de funçtia de parti̧tie. Rela̧tia se
mai poate scrie:

Z = exp

�
� F

kBT

�
(6.111)

Atunci funçtia de distribu̧tie este:

� =
1

Z
exp

�
� H

kBT

�
= exp

�
F �H
kBT

�
(6.112)

De aici:

ln � =
F �H
kBT

(6.113)

Se observ¼a c¼a rela̧tia de mai sus coņtine m¼arimi microscopice şi macros-
copice. Mediind 6.113 se ob̧tine:

hln �i = F � hHi
kBT

=
F � U
kBT

= � S
kB

(6.114)

de unde rezult¼a:
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S = �kB hln �i (6.115)

sau:

S = �k
Z
� � �
Z
� ln �d
 (6.116)

În cazul în care energia sistemului ia valori discrete probabilitatea ca
sistemul s¼a se afle în starea de energie E este:

P =
1

Z
exp

�
� E

kBT

�
= exp

�
F � E
kBT

�
(6.117)

Logaritmând:

lnP =
F � E
kBT

(6.118)

şi mediind:

hlnP i = F � hEi
kBT

=
F � U
kBT

= � S
kB

(6.119)

rezult¼a rela̧tia lui Boltzmann:

S = �kB hlnP i (6.120)

Rela̧tia lui Boltzmann arat¼a c¼a entropia este propoŗtional¼a cu logaritmul
probabilit¼a̧tii de realizare a st¼arii respective.

6.3.3 Fluctua̧tia energiei

Se defineşte fluctua̧tia m¼arimii A ca fiind r¼ad¼acina p¼atrat¼a din abaterea
p¼atratic¼a medie:q


(�A)2
�
=


(A� hAi)2

�1=2
=
�

A2
�
� hAi2

�1=2
(6.121)

Pentru a calcula fluctua̧tiile energiei se observ¼a c¼a:

@2 lnZ

@�2
=
@

@�

�
1

Z

@Z

@�

�
=
1

Z

@2Z

@�2
�
�
1

Z

@Z

@�

�2
(6.122)

Dar:
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@Z

@�
= �

Z
� � �
Z
H exp (��H) d
 =

�
� 1
Z

Z
� � �
Z
H exp (��H) d


�
Z

(6.123)

1

Z

@Z

@�
= �hHi (6.124)

sau

U = hHi = � @

@�
lnZ (6.125)

Derivând înc¼a o dat¼a rela̧tia 6.123 se ob̧tine:

@2Z

@�2
=

Z
� � �
Z
H2 exp (��H) d
 = Z



H2
�

(6.126)

Ţinând cont de rela̧tiile 6.124 şi 6.126 rela̧tia 6.122 devine:

@2 lnZ

@�2
=


H2
�
� hHi2 =



(�H)2

�
(6.127)

Pe de alt¼a parte din rela̧tia 6.110 rezult¼a lnZ = ��F iar prin derivare
de dou¼a ori în raport cu � se ob̧tine:

@2 lnZ

@�2
=
@2

@�2
(��F ) = @

@�

�
�F � �@F

@�

�
(6.128)

Se observ¼a c¼a:

�
@F

@�
=

1

kBT

@F

@�
=

1

kBT

@F

@T

1

@�=@T
= �T @F

@T
(6.129)

Cum:

@F

@T
= S

rezult¼a:

�
@F

@�
= �TS (6.130)

Atunci :
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(�H)2

�
=
@

@�
(�F � TS) = @ (�U)

@�
= kBT

2@U

@T
= kBT

2CV (6.131)

unde CV este capacitatea caloric¼a a sistemului la volum constant. Rezult¼a
c¼a �uctua̧tia relativ¼a este:q


(�H)2
�
=
p
kBT 2CV (6.132)

q

(�H)2

�
hHi =

p
kBT 2CV
hHi (6.133)

Cum pentru un sistem termodinamic alc¼atuit din N particule CV s N şi
hHi s N , atunci: q


(�H)2
�

hHi =

p
N

N
=

1p
N

(6.134)

De exemplu num¼arul de molecule de gaz la presiune normal¼a dintr-un
centrimetru cub este de ordinul 1018: Atunci �H= hHi s 10�9.
Se observ¼a c¼a în sistemele macroscopice fluctua̧tia relativ¼a a energiei este

neglijabil¼a, adic¼a energia variaz¼a insesizabil în jurul valorii energiei medii.

6.3.4 Aplica̧tii ale distribu̧tiei canonice la gazul ideal

Gazul ideal este alc¼atuit din particule care nu interaçtioneaz¼a (datorit¼a unui
grad înalt de rarefiere) aşa încât hamiltonianul sistemului este:

H =
3NX
i=1

p2i
2m

(6.135)

iar num¼arul de grade de libertate este f = 3N
Atunci:

Z (T; V;N) =
1

N !h3N

Z
� � �
Z
exp (��H) dpdq (6.136)

Se integreaz¼a dup¼a variabilele de pozi̧tie şi se ob̧tine V N . Atunci:
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Z (T; V;N) =
V N

N !h3N

"
3NX
i=1

Z 1

�1
exp

�
� p2i
2mkBT

�
dpi

#
(6.137)

sau

Z (T; V;N) =
V N

N !h3N

�Z 1

�1
exp

�
� p2

2mkBT

�
dp

�3N
(6.138)

Rezult¼a:

Z =
V N (2�mkBT )

3N
2

N !h3N
(6.139)

Energia liber¼a este:

F (T; V;N) = �kBT lnZ (6.140)

Se ţine cont de formula lui Stirling şi rezult¼a:

F = �NkBT ln

"�
2�mkBT

h2

�3=2
eV

N

#
(6.141)

Dac¼a se cunoaşte energia liber¼a se pot determina toate propriet¼a̧tile sis-
temului. Astfel, entropia sistemului este dat¼a de:

S = �
�
@F

@T

�
V

= NkB ln

"�
2�mkBT

h2

�3=2
eV

N

#
+
3

2
NkB (6.142)

Din 6.141 şi 6.142 rezult¼a energia intern¼a a gazului perfect:

U = F + TS =
3

2
NkBT (6.143)

Presiunea se ob̧tine prin derivarea energiei libere în raport cu volumul:

p = �
�
@F

@V

�
T

=
NkBT

V
(6.144)

Aceasta este o ecua̧tie termic¼a de stare, cunoscut¼a şi sub denumirea de
legea gazelor perfecte.
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6.3.5 Legea de distribu̧tie Maxwell - Boltzmann

Fie un sistem de N particule care nu interaçtioneaz¼a între ele îns¼a care in-
teraçtioneaz¼a cu diverse câmpuri externe. Atunci hamiltonianul sistemului
coņtine pe lâng¼a termenii datora̧ti energiei cinetice a particulelor şi energia
poteņtial¼a de interaçtie.

H =

NX
i=1

Eci +
NX
i=1

Epi (6.145)

H =
NX
i=1

�
p2xi + p

2
yi + p

2
zi

2m

�
+

NX
i=1

Epi =
NX
i=1

Hi (6.146)

În conformitate cu distribu̧tia canonic¼a functia de distribu̧tie a sistemului
este:

� = C exp

�
� H

kBT

�
(6.147)

unde C este o constant¼a.
Astfel probalitatea ca particulele s¼a aib¼a componentele impulsului în in-

tervalele (pxi; pxi + dpxi) , (pyi; pyi + dpyi) ; (pzi; pzi + dpzi) şi s¼a fie localizate
în elementele de volum: dxidyidzi este:

dP = C exp

�
� H

kBT

� NY
i=1

dxidyidzi

NY
i=1

dpxidpyidpzi (6.148)

Din aceast¼a formul¼a se observ¼a c¼a probabilitatea de a g¼asi particula o par-
ticul¼a i în elementul de volum din spa̧tiul fazelor dxidyidzidpxidpyidpzi este
independent¼a de pozi̧tiile şi impulsurile celorlalte particule. Pentru aceasta se
integreaz¼a dup¼a coordonatele carteziene şi dup¼a componentele impulsurilor
celorlalte particule din sistem. Renuņtând la indicele i se ob̧tine probabili-
tatea ca o particul¼a s¼a se g¼aseasc¼a în volumul dxdydzdpxdpydpz din spa̧tiul
fazelor. Se introduce rezultatul integr¼arii într-o constant¼a, şi se ob̧tine legea
de distribu̧tie Maxwell Boltzmann:

dP = C exp

�
� H

kBT

�
dxdydzdpxdpydpz (6.149)

unde H este hamiltonianul unei singure particule:
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H =
p2x + p

2
y + p

2
z

2m
+ Ep (x; y; z) (6.150)

Legea de distribuţie Boltzmann se ob̧tine atunci când intereseaz¼a pro-
babilitatea de localizare a particulei indiferent de impulsul ei. Se integreaz¼a
?? dup¼a impulsuri şi se ob̧tine pentru probabilitatea de localizare expresia:

dP = C exp

�
� Ep
kBT

�
dxdydz (6.151)

Trebuie remarcat c¼a prin integrare se ob̧tin alte constante care împre-
un¼a cu constanta ini̧tial¼a dau o nou¼a constant¼a. Noua constant¼a se poate
determina exact dac¼a se aplic¼a condi̧tia de normare.

C =
1RRR

V
exp

�
� Ep
kBT

�
dxdydz

(6.152)

unde V este volumul sistemului.
Atunci probabilitatea corespunz¼atoare este:

dP =
exp

�
� Ep
kBT

�
dxdydzRRR

V
exp

�
� Ep
kBT

�
dxdydz

(6.153)

O aplica̧tie util¼a a acestei distribu̧tii este determinarea în funçtie de po-
zi̧tie a concentra̧tiei de molecule a unui gaz perfect în câmp gravita̧tional.
Pentru a o deduce, se consider¼a un cilindru cu aria bazei egal¼a cu S. Energia
poteņtial¼a a unei molecule în câmpul gravita̧tional este:

Ep = mgz (6.154)

unde am considerat axa Oz ca ax¼a vertical¼a. Atunci probabilitatea ca par-
ticula s¼a se afle în elementul de volum dxdydz este:

dP = C exp

�
�mgz
kBT

�
dxdydz (6.155)

Se integreaz¼a dup¼a dxdy şi se ob̧tine ca rezultat suprafa̧ta S. Probabili-
tatea ca particula s¼a se afle între cotele z şi z + dz este:

dP = C exp

�
�mgz
kBT

�
dz (6.156)
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Numerele de particule care se afl¼a la în¼aļtimea z1 în intervalul z1 ; z1+dz1
şi la în¼aļtimea z2 în intervalul z2 ; z2 + dz2 sunt propoŗtionale cu probabi-
lit¼a̧tile de localizare respective.

N (z1) = C exp

�
�mgz1
kBT

�
(6.157)

N (z2) = C exp

�
�mgz2
kBT

�
(6.158)

unde C este o constant¼a. Atunci:

N (z1)

N (z2)
= exp

�
�mg (z1 � z2)

kBT

�
(6.159)

Aceast¼a rela̧tie o vom transforma pentru a ob̧tine o rela̧tie între concen-
tra̧tiile moleculelor la în¼a̧timile respective n (z1) şi n (z2):

N (z1)

V

V

N (z2)
= exp

�
�mg (z1 � z2)

kBT

�
n (z1)

n (z2)
= exp

�
�mg (z1 � z2)

kBT

�
(6.160)

Pentru z = 0 se ob̧tine concentra̧tia de molecule de la suprafa̧ta p¼amân-
tului. Atunci concentra̧tia de molecule variaz¼a cu în¼aļtimea dup¼a legea:

n (z) = n (0) exp

�
�mgz
kBT

�
(6.161)

Presupunând c¼a temperatura nu variaz¼a cu în¼aļtimea şi cunoscând faptul
c¼a p = nkBT rezult¼a:

p (z) = p (0) exp

�
�mgz
kBT

�
(6.162)

unde p (0) este presiunea la suprafa̧ta p¼amântului.
Legea de distribuţie Maxwell se refer¼a la distribu̧tia dup¼a viteze a mole-

culelor unui gaz. Pentru a ob̧tine aceast¼a lege se integreaz¼a 6.149 dup¼a vari-
abilele de pozi̧tie şi rezult¼a probabilitatea ca particula s¼a aib¼a componentele
impulsului în intervalele (px ; px + dpx) ; (py ; py + dpy) ; (pz ; pz + dpz).
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dP = C exp

�
�
p2x + p

2
y + p

2
z

2mkBT

�
dpxdpydpz (6.163)

Cum px = mvx , py = mvy , pz = mvz , probabilitatea ca viteza par-
ticulei s¼a aib¼a componentele în intervalele (vx ; vx + dvx), (vy ; vy + dvy),̧si
(vz ; vz + dvz) este:

dP = C exp

"
�
m
�
v2x + v

2
y + v

2
z

�
2kBT

#
dvxdvydvz (6.164)

Aceasta este legea de distribu̧tie a lui Maxwell. Constanta de integrare
se deduce din condi̧tia de normare:

Z
dP = C

ZZZ
exp

"
�
m
�
v2x + v

2
y + v

2
z

�
2kBT

#
dvxdvydvz = 1 (6.165)

Aceat¼a integral¼a se face calculând trei integrale de tipul:Z 1

�1
exp

�
� mv2

2kBT

�
dv =

r
2�kBT

m
(6.166)

Atunci rela̧tia 6.165 devine:

C

�
2�kBT

m

�3=2
= 1 (6.167)

de unde :

C =

�
m

2�kBT

� 3
2

(6.168)

Astfel expresia 6.164 este:

dP =

�
m

2�kBT

� 3
2

exp

"
�
m
�
v2x + v

2
y + v

2
z

�
2kBT

#
dvxdvydvz (6.169)

Se poate exprima aceast¼a probabilitate folosind coordonate polare, în care
viteza particulei este caracterizat¼a prin modulul ei, prin unghiul � pe care îl



6.3. DISTRIBUŢIA CANONIC¼A 233

face cu axa Oz şi unghiul ' pe care îl face proieçtia vitezei în planul xOy cu
axa Ox. Atunci:

dvxdvydvz = v
2 sin �d�d'dv (6.170)

Se ob̧tine:

dP = C exp

�
� mv2

2kBT

�
v2 sin �d�d'dv (6.171)

Dac¼a intereseaz¼a doar probabilitatea ca viteza particulei s¼a fie cuprins¼a
între v, v + dv indiferent de orientare, rela̧tia 6.171 se integreaz¼a dup¼a vari-
abilele � şi '. Deoarece: Z �

0

sin �d�

Z 2�

0

d' = 4� (6.172)

se ob̧tine:

dP = 4�C exp

�
� mv2

2kBT

�
v2dv (6.173)

Constanta C se determin¼a ca şi în cazul anterior din condi̧tia de normare:

4�C

Z 1

0

exp

�
� mv2

2kBT

�
v2dv = 1 (6.174)

Se ob̧tine:

C =
1

2

�
m

2�kBT

� 3
2

(6.175)

Atunci rela̧tia 6.174 devine:

dP = 2�

�
m

2�kBT

� 3
2

exp

�
� mv2

2kBT

�
v2dv (6.176)

Din aceast¼a expresie rezult¼a funçtia de distribu̧tie dup¼a viteze:

� (v) = 2�

�
m

2�kBT

� 3
2

v2 exp

�
� mv2

2kBT

�
(6.177)

Funçtia are un maxim pentru o anumit¼a vitez¼a denumit¼a viteza cea mai
probabil¼a.



234 CAPITOLUL 6. ELEMENTE DE F IZIC¼A STATISTIC¼A

vp =

r
2kBT

m
(6.178)

Putem calcula viteza medie precum şi viteza p¼atratic¼a medie:

hvi =
R1
0
v� (v) dvR1

0
� (v) dv

=

r
8kBT

�m
(6.179)



v2
�
=

R1
0
v2� (v) dvR1

0
� (v) dv

=
3kBT

2�m
(6.180)

6.3.6 Teorema echiparti̧tiei energiei

Teorema echiparti̧tiei energiei arat¼a c¼a valoarea medie a unui produs de forma
pi (@H=@pi) sau qi (@H=@qi) este totdeauna egal¼a cu kBT .
Vom face aceast¼a demonstra̧tie pentru produsul pi (@H=@pi)�

pi
@H

@pi

�
=
1

Z

Z
� � �
Z
pi
@H

@pi
exp

�
� H

kBT

�
d


unde:

d
 =
dp1:::dpi:::dpfdq1:::dqi:::dqf

hf

Integrând prin p¼aŗti rezult¼a:

�
pi
@H

@pi

�
=

kBT

Z

Z
� � �
Z
exp

�
� H

kBT

�
d


� 1
Z

Z
� � �
Z

@

@pi

�
pi exp

�
� H

kBT

��
d
 (6.181)

Cea de-a doua integral¼a din 6.181 va fi efectuat¼a dup¼a pi.

Z
@

@pi

�
pi exp

�
� H

kBT

��
dpi = pi exp

�
� H

kBT

�����1
�1

= 0 (6.182)

Rezultatul integr¼arii este nul deoarece exponeņtiala tinde mai repede la
zero dec¼at pi. Atunci:
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�
pi
@H

@pi

�
=
kBT

Z
Z = kBT (6.183)

Într-un mod asem¼an¼ator se demonstreaz¼a c¼a:�
qi
@H

@qi

�
= kBT (6.184)

Dac¼a presupunem c¼a pi reprezint¼a componenta cartezian¼a a impulsului
unei particule a sistemului

@H

@pi
=
1

m
pi

Cum:

pi
@H

@pi
=
p2i
m
= 2

p2i
2m�

pi
@H

@pi

�
= 2

hp2i i
2m

= kBT

Atunci:

hp2i i
2m

=
kBT

2
(6.185)

Prin urmare contribu̧tia fiec¼arui grad de libertate la energia cinetic¼a este
kBT=2. Aceasta justific¼a denumirea de teorem¼a a echiparti̧tiei energiei:
Fiecare grad de libertate contribuie la energia total¼a cu kBT=2:
În cazul gazului ideal format din N particule num¼arul gradelor de liber-

tate este 3N . Cum în cazul acesta nu avem interaçtie între molecule, energia
intern¼a este datorat¼a numai energiei cinetice a particulelor.

U = 3N
kBT

2
(6.186)

Considerând N = NA (num¼arul lui Avogadro) c¼aldura molar¼a la volum
constant este:

C�V =

�
@U

@T

�
V

=
3kBN

2
=
3R

2
(6.187)
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Dac¼a sistemul este format din particule ce oscileaz¼a în jurul unei pozi̧tii
de echilibru şi ne limit¼am la proieçtia acestei mi̧sc¼ari de-a lungul unei axe
de coordonate, energia poteņtial¼a este propoŗtional¼a cu p¼atratul coordonatei
particulei care în acest caz reprezint¼a elonga̧tia de la pozi̧tia de echilibru.

U = cq2i

unde c este o constant¼a.
Atunci

@H

@qi
= 2cqi

�
qi
@H

@qi

�
=


2cq2i

�
= kBT (6.188)

Astfel:



cq2i
�
=
kBT

2
(6.189)

Prin urmare contribu̧tia acestui termen la energia poteņtial¼a este kBT=2
Pentru mi̧scarea complet¼a în spa̧tiu energia poteņtial¼a medie a fiec¼arei

particule este 3kBT=2. O astfel de situa̧tie o întâlnim în cazul corpurilor
solide. Dac¼a num¼arul de atomi coņtinut de corp este N energia poteņtial¼a
a întregului ansamblu este 3NkBT=2. La aceast¼a energie se ad¼aug¼a energia
datorat¼a mi̧sc¼arii atomilor, care are tot valoarea 3NkBT=2.
Dac¼a se consider¼a un kmol de substaņt¼a energia intern¼a total¼a a acestuia

este:

U = 3NAkBT (6.190)

C¼aldura molar¼a a corpului solid este:

C�V =

�
@U

@T

�
V

= 3R (6.191)

Rezultatul este cunoscut sub denumirea de legea Dulong-Petit care este
confirmat¼a experimental la temperaturi mari.
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6.4 Distribu̧tia macrocanonic¼a

6.4.1 Expresia distribu̧tiei macrocanonice

Atunci când a fost dedus¼a distribu̧tia microcanonic¼a s-a considerat c¼a sis-
temul este complet izolat de mediul extern.
O astfel de situa̧tie este una idealizat¼a, în general un sistem poate schimba

energie sau substaņt¼a cu mediul extern. Distribu̧tia canonic¼a ia în conside-
rare faptul c¼a sistemul se poate afla în contact termic cu un termostat şi poate
schimba energie cu acesta. Acest lucru trebuie privit prin prisma imposibi-
lit¼a̧tii izol¼arii complete a unui sistem. Totuşi exist¼a o limitare important¼a în
cazul utiliz¼arii acestei distribu̧tii şi anume aceea c¼a num¼arul de particule din
sistem este constant.
Din acest motiv trebuie considerat¼a şi o distribu̧tie pentru sistemele ce

schimb¼a atât energie cât şi particule cu mediul extern. Aceasta este dis-
tribu̧tia macrocanonic¼a.
Se presupune c¼a sistemul S este în contact cu un alt sistem R care este

în acelaşi timp şi termostat şi rezervor de particule. În plus ambele sisteme
coņtin un singur fel de particule şi cum cele dou¼a sisteme sunt în echilibru
poteņtialul chimic este acelaşi.
Se observ¼a c¼a energia şi num¼arul de particule al sistemului considerat nu

sunt fixate. Atunci se poate vorbi numai de valorile lor medii în condi̧tiile
date; ele sunt m¼arimi care prezint¼a fluctua̧tii.
Din cele dou¼a sisteme se formeaz¼a un sistem compus a c¼arui energie este:

E = E1 + E2 + E12 (6.192)

E1 fiind energia sistemului S, E2 este energia rezervorului R şi E12 este ener-
gia de interaçtie dintre cele dou¼a sisteme. Considerând energia de interaçtie
neglijabil¼a atunci:

E = E1 + E2 (6.193)

În sistemul compus num¼arul total de particule este constant.
Deoarece sistemul R este un rezervor

E2 � E1

N2 � N1
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Se aplic¼a sistemului compus izolat distribu̧tia microcanonic¼a. Probabi-
litatea ca punctul reprezentativ al sistemului S s¼a se g¼aseasc¼a în elementul
de volum dp1dq1 din spa̧tiul fazelor, indiferent de starea în care se g¼aseşte
rezervorul R este:

dP = C
02 (E2 ; N2) d
1 = C

0
2 (E � E1 ; N �N1) d
1 (6.194)

Deoarece

S2 = kB ln

0
2 (6.195)

rezult¼a


02 (E � E1 ; N �N1) = exp
�
S2 (E � E1 ; N �N1)

kB

�
(6.196)

Având în vedere rela̧tiile 6.195 şi 6.196 entropia S2 se exprim¼a astfel:

S2 (E � E1 ; N �N1) = S2 (E ; N) +
@S2
@E1

E1 +
@S2
@N1

N1 (6.197)

Deoarece entropia depinde de num¼arul de particule
@S

@N
va � exprimat¼a

în funçtie de poteņtialul chimic al unei particule

@S

@N
=
@S

@M

@M

@N
= ��

T

@ (Nm0)

@N
= �m0�

T
= ��0

T

În rela̧tia de mai sus m0 este masa unei particule, iar �0 = m0� este
poteņtialul chimic al unei particule.
Dar

@S2
@E1

= � @S2
@ (E � E1)

= � @S2
@E2

= � 1
T

(6.198)

@S2
@N1

=
@S2

@ (N �N1)
@ (N �N1)

@N1
= � @S2

@N2
=
�0
T

(6.199)

unde T este temperatura de echilibru.
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S2 (E � E1 ; N �N1) = S2 (E ; N)�
E1
T
+
�0N1
T

(6.200)

Se exprim¼a E1 în funçtie de variabilele canonice şi se utilizeaz¼a nota̧tia

E1 = H (p ; q) (6.201)

Rela̧tia 6.194 devine:

dP = C exp

�
S2
kB

�
exp

�
�H � �0N1

kBT

�
d
1 (6.202)

Prin introducerea primului termen exponeņtial în constant¼a, funçtia de
distribu̧tie devine:

� = C exp

�
�H � �0N1

kBT

�
Renuņtând la indicele 1, densitatea de probabilitate a unui sistem în

contact cu un termostat şi un rezervor de particule are forma:

� = C exp

�
�H � �0N

kBT

�
(6.203)

Constanta de normare se determin¼a din condi̧tia de normare:

C
1X
N=0

Z
� � �
Z
exp

�
�H � �0N

kBT

�
d
 = 1 (6.204)

Sumarea se face de la zero (zero particule în sistem) pân¼a la infinit
deoarece toate particulele din rezervor pot în principiu s¼a treac¼a în sistem,
rezervorul fiind un sistem cu un num¼ar foarte mare de particule:
Ca şi în cazul distribu̧tiei canonice inversa acestei constante este funçtia

de parti̧tie

Z = C�1 =
1X
N=0

Z
� � �
Z
exp

�
�H � �0N

kBT

�
d
 (6.205)

Cu aceasta, funçtia de distribu̧tie macrocanonic¼a se scrie:

� =
1

Z
exp

�
�H � �0N

kBT

�
(6.206)
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6.4.2 Interpretarea m¼arimilor termodinamice

Se utilizeaz¼a rela̧tia (dedus¼a în cazul distribu̧tei canonice)

S = �kB hln �i = �kB
1X
N=0

Z
� � �
Z
� ln �d
 (6.207)

Din rela̧tia 6.206 rezult¼a:

ln � = �H � �0N
kBT

� lnZ (6.208)

astfel c¼a 6.207 devine:

S = kB lnZ
1X
N=0

Z
� � �
Z
�d
� kB�0

T

1X
N=0

Z
� � �
Z
�Nd
+

1X
N=0

Z
� � �
Z
H�d


(6.209)
Cum:

1X
N=0

Z
� � �
Z
H�d
 = hHi = U

1X
N=0

Z
� � �
Z
�Nd
 = hNi

1X
N=0

Z
� � �
Z
�d
 = 1

entropia se scrie:

S = kBU �
kB�0
T

hNi+ kB lnZ (6.210)

sau

�kBT lnZ = U � �0 hNi � TS (6.211)

Se noteaz¼a cu 
m poteņtialul macrocanonic. Indicele m a fost pus pentru
a-l deosebi de 
 - num¼arul de st¼ari din spa̧tiul fazelor.


m = U � �0 hNi � TS (6.212)



6.4. DISTRIBUŢIA MACROCANONIC¼A 241


m = �kBT lnZ (6.213)

Prin difereņtierea rela̧tiei 6.212 se ob̧tine:

d
m = dU � �0d hNi � hNi d�0 � TdS � SdT (6.214)

Cum:

dU = TdS � pdV � �0d hNi

d
m = �SdT � hNi d�0 � pdV (6.215)

Atunci:

S = �
�
@
m
@T

�
V;hNi

(6.216)

p = �
�
@
m
@V

�
T;hNi

(6.217)

hNi = �
�
@
m
@�0

�
T;V

(6.218)

Cum poteņtialul macrocanonic se exprim¼a în funçtie de funçtia de par-
ti̧tie, atunci din cunoaşterea acestuia se pot determina entropia, presiunea şi
num¼arul mediu de particule al sistemului considerat.
Se va calcula în continuare fluctua̧tia num¼arului mediu de particule şi se

va exprima în funçtie de m¼arimi ce pot fi determinate în mod experimen-
tal. Pentru aceasta se deriveaz¼a funçtia de parti̧tie dat¼a de rela̧tia 6.205 la
poteņtialul chimic. Atunci:

@Z

@�
=

1

kBT

1X
N=0

Z
� � �
Z
N exp

�
�H � �0N

kBT

�
d
 =

Z

kbT
hNi (6.219)

Rezult¼a

hNi = kBT

Z

@Z

@�0
(6.220)

Derivând înc¼a o dat¼a rela̧tia 6.219 se ob̧tine:
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@2Z

@�20
=

1

k2BT
2

1X
N=0

Z
� � �
Z
N2 exp

�
�H � �0N

kBT

�
d
 =

Z

k2BT
2



N2
�
(6.221)

Rezult¼a:



N2
�
=
k2BT

2

Z

@2Z

@�20
(6.222)

Fluctua̧tia num¼arului mediu de particule din sistem este:q

(�N)2

�
=

q
hN2i � hNi2 (6.223)

Se ţine cont de rela̧tiile 6.220 şi 6.222. Rela̧tia 6.223 devine:

q

(�N)2

�
=

s
k2BT

2

Z

@2Z

@�20
� k

2
BT

2

Z2

�
@Z

@�0

�2

q

(�N)2

�
= kB

"
� 1

Z2

�
@Z

@ (�0=T )

�2
+
1

Z

@2Z

@ (�0=T )
2

# 1
2

= kB

�
@2 lnZ

@ (�0=T )
2

� 1
2

(6.224)
Dar cum din rela̧tia 6.220

hNi = @ lnZ

@ (�0=T )

atunci: q

(�N)2

�
= kB

�
@ hNi
@ (�0=T )

� 1
2

= kB

�
T
@ hNi
@�0

� 1
2

(6.225)

Pentru a putea exprima aceast¼a expresie în funçtie de anumi̧ti parametri
cunoscu̧ti se vor face câteva considera̧tii termodinamice.
Având în vedere modul în care am definit poteņtialul chimic se poate

scrie:

�0 = m0� = m0
U + pV � TS

M
=
U + pV � TS

hNi (6.226)

energia intern¼a a unui sistem deschis se exprim¼a c¼a
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U = �0 hNi � pV + TS (6.227)

Atunci:


m = U � �0 hNi � TS = �pV (6.228)

De aici

d
m = �pdV � V dp (6.229)

Se compar¼a rela̧tia aceasta cu 6.215 şi rezult¼a:

d�0 =
V

hNidp�
S

hNidT (6.230)

Se noteaz¼a � = V= hNi .

d�0 = �dp�
Sv

V
dT (6.231)

Din aceast¼a rela̧tie rezult¼a:�
@�0
@�

�
T

= �

�
@p

@�

�
T

(6.232)

Dar:

�
@�0
@�

�
=

�
@�0
@ hNi

��
@ hNi
@�

�
= �V

�2

�
@�

@ hNi

�
= �hNi

2

V

�
@�0
@ hNi

�
(6.233)

Din rela̧tiile 6.232 şi 6.233 se ob̧tine:

�hNi
2

V

�
@�0
@ hNi

�
T

= �

�
@p

@�

�
T

= V

�
@p

@V

�
T

Deoarece coeficientul de compresibilitate izoterm¼a este:

kT = �
1

V

�
@V

@p

�
T

(6.234)

atunci:
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�
@ hNi
@�0

�
T

= �hNi
2

V 2

�
@V

@p

�
T

=
hNi2

V
kT (6.235)

Rela̧tia 6.225 devine:
Rezult¼a: q


(�N)2
�
= kB

r
T

V
kT hNi (6.236)

Atunci: q

(�N)2

�
hNi = kB

r
T

V
kT (6.237)

Rezult¼a c¼a fluctua̧tia relativ¼a a num¼arului mediu de particule într-o stare
de echilibru este foarte mic¼a.
Exist¼a unele excep̧tii ca de exemplu în cazul transform¼arilor de faz¼a. În

acest caz compresibilitatea sistemului devine extrem de mare. Astfel în cazul
acestor tranzi̧tii, în special în apropierea punctelor critice ne aştept¼am la
varia̧tii mari ale num¼arului de particule al uneia dintre faze. Atunci trebuie
lucrat cu formalismul macrocanonic şi nu cu cel canonic în care num¼arul de
particule nu variaz¼a.


