Capitolul 4

Mecanica analitica

4.1 Introducere

Mecanica analitica a fost dezvoltata cu scopul de a se putea rezolva pro-
blemele de mecanica relativ complicate. Ea a fost rezultatul cercetarilor
efectuate mai ales de matematicieni precum Lagrange, Euler, Hamilton.

O caracteristica importanta a acestei discipline este inlocuirea coordo-
natelor carteziene prin coordonate generalizate.

Ecuatiile obtinute se exprima diferit de cele ale mecanicii newtoniene. Ele
sunt ecuatii cu derivate partiale de ordinul intéi si al doilea. Rezultatele ce
se obtin sunt identice cu cele obtinute cand se utilizeaza ecuatiile mecanicii
newtoniene.

Principiile mecanicii analitice se exprima in alt mod, formularea acestora
fiind mai complexa, interpretarea fizica fiind mai putin evidenta.

Principiile mecanicii analitice sunt de doua feluri:

a) principii diferentiale, care studiaza comportarea sistemului pornind de
la deplasarile elementare ale acestuia, deplasari care pot fi reale sau virtuale.

b) principii integrale, care studiazd comportarea sistemului pornind de la
deplasari finite ale acestuia.

4.1.1 Legaturi

Starea de miscare a unui sistem de N puncte materiale este definita daca in
orice moment de timp se cunosc pozitiile si vitezele tuturor particulelor adica

dr; .
a vectorilor 7; si d_:‘ (i=1,2,...,N).
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Pentru aceasta este necesar sa se rezolve sistemul de ecuatii diferentiale:

A7 N s o .
mEDZSUEO L FO B =12, N (4.1)

In ecuatiile de mai sus I*:i(j’) sunt forte interne ale sistemului, iar F\° este
rezultanta fortelor externe ce actioneaza asupra particulei i. Aceasta formu-
lare nu simplifica mult problema, deoarece este necesar sa se ia in consideratie
constrangerile care limiteaza migcarea sistemului. Aceste constrangeri poarta
numele de legaturi. Exemple de legaturi pot fi usor aratate. Astfel mole-
culele unui gaz dintr-un vas sunt constranse de peretii vasului sa se deplaseze
in interiorul acestuia. O particula plasata pe suprafata unei sfere se poate
deplasa doar pe suprafata acesteia sau in regiunea externa a sferei.

Fie un sistem de N puncte materiale notate cu A; , A, ..., A,,.

Spunem ca sistemul este supus la legaturi daca sunt impuse conditii

d?“i
asupra variabilelor 7; si —. Aceste restrictii se exprima prin anumite re-

latii care au forma unor egalitati

(4.2)

—_ e, — , T ] =
f <r177ﬂ2a N, dt ) dt ) ) dt 9 0

si care poarta numele de legaturi bilaterale, sau prin inegalitati de forma

f (Fl,FQ,....FN , %,%,...,i—? , t) >0 (4.3)
care poarta numele de legaturi unilaterale.

Aceasta nu este singurul mod de clasificare al legaturilor.

Daca timpul nu este continut explicit in expresia legaturii, aceasta poarta
numele de legatura scleronoma. Daca timpul este continut in mod explicit,
legatura este reonoma.

Exemplu:

Fie cazul unui punct material ce se deplaseaza numai pe suprafata unei
sfere de razd R, al ciirui centru are coordonatele (xg , yo , 20). Atunci lega-

tura se exprima astfel:

(z—20)" + (y — %0)* + (2 — 20)" = R? (4.4)
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Daca sfera pe care deplaseaza punctul material este in repaus legatura este
scleronoma. Daca sfera nu este in repaus fata de sistemul inertial considerat,
atunci coeficientii g , yo , 20 care apar in ecuatia legaturii sunt functii de
timp astfel cil legdtura este reonoms. In aceste cazuri se considerd cunoscuta
miscarea corpurilor care asigura legatura.

Daca legatura se exprima printr-o egalitate in care nu apar vitezele

f(r, ..y , 1) =0 (4.5)
legitura poartd numele de legiturd olonomd. In celelalte cazuri legitura
poarta numele de legatura neolonoma.

Legaturile exprimate prin egalitati care contin vitezele particulelor poarta
numele de legaturi cinematice sau dinamice. Un interes particular prezinta
legaturile descrise de expresii care sunt diferentiale totale exacte si care de-
pind liniar de componentele vitezelor

N
Zgj (T, Tay oo 1) d_tj + go (71,73, ....TN , 1) =0 (4.6)
j=1

Se observa ca deoarece ecuatia 4.5 este satisfacuta de solutiile ecuatiilor
de migcare la orice moment de timp, prin derivarea acesteia in raport cu
timpul se poate scrie relatia:

N
S . dr; —Of
Zv]f (Tl,TQ, RN A t) d—tj + E =0 (47)

j=1
Ecuatia 4.6 se obtine din ecuatia 4.7 in cazul particular cand

g_fj (Fl,FQ,....FN y t) - V]f (Fl,’l?g, ’FN y t) (48)
unde
Lo S of . of . 0f
ij (7’1,7"27 ....'N ,t) = 8—%635 + 8—%€y + a—zjez (49)
iar
Lo . 0
Go (71,7, Ty, ) = 0_{ (4.10)

In acest caz expresia legiturii descrisi de relatia 4.6 este integrabils. Legs-
turile diferentiale integrabile sunt tot legaturi olonome.
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Totusi o legatura descrisa de relatia 4.6 nu este complet echivalenta cu
cea descrisa de relatia 4.5 deoarece prin integrarea acesteia se obtine:

[, t)=C (4.11)

unde C' este o constanta arbitrara.

Legaturile exprimate prin forme integrabile poarta numele de legaturi
Pffaf. Importanta lor consta in faptul ca un sistem caracterizat de astfel de
legaturi poate fi tratat ca si un sistem olonom.

In continuare ne vom ocupa numai de sisteme de puncte materiale care
sunt supuse unor legaturi olonome.

4.1.2 Grade de libertate; coordonate generalizate

Fie un sistem de N puncte materiale pentru care exista s legaturi de forma

fo (P, Ty Ty ,t) =0 (4.12)

unde k =1, 2 ,...; s.

Numarul s nu poate fi oricdt de mare. Relatiile 4.12 reprezinta un sis-
tem de ecuatii in (x; , y; ,2;) unde i =1, 2 ,..., N care este incompatibil
daca s > 3N . Daca s = 3N sistemul poate fi rezolvat in cooordonatele
(x; , yi ,2); cand timpul nu apare explicit, coordonatele punctelor materiale
capata valori fixe adica legaturile obliga sistemul sa stea in repaus.

Daca s < 3N sistemul de ecuatii 4.12 este nedeterminat si inseamna ca
numai 3N — s coordonate sunt independente, restul coordonatelor putand fi
determinate in functie de primele prin rezolvarea sistemului 4.12. Numarul
de variabile independente care descriu miscarea sistemului este:

|=3N—s (4.13)

Acest numar reprezinta numarul de grade de libertate.

Se pot alege ca variabile independente [ coordonate carteziene, celelalte
rezultand din relatiile de legdturd. In cele ce urmeazi se vor considera
toate coordonatele carteziene functii de [ variabile independente ¢, unde
k=1, 2, .. [sgieventual de timp:

Fj = F] ((J17Q2, e gl t) = F] (qk ; t) ) j = 1727 ey T (4]‘4)
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Prin ¢, se noteaza ansamblul celor [ variabile independente. Variabilele
independente nu au obligatoriu dimensiunea unei lungimi gi se numesc coor-
donate generalizate ale sistemului. Ele au urmatoarele proprietati:

1) Variind independent variabilele ¢, variabilele 7; date de relatiile 4.14
capata valori ce satisfac relatiile de legatura 4.12 .

2) Se pot obtine relatiile inverse

qr = gk (Fl ) ?72 7"-7FN 7t) k=1 ) 2 PERES] [ (415)

in care vectorii 7} , 75 , ...,y pot lua valorile permise doar de legaturi.

Variabilelor independente ¢, li se poate asocia un spatiu cu [ dimen-
siuni, numit spatiul configuratiilor. Fiecarui punct din acest spatiu ii core-
spunde un ansamblul de valori g, (k=1, 2,..., [). Atunci unei configuratii
instantanee a sistemului de particule ii corespunde un punct din spatiul
configuratiilor, denumit punct reprezentativ.

In timp configuratia se schimbi astfel c¢& punctul reprezentativ isi schimba
pozitia in spatiul configuratiilor. El descrie o curba numita traiectorie gene-
ralizatd a sistemului. Functiile g = qx (t) (k =1, 2 ,..., ) reprezinta ecuati-
ile parametrice ale traiectoriei generalizate.

4.1.3 Forte de legatura

Trebuie observat ca existenta legaturilor nu mai este compatibila cu ecuatiile
de miscare de forma:

- dry  drh dr,
z_:E ¥ ) E 7"'7_'n7_7_7"'7_7t 4.16
M g2 (rl R T dt (4.16)

unde prin F; se intelege forta ce actioneaza asupra particulei i, datorata celor-
lalte particule ale sistemului si eventual unor cAmpuri externe. Relatiile de
mai sus raméan valabile doar in cazul sistemelor nesupuse la legaturi. Daca se
deriveaza de doua ori relatiile 4.2 se obtin egalitati in care apar acceleratiile,
vitezele si coordonatele de pozitie. Daca se inlocuiesc acceleratiile cu valorile
lor care rezulta din relatiile 4.16 se obtin relatii in care apar si fortele F .
Deoarece fortele F; nu sunt determinate de legaturi aceste egalitati in general
nu sunt satisfacute.

Din acest motiv se ajunge la concluzia ca existenta legaturilor atrage dupa
sine aparitia unor noi forte Ricui=1 , 2, ..., N numite forte de legatura.
Atunci relatiile 4.16 devin:
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&’ S5 =
dt?

Rezulta ca fortele care actioneaza asupra particulelor dintr-un sistem se
impart in doua categorii:

- forte aplicate ﬁl care sunt cunoscute;

- forte de legatura R; care in general pot fi determinate numai dupa ce
se cunoaste starea sistemului.

Un exemplu simplu ilustreaza acest fapt. Se considera un obiect aflat pe
o masa. Asupra lui actioneaza forta de greutate. Masa insa il impiedica sa
cada astfel ca acceleratia sa este zero. Acest fapt este posibil numai daca
masa actioneaza asupra obiectului cu o forta egala in marime cu greutatea
lui si de sens contrar acesteia. Forta aplicata va fi atunci greutatea iar forta
de legatura va fi reactiunea mesei.

Fie o particula care se deplaseaza pe o curba sau pe o suprafata. Forta
de legatura poate fi descompusa intr-o componenta aflata in planul tangent
la suprafata respectiva fit si o alta componenta fin normala pe acest plan.
In general componenta tangentialg corespunde unei freciri intre punctul ma-
terial si curba sau suprafata pe care se misca.

Daca componenta tangentiala a fortei de legatura este nula atunci spunem
ca legatura este ideala.

4.2 Formalismul Lagrange

4.2.1 Principiul lucrului mecanic virtual - principiul
lui d’Alembert

Fie un sistem de puncte materiale supus unor legaturi olonome ideale:

fi(fr, 7oy 1) =0 (4.18)

Deoarece legaturile sunt perfecte componentele tangentiale ale fortelor de
legatura sunt nule. Daca se deplaseaza in mod arbitrar orice punct material
al sistemului de-a lungul suprafetei sau curbei pe care acest punct este obligat
sa se gaseasca in baza legaturilor impuse, fortele de legatura raman normale
la suprafata sau la curba considerata. Atunci lucrul mecanic al fortelor de
legatura in cursul deplasarii este nul. Totusi afirmatia precedenta este ade-
varata numai daca suprafetele sau curba pe care este obligat corpul sa se
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miste nu se deplaseazi in timp. In caz contrar deplasarea poate avea o com-
ponenta in directia normalei, adica de-a lungul fortei de legatura si lucrul
mecanic al acesteia ar fi diferit de zero.

Se defineste deplasare virtuala a sistemului orice variatie continua a coor-
donatelor (z; , y; ,2;) cuj=1, 2,.., N astfel incat conditiile de legatura
sa fie satisfacute la acelagi moment de timp. Ne intereseaza deplasarile vir-
tuale infinitezimale adica trecerea de la anumite valori 7 la 7 4 07, trecere
compatibila cu legaturile date. Atunci si coordonatele 7; + 07 trebuie sa
satisfaca relatiile de legatura 4.18.

Fi(F+67, ) =0 i=1,2,..,s (4.19)

Se dezvolta in serie relatiile 4.19 dupa valorile dx; , dy; ,dz; si se obtine:

N

. o i 8fz ' afz ) afz ] .
fi (7 4+ 675, £) = fi (7)) +]Zl (8%5% + ayjéy] + azjézj) =0 (4.20)

Tinand cont de relatiile 4.18 rezulta:

0 f@ 5’ fi 0 fz ‘
]Z(axj B0, —L5y; +aj )_0 C o i=1,2,..s (4.21)
Acestea sunt conditiile ca deplasarea (dz; ,dy; ,dz;) sa fie o deplasare
virtuala in sensul definitiei date mai sus.
Deoarece fortele de legatura sunt perpendiculare pe suprafetele sau curbele
pe care se afla particulele in cursul unei deplasari virtuale lucrul mecanic al
fortelor de legatura este nul:

N
> R;or; = (4.22)

Jj=1

Aceasta afirmatie constituie enuntul principiului lucrului mecanic virtual
(d’Alembert).

Trebuie remarcat ca deplasarea virtuala nu are nimic de-a face cu o de-
plasare reala in cursul miscarii sistemului.

Inmultind relatiile 4.17 cu 67 si sumand se obtine:
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N
Z mi—s - “ Z Fo7 + Z R07; (4.23)

Daca se tine cont de 4.22 relatia de mai sus devine:

Yoo
Zml iy Zmn (4.24)

Astfel principiul lucrului mecanic virtual se poate scrie:

N
I A
> (miﬁ - F) 67, =0 (4.25)

=1

4.2.2 Forte generalizate

Fie un sistem de N particule supuse la s legaturi date de relatiile 4.12 pentru
care putem alege | = 3N —s coordonate generalizate gy = qx, (71 , T2 ,...,7n , 1)
care joac rolul unor parametri de miscare ai sistemului. In acest caz o de-
plasare virtuala infinitezimala a sistemului se poate obtine prin varierea la
un moment dat a coordonatele generalizate qy:

. or; _
Mzzaq S o i=1,2,., N (4.26)
k=1

Lucrul mecanic efectuat pentru o astfel de deplasare a sistemului este:

N

N I oAl l
0L = Z Fio7, = Z F, Z g;i oq, = Z Qr0qr (4.27)
=1 k=1

=1 k=1

unde:

Z 7o (4.28)

i1 8%

Marimea (), poarta numele de forta generalizata corespunzatoare coor-
donatei generalizate ¢ si in general ea depinde de coordonatele generalizate
si de vitezele generalizate:
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Qk = Qk’ (Q1>Q2,---QZ ) QI7QQ7"'7QZ ) t) (429)

unde in expresia 4.29 am folosit pentru derivata temporala notatia

dar _ .
e~
Marimile ¢ (k= 1,2, ....) poartd numele de viteze generalizate.
Fortele generalizate nu au intotdeauna dimensiunile unei forte (adica ele
nu se méisoard in newtoni).

Daca fortele Z*?’] deriva dintr-un potential:

F— v (4.30)
Atunci:
N or;
N o P 4.31
%=-2 0! 3
sau
N
> <aU dr;  0Udy; 3_U%> (4.32)
= \97; 9g; " 0y 00¢ " 07 0u
Astfel:
oUu
a=-2 (4.33)

In cazul sistemelor conservative, deoarece energia potentiala nu depinde
de vitezele generalizate, nici fortele generalizate nu vor depinde de vitezele
generalizate.

4.2.3 Ecuatiile Lagrange

In cele ce urmeazi se considers un sistem de puncte materiale supuse unor
legaturi olonome. Se inlocuiesc relatiile 4.26 care coreleaza deplasarile vir-
tuale in coordonate carteziene cu cele in coordonate generalizate, in relatia
4.25. Atunci:
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N l
P 4 or;
<mz~—r - F> Y gy = (4.34)
=1

~ (s, & Or Lo,
Z <Z miﬁaqk> Oqk — ZZ iaqkéfﬂe =0 (4.35)

Ssau

! N
d*7; Or;
i—— — — 0qr =0 4.36
Z <Z1m at? 9y Qk) Ik (4.36)
In virtutea independentei deplasarilor virtuale dgy:
N

d*7; OF;
i~ —Qr=0 ; k=1,2,..1 4.37
Zm dt? Oq @ ( )

=1

Se va arata in continuare ca expresia:

N

27, F;

=1

se poate exprima cu ajutorul energiei cinetice a sistemului. Pentru aceasta
se porneste de la expresia energiei cinetice totale a sistemului de puncte
materiale considerat.

N

E—lzm- dri)” (4.39)
C24  at '

Se deriveaza aceasta expresia in raport cu o viteza generalizata.
Rezulta:

OE, <\ dF, 0 [dF,
— Pk i 4.40
A4y, Zm dt Ogk (dt) (440)

=1

Cum Fz = /F; (Q17 qz,---5q1 t) atunci:
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A 0F O
E = +Z qx (4.41)

Din aceasta expresie se obtine:

g [dr; or;
— =) = 4.42
Relatia 4.40 devine:
OB, <~ dF, oF,
= i— 4.43
Oy Zm dt Oq (443)

=1

Se deriveaza aceasta relatie inca o data in raport cu timpul si se obtine:

d (OE, N @27 or, SN dR d [ OF,
il — Bl Rl P 4.44
dt(aqk) ;m ar? aqk+;m dt dt <8qk> (444)
Cum:
d (0r; o [dr;
a L ek 4.4
dt <8qk> qu ( dt > ( 5)
atunci:
d [OE, No@For, N dF, 0 [dF
- — Ralliidal 2 (2 4.4
at <0q'k) DM oar > Mg D4 (dt) (4.46)

i=1 =1

Din relatia de mai sus se obtine:

N - A N =\ 2

d27“i 87”1' d 8Ec 1 0 dri

b= [ Z2) =2 — = 4.47
Zm dt? 8qk dt(@qk) QZZZ;m@qk(dt) ( )

i=1

Atunci relatiile 4.37 devin:

d (OF, 0 |1 a7\ 2
£<aCjk)_a_C]k[§;mi(E)]_Qk_O (4.48)

Tinand cont de relatia 4.39 obtinem:
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d (OF. OF.
— — = =1,2,.. 4.4

Ecuatiile de mai sus sunt ecuatiile Lagrange si permit determinarea misca-
rii sistemului. Numarul lor este egal cu numarul gradelor de libertate ale
sistemului.

Daca fortele deriva dintr-un potential, ecuatiile lui Lagrange se pot scrie
sub o forma compacta.

Pentru aceasta se introduce functia Lagrange definita de relatia:

L=E.,—U (4.50)

Deoarece vitezele generalizate sunt continute doar in expresia energiei
cinetice:

oL  OF.
— = 4.51
Oqr  Oqy, (4.51)
iar
ou 9J(L-E,)
=_ 22 2\ 4.52
O gy, Ay, (4.52)
relatiile 4.49 capata forma:
d (0L oL
=) - == = k=1,2,..,1 4.

Ecuatiile Lagrange sub forma data de relatiile 4.49 sau 4.53 reprezinta un
sistem de [ ecuatii diferentiale de ordinul al doilea necunoscute fiind functiile
qdr = 4k (t) y k= 1,2, ,l

Rezolvarea sistemului presupune introducerea a 2/ constante arbitrare
C1, Oy, ..., Oy astfel incat:

qdr = gk (t ,01702, ...702l) s k) = 1,2, ,l (454)

Determinarea constantelor se face din cunoasgterea conditiilor initiale,
adica a starii la un moment dat:

qk (tD) ) f_Ik (tO) ) k= 1a27"'7l (455)
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Practic, metoda de rezolvare a unei probleme de mecanica cu ajutorul
formalismului Lagrange consta in urmatoarele:

1. Se stabileste numarul gradelor de libertate ale sistemului si se aleg
coordonatele generalizate ¢, expriménd, daca este necesar, dependenta co-
ordonatelor carteziene de coordonatele generalizate.

2. Se construiesc functiile E,. , @)y sau L.

Aceasta se face pornind de la conditiile initiale exprimate in coordonate
carteziene (relatiile 4.14).

4. Se integreaza ecuatiile lui Lagrange si se tine cont de conditiile ini-
tiale. Se determina astfel dependenta de timp a coordonatelor generalizate.
Din cunoasterea dependentei coordonatelor carteziene de cele generalizate se
poate determina gi dependenta de timp a coordonatelor carteziene.

5. Din cunoasterea dependentelor 7; = 7 (t) se pot determina si fortele
de legatura cu ajutorul relatiilor:

Obsevatii
1. Daca functia lui Lagrange nu depinde de una din coordonatele ge-
neralizate, de exemplu ¢, atunci se obtine o integrala prima a miscarii. O

integrald prima a migcarii este o marime care nu variaza in cursul miscarii:

ea se conservi in cursul evolutiei sistemului. Intradevir daci — = 0 din
dk
d (0L
ecuatiile lui Lagrange rezultda — | — | = 0 . Atunci:
dt (‘9qk
L
—— = const 4.57
i, (4.57)

O astfel de coordonata generalizata se numeste coordonata ciclica.

2. Functia lui Lagrange este definita pana la o derivata totald a unei
functii in raport cu timpul. Astfel, daca in locul functiei initiale se considera
functia lui Lagrange de forma:

d
L,:L‘l‘aF(QMQ%-qu ) t) (458)

ecuatiile lui Lagrange isi pastreaza forma. Intr-adevar:
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!
dF or oF
L'=L+—=1 — —_— 4.59
+— +; it (4.59)
Din 4.59 rezulta
oL oL OF

= 4.60
O O Oqr, ( )

Derivand in raport cu timpul relatia 4.60 se obtine:

A (OLY _d (0L _d(OF\ _d (0L 0 (dF) o
dt (‘3qk n dt 8qk dt @qk n dt E)qk 8qk dt '

Din 4.59

L L 0 (dF
6_ = 8_ - — (—) (4.62)
Oqe  Oqr.  Ogi \ dt
Tinand cont de 4.61 si 4.62 din 4.53 se obtine:
Rezulta:
d (oL oL’
— — =0 4.63

Din cele prezentate mai sus rezulta ca o functie de coordonatele genera-
lizate si de timp, care este o derivata totala in raport cu timpul, poate sa fie
omisa din expresia functiei lui Lagrange.

3. Daca numai o parte din fortele ce actioneaza asupra sistemului deriva
dintr-un potential ecuatiile lui Lagrange pot fi scrise sub forma:

d (0L oL ,
— =)= = k=1,2,..1 4.64
dt (aqk) aqk Qk ) 9 Ay ey ( )
unde @)}, reprezintd fortele ce nu deriva dintr-un potential.

4. Ecuatiile lui Lagrange se pot scrie sub forma 4.53 si in cazuri in care
fortele generalizate pot fi exprimate sub forma:

d (0U oU
=—|=—|-=— ; =1,2,...,1 4.
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In expresia de mai sus functia U = U (qy, @, ..., 1, 41, Gas -, 41, ) poarti
numele de potential generalizat. Acesta poate fi cazul miscarii unei particule
de masa m si sarcina electrica e intr-un camp electromagnetic extern.

5. Chiar daca sistemul de puncte materiale nu este supus la legaturi,
forma 4.53 pentru ecuatiile de migcare poate fi folosita daca se poate trece
la alt sistem de variabile independente fata de care ecuatiile de miscare se
scriu mai simplu. De exemplu in cazul unei particule care se misca intr-un
camp central de forte este util sa se treaca de la coordonatele carteziene la
coordonatele polare (in plan) sau la cele sferice (in spatiu).

4.2.4 Principiul Hamilton

Principiul Hamilton face parte din categoria principiilor integrale. Princi-
piul integral se refera la intreaga miscare a sistemului pe toatd durata sa
intr-un interval de timp finit. El este un principiu variational, prin variatie
intelegdnd trecerea sistemului de la o traiectorie la alta in spatiul configurati-
ilor. Se iau in consideratie toate traiectoriile posibile atat cele reale cat si
cele virtuale. Pe o traiectorie virtuala sunt satisfacute legaturile dar nu sunt
valabile ecuatiile de miscare.

Formularea principiului se poate face pornind de la principiul deplasarilor
virtuale al lui d’Alembert.

Principiul lui Hamilton postuleaza ca oricarui sistem i se poate asocia o
functie L care descrie starea sistemului

Evolutia sistemului in intervalul de timp (¢; , t2) se desfigoara astfel incat
functionala numita actiune

[2)
S :/ L(qk 5 Qk s t) dt (467)
t1

sa aiba o valoare extrema.

Aici prin g si prin ¢ s-a notat ansamblul coordonatelor generalizate,
respectiv ansamblul vitezelor generalizate.

Principiul poate fi formulat astfel:

Dintre toate traiectoriile posibile din spatiul conf iguratiilor care trec
prin doud puncte f ixe, corespunzatoare conf iguratitlor la momentele ty
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gt ty se realizeaza aceea pentru care actiunea are o valoare extremd sau este
stationara.

Ecuatiile de miscare ale sistemului se vor obtine din conditia ca variatia
actiunii sa fie zero.

5/t2L(qk , Gy, )dt=0 (4.68)
t
Se considera o traiectoriel din spatiul configuratiilor

awm=qx(t) , k=1,2,..,1 (4.69)
si o traiectorie vecina:

Gw=q (), k=12 .1 (4.70)

Variatiile coordonatelor generalizate sunt:

ok (t) = qi, () — i (t) (4.71)
iar variatiile vitezelor generalizate:
. -/ . d ! d
0qe (t) = G (t) = (t) = — ai (1) — a ()] = — 0qn (4.72)

Deoarece cele doua traiectorii pornesc gi ajung in acelasi punct:

oqr (1) = dgx (t2) =0 (4.73)
Variatia actiunii este:
to to
5= L i 0de- [ L. nd @
t1 t1

Rezulta:

to t2
65=/<Lmnﬁ,wﬁ—Lm%qht»ﬁ:/ 5L (qn » v, ) dt

t1 t1

Sau

t l
2 oL oL
0S = / E (—(5 + —4¢ ) dt 4.75
t dqy, o gy, o ( )

I k=1
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deoarece deplasarile virtuale nu depind de timp.

Deoarece
oL oL d d (0L d [ OL
ity S il _ 2 == _ 2 (2= 4.
aq.kéqk 90 i (dqr) o (aq.kéqk) 7 (&jk) O (4.76)
atunci:

o[ [ ) 3 ()] o

Cum gy (t1) = dgx (t2) = 0:

=0 (4.78)

Atunci:

08 = / Z [a_qk - — (gq[;)] Sqrdt (4.79)

Conform principiului lui Hamilton daca traiectoria este reala atunci inte-
grala 4.79 trebuie sa se anuleze oricare ar fi variatiile dgy. Deoarece aceste
deplasari sunt independente intre ele, pentru ca variatia 0.5 sa fie nula este
necesar ca:

d (OL\ OL
E((a—%)—a—% 0, k=1,2,..1 (4.80)

Acestea sunt ecuatiile Lagrange.

Cand s-au dedus ecuatiile Lagrange din principiul D’Alembert a rezultat
caL=F.—U.

Daca in prezentarea mecanicii analitice se porneste de la principiul Hamil-
ton in enuntul acestuia trebuie inclusa afirmatia ca exista o functie numita
functia Lagrange cu ajutorul careia se scrie functionala actiune.

Pentru construirea functiei Lagrange se utilizeaza cateva principii foarte
generale:
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a) principiul superpozitiei care afirma cd se insumeaza termenii care se
refera la particulele considerate independente, termenii ce corespund inte-
ractiilor dintre particule si termenii ce corespund interactiei particulelor cu
campuri externe.

b) principiul invariantei galileiene care afirma ca actiunea este aceiagi in
orice sistem de referinta. Principiul este o consecinta a principiului relati-
vitatii galileiene.

c) principiul de corespondenta: rezultatele care se obtin cu ajutorul meca-
nicii newtoniene trebuie sa se regaseasca atunci cand se utilizeaza functia
Lagrange.

Trebuie remarcat ca:

a) Functia Lagrange nu depinde decat de coordonatele gi vitezele genera-
lizate (derivatele de ordin superior in raport cu timpul nu intervin). Aceasta
dependenta este conforma cu faptul ca starea unui sistem se cunoaste daca
se cunosc coordonatele si vitezele generalizate.

b) Intr-un sistem inchis functia Lagrange nu depinde explicit de timp.

c) Daca un sistem mecanic este compus din mai multe parti, care nu
interactioneaza, atunci:

L=Li+Ly+..+1L, (4.81)

d) Functia Lagrange poate fi multiplicatd printr-o constantd arbitrara,
atunci ecuatiile de migcare nu se modifica. Operatiunea de multiplicare poate
fi inteleasa ca o schimbare a unitatilor de masura pentru L.

4.3 Legile de conservare si proprietatile de
simetrie

Asga cum s-a precizat mai inainte, in cazul unui sistem mecanic care are [
grade de liberate se obtin [ ecuatii diferentiale de ordin doi in raport cu
timpul. Aceste ecuatii de miscare pot fi integrate rezultand uneori functii cu
semnificatii fizice cunoscute, alteori acest lucru nefiind posibil. Chiar daca
nu se obtine o solutie completa a ecuatiilor de miscare, in multe probleme
pot fi puse in evidenta functii de coordonatele si vitezele generalizate care
sunt constante in timp. Aceste functii se numesc integrale prime ale migcarii.

Pentru un sistem inchis cu [ grade de libertate numarul integralelor prime
independente este 2/ — 1. Asa cum am aratat anterior solutia generald a
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ecuatiilor lui Lagrange depinde de 2/ constante:

qr = gk (t ,01,02,...,021) > ]f: 1,2,...,[ (482)

Gr = qr (t ,C1,Co, ..., Cy) , k=1,2,...1 (4.83)

Deoarece pentru un sistem inchis timpul nu este continut in mod explicit
in ecuatiile de migcare, se poate alege originea acestuia in mod arbitrar.
Aceasta inseamna ca una din cele 2/ constante arbitrare din solutiile ecuatiilor
poate fi pusa sub forma unei constante aditive.

dr = 4k (t + tO 7C’Ia 027 ceey CZl—l ) (484)

G = Gi (t+1t0 ,C1,Co, ..., Coy—q ) (4.85)

Daca se elimina t + g, cele 2l — 1 constante se pot exprima in functie de
coordonatele g si vitezele generalizate ¢;. Rezulta ca aceste constante sunt
integrale prime.

Printre integralele prime ale migcarii exista unele care sunt legate de pro-
prietitile generale ale spatiului si timpului. In continuare se prezints legea de
conservare a energiei care decurge din proprietatea de uniformitate a curge-
rii timpului, legea de conservare a impulsului care decurge din proprietatea
de omogenitate a spatiului si legea de conservare a momentului cinetic care
decurge din proprietatea de izotropie a spatiului.

4.3.1 Conservarea energiei

Legea conservarii energiei rezulta din uniformitatea curgerii timpului.

Din conditia de uniformitate a curgerii timpului pentru un sistem inchis
rezulta ca functia Lagrange nu depinde explicit de timp (forma ei raméne
aceiagi la orice moment de timp). Atunci:

I l
dL oL oL
AL _ 5Ol 5Ok, (4.56)
A — O k=1 Od

Cum din ecuatiile lui Lagrange rezulta ca:

oL d (0L
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se obtine

k=1 k=1
!
d oL
4 (L - —.qk> 0 (4.89)
=1 Y
Rezulta ca:
L oL
— Z _ka = const (490)
= Ol

Daca asupra sistemului actioneaza doar forte conservative:

L=E.—U (4.91)

In expresia de mai sus energia cinetica este functie de patratele vitezelor
particulelor care alcatuiesc sistemul, adica:

5 Z 1 (drz> Z L (Z or; . 07“,) (492

Relatia 4.92 se poate pune sub forma:

=a+ Z arqr, + Z i rd; (4.93)

k,j=1
k#j
unde:
N — 2
8ri
o=3m ()
N
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Daca transformarile de coordonate nu contin timpul, adica daca lega-
turile sunt independente de timp (scleronome) doar ultimul termen din re-
latia 4.93 este diferit de zero. Aceasta rezulta din faptul ca derivatele partiale
in raport cu timpul ale coordonatelor sunt nule. Rezulta ca energia cinetica
este o functie patratica omogena in vitezele generalizate. Utilizand teorema
lui Euler referitoare la functiile omogene si observand ca U nu depinde de
vitezele generalizate cand sistemul este conservativ obtinem:

l

!
oL OE,

E '—,:E k= = 2E, 4.94

£ dk EXA 4k ( )

Atunci relatia 4.90 devine:

E.+ U = const (4.95)

Aceasta reprezinta legea de consevare a energiei in sistemele in care
actioneaza doar forte conservative: suma dintre energia cinetica si energia
potentiald (energia totald) este o constanta.

4.3.2 Conservarea impulsului

Aceasa lege de conservare rezulta din proprietatea de omogenitate a spatiului.
Din proprietatea de omogenitate a spatiului, care ilustreaza faptul ca toate
punctele din spatiu sunt echivalente rezulta ca proprietatile mecanice ale
unui sistem nu se schimba daca se realizeaza o translatie a intregului sistem
in spatiu.

Pentru a demonstra aceasta proprietate se considera o translatie infinite-
zimald in spatiu gi se pune conditia ca functia Lagrange sa raméana neschim-
bata. Se definegte operatia de translatie a sistemului ca o transformare prin
care toate punctele sistemului se deplaseaza cu acelagi segment:

T; — T; + 0T (4.96)
Intr-o astfel de transformare variatia functiei Lagrange este:

N N
0L =" (ViL)oi =067 (VL) (4.97)
i=1 i=1
Pentru ca functia Lagrange L (z; , y; , 2 , i, Ui , 2;) sd nu se schimbe
cand facem o deplasare arbitrara 7 este necesar ca:
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S-S

i=1 =1

OLY . (LY., (9L .]_,
8@- Co 8y2 €y (921 | =

Deoarece

OL _d (9L 9L _d (OL\ oL _d (oL

din relatia 4.98 se obtine:

>[4 (2 e & (2o 2 (%) ] =
dt axz dt \oy; ) © dt \oz ) °|

S[S3E) o ()o (2)4]) o

1=

adica

Deoarece

oL , oL , oL

=ML, =Pp, ; = =MY; =Py, | = = MZ; = P,
837@ 1 p:cZ 8:% Yi pyz a 1 pzz

si cum impulsul total al sistemlui este:

N
P = (pe@ + pyéy +ps)
i=1
din relatia 4.100 rezulta:
dP ﬁ

EZO ;. P = const

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)

Astfel impulsul total este o constanta de miscare pentru sistemul considerat.
S-a obtinut astfel legea de conservare a impulsului total al unui sistem de

particule in absenta unui cAmp extern.
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3 &7

~NY

Figura 4.1: Reprezentarea unei rotatii infinitezimale

4.3.3 Conservarea momentului cinetic

Conservarea momentului cinetic rezulta din proprietatea de izotropie a spa-
tiului: proprietatile mecanice ale unui sistem inchis nu se schimba in cursul
unei rotatii in spatiu a sistemului in ansamblu sau.

Pentru a demonstra aceasta lege se considera o rotatie in spatiu (Fig. 4.1),
dupa care se pune conditia ca functia lui Lagrange sa ramana neschimbata.

Numim vector de rotatie infinitezimala 0 vectorul a carui valoare este
egala cu unghiul de rotatie dp si a carui directie coincide cu axa de rotatie.
Sensul lui 6@ este dat de regula burghiului.

Deplasarea liniara (Fig. 4.1) a extremitatii vectorului de pozitie este
legata de unghiuri prin relatia:

|07 | = rsinfdp (4.104)
Directia vectorului 67 este data de:
=0 X7 (4.105)

Rotatia modifica nu numai directia vectorului de pozitie ci si vitezele
tuturor particulelor:

50 = 6@ x ¥ (4.106)

Atunci:
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N
"o Z [(amz) b (8%) vt <82'z) 621}
N
+Z Kax) Ovi + (@) Ovy; + (5) &;Zi] (4.107)

Deoarece:
oL oL d oL\  dp,
oi; ™ o dt\oi;)  dt
oL oL d (OL\ dp,,
0Y; Py Oy; dt \0y; )  dt
oL oL d oL\ dp:;
0z T 0n  at\ox)  dt
Rezulta:
N a5
0L = LT + 1, 0T; 4.108
> (o) (4.108
Tinand cont de relatiile 4.105 si 4.106 se obtine:
N 5
oL = (63 x T p; (09 X U;)| =0 4.109
> | 02 65 < ) (4.109)

Sau

5L:5¢§1: KF X ‘;—f") + (ﬁxﬁi)} = 5¢% [Z (7 x@)] =0 (4.110)

Cum rotatia infitezimala este arbitrara

d |
z [ (7 Xpi)] _0 (4.111)

i=1
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Deoarece prin definitie Z = 7; X p; este momentul cinetic al particulei 7
momentul cinetic total al sistemului este M = Zfil (7 X Pi)-
Din 4.111 rezulta ca momentul cinetic total al sistemului se conserva.

N
M =" (% x ;) = const (4.112)

4.4 Formalismul Hamilton

4.4.1 Ecuatiile Hamilton-Jacobi

Pentru descrierea sistemelor mecanice si evolutiei in timp a acestora Hamilton
a introdus o alta functie in locul functiei Lagrange.

Ideea de baza consta in descrierea starii mecanice printr-un sistem de 2/
variabile q1,q2,...,q1 , p1,pe,...,p;. Variabilele q, qs, ..., ¢ sunt coordonatele
generalizate, iar variabilele pq, po, ..., p; poarta numele de impulsuri genera-
lizate si se definesc prin relatiile

_ oL
dir

Se considera un sistem descris de functia Lagrange L (qx , Gk , t). Atunci

i k=1,2,..1 (4.113)

l

dLizaL, . 'L 9L +3L
R R A S T AT
unde
. dzqk
qr = a2
Rezulta
l !
dL oL d (0L d (0L oL
=2 5.1 — 2= ) — v | 5 == 4.114
t ,; PP [dt <8quk) W at (aq'k)]+at (4.114)

Folosind ecuatiile lui Lagrange

oL _d (or
Oqr,  dt \ Ody,
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relatia 4.114 devine:

Al <~ d [ 0L oL
ai Zkl at <—aq-k Qk> o (4.115)
sau
d <~ . oL
7 LEZl D — L] =—5 (4.116)

e oo OL A 5 —
Se observa ca daca i 0 membrul stang este nul, ceea ce inseamna ca

marimea fizica reprezentata de membrul stdng avind dimesiunea unei energii
se conserva. Aceastd functie poartd numele de functia lui Hamilton.

l
H=> ppip—L (4.117)

Ea depinde de coordoonatele gi impulsurile generalizate ale sistemului si
de timp.

Cu ajutorul functiei Hamilton ecuatiile de miscare se pot scrie sub o alta
forma. Diferentiind expresia 4.118 rezulta:

I ! I
dH =d (Z Prdr — L) = Zpkd% + Z qrdpy, — dL (4.119)
1 1

k=1

Dar

I I

L OL OL
el O gy — St

Z Ay, Z oq, U= "5

k= k=1

sau

dL = E Prdqy + E Prdqr — —dt

astfel incat 4.119 se poate pune sub forma:
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dH = qudpk Zpkqu——dt (4.120)

Din 4.118 rezulta ca diferentiala lui H este:

dH = dpk + Z a—qu + —dt (4.121)

Prin identificarea coef1c1en§110r diferentialelor din expresiile 4.120 i 4.121,
se obtine:

OH oL

—_— = — 4.122
ot ot ( )

OH
e = — k=12 ..1 4.123
qk apk ) 9 Ay ey ( )

OH
= ——— k=1,2,....1 4.124
Pk an; 5 Ly eeey ( )

Ecuatiile 4.123 si 4.124 sunt cunoscute sub numele de ecuatiile canonice
ale lui Hamilton. Acestea formeaza un sistem alcatuit din 2/ ecuatii dife-
rentiale de ordinul intai. Solutiile lor depind de 2! constante arbitrare:

ar = qi (t ,C1, Oy, ..., Coy) (4.125)

pr=pk(t,C1,Cy, .., Co) (4.126)

Pentru determinarea constantelor C7, Cs, ..., Cy este necesarad cunoasterea
la un moment dat a valorilor coordonatelor generalizate si a impulsurilor
generalizate.

In cazul unui sistem conservativ H coincide cu energia totala. Conform
relatiei 4.94

l

oL
S bk =3 dupe = 2F. (4.127)
k=1 I, k=1

astfel incat 4.117 devine:
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H=2E.—L=2E.—E.4+U=FE.+U (4.128)
Remarcam ca ecuatiile canonice se pot obtine dintr-un principiu vari-

ational. Pentru aceasta se exprima functia lui Lagrange tindnd cont de relatia
4.117

l
L= Zpqu - H (4.129)

Atunci actiunea se poate scrie ca:

S = /lzpk%— ] (4-130)

Variatia actiunii este:

t1 1
oH oH
05 = / [Z (1%5% + qrOpr — 8—52% - %5%)] dt (4.131)

to k=1

Se integreaza prin parti si se obtine:

to t

g

l
Z PrOQ
k=1 t1 t

/ li (10 2 5%] p

k=1

i <qk - —) pk] dt (4.132)

k=1

Migcarea reald corespunde stationarittii actiunii (65 = 0).

Cum dgy, (t1) = dqx (t2) = 0 iar variatiile dp si dgx sunt independente
parantezele din expresia (4.132) trebuie s fie nule fapt care implicd satisfa-
cerea relatiilor 4.123 si 4.124.
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4.4.2 Spatiul fazelor

Daca se aplica formalismul Hamilton se poate descrie starea dinamica a sis-
temului la un moment dat prin valorile coordonatelor si impulsurilor genera-
lizate g si pp numite variabile canonice unde k£ = 1,2....[. Aceste 2] marimi
constituie coordonatele unui punct intr-un spatiu cu 2/ dimensiuni, care a
fost denumit spatiul fazelor. Evolutia in timp a sistemului este data de:

Q. = qi () (4.133)

pr = i (t) (4.134)

si este reprezentata in spatiul fazelor prin traiectoria punctului reprezentativ.
Ecuatia traiectoriei este data sub forma parametrica, parametrul fiind timpul
t.

Este important de observat ca pentru sistemele conservative functia lui
Hamilton este o integrald prima. Expresia H (gx , pr) =const este descrisa in
spatiul fazelor printr-o hipersuprafata 2/ — 1 dimensionala.

4.4.3 Parantezele Poisson

Deoarece ecuatiile canonice descriu variatia in timp a variabilelor canonice
se poate obtine legea de variatie a oricarei marimi ce depinde de starea sis-
temului. Fie f (qx , px, t) o astfel de marime care pentru generalitate se
presupune ca depinde explicit de timp. Derivata totala a acesteia in raport
cu timpul este:

i 9f < of
i 6t+;< Qk:+ pk)

Daca se tine cont de ecuatiile canonice ecuatia de mai sus se poate scrie:

4.135
0qi Opr  Opy, Oqi, ( )

df _of , Z(afaﬂ afaH)

Suma din membrul al doilea se numeste paranteza Poisson a functiilor H
si f ¢i se noteaza astfel:
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'L /(OH of OH of

Astfel pentru doua marimi oarecare se poate defini in general paranteza
Poisson:

l
of dg  Of 9g )
v 95 = A T A A 4.137
i g} ,; (apk Iqe  Oqr Opy (4.137)
Obsevatii
a) Paranteza Poisson este antisimetrica
{f.9t=—Ag. f} (4.138)
b) Paranteza Poisson este liniard in raport cu fiecare termen:
{afitcafe, gy =alfi, g} +c{fe. g} (4.139)
s agn+cagpl=al{f, af+eclf, g} (4.140)

c¢) Sunt satisfacute relatiile:

{fv 9192} = {f’ 91}92+{f7 g?}gl (4141)

{fifes gt =fi{fe, gt + fo{f1 .9} (4.142)

d) In cazul in care f = f (u , v....) unde functiile u si v depind de vari-
abilele canonice:

of of
= — - 4.14
{fogt=g5tu. b +5-{v, g} + (4.143)
e) Derivata partiald in raport cu timpul a unei paranteze Poisson se ex-
prima astfel:
0 af Jg
— =q = = 4.144

f) Este satisfacutd identitatea lui Jacobi

g, My +{n, {f. g}t +{g, {h, f}} =0 (4.145)
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Trebuie remarcat ca proprietatile (a)-(e) rezulta direct din definitia paran-
tezelor Poisson. Identitatea lui Jacobi trebuie verificata prin calcul direct.

Parantezele Poisson joaca un rol important in mecanica analitica. Exista
cateva cazuri importante care sunt mentionate mai jos:

a) Parantezele Poisson ale variabilelor canonice sunt:

{ai, ¢} =0 (4.146)
b) Parantezele Poisson ale unei functii si a unei variabile canonice sunt:
af
= —— 4.149
. ay =5 (1.149)
of
, = — 4.150
{f, o} Dk ( )
Daca f = H atunci:
OH
H =—— =4 4.151
{H, a} Opr dk ( )
oH .
{H, p}= P (4.152)
qk

Ecuatiile 4.151 si 4.152 constituie o altd exprimare a ecuatiilor canonice
Hamilton.

c¢) Functiile care raman constante in cursul misgcarii, constituie integrale
prime ale migcarii. Conditia ca o functie f sa fie o integrala prima a miscarii

este ca pi 0. Atunci din relatia 4.135 se scrie:
df _of
= H =0 4.153

Daca integrala prima nu depinde explicit de timp rezulta:

{H, f}=0 (4.154)
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In particular cand f = H, {H , H} = 0 se obtine un nou mod de
exprimare a legii conservarii energiei.

d) O ultim& obsevatie se referd la teorema Poisson. Aceasta afirma ca
daca f si g sunt doua integrale prime atunci si paranteza lor Poisson este
o integrala prima a miscarii. Pentru a demonstra acest fapt se calculeaza
derivata in raport cu timpul a parantezei Poisson {f , g} .

TR - T R T BT (4.155)

Se tine cont ca:

Utilizand identitatea Jacobi gi tindnd cont de proprietatea de antisimetrie
a parantezelor Poisson:

{H,{f, g}y =—Af {9, H}} {9, {H, f}} =0 (4.157)

relatia 4.155 devine:

st oan={8 e {r 2 v oo - m

sau:
d d 9
Rezulta:
d _Jd dg

Deoarece functiile f si g sunt integrale prime ale miscarii, ele nu variaza
in timp astfel ca derivatele in raport cu timpul sunt nule. Rezulta:

d
- {f,g}=0 (4.159)

Astfel, teorema lui Poisson este demonstrata. Prin acest procedeu se pot
obtine alte integrale prime. Numarul de integrale prime independente este
20 — 1.
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4.5 Transformari canonice

Sa consideram cazul in care hamiltonianul este o constanta a migcarii si
toate coordonatele generalizate sunt ciclice. In aceste conditii hamiltonianul
va depinde doar de impulsurile generalizate:

H:H(pk)

Din py, = 0L/Jqy iar OL/0q) = const (relatia 4.57) rezulta cd impulsurile
generalizate sunt constante.
Atunci ecuatiile pentru coordonatele generalizate au o forma mai simpla:

_oH _
Opr,

unde wy, sunt functii de pj, gi sunt constante (deoarece impusul conjugat unei
coordonate ciclice este constant in timp). Se integreaza 4.160 si rezulta:

dr wy , k=1,2,..1 (4.160)

G = wit + By, (4.161)

Trebuie remarcat ca pentru un anumit sistem se pot alege mai multe seturi
de coordonate generalizate. Astfel, in cazul migcarii unui punct material in
plan, se pot alege coordonatele generalizate ca fiind coordonatele carteziene
sau coordonatele polare. De exemplu in cazul unei migcari in cAmp central
daca se aleg coordonatele carteziene ca fiind coordonate generalizate atunci
nici una dintre cele doua nu sunt coordonate ciclice. Daca insa se lucreaza
in coordonate polare, # este o coordonata ciclica.

Numarul de coordonate ciclice depinde de modul de alegere a coordo-
natelor generalizate; pentru fiecare problema in parte se poate alege un set
de coordonate care sa fie ciclice.

Vom studia transformarea de la un set de variabile la alt set de variabile
mai convenabile. In cazul formalismului Hamilton impulsurile generalizate
sunt variabile independente. Din acest motiv transformarea de coordonate
necesita implicarea impulsurilor generalizate. Astfel se considera ca:

Qr=0Q (g, pi,t) (4.162)

Po=P (¢, pi, t) (4.163)
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Pentru ca aceste relatii sa reprezinte o adevarata schimbare de variabile
este necesar ca relatiile 4.162 si 4.163 sa fi inversabile fata de variabilele ¢; si
pi, adica:

@ =q (Qi , Pi, t) (4.164)

pe=pe(Qi, P, t) (4.165)

Conditia necesara si suficienta pentru ca acest fapt sa fie posibil este ca
Jacobianul sistemului sa fie diferit de zero, adica:

a(Pl ) PQ PEEXD) Pl ; Ql ) QZ IREER) Ql)
a(pl y P2 5oy DLy 15 42 50y Ql)

Date fiind avantajele formei canonice a ecuatiilor de miscare este de dorit
ca gi in noile variabile ), , P, ecuatiile de miscare sa aiba forma canonica:

J:

40 (4.166)

OH

Qv =55 2 (4.167)
: OH
P=—-—— 4.1

L 0Qk (4165

unde H este o functie Hamilton convenabil aleasa.

Transformarea pentru care relatiile 4.167 si 4.168 sunt valabile poarta
numele de transformare canonica.

Aceasta nu este posibil cAnd transformarea este arbitrard. Pentru ca
transformarea sa fie posibila se impun anumite conditii denumite conditii de
canonicitate.

Pentru a determina conditiile ca transformarea sa fie canonica se tine cont
de principiul lui Hamilton in care functia lui Lagrange se exprima astfel:

l
k=1

Atunci actiunea in functie de variabilele ¢; , p; este:

to l
5 :/ [qu‘k —H (g , pi, t)| dt (4.170)
k=1
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Integrala actiunii in variabilele Q) , Py este data de o relatie similara:

~ t2
5=
t1

In cazul miscarii reale a sistemului conditiile 65 = 0 si §H = 0 duc la
concluzia ca cele doua integrale pot diferi printr-o derivata totala in raport
cu timpul a unei functii F. De aici rezulta:

dt (4.171)

l
k=1

l
. : ~ dF
; (pqu - Pka) + (H - H) = (4.172)
sau
l ! N
(Z prdqr — Hdt) — (Z PdQy — Hdt> = dF (4.173)
k=1 k=1
Rezulta:
OF
= 4.174
Dk 9 (4.174)
OF
P=—_—— 4.1
TR (4.175)
~ OF
H=H+-— 4.1
+ = (4.176)

F (qx , Qr ,t) poartd numele de functie generatoare a transformarii canonice.
Se pot obtine deasemenea noi functii generatoare. De exemplu daca se

adauga la ambii membri ai relatiei 4.173 diferentiala totala d (Z;zl Pka>

se obtine:

l l l
> QudPe+ > puday — (H — 1) dt = d (F +y Pka) (4.177)
k=1 k=1 k=1

Expresia diferentiald din membrul drept scrisa in variabilele ¢ , P, con-
stituie o noud functie generatoare care se noteaza cu G (qx , Py ,t).
Astfel:
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oG
P = o (4.178)
oG
Qr = oL, (4.179)
~ oG
H=H+— (4.180)

In mod analog se obtine forma transformarilor exprimate prin functii
generatoare ce depind de variabilele (py , Px) sau (pr , Q).

Transformarile canonice formeaza un grup. Proprietatile acestuia sunt:

a) Transformarea identica

este canonica.

b) Inversa unei transformari canonice este tot o transformare canonica.
Conditia de canonicitate este indeplinita deoarece expresia obtinuta prin in-
locuirea lui p, cu Py si ¢, cu @ in conditia de canonicitate 4.173 este o
diferentiala totala exacta a lui F'.

c¢) Produsul a doud transformari canonice este tot o transformare cano-
nica. Prin produs a doua transformari canonice se intelege rezultatul obtinut
ca urmare a aplicarii succesive a doua transformari canonice. Pe langa trans-
formarea

Qr=0Qk (¢, pi, 1) (4.182)

Po=P(q, pi,t) (4.183)

se considera gi transformarea:
Q. =Q,(Qi, P, 1) (4.184)

P=P(Qi, P, t) (4.185)

Atunci:

Q=@ (@G, pi, 1) (4.186)



4.5. TRANSFORMARI CANONICE 131

Pe baza proprietatilor Jacobienilor rezulta:

i, @) 9(F;, Qi) 9(pi, @) .
Jacobianul noii transformari este diferit de zero deoarece Jacobienii din mem-
brul drept sunt diferiti de zero. Pentru a arata ca transformarea produs este

tot canonica se porneste de la conditiile de canonicitate a celor doua trans-

l l
(Z predagy — Hdt) - <Z PodQy — ?Idt) —dF (4.189)
k=1 k=1

l l
(Z PodQ), — ﬁfdt) - (Z PLAQ), — ﬁ’dt) — dF" (4.190)
k=1 k=1

Se observa ca prin adunarea celor doua relatii se obtine:

l l
(Z prdqy — Hdt) - (Z PLdQ), — f[’dt) = (dF 4 dF") (4.191)
k=1

k=1

fapt ce exprima canonicitatea transformarii produs.

Rezulta ca totalitatea transformarilor canonice formeaza un grup.

Se observa ca modul de definire al noilor coordonate si impulsuri gene-
ralizate face ca notiunile respective sa-si piarda din sensul intial. Acest lucru
se datoreaza faptului ca noile variabile canonice () precum si noile impulsuri
generalizate depind atat de vechile coordonate generalizate ¢, cat si de vechile
impulsuri generalizate py.

Conditia ca variabilele sa fie canonic conjugate se poate exprima cu aju-
torul parantezelor Poisson.

Se demonstreaza mai intai teorema generala de invarianta a parantezelor
Poisson fata de transformarile canonice.

Fie {f , g},, paranteza Poisson a celor doua functii in raport cu vari-
abilele canonice py, , ¢ si {f , g} pq Paranteza Poisson a celor doua functii
in raport cu variabilele canonice P, , Q). Atunci:
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{f,9b,,=1f gtpo (4.192)

Relatia se poate verifica prin calcul direct, dar se poate justifica si prin
consideratii calitative. Astfel se observa ca in relatiile 4.174 i 4.175 timpul
joaca rolul unui parametru. Prin urmare daca demonstram egalitatea pentru
marimi care nu depind explicit de timp, relatiile vor fi adevarate si in cazul
general. Sa consideram formal ca functia g este o functie Hamilton a unui
sistem fictiv. Atunci:

{f. 9t = ;l—]; (4.193)

d
Dar derivata in raport cu timpul d—J; nu poate depinde decat de propri-

etatile sistemului gi nu depinde de alegerea variabilelor. Prin urmare {f , g}
nu variaza in cazul in care vom trece de la un grup la alt grup de variabile
canonice. Rezulta ca egalitatea 4.192 este satisfacuta.

Atunci datorita relatiilor 4.146 , 4.147 , 4.148 si teoremei de invarianta a
parantezelor Poisson

{Qr s Qitpo=1Qk Qi},, =0 (4.194)
{Pk ) Pi}p?Q = {Pk; Pi}pﬂ =0 (4195)
{Pe. Qitpg=1{Lw Qi},, = Oki (4.196)

Relatiile 4.196 constituie conditia de canonicitate exprimata cu ajutorul
parantezelor Poisson.

4.6 Ecuatia Hamilton-Jacobi

Utilitatea transformarilor canonice consta in faptul ca ele permit trecerea
ecuatiilor de miscare dintr-o forma canonica in alta. Daca se alege in mod
convenabil o functie generatoare se pot obtine ecuatiile canonice in cea mai
simpla forma. Aceasta este:

Po=0,Qy=0 (4.197)
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In acest caz particular variabilele canonice sunt constante. Acest lucru
este posibil daca hamiltonianul nu este dependent de P si Q) si depinde
eventual numai de timp. Cum in ecuatiile canonice hamiltonianul apare
numai prin derivatele sale partiale in raport cu P si @y , atunci se poate
alege H = 0. Se noteaza cu S = S (qx , Qk , t) functia generatoarea a acestei
transformari canonice. Atunci:

P = g—i (4.198)
P, = —% (4.199)
H=H+ % (4.200)
Cum H = 0 rezultd ci
H(qk, g—i, t)+%—§:0 (4.201)

Aceasta ecuatie este cunoscuta sub numele de ecuatia Hamilton-Jacobi.
Din ecuatiile 4.197 rezulta:

Qk = ai , Pk = —bk (4202)

unde ay si b, sunt constante. Cum in relatia 4.201 variabilele (), nu apar
explicit, tindndu-se cont de 4.202 rezulta ca trebuie sa se gaseasca o solutie
a ecuatiei Hamilton-Jacobi S = S (g ,ar , t) care depinde de | constante
arbitrare a; (numite constante arbitrare esentiale). O astfel de solutie poarta
numele de integrala completa a ecuatiei cu derivate partiale Hamilton-Jacobi.
Ecuatia Hamilton Jacobi este o ecuatie cu derivate partiale de ordinul
intai avand [ + 1 variabile independente ¢; , ¢s , ..., ¢ sit. O solutie generala
a ecuatiei va trebui sa contina [ + 1 constante de integrare independente.
Cum functia S nu apare in ecuatia Hamilton - Jacobi decat prin intermediul
derivatelor sale rezulta ca daca S este o solutie a ecuatiei atunci gi S + C'
va fi o solutie. Prin urmare una din cele [ + 1 constante este o constanta
aditiva. Aceasta constanta nu are sens fizic si se poate alege egald cu zero.
Rezulta faptul ca din celelalte | constante esentiale nici una nu este aditiva.
Din relatia 4.199 si relatiile 4.202 rezulta:
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s _
&Lk_

Deoarece S = S (¢; , a; , t) rezulta ca:

by (4.203)

bk = bk (qi , Qo t) (4204)

Rezolvand sistemul de ecuatii 4.204 in functie de coordonatele generalizate
se obtine:

G = qr (a; , b, 1) (4.205)
Deoarece
o5 _

se obtine py = px (¢; , a; , t). Folosind relatiile 4.205 se obtine:

pr=pk(ai, bi, 1) (4.206)

In concluzie operatiile necesare pentru a determina miscarea unui sistem
de puncte materiale sunt:

a) Se afla integrala completa a ecuatiei Hamilton-Jacobi

b) Se egaleaza derivatele partiale ale integralei complete in raport cu
parametri care-i contine (ay) cu constante noi (by).

c) Se rezolva sistemul astfel obtinut in functie de variabilele gy.

Trebuie remarcat ca nu exista un procedeu general pentru gasirea in-
tegralei complete. In anumite cazuri o metods care permite simplificarea
problemei este metoda separarii variabilelor. Ea se utilizeaza de exemplu
cand hamiltonianul nu depinde de timp.

Atunci se considera S de forma:

S (Qk , Ak t) - SO (qk ) (Ik) + Sl (ak ) t) (4207)
Introducand pe S in ecuatia 4.201 se obtine:
851 (a’k ) t) 850 (Qk ) a‘k)
———~+H — =0 4.208
o A" T (4.208)

Deoarece primul termen depinde doar de timp, iar urmatorul numai de
de variabilele independente ¢y, egalitatea este satisfacuta daca fiecare termen
este constant.
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851 (ak y t)
—— < =-F 4.209
P (4.209)
Hla 95 (qx » ax) 5 (4.210)
gk
Din ecuatia 4.209 rezulta
Sy =—FEt (4.211)

Deoarece hamiltonianul nu depinde explicit de timp, constanta E este
chiar energia sistemului.

Raméne de rezolvat ecuatia 4.210 care se numeste ecuatia Hamilton-
Jacobi redusa.

Rezulta astfel ca daca functia generatoare S este determinata prin inte-
grarea ecuatiei Hamilton-Jacobi rezolvarea miscarii sistemului se reduce la
rezolvarea unui sistem de ecuatii algebrice.

Intr-un anumit sens functia generatoare care rezulti din ecuatia Hamilton-
Jacobi este chiar actiunea. Astfel pentru formularea principiului Hamilton
s-a considerat integrala

to
S:/ Ldt (4.212)
t1

luata de-a lungul unei traiectorii intre doud pozitii caracterizate de coor-
donatele generalizate q,il) si q,(f)pe care sistemul le ocupa la momentele ¢4,
respectiv to. Consideram notiunea de actiune sub un alt aspect. Fie inte-
grala actiunii pentru traiectorii reale toate cu o origine comuna in punctul din
spatiul configuratiilor q,il), (integrala data de 4.212 are un singur capat fix).
Cu alte cuvinte vom considera actiunea ca o functie de valorile coordonatelor

generalizate la limita superioara de integrare. Astfel:

t
S <Qk Ca t) z/ Lig, g, t)dt (4.213)

t1

Variatia actiunii conform relatiei 4.77 este in acest caz:

t 1

oL d (0L d (0L
‘”—/h;{a—qﬂ”%(a—qﬁ%) ~ai (5a) ] oo
Sau
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oL
0S8 = —(5 _— = — ) 4.214
Z Qk /tl 2 L‘?qk (aqk>] gk ( )

Deoarece traiectoriile miscarii reale satisfac ecuatiile lui Lagrange inte-
grala din relatia 4.214 se anuleaza. In primul termen din 4.214 la limita
inferioara dgy (t1) = 0. La limita superioara dgx (t) se noteaza cu dqi. Atunci:

l

I
Z 5% Zpk(;% (4.215)
k=1

k=
De aici rezulta:

08
9, (4.216)
Se considera apoi functia S ca o functie de timp. Atunci derivata sa totala

este:
l

dsS 8S
T Z Qk + ZPka (4.217)

Avéand in vedere relatia 4.213:

as
=1L 4.218
Din ultimele doua relatii se poate scrie ca:
1
_ Zpkq'k + L (4.219)
k=1
si
a5

Daca in aceasta ultima relatie se inlocuiesc impulsurile generalizate date
de relatia 4.216 rezulta ca functia S satisface ecuatia Hamilton-Jacobi. Acesta
a fost gi motivul pentru care s-a notat initial functia generatoare cu S.



