Capitolul 3

Teoria formala a undelor

3.1 Introducere

Se numesc unde, perturbatiile care se propaga din aproape in aproape prin
intermediul unui cAmp. De exemplu scoaterea din pozitia de echilibru a unei
particule care este situata intr-un mediu elastic determina iegirea din pozitia
de echilibru si a particulelor vecine datorita fortelor elastice ce se exercita
intre particulele mediului. In acest mod miscarea se propagd din aproape in
aproape prin intermediul unui caAmp de forte elastice.

Prezenta unei unde presupune existenta unei surse care produce pertur-
batia initiald si a unui mediu in care aceasta sa se propage.

Dupa natura perturbatiei, putem avea diferite feluri de unde:

- unde elastice (undele acustice), care sunt produse de oscilatii de natura
mecanica de mica amplitudine care se propaga in medii elastice;

- unde termice, care apar datorita diferentelor de temperatura si carac-
terizeaza fenomenul de propagare a caldurii;

- unde electromagnetice, care sunt produse de perturbatii de natura elec-
tromagnetica.

Pentru primele doua tipuri de unde este necesar un mediu material, in
timp ce undele electromagnetice se pot propaga si in vid.

Mediile in care se propaga undele pot fi:

- omogene sau neomogene dupa cum marimile care caracterizeaza mediul
sunt, respectiv nu sunt dependente de coordonatele punctului;

- izotrope sau anizotrope dupa cum marimile ce caracterizeaza mediul
sunt sau nu functie de directia in care sunt masurate;
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74 CAPITOLUL 3. TEORIA FORMALA A UNDELOR

- dispersive sau nedispersive dupa cum viteza de propagare a undei de-
pinde sau nu de frecventa;

- liniare sau neliniare dupa cum rezultanta compunerii a mai multor unde
se exprima sau nu printr-o relatie liniara.

Dupa caracterul perturbatiei, undele pot fi:

- scalare, pentru care perturbatia este caracterizata de o marime scalara;

- vectoriale, pentru care perturbatia este caracterizata de o marime vec-
toriala.

Dupa modul in care apar perturbatiile in raport cu directia de propagare,
undele pot fi:

- transversale, cand oscilatiile sau deplasarile se efectueaza in plane per-
pendiculare pe directia de propagare;

- longitudinale, cand oscilatiile sau deplasarile se efectueaza in directia de
propagare a undelor.

Din punct de vedere fizic, perturbatiile armonice prezinta o importanta
deosebita. Ele sunt produse de un sistem fizic antrenat intr-o stare de os-
cilatie armonica. Starea de oscilatie a sursei se transmite si in celelalte puncte
ale mediului avand o frecventa egala cu cea a sursei, dar cu o faza intarziata
fata de aceasta, datorita timpului necesar pentru ca oscilatiile sa se propage
de la sursa la punctul respectiv.

Trebuie remarcat ca perturbatiile armonice cu o frecventa fixa reprezinta
un caz ideal. Studiul acestor cazuri ideale permite o extrapolare in cazurile
reale, cAnd pot sa apara fenomene periodice nearmonice; acestea pot fi abor-
date prin aplicarea unor metode matematice cunoscute (serii sau integrale
Fourier).

Se definesc:
- suprafata de unda, locul geometric al punctelor care oscileaza in faza,

- frontul de unda, locul geometric al punctelor cele mai indepartate de
sursa de oscilatie care oscileaza in faza.

Dupa forma suprafetei de unda, undele pot fi clasificate ca:
- unde cilindrice (produse de surse filiforme);
- unde sferice (produse de o sursd punctiforma);

- unde plane (frontul de und4 este un plan perpendicular pe directia de
propagare).
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Figura 3.1: Deformarea unui element al unei corzii vibrante

3.2 Ecuatia unidimensionala a undelor

Pentru determinarea acestei ecuatii se considera o coarda vibranta, care
efectueaza mici oscilatii transversale. Coarda este elastica gi are o masa con-
stanta pe unitatea de lungime. Deoarece s-a presupus ca aceasta coarda este
elastica si omogena, tensiunea este tangenta la coarda, iar legea lui Hooke
este valabila. Se neglijeaza fortele de frecare si greutatea corzii.

Se considera un element al corzii de lungime dl si de masa dm (Fig. 3.1).
Fie u deplasarea unui punct al corzii fatd de pozitia sa de echilibru (care se
afla pe axa Ox). La capetele sale actioneaza fortele F si F' care sunt egale
in modul cu tensiunea din coarda. Datorita oscilatiilor, deplasarea u este
functie de coordonata x (adicd de pozitia punctului) i de timp.

Deoarece oscilatiile sunt foarte mici, unghiurile @ i o/ sunt foarte mici.
Atunci:

Ou(x,t)
ox
Se proiecteaza fortele pe axa Ox si se obtine:

=tga~sina~a (3.1)

dF, = Fcosa' — Fcosa =0 (3.2)

deoarece cos o’ ~ cosa = 1.
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Astfel, practic nu exista miscare de-a lungul axei Ox.
Se proiecteaza fortele pe axa Oy si se obtine:

dF, = Fsinad' — Fsina ~ F(a/ — a)

dF, = F ou(x + dz,t) B ou(z,t) _ F(‘?[u(x +dwx,t) — u(x,t)]
ox ox Ox
Atunci
0 [ou(x,t) _0%u(x, 1)
dF, = F% { 5 } dx = F—&E2 dx (3.3)
Conform legii a doua a dinamicii :
O*u(z, 1) 0%u

unde

2
dm = pSdl = pS+/(dx)? + (du)? = pSy/ 1+ (%) dx
\/ x

2
unde S este sectiunea corzii iar p este densitatea corzii. Deoarece 8_
T

este foarte mica:

dm ~ pSdx (3.5)

Atunci, tinand cont de 3.5 relatia 3.4 devine:

Pu(x,t)  0%u(x,t)
F O0x? =r5 ot?
s
Eazu(x,t) _ Q%u(x,1)
pS 0z O

(3.6)
v o_o. 1/2 . . . .. N o
Se observil ci mérimea (F/pS)"? are dimensiunile unei viteze; intr-adevér
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Notand cu

relatia 3.6 se poate scrie:

Pu(x,t 1 Q*u(x,t
Pue.t) 1 oulr.) a
Ox? v? ot?
Aceasta este ecuatia unidimensionala a undelor. Ea este o ecuatie de tip
d’Alembert.

3.2.1 Solutia ecuatiei unidimensionale a undelor

Se arata ca solutia cea mai generala a ecuatiei 3.7 este de forma

u(z,t) = f(x —vt) + g(z + vt) (3.8)

unde f si g sunt functii arbitrare de argumentele indicate.
Pentru aceasta se va arata la inceput ca f(z — vt) este o solutie a ecuatiei
3.8. Notand

z=x —vt
se obtine:
of _of 9= _0f
or 0z Or 0z
OF 0 (0r\ _ 0 (0 _ 0 (0f\_FI o
02  Ox \ox) 0x\dz) 09z\0x) 022 '
or _of o:__ os
ot 92 ot o2
si in final:

OF 0 (08N _0 (05N __ 0 (01N _ 200 5
o2 ot\ot) ot 0z) oz \ot) = 922 '
Astfel ecuatia undelor este satisfacuta.
In mod analog se poate aridta c si g(z + vt) este solutie a ecuatiei 3.7.
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Unda reprezentata de f(z — vt) reprezintd o unda progresiva sau unda
directd, iar unda reprezentatd de g(x + vt) reprezintd o unda regresiva sau
unda indirecta, care se propaga inspre sursa.

Unda directa se propaga in sensul axei Ox. Pentru a justifica acest fapt se
considera ca la momentul ¢5 in x5 exista aceiasi perturbatie ca la momentul
t1 In z;. Atunci:

f (332 — Utg) = f (.1'1 — 'Utl)

De aici rezulta:

i) —’Utg =T —Utl

adica

To = X1+ V1 (tg —tl)

Se observa ca daca t, > t1, atunci x5 > x; adica perturbatia se propaga
in sensul axei Ox, adica de la sursa in afara.

Marimea x — vt poarta denumirea de faza undei. Punand conditia ca faza
sa fie constanta

T — vt = const

si diferentiind aceasta relatie rezulta:
dr —vdt =0
Astfel viteza

V= —

dt
poarta denumirea de viteza de faza.

3.2.2 Integrarea ecuatiei undelor

In multe probleme este suficients obtinerea unei solutii particulare a ecuatiei
undelor. Una din metodele clasice utilizate pentru rezolvarea efectiva a
ecuatiei undelor este aceea a separirii variabilelor. In aceastd metoda solutia
se poate scrie sub forma:
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u(z,t) = X ()7 (t) (3.11)

Introducand 3.11 in 3.7 obtinem:

T - Sx@m T

sau:

v d?X(z) 1 d*T(t)
X di2 T af
Cum din punct de vedere fizic importante sunt fenomenele periodice, este
necesar ca aceasta constanta de separare sa fie negativa. Atunci

= const (3.12)

1 d?7T(t) .
— = — -1
T i w (3.13)
Se obtine astfel o ecuatie diferentiala de ordinul doi:
A>T 9
care admite solutia generala:
T = c1e™ + cye™ ™ (3.15)

Ecuatia pe care o satisface X (z) este:

’X  w?
4T X = 1
T2 T2 0 (3.16)
Punand k£ = w/v (k poartd denumirea de numér de undi) se obtine
ecuatia:

X
-+ X = (3.17)

Solutia generala a acestei ecuatii este:

X = Dy 4 Dye 'k (3.18)

Rezulta ca o solutie a ecuatiei undelor se poate pune sub forma unei
suprapuneri de functii de forma :
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u(x,t) = eFiWiEk) (3.19)

Forma concreta a solutiei ecuatiei undelor se poate obtine daca se cunosc
conditiile initiale gi conditiile la limita. Un astfel de calcul se va face pentru
coarda vibranta.

3.2.3 Unda armonica plana

O solutie particulara a ecuatiei undelor este:

u(x,t) = Ae!@t-kateo) (3.20)

O astfel de solutie care reprezinta o unda progresiva poarta numele de
unda armonica plana. Reprezentarea de mai sus data sub forma complexa
este comoda in calcule. Daca se ia doar partea reala a acestei reprezentari se
obtine reprezentarea reala a undei armonice plane:

u(x,t) = Acos (wt — kx + ;) (3.21)

Unda armonica plana este un concept idealizat; ea este o unda neintre-
rupta extinsa la infinit si este importanta deoarece exista procese fizice ce
pot fi aproximate prin expresii de forma 3.20.

In plus orice perturbatie poate fi reprezentati prin intermediul integralei
Fourier ca o sum& de perturbatii elementare de forma a (w) e™'dw.

In cazul undei plane faza acesteia este:

¢ = wt — kz + @, (3.22)

Functia u(z,t) este o functie periodica in spatiu si timp. Pentru a carac-
teriza cele doua periodicitati se tine cont de faptul ca functia cosinus este o
functie periodica cu perioada principala 2.

Periodicitatea in timp este caracterizata prin perioada 7. Din conditia

wWwit+T)—kr+ ¢y =wt — kx+ py + 27
rezulta ca:

2
T=— 3.23
N (323)

unde w - poarta numele de pulsatie.
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Periodicitatea in spatiu este caracterizata prin marimea numita lungime
de unda A. Din conditia

wt —k(z+ )+ ¢y =wt — kz + ¢y, — 27

rezulta:

A= (3.24)

Lungimea de unda este distanta minima dintre doua puncte care oscileaza in
faza.
Se observa ca:

_ 09
si
o
h=—mo (3.26)

3.2.4 Unde stationare

O unda stationara se obtine prin suprapunerea a doua unde armonice de
egala amplitudine care se propaga in directii opuse.

u(x,t) = acos (wt — kx) + asin (wt + kx) = 2a cos kx cos wt (3.27)

Se observa ca daca in cazul undei armonice progresive amplitudinea este
aceiagi indiferent de coordonata, in cazul undei stationare amplitudinea A =
2a cos kx este dependenta de coordonata x, adica de pozitie.

Pozitiile in care amplitudinea este maxima poarta numele de ventre iar
pozitiile in care amplitudinea este minima poarta numele de noduri.

3.2.5 Coarda vibranta; unde stationare

Pentru a observa modul concret in care se obtine o solutie a ecuatiei undelor
vom considera o coarda vibranta. Pentru determinarea miscarii concrete a
corzii pe langa ecuatia 3.7 trebuie cunoscuta starea initiala, adica trebuie
cunoscute functiile:
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u(z,0) = p(z) (3.28)
@0 =6 @) (3.29)

Se considera o coarda vibranta de lungime [ fixata la capetele de coordo-
nate x = 0 gi x = [. Conditiile la limita sunt:

uw(0,t) =0 ;5 wu(l,t)=0 (3.30)

Pentru rezolvarea problemei se utilizeaza metoda separarii variabilelor agsa
cum s-a prezentat anterior. In acest caz solutiile ecuatiilor 3.14 si 3.16 vor fi
scrise sub forma reala.

T (t) = Acoswt + Bsinwt (3.31)

X (z) = Ccoskx + Dsinkx (3.32)

O solutie particulara este:

u(z,t) = (Acoswt + Bsinwt) (C cos kx + D sin kx) (3.33)

Punénd conditiile la limita 3.30 se obtine:

C=0 (3.34)
si
Dsinkl =0 (3.35)

A doua ecuatie este satisfacuta si atunci cind D = 0, dar o astfel de
valoare conduce la solutia banala pentru ecuatia initiala. Rezulta ca trebuie
pusa conditia:

sinkl =0

Aceasta conditie este satisfacuta cand

kl = nm (n=1,2,3...) (3.36)

Rezulta valori discrete ale numarului de unda.
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kp=-—  (n=1,23.) (3.37)

Atunci o solutie particulara este:

up (z,t) = (A, coswy,t + By, sinw,t) sin nTﬂar (3.38)

unde

Wy, = vk, = — (3.39)
Solutia generala este formata dintr-o suprapunere de forma:

u(x,l) = Z <An cos #t + B, sin #t) sin ?m (3.40)

n=1

Pentru determinarea coeficientilor A, si B, vom tine cont de conditiile
initiale 3.28 si 3.29. Din relatia 3.28 rezulta:

Z A, sin nTWa: = p(x) (3.41)

Relatiei

8 o
8—1; = Z ( mlrvA sin nlﬂt + #Bn cos @t) sin ?m

i se aplica conditia 3.29; rezulta:

S B sin S = oy (2) (3.42)

n=1

Relatiile 3.41 si 3.42 constituie dezvoltari ale functiilor ¢ (x) si ¢ (z) in
serii de functii de sinus. Pentru calculul coeficientilor A,, si B,, se inmultesc

ecuatiile 3.41 si 3.42 cu sin 777 si se integreaza intre 0 gi [ . Se obtine:

<\.|[\D

O/Z ) sin —a;> dz (3.43)
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l

2 nmw
B, = —— ( in 27 )
— ¢1 (x) sin T dx
0

Spre deosebire de o unda armonica progresiva a carei amplitudine este in-
dependenta de pozitia punctului care oscileaza, in cazul acesta amplitudinea
de oscilatie a fiecarui punct depinde de pozitia sa si nu depinde de timp. O
astfel de unda este o unda stationara.

Introducand lungimea de unda

2r 2
Ap=—=—1 3.44
[— (3.44)
se obtine
- 2
u(z,t) = Z (An cos #t + By, sin #t) sin )\—:x (3.45)

n=1

Relatia 3.45 arata ca in coarda vibranta se pot forma unde stationare cu
diferite frecvente si lungimi de unda; acestea sunt modurile de vibratie ale
corzii.

Frecventa

w1 1 v
= — = — ) = —

2r 21 21
se numeste frecventa fundamentald. Ea este cea mai mica frecventa emisa
de coarda.

In Fig. 3.2 sunt aratate modurile in care oscileaza o coarda vibranta:

(3.46)

U1

n=1;uv = 5 A1 = 2l -frecventa fundamentala
n=2; vy = 2v; ; Ay = [ -prima armonica

21 .
n =3 ;wv3 =30 ; A3 = — -a doua armonica

Punctele in care amplitudinea este nula poarta numele de noduri, iar cele
in care amplitudinea este maxima poarta numele de ventre.

3.3 Unde tridimensionale

In spatiu functia de undi u(z,t) va depinde si de coordonatele y si z. Vom
nota cu ¥ (x,y, z,t) aceasta functie.
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n=1

n=2

n=3
Figura 3.2: Moduri de oscilatie in cazul unei coarde vibrante
Marimea v poate fi un scalar, un vector sau chiar o marime tensoriala.

In continuare discutia va fi limitata la cazul undelor scalare. Ecuatia undelor
3.7 devine in cazul tridimensional:

Py O O 1 0%
Ox? + Oy? + 022 02 02 (347)

3.3.1 Unda plana

Fie 7 vectorul de pozitie al unui punct iar @ vectorul unitate al unei directii
date. Daca solutia este de forma (i 7, t) inseamna ca starea de oscilatie este
aceiasi in toate punctele unui plan @7 =const. In acest caz se spune ci unda
este plana, deoarece suprafetele de unda sunt plane.

Solutia generala a ecuatiei 3.47 este de forma:

AT ) =, (@F — vt) + (@7 + vt) (3.48)

unde prima parte corespunde undei progresive iar a doua undei regresive.
Pentru determinarea unei forme analitice se considera o solutie de forma:

=1y (2) - a(y) - ¥s(2) - (3.49)
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Se obtine pentru partea atemporala ecuatia:

id%/}l(x) id2¢2 (v) id¢3 (2) _ w?

Yy da? Yy dy? Py dz? - 0?

Se noteaza

w2

V2

k* =

(3.50)

(3.51)

Fiecare termen din 3.50 este o functie de o singura variabila; pentru ca

suma lor sa fie constanta, fiecare termen trebuie sa fie constant.

astfel trei ecuatii:

id2’¢)1(ﬂf) _ —k2
Yy dar
idng(y) — 2
Yy dy? Y
id2¢3(z) _ g2
Yy dz? :

cu

K=kl 4+ k. + k2

ale caror solutii sunt:

w o Ae:l:ikzx

1=

w2 — Bei’ikyy

w _ Ceiikzz
3=

Se obtin

(3.52)

(3.53)

(3.54)

O solutie particulara a ecuatiei undelor ce corespunde unei unde progre-

sive este:

Y, = Aexp{i[wt — (ko + kyy + k.2)]}

(3.55)

Introducand vectorul k cu componentele k;, k,, k., denumit vector de

unda, relatia 3.55 se scrie:
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Figura 3.3: Unda plana

Y, = Aexpi(wt — Ef) (3.56)

Aceasta este forma unei unde armonice plane monocromatice.
Intr-adevar suprafetele de unda sunt la un moment dat definite de ecuatia
wt — k17 =const sau de ecuatia k7" =const care este echivalenta cu

kyx + kyy + k,z = const (3.57)

Aceasta este ecuatia unor plane a caror normald are directia vectorului

- k
de unda k si versorul @ = — .

Se considera doi vectori 7 si 7' cu varful pe un plan de fazd constanta.
La un moment dat k7 = const si k7" = const (Fig. 3.3).

k(F—7") =0

Notand 7" — 7 = 7, , unde 7), este un vector continut in planul de faza
constanta, se observa ca:

k7, =0 (3.58)

adici k este perpendicular pe planul de faza constanta.
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Deoarece k este perpendicular pe planele pentru care faza este constanta
el are directia de propagare.
Faza undei este:

p=wt—kr (3.59)
Se observa ca:
_ 09
W = Y (3.60)
k=-V¢ (3.61)

3.3.2 Unda sferica

Cand sursa este punctiforma, iar mediul este omogen si izotrop, perturbatiile
se propaga la fel in toate directiile. Atunci functia de unda va fi o functie
doar de distanta de la sursa si nu va depinde de unghiurile polare ci numai
de modulul razei vectoare ¥(r,t).

Pentru a determina forma functiei ¢ (r,t) se exprima laplaceianul in co-
ordonate sferice:

170 /,0 19 0 1 &
A=t ]2(22 9 (ing )+ L& 62
2 {87‘ (r 8r) T 606 (Smeae) * sin298902} (3:62)

Deoarece functia de unda depinde doar de distanta r ecuatia undelor

devine:
1[0 [(L,00\] 109
72 [87’ (T 87")] 2 0t2 (3.63)

Facand substitutia:

wirt) =1 (:’ b (3.64)
relatia 3.63 devine:
9% f 1 62f
a7 P or (3.65)

Ecuatia 3.65 are solutia generala de forma



3.4. PACHET DE UNDE 89

f=~h (t — %) + fo (t + %) (3.66)

cele doua functii f; si fo fiind arbitrare.
Se aplica metoda separarii variabilelor si se obtin solutii particulare pentru
ecuatia 3.63 de forma:

Ao B .
w — elw(t-‘rg) + elw(t_;) (3.67)
r T

care reprezinta o suprapunere dintre o unda progresiva si una regresiva. Se
constatd cd pentru unda sferica, amplitudinea variaza cu 1/7.

3.3.3 Ecuatia atemporala a undelor
Notiunea de unda armonica plana poate fi extinsa la o functie de forma

Z‘(wtffc‘?)

b (Ft) = A(F)e (3.68)

in care amplitudinea este o functie de pozitie. Chiar si in aceasta situatie
se poate face o separare a variabilelor temporale de cele spatiale. Astfel se
scrie:

b (Fit) = (7) e (3.69)
Daci se introduce aceastd forma in ecuatia 3.47 se obtine pentru ¢ (7°)
ecuatia:

P (i) | 0% () | O (7)
0x? + 0y? + 022

Aceasta este ecuatia atemporala a undelor; ea este o ecuatie de tip Hel-
moltz.

+E*(F) =0 (3.70)

3.4 Pachet de unde

Asa cum s-a prezentat anterior, o perturbatie de durata finita poate fi con-
siderata ca o suprapunere de oscilatii monocromatice a caror frecvente sau
pulsatii sunt practic cuprinse intr-un interval:

_AV +AV
il
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respectiv

Aw Aw
woT ety

Rezulta ca atunci cand este implicata o perturbatie de durata finita unda
nu este monocromatica, ci reprezinta o suprapunere a undelor monocromatice
cu pulsatiile cuprinse intr-un interval. Se spune ca avem de-a face cu o
suprapunere de unde numit grup de unde sau pachet de unde.

Functia de unda, se poate scrie ca o suprapunere de forma:

ot
P(r,t) = / A(w)e' ™=k gy (3.71)
wo— e

In scopul simplificdrii calculelor se considersi A(w) = Ay. Aproximatia
este acceptabila dacd Aw < wy.

Deoarece numarul de unda k nu este precizat si depinde de w, k se poate
dezvolta in serie in functie de w in jurul lui wy si ne putem limita la primii
termeni din dezvoltare.

B(w) = k{wn) + (@ — wp) (%) (3.72)

Atunci

ot dk
w(l}t) - AO/ eXpZ wt — kol' — ((,d — wo) (—) €T dw
wo—% dw w=wo

sau
‘ wort dk
Y(z,t) = Agelwot—hor) / expi(w —wp) |t — (—) x| ¢ dw
wo—% dw w=wq
(3.73)
Se face schimbarea de variabila w — wy = y si se noteaza
dk

—t— | = .74
C (dw)wng (37 )

Rezulta astfel:
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Aw
. 2.
w(l,, t) _ Aoel(wotfkox) / ezygdy
Aw
T2

Sau
D(os1) = Ag foxp (ot — ko) - S2UE) _,-Cexp (=i%%¢)
Wz, t) = 2Ape@ot—hom) . %
Atunci:
Bl t) = AgAw - 20 EX WIS (3.75)

Aw
PR
Expresia de mai sus arata ca suprapunerea undelor armonice plane dintr-

un domeniu ingust de pulsatii este analoaga unei unde ”armonice” a carei
amplitudine este modulata cu factorul

Aw
v 2C (3.76)
2
Aceasta inseamna ca la un moment dat, amplitudinea undei este diferita
de zero intr-un domeniu restans din spatiu.
Maximul amplitudinii corespunde valorii

sin

%g =0 (3.77)

Se observa ca la grupul de unde, pe langa suprafetele echifaze apar si
suprafete pe care amplitudinea este constanta.
Daca se tine cont de 3.74 rezulta ca aceste suprafete au ecuatia:

dk
t— <%>w:wo x] = const (3.78)

De aici rezulta asa numita viteza de grup - viteza cu care se propaga
suprafetele echiamplitudine (sau maximul pachetului)

dx dw
Vg = % = <%>ww0 (379)

Aw
2
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Deoarece energia in cazul miscarii oscilatorii este proportionala cu pa-
tratul amplitudinii, rezulta ca viteza de grup reprezinta viteza cu care se
propaga energia.

Din conditia ca faza si fie constantd (wot — koz = const) rezultd viteza
de faza

dr  woy

v = — = —

T7dt Tk

In continuare se va determina legitura dintre viteza de fazd si viteza de

grup.
Relatia dintre viteza de faza si viteza de grup se poate determina astfel:

(3.80)

dw d dvy
— (= S = — 81
vy (dk)w_wo dk(k;vf) vr+k P (3.81)

Un alt mod de estimare a lui v, este si urmatorul

doy _ dvpdh dvp d (2m 2w duy (3.82)
dk  d\dk  dxdk \ k) k2 d\ '
sau
de . )\de
dk  kd\ (3.83)
dl)f
Ug = Uf — ﬁ (384)

Existd medii in care viteza de fazd depinde de k (sau \), si care se numesc
medii dispersive, gi medii in care viteza de fazd nu depinde de k£ (sau \), si
care se numesc medii nedispersive. In mediile dispersive vy # v,.

dv dv
Se observa ca in cazul mediilor nedispersive d_lg = 0 sau d_){ = 0 ; atunci
Vf = V. In astfel de medii, viteza de grup este egali cu viteza de fazi.

dv
Daca d_){ > 0 (dispersie normald) viteza de faza este mai mare decat

viteza de grup.

dv
Daca d_)f < 0 (dispersia este anomald) viteza de fazd este mai mica decét

viteza de grup.

Trebuie remarcat ca, in mediile nedispersive pachetul de unde raméane
grupat, in timp ce, in mediile dispersive, pachetul de unde nu-si mai pastreaza
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forma ci se disperseaza deoarece undele care il compun se deplaseaza cu viteze
diferite.
Referitor la compactitatea pachetului de unda, din relatia 3.75 se constata

o Aw
in &2
ca amplitudinea este modulata de functia Aw2 Se observa ca functia
A 2
sin 5°¢ y w . TN
x5 In care se noteazd o = TC are valori semnificative cand abaterea

2
unghiului « fata de valoarea zero este egald cu 7, (Ao = ).

In realitate trebuie si se tind cont cii amplitudinea este diferitd de zero
si daca Aa > 7.

Se considera doua situatii:

a) Momentul de timp este fixat. Atunci:

Aw [ dk
AOC = 7 <%>w:w AI’ (385)
Cum 0
— Aw ~ Ak .
(dw)wwo w (3.86)
se obtine:
AxAk > 27 (3.87)

Relatia 3.87 arata ca in cazul unui pachet de unde nu se poate stabili cu
aceiagi precizie valoarea vectorului de unda si coordonata x care localizeaza
pachetul.

b) Pozitia in spatiu este fixatd; atunci:

Aa = 2% a¢
2
astfel ca:
At - Aw > 2w (3.88)

Relatiile 3.87 si 3.88 poarta numele de relatiile de incertitudine referitoare
la pachetul de unda.

Relatia 3.88 poate fi privita ca o relatie intre durata semnalului ce generea-
za pachetul de unda si domeniul de frecvente al acestuia. Se observa ca pentru
durate At foarte mari, Aw este foarte mic. La limita, daci semnalul ar fi
de durati infinits, unda obtinuti ar fi perfect monocromaticd. In functie de



94 CAPITOLUL 3. TEORIA FORMALA A UNDELOR

durata At a semnalului, pachetele de unda sunt caracterizate de domeniul
de frecvente

1
> .
Av > A7 (3.89)

O aplicatie a acestui fapt este banda de frecvente a semnalului folosit in
televiziune.

De exemplu, imaginea unui televizor este formata din 600 de linii, fiecare
linie avand 600 de puncte. Imaginea este formata dintr-un ansamblu de
3,6 - 10° imagini punctiforme. Pentru a avea o senzatie de continuitate,
este necesar ca in fiecare punct sa se succeadda 25 de imagini pe secunda.
Deci pentru formarea unei imagini pe ecranul unui televizor este necesar un
numar n = 25 - 3,6 - 10° ~ 107 impulsuri pe secundd. Aceasta inseamni ci
durata unui semnal trebuie si fie At = 10~"s. Atunci, domeniul de frecvente
corespunzatoare unui semnal este:

1
Av = Ar 10 MHz.

Cum frecventele purtatoare utilizate in televiziune sunt cuprinse intre 400
si 800 MHz exista posibilitatea de a folosi un spatiu de 40 de canale diferite.

In cazul unor unde purtitoare care sunt generate de laser in domeniul
vizibil domeniul de frecvente ar fi dat de Av = v, — v, = 2 x 10'* Hz, unde
v, este frecventa radiatiei rosii iar v, este frecventa radiatiei violete. Se pot
obtine 2 x 107 canale diferite.



