
Capitolul 3

Teoria formal¼a a undelor

3.1 Introducere

Se numesc unde, perturba̧tiile care se propag¼a din aproape în aproape prin
intermediul unui câmp. De exemplu scoaterea din pozi̧tia de echilibru a unei
particule care este situat¼a într-un mediu elastic determin¼a ieşirea din pozi̧tia
de echilibru şi a particulelor vecine datorit¼a foŗtelor elastice ce se exercit¼a
între particulele mediului. În acest mod mi̧scarea se propag¼a din aproape în
aproape prin intermediul unui câmp de foŗte elastice.
Prezeņta unei unde presupune existeņta unei surse care produce pertur-

ba̧tia ini̧tial¼a şi a unui mediu în care aceasta s¼a se propage.
Dup¼a natura perturba̧tiei, putem avea diferite feluri de unde:
- unde elastice (undele acustice), care sunt produse de oscila̧tii de natur¼a

mecanic¼a de mic¼a amplitudine care se propag¼a în medii elastice;
- unde termice, care apar datorit¼a difereņtelor de temperatur¼a şi carac-

terizeaz¼a fenomenul de propagare a c¼aldurii;
- unde electromagnetice, care sunt produse de perturba̧tii de natur¼a elec-

tromagnetic¼a.
Pentru primele dou¼a tipuri de unde este necesar un mediu material, în

timp ce undele electromagnetice se pot propaga şi în vid.
Mediile în care se propag¼a undele pot fi:
- omogene sau neomogene dup¼a cum m¼arimile care caracterizeaz¼a mediul

sunt, respectiv nu sunt dependente de coordonatele punctului;
- izotrope sau anizotrope dup¼a cum m¼arimile ce caracterizeaz¼a mediul

sunt sau nu funçtie de direçtia în care sunt m¼asurate;
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- dispersive sau nedispersive dup¼a cum viteza de propagare a undei de-
pinde sau nu de frecveņt¼a;

- liniare sau neliniare dup¼a cum rezultanta compunerii a mai multor unde
se exprim¼a sau nu printr-o rela̧tie liniar¼a.

Dup¼a caracterul perturba̧tiei, undele pot fi:

- scalare, pentru care perturba̧tia este caracterizat¼a de o m¼arime scalar¼a;

- vectoriale, pentru care perturba̧tia este caracterizat¼a de o m¼arime vec-
torial¼a.

Dup¼a modul în care apar perturba̧tiile în raport cu direçtia de propagare,
undele pot fi:

- transversale, când oscila̧tiile sau deplas¼arile se efectueaz¼a în plane per-
pendiculare pe direçtia de propagare;

- longitudinale, când oscila̧tiile sau deplas¼arile se efectueaz¼a în direçtia de
propagare a undelor.

Din punct de vedere fizic, perturba̧tiile armonice prezint¼a o importaņt¼a
deosebit¼a. Ele sunt produse de un sistem fizic antrenat într-o stare de os-
cila̧tie armonic¼a. Starea de oscila̧tie a sursei se transmite şi în celelalte puncte
ale mediului având o frecveņt¼a egal¼a cu cea a sursei, dar cu o faz¼a întârziat¼a
fa̧t¼a de aceasta, datorit¼a timpului necesar pentru ca oscila̧tiile s¼a se propage
de la surs¼a la punctul respectiv.

Trebuie remarcat c¼a perturba̧tiile armonice cu o frecveņt¼a fix¼a reprezint¼a
un caz ideal. Studiul acestor cazuri ideale permite o extrapolare în cazurile
reale, când pot s¼a apar¼a fenomene periodice nearmonice; acestea pot fi abor-
date prin aplicarea unor metode matematice cunoscute (serii sau integrale
Fourier).

Se definesc:

- suprafa̧ta de und¼a, locul geometric al punctelor care oscileaz¼a în faz¼a;

- frontul de und¼a, locul geometric al punctelor cele mai îndep¼artate de
sursa de oscila̧tie care oscileaz¼a în faz¼a.

Dup¼a forma suprafȩtei de und¼a, undele pot fi clasificate ca:

- unde cilindrice (produse de surse filiforme);

- unde sferice (produse de o surs¼a punctiform¼a);

- unde plane (frontul de und¼a este un plan perpendicular pe direçtia de
propagare).
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Figura 3.1: Deformarea unui element al unei corzii vibrante

3.2 Ecua̧tia unidimensional¼a a undelor

Pentru determinarea acestei ecua̧tii se consider¼a o coard¼a vibrant¼a, care
efectueaz¼a mici oscila̧tii transversale. Coarda este elastic¼a şi are o mas¼a con-
stant¼a pe unitatea de lungime. Deoarece s-a presupus c¼a aceast¼a coard¼a este
elastic¼a şi omogen¼a, tensiunea este tangent¼a la coard¼a, iar legea lui Hooke
este valabil¼a. Se neglijeaz¼a foŗtele de frecare şi greutatea corzii.
Se consider¼a un element al corzii de lungime dl şi de mas¼a dm (Fig. 3.1).

Fie u deplasarea unui punct al corzii fa̧t¼a de pozi̧tia sa de echilibru (care se
afl¼a pe axa Ox). La capetele sale açtioneaz¼a foŗtele ~F şi ~F 0 care sunt egale
în modul cu tensiunea din coard¼a. Datorit¼a oscila̧tiilor, deplasarea u este
funçtie de coordonata x (adic¼a de pozi̧tia punctului) şi de timp.
Deoarece oscila̧tiile sunt foarte mici, unghiurile � şi �0 sunt foarte mici.

Atunci:

@u(x; t)

@x
= tg� ' sin� ' � (3.1)

Se proiecteaz¼a foŗtele pe axa Ox şi se ob̧tine:

dFx = F cos�0 � F cos� = 0 (3.2)

deoarece cos�0 ' cos� = 1.
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Astfel, practic nu exist¼a mi̧scare de-a lungul axei Ox.
Se proiecteaz¼a foŗtele pe axa Oy şi se ob̧tine:

dFy = F sin�0 � F sin� ' F (�0 � �)

dFy = F

�
@u(x+ dx; t)

@x
� @u(x; t)

@x

�
= F

@[u(x+ dx; t)� u(x; t)]

@x

Atunci

dFy = F
@

@x

�
@u(x; t)

@x

�
dx = F

@2u(x; t)

@x2
dx (3.3)

Conform legii a doua a dinamicii :

F
@2u(x; t)

@x2
dx = dm

@2u

@t2
(3.4)

unde

dm = �Sdl = �S
p
(dx)2 + (du)2 = �S

s
1 +

�
@u

@x

�2
dx

unde S este seçtiunea corzii iar � este densitatea corzii. Deoarece
�
@u

@x

�2
este foarte mic¼a:

dm ' �Sdx (3.5)

Atunci, ţinând cont de 3.5 rela̧tia 3.4 devine:

F
@2u(x; t)

@x2
= �S

@2u(x; t)

@t2

şi

F

�S

@2u(x; t)

@x2
=
@2u(x; t)

@t2
(3.6)

Se observ¼a c¼a m¼arimea (F=�S)1=2 are dimensiunile unei viteze; într-adev¼ar�
F

�S

�
=
kg �m
s2

� m
3

kg
� 1
m2

=
m2

s2
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Notând cu

v2 =
F

�s

rela̧tia 3.6 se poate scrie:

@2u(x; t)

@x2
=
1

v2
� @

2u(x; t)

@t2
(3.7)

Aceasta este ecua̧tia unidimensional¼a a undelor. Ea este o ecua̧tie de tip
d�Alembert.

3.2.1 Solu̧tia ecua̧tiei unidimensionale a undelor

Se arat¼a c¼a solu̧tia cea mai general¼a a ecua̧tiei 3.7 este de forma

u(x; t) = f(x� vt) + g(x+ vt) (3.8)

unde f şi g sunt funçtii arbitrare de argumentele indicate.
Pentru aceasta se va ar¼ata la început c¼a f(x�vt) este o solu̧tie a ecua̧tiei

3.8. Notând
z = x� vt

se ob̧tine:

@f

@x
=
@f

@z
� @z
@x

=
@f

@z

@2f

@x2
=

@

@x

�
@f

@x

�
=

@

@x

�
@f

@z

�
=

@

@z

�
@f

@x

�
=
@2f

@z2
(3.9)

@f

@t
=
@f

@z
� @z
@t
= �v@f

@z

şi în final:

@2f

@t2
=

@

@t

�
@f

@t

�
=

@

@t

�
�v@f

@z

�
= �v @

@z

�
@f

@t

�
= v2

@2f

@z2
(3.10)

Astfel ecua̧tia undelor este satisf¼acut¼a.
În mod analog se poate ar¼ata c¼a şi g(x+ vt) este solu̧tie a ecua̧tiei 3.7.
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Unda reprezentat¼a de f(x � vt) reprezint¼a o und¼a progresiv¼a sau und¼a
direct¼a, iar unda reprezentat¼a de g(x + vt) reprezint¼a o unda regresiv¼a sau
unda indirect¼a, care se propag¼a înspre surs¼a.
Unda direct¼a se propag¼a în sensul axei Ox. Pentru a justifica acest fapt se

consider¼a c¼a la momentul t2 în x2 exist¼a aceiaşi perturba̧tie ca la momentul
t1 în x1. Atunci:

f (x2 � vt2) = f (x1 � vt1)

De aici rezult¼a:

x2 � vt2 = x1 � vt1

adic¼a

x2 = x1 + v1 (t2 � t1)

Se observ¼a c¼a dac¼a t2 > t1, atunci x2 > x1 adic¼a perturba̧tia se propag¼a
în sensul axei Ox, adic¼a de la surs¼a în afar¼a.
M¼arimea x�vt poart¼a denumirea de faza undei. Punând condi̧tia ca faza

s¼a fie constant¼a

x� vt = const

şi difereņtiind aceast¼a rela̧tie rezult¼a:

dx� vdt = 0

Astfel viteza

v =
dx

dt

poart¼a denumirea de vitez¼a de faz¼a.

3.2.2 Integrarea ecua̧tiei undelor

În multe probleme este suficient¼a ob̧tinerea unei solu̧tii particulare a ecua̧tiei
undelor. Una din metodele clasice utilizate pentru rezolvarea efectiv¼a a
ecua̧tiei undelor este aceea a separ¼arii variabilelor. În aceast¼a metod¼a solu̧tia
se poate scrie sub forma:
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u(x; t) = X(x)T (t) (3.11)

Introducând 3.11 în 3.7 ob̧tinem:

T (t)d
2X(x)

dx2
=
1

v2
X(x)

d2T (t)
dt2

sau:

v2

X

d2X(x)

dx2
=
1

T
d2T (t)
dt2

= const (3.12)

Cum din punct de vedere fizic importante sunt fenomenele periodice, este
necesar ca aceast¼a constant¼a de separare s¼a fie negativ¼a. Atunci

1

T
d2T (t)
dt2

= �!2 (3.13)

Se ob̧tine astfel o ecua̧tie difereņtial¼a de ordinul doi:

d2T
dt2

+ !2T = 0 (3.14)

care admite solu̧tia general¼a:

T = c1e
i!t + c2e

�i!t (3.15)

Ecua̧tia pe care o satisface X(x) este:

d2X

dx2
+
!2

v2
X = 0 (3.16)

Punând k = !=v (k poart¼a denumirea de num¼ar de und¼a) se ob̧tine
ecua̧tia:

d2X

dx2
+ k2X = 0 (3.17)

Solu̧tia general¼a a acestei ecua̧tii este:

X = D1e
ikx +D2e

�ikx (3.18)

Rezult¼a c¼a o solu̧tie a ecua̧tiei undelor se poate pune sub forma unei
suprapuneri de funçtii de forma :
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u(x; t) = e�i(!t�kx) (3.19)

Forma concret¼a a solu̧tiei ecua̧tiei undelor se poate ob̧tine dac¼a se cunosc
condi̧tiile ini̧tiale şi condi̧tiile la limit¼a. Un astfel de calcul se va face pentru
coarda vibrant¼a.

3.2.3 Unda armonic¼a plan¼a

O solu̧tie particular¼a a ecua̧tiei undelor este:

u (x; t) = Aei(!t�kx+'0) (3.20)

O astfel de solu̧tie care reprezint¼a o und¼a progresiv¼a poart¼a numele de
und¼a armonic¼a plan¼a. Reprezentarea de mai sus dat¼a sub form¼a complex¼a
este comod¼a în calcule. Dac¼a se ia doar partea real¼a a acestei reprezent¼ari se
ob̧tine reprezentarea real¼a a undei armonice plane:

u (x; t) = A cos (!t� kx+ '0) (3.21)

Unda armonic¼a plan¼a este un concept idealizat; ea este o und¼a neîntre-
rupt¼a extins¼a la infinit şi este important¼a deoarece exist¼a procese fizice ce
pot fi aproximate prin expresii de forma 3.20.
În plus orice perturba̧tie poate fi reprezentat¼a prin intermediul integralei

Fourier ca o sum¼a de perturba̧tii elementare de forma a (!) ei!td!:
În cazul undei plane faza acesteia este:

� = !t� kx+ '0 (3.22)

Funçtia u(x; t) este o funçtie periodic¼a în spa̧tiu şi timp. Pentru a carac-
teriza cele dou¼a periodicit¼a̧ti se ţine cont de faptul c¼a funçtia cosinus este o
funçtie periodic¼a cu perioada principal¼a 2�.
Periodicitatea în timp este caracterizat¼a prin perioada T: Din condi̧tia

!(t+ T )� kx+ '0 = !t� kx+ '0 + 2�

rezult¼a c¼a:

T =
2�

!
(3.23)

unde ! - poart¼a numele de pulsa̧tie.



3.2. ECUAŢIA UNIDIMENSIONAL¼A A UNDELOR 81

Periodicitatea în spa̧tiu este caracterizat¼a prin m¼arimea numit¼a lungime
de und¼a �. Din condi̧tia

!t� k(x+ �) + '0 = !t� kx+ '0 � 2�
rezult¼a:

� =
2�

k
(3.24)

Lungimea de und¼a este distaņta minim¼a dintre dou¼a puncte care oscileaz¼a în
faz¼a.
Se observ¼a c¼a:

! =
@�

@t
(3.25)

şi

k = �@�
@x

(3.26)

3.2.4 Unde sta̧tionare

O und¼a sta̧tionar¼a se ob̧tine prin suprapunerea a dou¼a unde armonice de
egal¼a amplitudine care se propag¼a în direçtii opuse.

u (x; t) = a cos (!t� kx) + a sin (!t+ kx) = 2a cos kx cos!t (3.27)

Se observ¼a c¼a dac¼a în cazul undei armonice progresive amplitudinea este
aceiaşi indiferent de coordonat¼a, în cazul undei sta̧tionare amplitudinea A =
2a cos kx este dependent¼a de coordonata x, adic¼a de pozi̧tie.
Pozi̧tiile în care amplitudinea este maxim¼a poart¼a numele de ventre iar

pozi̧tiile în care amplitudinea este minim¼a poart¼a numele de noduri.

3.2.5 Coarda vibrant¼a; unde sta̧tionare

Pentru a observa modul concret în care se ob̧tine o solu̧tie a ecua̧tiei undelor
vom considera o coard¼a vibrant¼a. Pentru determinarea mi̧sc¼arii concrete a
corzii pe lâng¼a ecua̧tia 3.7 trebuie cunoscut¼a starea ini̧tial¼a, adic¼a trebuie
cunoscute funçtiile:
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u (x; 0) = ' (x) (3.28)

@u

@t
(x; 0) = '1 (x) (3.29)

Se consider¼a o coard¼a vibrant¼a de lungime l fixat¼a la capetele de coordo-
nate x = 0 şi x = l. Condi̧tiile la limit¼a sunt:

u(0; t) = 0 ; u(l; t) = 0 (3.30)

Pentru rezolvarea problemei se utilizeaz¼a metoda separ¼arii variabilelor aşa
cum s-a prezentat anterior. În acest caz solu̧tiile ecua̧tiilor 3.14 şi 3.16 vor fi
scrise sub form¼a real¼a.

T (t) = A cos!t+B sin!t (3.31)

X (x) = C cos kx+D sin kx (3.32)

O solu̧tie particular¼a este:

u (x; t) = (A cos!t+B sin!t) (C cos kx+D sin kx) (3.33)

Punând condi̧tiile la limit¼a 3.30 se ob̧tine:

C = 0 (3.34)

şi

D sin kl = 0 (3.35)

A doua ecua̧tie este satisf¼acut¼a şi atunci când D = 0, dar o astfel de
valoare conduce la solu̧tia banal¼a pentru ecua̧tia ini̧tial¼a. Rezult¼a c¼a trebuie
pus¼a condi̧tia:

sin kl = 0

Aceast¼a condi̧tie este satisf¼acut¼a când

kl = n� (n = 1; 2; 3:::) (3.36)

Rezult¼a valori discrete ale num¼arului de und¼a.
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kn =
n�

l
(n = 1; 2; 3:::) (3.37)

Atunci o solu̧tie particular¼a este:

un (x; t) = (An cos!nt+Bn sin!nt) sin
n�

l
x (3.38)

unde

!n = vkn =
n�v

l
(3.39)

Solu̧tia general¼a este format¼a dintr-o suprapunere de forma:

u (x; l) =
1X
n=1

�
An cos

n�v

l
t+Bn sin

n�v

l
t
�
sin

n�

l
x (3.40)

Pentru determinarea coeficieņtilor An şi Bn vom ţine cont de condi̧tiile
ini̧tiale 3.28 şi 3.29. Din rela̧tia 3.28 rezult¼a:

1X
n=1

An sin
n�

l
x = ' (x) (3.41)

Rela̧tiei

@u

@t
=

1X
n=1

�
�n�v

l
An sin

n�v

l
t+

n�v

l
Bn cos

n�v

l
t
�
sin

n�

l
x

i se aplic¼a condi̧tia 3.29; rezult¼a:

1X
n=1

n�v

l
Bn sin

n�

l
x = '1 (x) (3.42)

Rela̧tiile 3.41 şi 3.42 constituie dezvolt¼ari ale funçtiilor ' (x) şi '1 (x) în
serii de funçtii de sinus. Pentru calculul coeficieņtilor An şi Bm se înmuļtesc

ecua̧tiile 3.41 şi 3.42 cu sin
k�

l
şi se integreaz¼a între 0 şi l . Se ob̧tine:

An =
2

l

lZ
0

�
' (x) sin

n�

l
x
�
dx (3.43)
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Bn =
2

n�v

lZ
0

�
'1 (x) sin

n�

l
x
�
dx

Spre deosebire de o und¼a armonic¼a progresiv¼a a c¼arei amplitudine este in-
dependent¼a de pozi̧tia punctului care oscileaz¼a, în cazul acesta amplitudinea
de oscila̧tie a �ec¼arui punct depinde de pozi̧tia sa şi nu depinde de timp. O
astfel de und¼a este o und¼a sta̧tionar¼a.
Introducând lungimea de und¼a

�n =
2�

kn
=
2

n
l (3.44)

se ob̧tine

u(x; t) =
1X
n=1

�
An cos

n�v

l
t+Bn sin

n�v

l
t
�
sin
2�

�n
x (3.45)

Rela̧tia 3.45 arat¼a c¼a în coarda vibrant¼a se pot forma unde sta̧tionare cu
diferite frecveņte şi lungimi de und¼a; acestea sunt modurile de vibra̧tie ale
corzii.
Frecveņta

v1 =
!1
2�
=
1

2l
� v = v

2l
(3.46)

se numeşte frecveņt¼a fundamental¼a. Ea este cea mai mic¼a frecveņt¼a emis¼a
de coard¼a.
În Fig. 3.2 sunt ar¼atate modurile în care oscileaz¼a o coard¼a vibrant¼a:
n = 1 ; v1 =

v

2l
; �1 = 2l -frecveņt¼a fundamental¼a

n = 2 ; v2 = 2v1 ; �2 = l -prima armonic¼a

n = 3 ; v3 = 3v1 ; �3 =
2l

3
-a doua armonic¼a

Punctele în care amplitudinea este nul¼a poart¼a numele de noduri, iar cele
în care amplitudinea este maxim¼a poart¼a numele de ventre.

3.3 Unde tridimensionale

În spa̧tiu funçtia de und¼a u(x; t) va depinde şi de coordonatele y şi z. Vom
nota cu  (x; y; z; t) aceast¼a funçtie.
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Figura 3.2: Moduri de oscila̧tie în cazul unei coarde vibrante

M¼arimea  poate fi un scalar, un vector sau chiar o m¼arime tensorial¼a.
În continuare discu̧tia va fi limitat¼a la cazul undelor scalare. Ecua̧tia undelor
3.7 devine în cazul tridimensional:

@2 

@x2
+
@2 

@y2
+
@2 

@z2
=
1

v2
@2 

@t2
(3.47)

3.3.1 Unda plan¼a

Fie
!
r vectorul de pozi̧tie al unui punct iar ~u vectorul unitate al unei direçtii

date. Dac¼a solu̧tia este de forma  (~u~r; t) înseamn¼a c¼a starea de oscila̧tie este
aceiaşi în toate punctele unui plan ~u~r =const. În acest caz se spune c¼a unda
este plan¼a, deoarece suprafȩtele de und¼a sunt plane.
Solu̧tia general¼a a ecua̧tiei 3.47 este de forma:

 (~u~r; t) =  +(~u~r � vt) +  �(~u~r + vt) (3.48)

unde prima parte corespunde undei progresive iar a doua undei regresive.
Pentru determinarea unei forme analitice se consider¼a o solu̧tie de forma:

 =  1(x) �  2(y) �  3(z) � ei!t (3.49)
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Se ob̧tine pentru partea atemporal¼a ecua̧tia:

1

 1

d2 1(x)

dx2
+
1

 2

d2 2 (y)

dy2
+
1

 3

d 3 (z)

dz2
= �!

2

v2
(3.50)

Se noteaz¼a

k2 =
!2

v2
(3.51)

Fiecare termen din 3.50 este o funçtie de o singur¼a variabil¼a; pentru ca
suma lor s¼a �e constant¼a, �ecare termen trebuie s¼a �e constant. Se ob̧tin
astfel trei ecua̧tii:

1

 1

d2 1(x)

dx2
= �k2x

1

 2

d2 2(y)

dy2
= �k2y (3.52)

1

 3

d2 3(z)

dz2
= �k2z

cu

k2 = k2x + k2y + k2z (3.53)

ale c¼aror solu̧tii sunt:

 1 = Ae�ikxx

 2 = Be�ikyy (3.54)

 3 = Ce�ikzz

O solu̧tie particular¼a a ecua̧tiei undelor ce corespunde unei unde progre-
sive este:

 + = A exp fi [!t� (kxx+ kyy + kzz)]g (3.55)

Introducând vectorul ~k cu componentele kx; ky; kz, denumit vector de
und¼a, rela̧tia 3.55 se scrie:
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Figura 3.3: Unda plan¼a

 + = A exp i(!t� ~k ~r) (3.56)

Aceasta este forma unei unde armonice plane monocromatice.
Într-adev¼ar suprafȩtele de und¼a sunt la un moment dat definite de ecua̧tia

!t� ~k ~r =const sau de ecua̧tia ~k ~r =const care este echivalent¼a cu

kxx+ kyy + kzz = const (3.57)

Aceasta este ecua̧tia unor plane a c¼aror normal¼a are direçtia vectorului

de und¼a ~k şi versorul ~u =
~k

k
.

Se consider¼a doi vectori ~r şi ~r 0 cu vârful pe un plan de faz¼a constant¼a.
La un moment dat ~k ~r = const şi ~k ~r 0 = const (Fig. 3.3).

~k (~r � ~r 0) = 0
Notând ~r 0 � ~r = ~rp , unde ~rp este un vector coņtinut în planul de faz¼a

constant¼a, se observ¼a c¼a:

~k ~rp = 0 (3.58)

adic¼a ~k este perpendicular pe planul de faz¼a constant¼a.
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Deoarece ~k este perpendicular pe planele pentru care faza este constant¼a
el are direçtia de propagare.
Faza undei este:

� = !t� ~k ~r (3.59)

Se observ¼a c¼a:

! =
@�

@t
(3.60)

~k = �r� (3.61)

3.3.2 Unda sferic¼a

Când sursa este punctiform¼a, iar mediul este omogen şi izotrop, perturba̧tiile
se propag¼a la fel în toate direçtiile. Atunci funçtia de und¼a va fi o funçtie
doar de distaņta de la surs¼a şi nu va depinde de unghiurile polare ci numai
de modulul razei vectoare  (r; t):
Pentru a determina forma funçtiei  (r; t) se exprim¼a laplaceianul în co-

ordonate sferice:

� =
1

r2

�
@

@r

�
r2
@

@r

�
+

1

sin �

@

@�

�
sin �

@

@�

�
+

1

sin2 �

@2

@'2

�
(3.62)

Deoarece funçtia de und¼a depinde doar de distaņta r ecua̧tia undelor
devine:

1

r2

�
@

@r

�
r2
@ 

@r

��
=
1

v2
@ 

@t2
(3.63)

F¼acând substitu̧tia:

 (r; t) =
f(r; t)

r
(3.64)

rela̧tia 3.63 devine:

@2f

@r2
=
1

v2
@2f

@t2
(3.65)

Ecua̧tia 3.65 are solu̧tia general¼a de forma
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f = f1

�
t� r

v

�
+ f2

�
t+

r

v

�
(3.66)

cele dou¼a funçtii f1 şi f2 fiind arbitrare.
Se aplic¼a metoda separ¼arii variabilelor şi se ob̧tin solu̧tii particulare pentru

ecua̧tia 3.63 de forma:

 =
A

r
ei!(t+

r
v
) +

B

r
ei!(t�

r
v
) (3.67)

care reprezint¼a o suprapunere dintre o und¼a progresiv¼a şi una regresiv¼a. Se
constat¼a c¼a pentru unda sferic¼a, amplitudinea variaz¼a cu 1=r.

3.3.3 Ecua̧tia atemporal¼a a undelor

No̧tiunea de und¼a armonic¼a plan¼a poate fi extins¼a la o funçtie de forma

 (~r; t) = A (~r ) ei
(!t�~k~r )

(3.68)

în care amplitudinea este o funçtie de pozi̧tie. Chiar şi în aceast¼a situa̧tie
se poate face o separare a variabilelor temporale de cele spa̧tiale. Astfel se
scrie:

 (~r; t) =  (~r ) ei!t (3.69)

Dac¼a se introduce aceast¼a form¼a în ecua̧tia 3.47 se ob̧tine pentru  (~r)
ecua̧tia:

@2 (~r )

@x2
+
@2 (~r )

@y2
+
@2 (~r )

@z2
+ k2 (~r ) = 0 (3.70)

Aceasta este ecua̧tia atemporal¼a a undelor; ea este o ecua̧tie de tip Hel-
moltz.

3.4 Pachet de unde

Aşa cum s-a prezentat anterior, o perturba̧tie de durat¼a finit¼a poate fi con-
siderat¼a ca o suprapunere de oscila̧tii monocromatice a c¼aror frecveņte sau
pulsa̧tii sunt practic cuprinse într-un interval:�

�0 �
��

2
; �0 +

��

2

�
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respectiv �
!0 �

�!

2
; !0 +

�!

2

�
Rezult¼a c¼a atunci când este implicat¼a o perturba̧tie de durat¼a finit¼a unda

nu este monocromatic¼a, ci reprezint¼a o suprapunere a undelor monocromatice
cu pulsa̧tiile cuprinse într-un interval. Se spune c¼a avem de-a face cu o
suprapunere de unde numit grup de unde sau pachet de unde.
Funçtia de und¼a, se poate scrie ca o suprapunere de forma:

 (r; t) =

Z !0+
�!
2

!0��!
2

A(!)ei(!t�kx)d! (3.71)

În scopul simplific¼arii calculelor se consider¼a A(!) = A0. Aproxima̧tia
este acceptabil¼a dac¼a �! � !0.
Deoarece num¼arul de und¼a k nu este precizat şi depinde de !, k se poate

dezvolta în serie în funçtie de ! în jurul lui !0 şi ne putem limita la primii
termeni din dezvoltare.

k(!) = k(!0) + (! � !0)

�
dk

d!

�
!=!0

(3.72)

Atunci

 (x; t) = A0

Z !0+
�!
2

!0��!
2

(
exp i

"
!t� k0x� (! � !0)

�
dk

d!

�
!=!0

x

#)
d!

sau

 (x; t) = A0e
i(!0t�k0x)

Z !0+
�!
2

!0��!
2

(
exp i(! � !0)

"
t�

�
dk

d!

�
!=!0

x

#)
d!

(3.73)
Se face schimbarea de variabil¼a ! � !0 = y şi se noteaz¼a

� = t�
�
dk

d!

�
!=!0

x (3.74)

Rezult¼a astfel:
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 (x; t) = A0e
i(!0t�k0x)

Z �!
2

��!
2

eiy�dy

sau

 (x; t) = A0 [exp i(!0t� k0x)] �
exp

�
i�!
2
�
�
� exp

�
�i�!

2
�
�

i�

 (x; t) = 2A0e
i(!0t�k0x) �

2 sin �!
2
�

�

Atunci:

 (x; t) = A0�! �
sin �!

2
�

�!
2
�

ei(!0t�k0x) (3.75)

Expresia de mai sus arat¼a c¼a suprapunerea undelor armonice plane dintr-
un domeniu îngust de pulsa̧tii este analoag¼a unei unde �armonice� a c¼arei
amplitudine este modulat¼a cu factorul

sin �!
2
�

�!
2
�

(3.76)

Aceasta înseamn¼a c¼a la un moment dat, amplitudinea undei este diferit¼a
de zero într-un domeniu restâns din spa̧tiu.
Maximul amplitudinii corespunde valorii

�!

2
� = 0 (3.77)

Se observ¼a c¼a la grupul de unde, pe lâng¼a suprafȩtele echifaze apar şi
suprafȩte pe care amplitudinea este constant¼a.
Dac¼a se ţine cont de 3.74 rezult¼a c¼a aceste suprafȩte au ecua̧tia:

�!

2

"
t�

�
dk

d!

�
!=!0

x

#
= const (3.78)

De aici rezult¼a aşa numita vitez¼a de grup - viteza cu care se propag¼a
suprafȩtele echiamplitudine (sau maximul pachetului)

vg =
dx

dt
=

�
d!

dk

�
!=!0

(3.79)
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Deoarece energia în cazul mi̧sc¼arii oscilatorii este propoŗtional¼a cu p¼a-
tratul amplitudinii, rezult¼a c¼a viteza de grup reprezint¼a viteza cu care se
propag¼a energia.
Din condi̧tia ca faza s¼a fie constant¼a (!0t� k0x = const) rezult¼a viteza

de faz¼a

vf =
dx

dt
=
!0
k0

(3.80)

În continuare se va determina leg¼atura dintre viteza de faz¼a şi viteza de
grup.
Rela̧tia dintre viteza de faz¼a şi viteza de grup se poate determina astfel:

vg =

�
d!

dk

�
!=!0

=
d

dk
(kvf ) = vf + k

dvf
dk

(3.81)

Un alt mod de estimare a lui vg este şi urm¼atorul

dvf
dk

=
dvf
d�

d�

dk
=
dvf
d�

d

dk

�
2�

k

�
= �2�

k2
dvf
d�

(3.82)

sau

dvf
dk

= ��
k

dvf
d�

(3.83)

vg = vf � �
dvf
d�

(3.84)

Exist¼a medii în care viteza de faz¼a depinde de k (sau �), şi care se numesc
medii dispersive, şi medii în care viteza de faz¼a nu depinde de k (sau �), şi
care se numesc medii nedispersive. În mediile dispersive vf 6= vg:

Se observ¼a c¼a în cazul mediilor nedispersive
dvf
dk

= 0 sau
dvf
d�

= 0 ; atunci

vf = vg. În astfel de medii, viteza de grup este egal¼a cu viteza de faz¼a.

Dac¼a
dvf
d�

> 0 (dispersie normal¼a) viteza de faz¼a este mai mare decât

viteza de grup.

Dac¼a
dvf
d�

< 0 (dispersia este anomal¼a) viteza de faz¼a este mai mic¼a decât

viteza de grup.
Trebuie remarcat c¼a, în mediile nedispersive pachetul de unde r¼amâne

grupat, în timp ce, în mediile dispersive, pachetul de unde nu-̧si mai p¼astreaz¼a
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forma ci se disperseaz¼a deoarece undele care îl compun se deplaseaz¼a cu viteze
diferite.
Referitor la compactitatea pachetului de und¼a, din rela̧tia 3.75 se constat¼a

c¼a amplitudinea este modulat¼a de funçtia
sin �!

2
�

�!
2
�
. Se observ¼a c¼a funçtia

sin �!
2
�

�!
2
�

în care se noteaz¼a � =
�!

2
� are valori semnificative când abaterea

unghiului � fa̧t¼a de valoarea zero este egal¼a cu �, (�� = �).
În realitate trebuie s¼a se ţin¼a cont c¼a amplitudinea este diferit¼a de zero

şi dac¼a �� � �:
Se consider¼a dou¼a situa̧tii:
a) Momentul de timp este fixat. Atunci:

�� =
�!

2

�
dk

d!

�
!=!0

�x (3.85)

Cum �
dk

d!

�
!=!0

�! ' �k (3.86)

se ob̧tine:
�x�k � 2� (3.87)

Rela̧tia 3.87 arat¼a c¼a în cazul unui pachet de unde nu se poate stabili cu
aceiaşi precizie valoarea vectorului de und¼a şi coordonata x care localizeaz¼a
pachetul.
b) Pozi̧tia în spa̧tiu este fixat¼a; atunci:

�� =
�!

2
�t

astfel c¼a:

�t ��! � 2� (3.88)

Rela̧tiile 3.87 şi 3.88 poart¼a numele de rela̧tiile de incertitudine referitoare
la pachetul de und¼a.
Rela̧tia 3.88 poate fi privit¼a ca o rela̧tie între durata semnalului ce generea-

z¼a pachetul de und¼a şi domeniul de frecveņte al acestuia. Se observ¼a c¼a pentru
durate �t foarte mari, �! este foarte mic. La limit¼a, dac¼a semnalul ar fi
de durat¼a infinit¼a, unda ob̧tinut¼a ar fi perfect monocromatic¼a. În funçtie de
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durata �t a semnalului, pachetele de und¼a sunt caracterizate de domeniul
de frecveņte

�� � 1

�t
(3.89)

O aplica̧tie a acestui fapt este banda de frecveņte a semnalului folosit în
televiziune.
De exemplu, imaginea unui televizor este format¼a din 600 de linii, fiecare

linie având 600 de puncte. Imaginea este format¼a dintr-un ansamblu de
3; 6 � 105 imagini punctiforme. Pentru a avea o senza̧tie de continuitate,
este necesar ca în fiecare punct s¼a se succead¼a 25 de imagini pe secund¼a.
Deci pentru formarea unei imagini pe ecranul unui televizor este necesar un
num¼ar n = 25 � 3; 6 � 105 ' 107 impulsuri pe secund¼a. Aceasta înseamn¼a c¼a
durata unui semnal trebuie s¼a fie �t = 10�7s. Atunci, domeniul de frecveņte
corespunz¼atoare unui semnal este:

�v =
1

�t
= 10 MHz:

Cum frecveņtele purt¼atoare utilizate în televiziune sunt cuprinse între 400
şi 800 MHz exist¼a posibilitatea de a folosi un spa̧tiu de 40 de canale diferite.
În cazul unor unde purt¼atoare care sunt generate de laser în domeniul

vizibil domeniul de frecveņte ar fi dat de �� = �r � �v = 2� 1014 Hz, unde
�r este frecveņta radia̧tiei roşii iar �v este frecveņta radia̧tiei violete. Se pot
ob̧tine 2� 107 canale diferite.


