Capitolul 2

Miscarea oscilatorie

2.1 Oscilatii armonice

2.1.1 Ecuatia de miscare

Miscarea oscilatorie armonica este determinata de forte de tip elastic. In
cazul in care se considera ca forta care actioneaza asupra unui punct material
are directia axei Ox:

F = —kaé, (2.1)

unde k este constanta de elasticitate iar €, este versorul axei Ox.
Forta este indreptata catre origine, punct ce reprezinta pozitia de echilibru
in care valoarea ei este nula. Tinand cont de legea a doua a dinamicii:

- d?
F=md= md—tfé’w (2.2)

rezulta o ecuatie diferentiala de ordinul al doilea.

2

T

care se poate scrie:

S =0 (2.3)
unde
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k
w =1/ — 2.4
¥ (2.4)
reprezinta pulsatia miscarii oscilatorii.

Solutia generala a unei astfel de ecuatii poate fi pusa sub forma:

z (t) = asinwt + bcoswt (2.5)

unde a si b sunt constante care depind de conditiile initiale. Marimea x ()
poarta numele de elongatie si reprezinta departarea fata de pozitia de echili-
bru la care punctul material ajunge la un moment dat.

Solutia 2.5 se poate scrie si sub forma:

x (t) = Acos (wt + b)) (2.6)

unde A si 0y sunt constante care depind de conditiile initiale. A poarta
numele de amplitudinea miscarii gi reprezinta departarea maxima de pozitia
de echilibru la care ajunge punctul material. Marimea 6, poarta numele de
faza initiala a migcarii iar ¢ = wt + 0 este faza misgcarii.

Echivalenta solutiilor 2.5 si 2.6 se justifica astfel: dezvoltand functia co-
sinus obtinem:

z (t) = Asinfysinwt + A cos 6y cos wt (2.7)

Identificand relatiile 2.5 si 2.7 se obtine:

a = Asinf, (2.8)
b = Acosb,

O caracteristica a acestei miscarii este periodicitatea. Pentru a determina
perioada miscarii se tine cont de faptul ca functia cosinus este periodica cu
perioada 27. Notand cu T perioada miscarii:

cos (wt + Oy + 27) = cos [w (t + T) + 6]

Rezulta ca perioada T, care reprezinta timpul in care se efectueaza o
oscilatie este:

T=2= (2.9)
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Frecventa miscarii se defineste ca fiind inversul perioadei si reprezinta
numarul de oscilatii efectuate in unitatea de timp:

v== (2.10)

Viteza si acceleratia in migcarea oscilatorie armonica sunt:

d
v = d—f = —wAsin (wt + 6) (2.11)
dv 9 4 s 9
¢=—=-w Asin (wt + 6y) = —wx (2.12)

2.1.2 Energia oscilatorului armonic

Fortele elastice sunt forte conservative (lucrul mecanic efectuat de acestea nu
depinde de drum ci doar de pozitia intiala i finald) Cum:

0L = Fdx = —kxdx

prin integrare intre pozitiile x; si x5 se obtine:

2

L= —k/xdw = —g (23 — 27) (2.13)

1

Deoarece lucrul mecanic depinde doar de pozitia initiala si finala se poate
defini o energie potentiala:

k
ABy=—-L=3 (23 — 27) (2.14)

k 2
E, = % + const (2.15)

Energia potentiala este definita pana la o constanta arbitrara. Aceasta
arata ca semnificatie fizica are doar variatia acesteia si nu valoarea ei. Cum
constanta aditiva se poate alege arbitrar, se considera ca in pozitia in care
x = 0 energia potentiald este nula. Atunci aceasta constanta devine zero.
Tinand cont de cele de mai sus si de relatia 2.6 se obtine:

E, = gAQ cos? (wt + 6) (2.16)
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k
Cum w? = — relatia 2.16 se scrie:
m

mw?A?

E, = 5 cos® (wt + ) (2.17)

Energia cinetica se obtine tinand cont de expresia vitezei 2.11 si este data
de expresia:

mv?  mw?A?

E. = 5 = g sin? (wt + 6y) (2.18)

Energia mecanica a oscilatorului armonic liniar este suma dintre energia
cinetica si cea potentiala. Rezulta:

mw? A?
2

Se constata ca energia oscilatorului armonic liniar este proportionala cu
patratul amplitudinii si patratul pulsatiei si nu depinde de timp.

E=FE,+E,=

(2.19)

2.1.3 Energii medii

Fie o functie f (¢) care depinde de timp. Se definegte valoarea medie a functiei
in intervalul de timp [¢;, ¢] ca fiind:

to —t1

f (1) = — /ﬂﬂﬁ (2.20)

Se observa ca valoarea medie a functiei respective depinde de intervalul
pe care se face medierea.
Pentru marimi periodice intervalul de timp se ia egal cu perioada T':

GO =g [ raa (221)

O proprietate a mediei temporale este aceea ca media sumei a doua functii
este egala cu suma mediilor fiecarei functii luate in parte.

(f+9)={f) +{9) (2.22)

Trebuie remarcat ca media temporala a unui produs de doua functii nu
este egala cu produsul mediilor celor doua functii:
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{(fg) # (1) {9) (2.23)

Relatiile 2.22 gi 2.23 se demonstreaza pornind de la definitia valorii medii.

Pentru calculul valorilor medii a energiei cinetice si a energiei potentiale
a oscilatorului armonic este necesar sa se calculeze mediile temporale ale
functiilor sin®wtsi cos? wt.

sin® wt) = 1
(

1 1 1
5 (1 — cos2wt) = 573 (cos 2wt) = 5 (2.24)

deoarece (cos2wt) =0
In mod analog se demonstreazs:

(cos® wt) = % (2.25)

Atunci se poate calcula direct energia cinetica medie si energia potentiald
medie a oscilatorului armonic liniar tindnd cont de rezultatele 2.24 si 2.25

(E.) = %muﬂAQ (sin® (wt + 0)) = imw2A2 = %E (2.26)
Lo 940 L 9,0 1
(Ep,) = 5w A (cos (wt + 0)) = 7 A = §E (2.27)

Se observa ca mediile in timp a celor doua energii sunt egale iar suma lor
este energia totala.

2.1.4 Reprezentari ale miscarii oscilatorii

a) Reprezentarea fazoriala

Miscarea oscilatorie poate fi reprezentata cu ajutorul unui vector rotitor
(Fig. 2.1) a carui marime este egald cu amplitudinea iar viteza unghiulara
de rotatie w este egald cu pulsatia miscirii respective. In Fig. 2.1 vectorul
este reprezentat la un moment oarecare. Acest vector poartd numele de
fazor. Pentru a cunoaste elongatia la un moment dat se proiecteaza vectorul
respectiv pe axa Ox.

b) Reprezentarea complexa

Se considera ca vectorul din Fig. 2.1 reprezinta un numar complex, axa
reald fiind axa Ox. Astfel:
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Figura 2.1: Reprezentarea fazoriala a miscarii oscilatorii

x = Acos (wt+ 0y) = Re[Aexpi (wt + 6p)] (2.28)

Ssau

x = Re[A exp iwt] (2.29)

unde A = Aexpify poartd numele de amplitudine complex#; se observi ci
}fl| = A, adica modulul amplitudinii complexe este egal cu amplitudinea
reala. Numarul complex se noteaza cu o bara deasupra. De cele mai multe
ori se efectueaza calculele cu numere complexe si doar in rezultatul final se
va considera partea reala.

2.1.5 Compunerea miscarilor oscilatorii
Compunerea miscarilor oscilatorii de-a lungul aceleiasi axe

Presupunem ca asupra unui corp actioneaza pe aceiasi directie doua forte de
tip elastic:

F2 = —]{72[E

Se considerd urmatoarele cazuri:
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Figura 2.2: Compunerea a doua oscilatii de aceiagi pulsatie

a) constantele elastice sunt egale ki = ky = m/w?
Atunci fiecare forta determina o miscare oscilatorie:

x1 = Aj cos (wt + 619)

xe = Ay cos (wt + Oy)

Compunerea acestor oscilatii se poate face analitic prin insumarea celor
doua expresii de mai sus. Mai simplu compunerea se face pornind de la
reprezentarea fazoriald a celor doud miscari (Fig. 2.2) prin sumarea vectoriala
a celor doi fazori la un moment dat.

Se obtine astfel pentru amplitudine expresia:

A= \/A% + A% + 2A1A2 COSs (910 - 920) (231)

Pentru determinarea fazei initiale se considera proiectia lui A la momentul
initial pe cele doua axe de coordonate. Se obtine:

A, (0) = Ajcosbig+ Az cosby
Ay (0) = Al sin 010 + A2 sin 020

Atunci se poate exprima tangenta unghiului care reprezinta defazajul
initial:

tgl =

Ay (0) . A1 sin 610 + A2 sin 020
A, (0) ~Ajcosbig + Ay cos b
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Trebuie remarcat faptul ca functia tangenta este o functie periodica cu
perioada 7. Ea nu determina univoc cadranul in care se gaseste 6y. Pentru
aceasta trebuie sa se cunoasca semnele lui A, si A,.

Valoarea amplitudinii rezultante data de relatia 2.31 depinde nu numai
de amplitudinile A; si Ay ale celor doua miscari oscilatorii ci si de diferenta
de faza dintre acestea 619 — 099.

Daca:
Aeo = 910 - 620 = 2km (k = 0, ]., ) (232)
rezulta:
A=A+ A, (2.33)
In acest caz se spune ci oscilatiile sunt in fazs.
Daca:
A¢90 = 010 - 020 = (2]{7 + ].)7'(' (k’ = O, ]_, ) (234)
rezulta:
A=|A; — Ay (2.35)

In acest caz se spune ca oscilatiile sunt in opozitie de faza.
Un alt caz interesant este acela cand

A90:010—920:<2k+1)g (k:O,l,)
Atunci:

A= /A + A}

iar oscilatiile sunt in cuadratura.
b) constantele elastice nu sunt egale ky # ko
Aceasta inseamna ca nici pulsatiile celor doua miscari nu sunt egale.

r1 = Ajcos(wit + 0y)
Ty = AQ COS (Ldgt + 920)

Ca si in cazul anterior compunerea oscilatiilor se face fazorial:



2.1. OSCILATII ARMONICE 49

A= \JA3 + 43+ 24, Ay cos (9, — 0,) (2.36)

De aceasta data insa fazele nu mai sunt considerate la momentul initial
ci la un moment oarecare:

pr = wit+ b (2.37)
QOQ = W2t+020

Din acest motiv miscarea rezultanta nu mai este o migcare armonica sim-
pla deoarece amplitudinea ei este variabila in timp.

Pentru a avea o privire de ansamblu asupra acesteia se considera cazul
cand amplitudinile celor doua migcari oscilatorii sunt egale si fazele initiale
sunt nule:

Al - AQ - A
si
010 = O30 = 0.
Atunci:
x = Acoswit + Acoswat (2.38)
Se obtine:
v = 2A cos -1 ; “24 cos —;w?t = 2A cos Qt coswt (2.39)
unde:
Q=1 w (2.40)
2
w= # (2.41)

Daca wq § w1 (adicd wo este putin mai mic decat wy) se observa cd mis-
carea oscilatorie are amplitudinea variabila in timp dupa legea 2A cos 2t. Se
spune ca amplitudinea este modulata. Daca Qt = k7 amplitudinea rezultanta
este maxima. Daca notam cu 7 intervalul de timp dupa care amplitudinea
devine din nou maxima atunci:
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Figura 2.3: Compunerea a doua oscilatii cu pulsatii de valori apropiate

2 1
r=_— (2.42)

W1 — W2 Vi — V2

Frecventa la care se succed maximele amplitudinii este:

v= 1 2 (2.43)
T

Fenomenul de succesiune a maximelor oscilatiilor rezultante poarta nu-
mele de batai, nume sugerat de fenomenul acustic care-i corespunde.

Relatia 2.42 arata ca intervalul de timp dintre maximele succesive ale
amplitudinii este cu atat mai mare (batdile sunt mai rare) cu cat frecventele
oscilatiilor care se compun sunt mai apropiate. Invers bataile sunt mai dese
cu cat frecventele oscilatiilor difera mai mult una de alta.

In Fig. 2.3 este reprezentat grafic rezultatul compunerii a dou# oscilatii
cu frecvente apropiate.

Fenomenul poate fi pus in evidenta cu ajutorul a doua diapazoane care
vibreaza cu frecvente diferite dar apropiate. Astfel doua diapazoane cu
frecventele de 400 Hz si 320 Hz vor da batai cu freventa de 80 Hz iar sunetul
produs de cele doua va fi perceput ca un sunet de frecventa joasa desi fiecare
din diapazoane are o frecventd mai mare.

Fenomenul apare de exemplu in cazul avioanelor bimotoare care zboara
la inaltime. Sunetul auzit se intdreste sau sldbeste succesiv. Aceasta se
datoreaza motoarelor sale, ale caror turatii difera putin.
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Figura 2.4: Compunerea a doua oscilatii de aceiagi pulsatie efectuate in di-
rectii perpendiculare cu o diferenta de faza 6y = 0

Compunerea miscarilor oscilatorii care se efectueaza in directii per-
pendiculare

Sa consideram doua migcari oscilatorii cu aceiasi pulsatie, una dupa axa Ox
si alta dupa axa Oy:

x = Acoswt (2.44)

y = Bcos (wt + ) (2.45)

Se considera urmatoarele cazuri:
a) Daca 0y = 0 atunci prin eliminarea timpului din relatiile de mai sus
rezulta:

B
y=47 (2.46)

Relatia 2.46 reprezinta ecuatia unei drepte. Traiectoria punctului material
este o dreapta si este reprezentata in Fig. 2.4

b) Dacd 6y = m atunci prin eliminarea timpului din ecuatiile 2.44 si 2.45
se obtine:

B
y=-—7 (2.47)

Aceasta reprezinta tot ecuatia unei drepte.
7
c) Daca 0y = 3 ecuatiile 2.44 si 2.45 devin:



52 CAPITOLUL 2. MISCAREA OSCILATORIE

y

Figura 2.5: Compunerea a doua oscilatii care se efectueaza in directii per-
pendiculare cu aceiasi pulsatie si o diferentd de fazd 6y = 7 /2

x = Acoswt (2.48)
m .
y = Bcos (wt + 5) = —Bsinwt (2.49)
Din 2.48
L
coswt = —
A
iar din 2.49
. Y
t=—=
sin w 3
Deoarece sin? wt + cos?wt = 1 se obtine in final ecuatia:
2?2y
T + 5= 1 (2.50)
Ecuatia 2.50 reprezinta ecuatia unei elipse raportata la axele Ox si Oy

(Fig. 2.5).
Daca A = B atunci traiectoria devine circulara.
v ™ ) . . . FRVEN v . .
d) Daca 0y # 0,7, — rezulta tot o traiectorie elipticd insi axele elipsei

sunt inclinate fata de axele de coordonate.



2.2. OSCILATII AMORTIZATE 53

05 |

In cazul in care frecventele oscilatiilor perpendiculare nu sunt egale traiec-
toria punctului material descrie mai multe ramuri. Alura acestor curbe (de-
numite figuri Lissajous) depinde de raportul frecventelor si de diferenta de
faz dintre cele doud oscilatii. In Fig. 2.1.5 este ilustrat un astfel de caz.

Figurile Lissajous pot fi puse in evidenta cu ajutorul unui osciloscop in
care pe cele doud perechi de placi de deflexie ale acestuia se aplica semnale
de frecvente diferite. Trebuie remarcat ca aceste curbe pot fi inchise sau
deschise. O conditie necesara ca aceste curbe sa fie inchise este ca raportul
frecventelor sa fie egal cu raportul a doua numere intregi.

2.2 Oscilatii amortizate

Presupunem ca in afara de forta elastica care actioneaza asupra punctu-
lui material exista si o forta de frecare care implica o disipare de energie.
Fenomenul care are loc nu este un proces pur mecanic, dar de multe ori
poate fi descris printr-un model in care intervine o forta de rezistenta. Se
admite o forta de rezistentd proportionald cu viteza (F, = —Av ). O astfel
de forta exista de exemplu intr-un mediu vascos si ea actioneaza asupra cor-
purilor ce se deplaseaza in acest mediu cu viteze relativ mici. Cum problema
pe care o tratam este unidimensionala legea a doua a mecanicii se scrie in
acest caz:
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ma = —kx — \v (2.51)
Rezulta ecuatia
d*x dx
— 4+ A—+kxr=0
maE e T

Se imparte ecuatia de mai sus la m si se noteaza 2y = A/m (v poartd
numele de constantd de amortizare) si w3 = k/m ; se obtine:
PN S W (2.52)
- — d+ wixr = .
daz " ar T
Ecuatia caracteristica a acestei ecuatii diferentiale omogene este:

2+ 2yr +wi =0 (2.53)

ra = —yt /7% — wi (2.54)

Se considera urmatoarele cazuri:
a) v > wy (miscare aperiodica)
Atunci r; gi ro sunt reale, iar ecuatia 2.52 are o solutie de forma

cu solutiile:

z = Ae"' + Be™ (2.55)

Sau

r = Aexp <—7— \/72—w(2))t—|—BeXp (—7—}—\/72—@03)25 (2.56)

Se observa ca deoarece ambii exponenti sunt negativi elongatia tinde la
zero cand timpul tinde la infinit. Din punct de vedere fizic aceasta inseamna
cd avem de-a face cu o amortizare foarte puternica (Fig. 2.6).

b) v =wo ( miscare aperiodicd critica)

In acest caz 71 = ry = —7, iar solutia generald a ecuatiei este de forma

xr = (At + B) exp(—nt) (2.57)

Miscarea este o miscare aperiodica, evolutia spre starea de echilibru ne
mai fiind neapéarat o evolutie monotona (Fig. 2.7). Semnul elongatiei se
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timp

Figura 2.6: Miscare aperiodica

poate pastra sau schimba o singura data. Amortizarea critica este importanta
in practica in cazul sistemelor la care trebuie evitata oscilatia acestora in
jurul pozitiei de echilibru, ca de exemplu in cazul amortizoarelor pentru
autovehicule.

c) v < w, (miscare periodict amortizata)
In acest caz solutiile ecuatiei caracteristice 2.54 se pot scrie ca:

r=—y+iy/wi—72=—y+iw

rg = —7y —iy\/wi — 72 = —y —iw

unde
w=/wi—9? (2.58)
Solutia generala a ecuatiei 2.52 este in acest caz:

x=e " [Aexp (iwt) + Bexp(—iwt)] (2.59)

Pentru a discuta forma acestei ecuatii se utilizeaza formulele lui Euler:

exp (iwt) = coswt + i sin wt
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timp
Figura 2.7: Migcare aperiodica critica
exp (—iwt) = coswt — i sinwt
Atunci:
z(t) =[(A+ B)coswt +i (A — B)sinwt] e " (2.60)

Deoarece elongatia trebuie sa fie reala A si B trebuie sa fie complex
conjugate:

A = a+ib
B = a—1ib
Rezulta:
x=e " (2acoswt — 2bsinwt)
sau:
—t 20 .
r=-e "2a | coswt — 5 sinwt (2.61)
a

2b
Notand o0 = tg 0 relatia 2.61 devine:
a
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Figura 2.8: Miscare periodica amortizata

2a

=——e" tcost — sinwt sin § 2.62
T =_—ge (coswt cos @ — sin wt sin ) (2.62)
2 y y 2a :
In plus daca se noteaza Ay = se obtine:
cos
x = Ape " cos (wt + 0) (2.63)

Rezulta ca punctul material executa oscilatii amortizate cu o amplitudine
descrecatoare in timp

A= Age ™ (2.64)

cu pulsatia

w=/wi—2 (2.65)
Reprezentarea miscarii este data in Fig. 2.8.
Acesta este cazul regimului cvasiperiodic al oscilatiilor amortizate. Cuasi-
perioada acestor oscilatii este:

B 21 2

== (2.66)

woYwg =92
Raportul elongatiilor sau amplitudinilor dupa un interval de timp egal cu
perioada T este:

T
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z(t) A g

= = 2.67
2(t+T)  Age 1T ( )
Logaritmul acestui raport poarta numele de decrement logaritmic.
t
5oy (2.68)

z(t+1T)

Acesta este o marime adimensionald ce caracterizeaza gradul de amorti-
zare al oscilatiilor (cu cat este mai mare cu atat oscilatiile se amortizeaza
mai repede).

Amortizarea oscilatiilor este legatd de pierderea de energie a punctu-
lui material care executa oscilatiile amortizate. Deoarece variatia energiei
mecanice este egala cu lucrul mecanic al fortelor neconsevative:

dx
dE = —\—d 2.
- x (2.69)

iar puterea disipatd este egald cu variatia energiei (variatie care este negativa)
in unitatea de timp, se obtine:

dE dz\*
Expresia
Ly o 2
Q = - \v” =ymu (2.71)

2
poarta numele de functie de disipatie. Se observa ca

P=-2Q (2.72)

2.3 Oscilatii fortate

Datorita fortelor neconsevative care disipa energie, oscilatiile sunt amorti-
zate. Pentru a intretine miscarea oscilatorie trebuie intervenit cu o forta din
exterior care sa compenseze pierderile de energie. Cazurile interesante sunt
cele in care forta exterioara este o functie periodica in timp. Deoarece aceasta
functie se poate dezvolta in serii Fourier, care contin functii sinusoidale sau
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cosinusoidale este interesant sa se examineze fenomenul cand forta are forma
cea mai simpla, adica

F = Fycoswt (2.73)

Atunci ecuatia de miscare a punctului material care oscileaza intr-un
mediu disipativ este:

APz

Mmooy = —kx — Av + Fycoswt (2.74)

sau tinand cont de faptul c& 2y = \/m si w3 = k/m se obtine:

Az dx Fy

e + 27§ +wiz = — cos wt (2.75)
Solutia generala a unei astfel de ecuatii diferentiale de ordinul doi neo-

mogene este:

r =g (t) + x1 (1) (2.76)

unde x (t) este solutia generald a ecuatiei omogene asociate iar x; (t) este o
solutie particulara a ecuatiei neomogene.

Dupa un timp suficient de lung z, (¢) tinde la zero cum s-a prezentat la
studiul miscarii oscilatorii amortizate. Aceasta inseamna ca ceea ce conteaza
dupa un interval de timp suficient de lung este solutia particulara a ecuatiei
neomogene care trebuie sa fie de forma:

x1 (t) = Acos (wt + 0) (2.77)
Substituind 2.77 in 2.75 se obtine:

F
— Aw? cos (wt + 0) —2ywA sin (Wt + ) +wi A cos (wt + 0) = EO coswt (2.78)

Ecuatia 2.78 reprezinta o identitate. Se egaleaza cu cu zero coeficientii
lui sin wt si coswt si rezulta:

E
A (wg — w?) cos — 2ywAsing = 0 (2.79)

m

A (w* — wp) sin — 2ywAcos =0 (2.80)
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Se ridica la patrat cele doua ecuatii, se aduna si se obtine:

A? (wf — w2)2 + 4722 A% = <%)2 (2.81)
Rezulta:
Fy
A m (2.82)

\/(w% = w2)2 + 4202
Din 2.80 se obtine:

2w

tgl = — (2.83)

In concluzie:

a) La o solicitare sinusoidala oscilatorul va oscila cu o pulsatie ce nu este
pulsatia lui proprie ci este pulsatia fortei exterioare care actioneaza asupra
lui.

b) Migcarea este defazatd in raport cu forta exterioara.

¢) Amplitudinea si faza depind de pulsatia fortei w.

d) Amplitudinea si faza nu depind de conditiile initiale (oricum solutia
este valabild pentru timpi suficienti de mari)

Prezinta interes urmatoarele cazuri:

a) w < wo

In acest caz termenii ce contin pe w? sunt neglijabili fat& de cei ce contin
pe wi. Aceasta este situatia in care perioada fortei este mult mai mare decat
perioada proprie de oscilatie (T > Tp). Atunci:

Fo — Fo
mwi  k

A= (2.84)

Pentru a determina valoarea lui # trebuie sa se calculeze efectiv cos 6 si
sin §. Din ecuatiile 2.79 si 2.80 rezulta:

(wh — w?)

(W2 — w?)® + 492 A%02

cosf = (2.85)

2yw

(2.86)
\/(wg — w?)? 4 442422

sinf = —
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In situatia care s-a considerat cos@ > 0 si sin@ < 0. Din acest motiv
unghiul € se afla in cadranul al patrulea si, in conditiile date, tinde la zero
(0 — 0). Atunci:

E
T = ?0 cos wt (2.87)

Aceasta inseamna ca forta exterioara si elongatia punctului sunt in faza.

b) w > wo

In aceast caz termenii care contin pe w32 sunt neglijabili in raport cu cei
ce contin pe w?. Atunci:

£y - Fo

may/w* + 4y2w? T mu?

Cum cosf < 0 si sinf < 0 rezultd 6 € (7, 37/2) si 6 — =. Elongatia
este in opozitie de faza cu forta exterioara. Astfel:

A

I

(2.88)

EF
r = ?0 cos(wt + ) = —?0 cos wt
c) w=wp
Atunci
Fy
A= 2.89
2mryw ( )
si cum cosf = 0 rezultd 6 = /2
F() ™
- t+ ) 2.
x S cos (w + 5 (2.90)

Elongatia este defazatd cu m/2 in raport cu forta exterioara.

Rezonanta

Atunci cand pulsatia fortei exterioare w variaza, variaza gi amplitudinea
A. Din relatia 2.82 rezulta ca amplitudinea oscilatiilor depinde de valoarea
amplitudinii fortei exterioare F', de pulsatia w si factorul de atenuare ~.
Considerand valoarea amplitudinii fortei exterioare constanta, si privind pe
~ ca pe un parametru se va urmari variatia amplitudinii oscilatiei functie
de pulsatia perturbatiei externe. Pentru a vedea daca amplitudinea are un
maxim expresia ei se deriveaza in raport cu w si derivata se egaleaza cu zero.

—4w (wg — w?) +8y’w =0
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o/ o,

Figura 2.9: Rezonanta. Curbele corespund cazurilor in care 4v?/w? are val-
orile: 4 (curba 1); 2 (curba 2); 1 (curba 3); 0,5 (curba 4); 0,2 (curba 5); 0,1
(curba 6); 0,005 (curbaT).

Valoarea wj; corespunzatoare maximului este:

wy = /wd — 292 < wp (2.91)

Se observa cd daci w3 < 272 functia A = A (w) nu prezintd un maxim si ea
este o functie descrescatoare de w . Aceasta este situatia in care amortizarea
este mare.

Dacd w? > 2v* amplitudinea prezintd un maxim pentru o valoare wy
denumita pulsatie de rezonanta. Fenomenul poarta denumirea de rezonanta.
Valoarea maxima a amplitudinii este:

A= Afwny) = (2.92)

s > Al
my\/ Wy =7

Din relatia de mai sus se observa ca amplitudinea A ia valori cu atat mai
mari cu cat vy este mai mic. In cazul in care v — 0, A — oo.

In Fig. 2.9 este reprezentatd variatia amplitudinii in functie de raportul
w/wy pentru diverse valori ale lui y. Cu cét 7 scade, se micgoreaza si domeniul
de pulsatii ale fortei exterioare pentru care are loc fenomenul de rezonanta.
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2.4 Analiza Fourier

2.4.1 Functii periodice

Se demonstreaza ca o functie periodicd f (t) de perioada T' se poate descom-
pune intr-o serie trigonometrica de forma:

ft) = i": (ay, cos nwt + by, sin nwt) (2.93)
n=0
sau:
ft)= i A, cos (nwt + ay,) (2.94)
n=0

unde w = 27/T. Putem trece de la prima expresie la cea de-a doua astfel:

b
ft)=a, <cos nwt + — sin nwt)

Qn
Punand:
by
tgly, = ——
an
Atunci:

ft) = Z a, (cos nwt — tg 6, sin nwt)

n=0
f)= nZ:O coznﬁn cos (nwt + 6,,) (2.95)

Prin identificarea lui 2.94 cu 2.95 se obtine:

O = iy (2.96)
Ay =— = (a2 4 12) (2.97)
COS Oy, reon

Pentru obtinerea coeficientilor a,, si b, se inmulteste egalitatea 2.93 cu
cosnwt si sinnwt si se integreaza pe perioada T'. Se observa ca:
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T
/ cosnwtsin kwt dt =0
0

T T
/ cos nwt cos kwt dt = Eénk
0

T T
/ sin nwt sin kwt dt = 55%
0

unde § este simbolul lui Kroneker:
| Odacan#k
Onk = { 1 dacan =k (2.98)
Se obtine expresia:
1 /7
= = t) dt =
w7 [ 1) d=(p)

care reprezinta media functiei respective pe o perioada:

b():O
9 (T
an:—/ f (t) cosnwt dt
T Jo

2 T
b, = —/ f(t) sinnwt dt
T Jo

Dezvoltarea in serie Fourier se poate exprima cu ajutorul functiilor expo-
nentiale. Astfel relatia 2.93 se poate scrie:

f@ = Z 5 lexp (inwt) + exp (—inwt)]

—% lexp (inwt) — exp (—inwt)]

Sau:
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ft)= Z [% (an — iby,) €™ + % (an +ib,) e~ ™" (2.99)

n=0

Putem face ca suma si se extinda de la -oo la oo notand:

Atunci:

f) = Z ¢ exp (1nwt) (2.100)
n=-—00
Se observa ca c_,, = ¢, unde cu steluta notam expresia complex conjugata.
Coeficientii dezvoltarii in serie sunt dati de relatiile:

1 r —inwt
Cp = = f(t)e dt (2.101)
T Jo

Functiile periodice pot fi reprezentate cu ajutorul unor functii sinusoidale
cu pulsatii egale cu multipli intregi ai pulsatiei fundamentale w. Spectrul este
dat de o diagrama in care sunt reprezentate amplitudinile A,, in functie de
frecventd; el constd din linii verticale de diverse marimi (proportionale cu
amplitudinile).

2.4.2 Functii neperiodice

Atunci cand marimea investigatd este o functie neperiodica in locul seriei
Fourier discrete intervine o integrali Fourier. In locul unui spectru discret
rezultd un spectru continuu. Se demonstreaza ca dacd f (t) este o functie
neperiodica ea poate fi pusa sub forma

F(0)= o

Sub forma complexa, functia considerata se exprima astfel:

/000 a (w) cos [wt + 6 (w)] dw (2.102)

£t =~ / (W) exp (iwh) du (2.103)

:% »
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unde ¢ (—w) = ¢* (w) si:

c(w) = /00 f(t)exp (—iwt) dt (2.104)

Vom discuta pe scurt legatura dintre reprezentarea reala gi reprezentarea
complexa a integralei Fourier. Pentru aceasta vom porni de relatia 2.102 pe
care o vom prelucra tindnd cont de formulele lui Euler:

1

ft)= —/ a (w) [coswt cos B — sinwt sin ] dw
2w Jo

Ssau

i) = 2 /0 ) {M (61 4 e7) cont — ) (it _ ity sin@} o

"o 2
(2.105)
Grupéand in mod convenabil termenii expresiei 2.105 aceasta devine:

f@) = 4i [a (w) cos — ia (w)sin 6] ™" dw + (2.106)
T Jo
+i [a (w) cos  + ia (w)sin ] e “'dw
4 Jq

Expresia de mai sus poate fi scrisa mai condensat astfel:

f@) = % /OO c(w) e™'dw (2.107)

unde
¢ (w) = a(w) cos@—zia (w)sind (2.108)
c(—w) =" (w) (2.109)

Din relatia 2.108 rezulta:

ja (W)| = 2]e (w)| (2.110)
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In plus se obtine:

_Imfe (w)]

80 = Rl @)

(2.111)

In concluzie, functiile periodice prezinta un spectru discret in timp ce
functiile neperiodice prezinta un spectru continuu.

2.4.3 Aplicatii ale dezvoltarilor in integrale Fourier
Perturbatie de durata f inita

Consideram o oscilatie de pulsatie w, care dureaza un interval de timp finit
At. Ea poate fi reprezentata astfel:

0 te[-o00, —At/2]
z(t) =1 A,e™t tel[-At/2, At/2] (2.112)
0 t € [At/2, ]

O astfel de functie poate fi dezvoltata intr-o integrala Fourier

x (1) ! / Ooc(w) e dw (2.113)

T or

—0o0

unde

¢(w) = /_ ) et (2.114)

o0

Vom calcula acesti coeficienti:

At/2

o At/2
c (UJ) _ / Aoei(wofw)tdt = Ay eXp'[Z ((,UO w) t]
i(wo=w) LAy
—At/2
Rezulta:

. At . At

exp z(wg—w)7 — exp —z(wo—w)7
c(w) = Ao (2.115)
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=%

X

Astfel:
) At
sin [(wo —w) 7} sin AL;At
Wo —w) —
° 2 2
AwAt
Notand cu & = i relatia 2.116 se va scrie:
sin &
c(w) = AgAt : (2.117)

- U - sin § :

In Fig. 2.10 este ardtatd variatia functiei f (§) = . Ea este o functie
pard, care oscileaza in jurul valorii de zero si care pentru valori mari ale lui
¢ se amortizeazd. Se observa cd pentru & — 0, f(§) = % — 1. Functia se

anuleaza atunci cand sin¢ = 0, adica atunci cand £ = +mm , unde m este
un numar intreg diferit de zero. Extremele acestei functii se determina prin
calcularea derivatei acesteia in raport cu €. Se obtine:

£cosé —siné _

& ’
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sin? x

f)=

2
X

-2n -7

Figura 2.11: Functia f (z) = S

2

de unde rezulta ca:

tg& = ¢ (2.118)

Relatia 2.118 este o ecuatie transcendenta care se poate rezolva numeric
sau grafic.

Din 2.113 se constata ca oscilatia initiala s-a descompus intr-o multime
continua de oscilatii monocromatice cu pulsatii diferite.

Energia asociati fiecirei oscilatii este proportionala cu |c? (w)| unde

.2
@ ()] = A2 (AD)? S”gf (2.119)
Reprezentare acestei functii este data in Fig. 2.11.
Cand w = wy
% (wo)| = A (At)? (2.120)

iar cand w corespunde primului maxim secundar |¢® (w)| = 0.04 x A2 (At)*.
Din acest motiv se considera ca distributia spectrala a perturbatiei respective

este semnificativd numai in intervalul £ € [—7 , 7.
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Figura 2.12: Distributia Lorentz

O marime care caracterizeaza aceasta distributie a energiei este largimea
o ol . sin?¢ 1 N
la semiinaltime. Din 7 = §rezulta:

AwAt = 1,78
Se observa ca cu cat At este mai mare cu atat Aw este mai mic si spectrul
de pulsatii in care poate fi descompusa perturbatia este mai restrans. Invers
cu cat At este mai mic cu atat distributia este mai larga.

Spectrul unei oscilatii amortizate

Vom considera o expresie a oscilatiei amortizate de forma:

x (t) = Aexp (—t) exp (iwot) : t>0 (2.121)
Coeficientii dezvoltarii sunt:
¢(w) = / Aexp (—vt) exp i (wo — w) 1] dt (2.122)
0
¢ (w) = Ap SRl Wo—w) =0t (2.123)

Z'(WO_W)_'V 0

Rezulta:
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1

C(w):’y—i(wo—w)

(2.124)

Ca si in cazul precedent se va calcula |c* (w)|, acest termen fiind pro-
portional cu energia oscilatiei de pulsatie w.

1
P+ (wo —w)?

| (w)] (2.125)

Dependenta lui |¢? (w)|de w este reprezentatd in Fig. 2.12; ea este o
distributie Lorentz.

Valoarea marimii |¢? (w)| este maxim# atunci cAnd numitorul expresiei
2.125 este minim. Aceasta se petrece cand w = wy. Valoarea maxima este

2 _ 1
o] = =
Y
Pentru a determina largimea la semiinaltime se pune conditia ca
1 e 1

o
ml __

()] =
Rezulta ecuatia

(wo — w)? = ~2 (2.126)

Sau:

wo —w = 17

Astfel solutiile ecuatiei 2.126 sunt:

W1 =Wy — 7%
si

CUQ:Wo+’Y

Largimea la semiinaltime este:

Aw = wy —wy = 27 (2.127)
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Se constata cad cu cat v este mai mic, (adica cu caAt amortizarea este mai
micd) cu atat largimea la semiinaltime a distributiei este mai mica, adica
spectrul de frecvente este mai restrans.



