
Capitolul 2

Mi̧scarea oscilatorie

2.1 Oscila̧tii armonice

2.1.1 Ecua̧tia de mi̧scare

Mi̧scarea oscilatorie armonic¼a este determinat¼a de foŗte de tip elastic. În
cazul în care se consider¼a c¼a foŗta care açtioneaz¼a asupra unui punct material
are direçtia axei Ox:

~F = �kx~ex (2.1)

unde k este constanta de elasticitate iar ~ex este versorul axei Ox.
Foŗta este îndreptat¼a c¼atre origine, punct ce reprezint¼a pozi̧tia de echilibru

în care valoarea ei este nul¼a. Ţinând cont de legea a doua a dinamicii:

~F = m~a = m
d2x

dt2
~ex (2.2)

rezult¼a o ecua̧tie difereņtial¼a de ordinul al doilea.

m
d2x

dt2
+ kx = 0

care se poate scrie:

d2x

dt2
+ !2x = 0 (2.3)

unde
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! =

r
k

m
(2.4)

reprezint¼a pulsa̧tia mi̧sc¼arii oscilatorii.
Solu̧tia general¼a a unei astfel de ecua̧tii poate fi pus¼a sub forma:

x (t) = a sin!t+ b cos!t (2.5)

unde a si b sunt constante care depind de condi̧tiile ini̧tiale. M¼arimea x (t)
poart¼a numele de elonga̧tie şi reprezint¼a dep¼artarea fa̧t¼a de pozi̧tia de echili-
bru la care punctul material ajunge la un moment dat.
Solu̧tia 2.5 se poate scrie şi sub forma:

x (t) = A cos (!t+ �0) (2.6)

unde A si �0 sunt constante care depind de condi̧tiile ini̧tiale. A poart¼a
numele de amplitudinea mi̧sc¼arii şi reprezint¼a dep¼artarea maxim¼a de pozi̧tia
de echilibru la care ajunge punctul material. M¼arimea �0 poart¼a numele de
faz¼a ini̧tial¼a a mi̧sc¼arii iar ' = !t+ �0 este faza mi̧sc¼arii.
Echivaleņta solu̧tiilor 2.5 şi 2.6 se justific¼a astfel: dezvoltând funçtia co-

sinus ob̧tinem:

x (t) = A sin �0 sin!t+ A cos �0 cos!t (2.7)

Identificând rela̧tiile 2.5 şi 2.7 se ob̧tine:

a = A sin �0 (2.8)

b = A cos �0

O caracteristic¼a a acestei mi̧sc¼arii este periodicitatea. Pentru a determina
perioada mi̧sc¼arii se ţine cont de faptul c¼a funçtia cosinus este periodic¼a cu
perioada 2�: Notând cu T perioada mi̧sc¼arii:

cos (!t+ �0 + 2�) = cos [! (t+ T ) + �0]

Rezult¼a c¼a perioada T , care reprezint¼a timpul în care se efectueaz¼a o
oscila̧tie este:

T =
2�

!
(2.9)
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Frecveņta mi̧sc¼arii se defineşte ca fiind inversul perioadei şi reprezint¼a
num¼arul de oscila̧tii efectuate în unitatea de timp:

� =
1

T
(2.10)

Viteza şi accelera̧tia în mi̧scarea oscilatorie armonic¼a sunt:

v =
dx

dt
= �!A sin (!t+ �0) (2.11)

a =
dv

dt
= �!2A sin (!t+ �0) = �!2x (2.12)

2.1.2 Energia oscilatorului armonic

Foŗtele elastice sunt foŗte conservative (lucrul mecanic efectuat de acestea nu
depinde de drum ci doar de pozi̧tia iņtial¼a şi final¼a) Cum:

�L = Fdx = �kxdx
prin integrare între pozi̧tiile x1 si x2 se ob̧tine:

L = �k
x2Z
x1

xdx = �k
2

�
x22 � x21

�
(2.13)

Deoarece lucrul mecanic depinde doar de pozi̧tia ini̧tial¼a şi final¼a se poate
defini o energie poteņtial¼a:

�Ep = �L =
k

2

�
x22 � x21

�
(2.14)

Ep =
kx2

2
+ const (2.15)

Energia poteņtial¼a este definit¼a pân¼a la o constant¼a arbitrar¼a. Aceasta
arat¼a c¼a semnifica̧tie fizic¼a are doar varia̧tia acesteia şi nu valoarea ei. Cum
constanta aditiv¼a se poate alege arbitrar, se consider¼a c¼a în pozi̧tia în care
x = 0 energia poteņtial¼a este nul¼a. Atunci aceast¼a constant¼a devine zero.
Ţinând cont de cele de mai sus şi de rela̧tia 2.6 se ob̧tine:

Ep =
k

2
A2 cos2 (!t+ �0) (2.16)
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Cum !2 =
k

m
rela̧tia 2.16 se scrie:

Ep =
m!2A2

2
cos2 (!t+ �0) (2.17)

Energia cinetic¼a se ob̧tine ţinând cont de expresia vitezei 2.11 şi este dat¼a
de expresia:

Ec =
mv2

2
=
m!2A2

2
sin2 (!t+ �0) (2.18)

Energia mecanic¼a a oscilatorului armonic liniar este suma dintre energia
cinetic¼a si cea poteņtial¼a. Rezult¼a:

E = Ec + Ep =
m!2A2

2
(2.19)

Se constat¼a c¼a energia oscilatorului armonic liniar este propoŗtional¼a cu
p¼atratul amplitudinii şi p¼atratul pulsa̧tiei şi nu depinde de timp.

2.1.3 Energii medii

Fie o funçtie f (t) care depinde de timp. Se defineşte valoarea medie a funçtiei
în intervalul de timp [t1; t2] ca fiind:

hf (t)i = 1

t2 � t1

t2Z
t1

f (t) dt (2.20)

Se observ¼a c¼a valoarea medie a funçtiei respective depinde de intervalul
pe care se face medierea.
Pentru m¼arimi periodice intervalul de timp se ia egal cu perioada T :

hf (t)i = 1

T

Z T

0

f (t) dt (2.21)

O proprietate a mediei temporale este aceea c¼a media sumei a dou¼a funçtii
este egal¼a cu suma mediilor fiec¼arei funçtii luate în parte.

hf + gi = hfi+ hgi (2.22)

Trebuie remarcat c¼a media temporal¼a a unui produs de dou¼a funçtii nu
este egal¼a cu produsul mediilor celor dou¼a funçtii:
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hfgi 6= hfi hgi (2.23)

Rela̧tiile 2.22 şi 2.23 se demonstreaz¼a pornind de la defini̧tia valorii medii.
Pentru calculul valorilor medii a energiei cinetice şi a energiei poteņtiale

a oscilatorului armonic este necesar s¼a se calculeze mediile temporale ale
funçtiilor sin2 !t şi cos2 !t.



sin2 !t

�
=
1

2
h1� cos 2!ti = 1

2
� 1
2
hcos 2!ti = 1

2
(2.24)

deoarece hcos 2!ti = 0
În mod analog se demonstreaz¼a:



cos2 !t

�
=
1

2
(2.25)

Atunci se poate calcula direct energia cinetic¼a medie şi energia poteņtial¼a
medie a oscilatorului armonic liniar tinând cont de rezultatele 2.24 şi 2.25

hEci =
1

2
m!2A2



sin2 (!t+ �)

�
=
1

4
m!2A2 =

1

2
E (2.26)

hEpi =
1

2
m!2A2 hcos (!t+ �)i = 1

4
m!2A2 =

1

2
E (2.27)

Se observ¼a c¼a mediile în timp a celor dou¼a energii sunt egale iar suma lor
este energia total¼a.

2.1.4 Reprezent¼ari ale mi̧sc¼arii oscilatorii

a) Reprezentarea fazorial¼a
Mi̧scarea oscilatorie poate fi reprezentat¼a cu ajutorul unui vector rotitor

(Fig. 2.1) a c¼arui m¼arime este egal¼a cu amplitudinea iar viteza unghiular¼a
de rota̧tie ! este egal¼a cu pulsa̧tia mi̧sc¼arii respective. În Fig. 2.1 vectorul
este reprezentat la un moment oarecare. Acest vector poart¼a numele de
fazor. Pentru a cunoaşte elonga̧tia la un moment dat se proiecteaz¼a vectorul
respectiv pe axa Ox.
b) Reprezentarea complex¼a
Se consider¼a c¼a vectorul din Fig. 2.1 reprezint¼a un num¼ar complex, axa

real¼a fiind axa Ox. Astfel:



46 CAPITOLUL 2. MIŞCAREA OSCILATORIE

Figura 2.1: Reprezentarea fazorial¼a a mi̧sc¼arii oscilatorii

x = A cos (!t+ �0) = Re[A exp i (!t+ �0)] (2.28)

sau

x = Re[ �A exp i!t] (2.29)

unde �A = A exp i�0 poart¼a numele de amplitudine complex¼a; se observ¼a c¼a�� �A�� = A, adic¼a modulul amplitudinii complexe este egal cu amplitudinea
real¼a. Num¼arul complex se noteaz¼a cu o bar¼a deasupra. De cele mai multe
ori se efectueaz¼a calculele cu numere complexe şi doar în rezultatul final se
va considera partea real¼a.

2.1.5 Compunerea mi̧sc¼arilor oscilatorii

Compunerea mi̧sc¼arilor oscilatorii de-a lungul aceleiaşi axe

Presupunem c¼a asupra unui corp açtioneaz¼a pe aceiaşi direçtie dou¼a foŗte de
tip elastic:

F1 = �k1x (2.30)

F2 = �k2x

Se consider¼a urm¼atoarele cazuri:
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Figura 2.2: Compunerea a dou¼a oscila̧tii de aceiaşi pulsa̧tie

a) constantele elastice sunt egale k1 = k2 = m=!2

Atunci fiecare foŗt¼a determin¼a o mi̧scare oscilatorie:

x1 = A1 cos (!t+ �10)

x2 = A2 cos (!t+ �20)

Compunerea acestor oscila̧tii se poate face analitic prin însumarea celor
dou¼a expresii de mai sus. Mai simplu compunerea se face pornind de la
reprezentarea fazorial¼a a celor dou¼a mi̧sc¼ari (Fig. 2.2) prin sumarea vectorial¼a
a celor doi fazori la un moment dat.
Se ob̧tine astfel pentru amplitudine expresia:

A =
q
A21 + A

2
2 + 2A1A2 cos (�10 � �20) (2.31)

Pentru determinarea fazei ini̧tiale se consider¼a proieçtia lui A la momentul
ini̧tial pe cele dou¼a axe de coordonate. Se ob̧tine:

Ax (0) = A1 cos �10 + A2 cos �20

Ay (0) = A1 sin �10 + A2 sin �20

Atunci se poate exprima tangenta unghiului care reprezint¼a defazajul
ini̧tial:

tg � =
Ay (0)

Ax (0)
=
A1 sin �10 +A2 sin �20
A1 cos �10 +A2 cos �20
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Trebuie remarcat faptul ca funçtia tangent¼a este o funçtie periodic¼a cu
perioada �. Ea nu determin¼a univoc cadranul în care se g¼aseşte �0. Pentru
aceasta trebuie s¼a se cunoasc¼a semnele lui Ax şi Ay.
Valoarea amplitudinii rezultante dat¼a de rela̧tia 2.31 depinde nu numai

de amplitudinile A1 şi A2 ale celor dou¼a mi̧sc¼ari oscilatorii ci şi de difereņta
de faz¼a dintre acestea �10 � �20.
Dac¼a:

��0 = �10 � �20 = 2k� (k = 0; 1; :::) (2.32)

rezult¼a:

A = A1 + A2 (2.33)

În acest caz se spune c¼a oscila̧tiile sunt în faz¼a.
Dac¼a:

��0 = �10 � �20 = (2k + 1)� (k = 0; 1; :::) (2.34)

rezult¼a:

A = jA1 � A2j (2.35)

În acest caz se spune c¼a oscila̧tiile sunt în opozi̧tie de faz¼a.
Un alt caz interesant este acela când

��0 = �10 � �20 = (2k + 1)
�

2
(k = 0; 1; :::)

Atunci:

A =
q
A21 + A

2
2

iar oscila̧tiile sunt în cuadratur¼a.
b) constantele elastice nu sunt egale k1 6= k2
Aceasta înseamn¼a c¼a nici pulsa̧tiile celor dou¼a mi̧sc¼ari nu sunt egale.

x1 = A1 cos (!1t+ �10)

x2 = A2 cos (!2t+ �20)

Ca şi în cazul anterior compunerea oscila̧tiilor se face fazorial:
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A =
q
A21 + A

2
2 + 2A1A2 cos ('1 � '2) (2.36)

De aceast¼a dat¼a îns¼a fazele nu mai sunt considerate la momentul ini̧tial
ci la un moment oarecare:

'1 = !1t+ �10 (2.37)

'2 = !2t+ �20

Din acest motiv mi̧scarea rezultant¼a nu mai este o mi̧scare armonic¼a sim-
pl¼a deoarece amplitudinea ei este variabil¼a în timp.
Pentru a avea o privire de ansamblu asupra acesteia se consider¼a cazul

când amplitudinile celor dou¼a mi̧sc¼ari oscilatorii sunt egale şi fazele ini̧tiale
sunt nule:

A1 = A2 = A

şi

�10 = �20 = 0:

Atunci:

x = A cos!1t+ A cos!2t (2.38)

Se ob̧tine:

x = 2A cos
!1 � !2
2

t cos
!1 + !2
2

t = 2A cos
t cos!t (2.39)

unde:


 =
!1 � !2
2

(2.40)

! =
!1 + !2
2

(2.41)

Dac¼a !2 / !1(adic¼a !2 este pu̧tin mai mic decât !1) se observ¼a c¼a mi̧s-
carea oscilatorie are amplitudinea variabil¼a în timp dup¼a legea 2A cos
t: Se
spune c¼a amplitudinea este modulat¼a. Dac¼a 
t = k� amplitudinea rezultant¼a
este maxim¼a. Dac¼a not¼am cu � intervalul de timp dup¼a care amplitudinea
devine din nou maxim¼a atunci:
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Figura 2.3: Compunerea a doua oscila̧tii cu pulsa̧tii de valori apropiate

� =
2�

!1 � !2
=

1

�1 � �2
(2.42)

Frecveņta la care se succed maximele amplitudinii este:

� =
1

�
= �1 � �2 (2.43)

Fenomenul de succesiune a maximelor oscila̧tiilor rezultante poart¼a nu-
mele de b¼at¼ai, nume sugerat de fenomenul acustic care-i corespunde.
Rela̧tia 2.42 arat¼a c¼a intervalul de timp dintre maximele succesive ale

amplitudinii este cu atât mai mare (b¼at¼aile sunt mai rare) cu cât frecveņtele
oscila̧tiilor care se compun sunt mai apropiate. Invers b¼at¼aile sunt mai dese
cu cât frecveņtele oscila̧tiilor difer¼a mai mult una de alta.
În Fig. 2.3 este reprezentat grafic rezultatul compunerii a dou¼a oscila̧tii

cu frecveņte apropiate.
Fenomenul poate fi pus în evideņt¼a cu ajutorul a dou¼a diapazoane care

vibreaz¼a cu frecveņte diferite dar apropiate. Astfel dou¼a diapazoane cu
frecveņtele de 400 Hz şi 320 Hz vor da b¼at¼ai cu freveņta de 80 Hz iar sunetul
produs de cele dou¼a va fi perceput ca un sunet de frecveņt¼a joas¼a deşi fiecare
din diapazoane are o frecveņt¼a mai mare.
Fenomenul apare de exemplu în cazul avioanelor bimotoare care zboar¼a

la în¼aļtime. Sunetul auzit se înt¼areşte sau sl¼abeşte succesiv. Aceasta se
datoreaz¼a motoarelor sale, ale c¼aror tura̧tii difer¼a pu̧tin.
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Figura 2.4: Compunerea a dou¼a oscila̧tii de aceiaşi pulsa̧tie efectuate în di-
reçtii perpendiculare cu o difereņt¼a de faz¼a �0 = 0

Compunerea mi̧sc¼arilor oscilatorii care se efectueaz¼a în direçtii per-
pendiculare

S¼a consider¼am dou¼a mi̧sc¼ari oscilatorii cu aceiaşi pulsa̧tie, una dup¼a axa Ox
şi alta dup¼a axa Oy:

x = A cos!t (2.44)

y = B cos (!t+ �0) (2.45)

Se consider¼a urm¼atoarele cazuri:
a) Dac¼a �0 = 0 atunci prin eliminarea timpului din rela̧tiile de mai sus

rezult¼a:

y =
B

A
x (2.46)

Rela̧tia 2.46 reprezint¼a ecua̧tia unei drepte. Traiectoria punctului material
este o dreapt¼a şi este reprezentat¼a în Fig. 2.4
b) Dac¼a �0 = � atunci prin eliminarea timpului din ecua̧tiile 2.44 şi 2.45

se ob̧tine:

y = �B
A
x (2.47)

Aceasta reprezint¼a tot ecua̧tia unei drepte.
c) Dac¼a �0 =

�

2
ecua̧tiile 2.44 şi 2.45 devin:
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Figura 2.5: Compunerea a dou¼a oscila̧tii care se efectueaz¼a în direçtii per-
pendiculare cu aceiaşi pulsa̧tie şi o difereņt¼a de faz¼a �0 = �=2

x = A cos!t (2.48)

y = B cos
�
!t+

�

2

�
= �B sin!t (2.49)

Din 2.48

cos!t =
x

A

iar din 2.49

sin!t = � y
B

Deoarece sin2 !t+ cos2 !t = 1 se ob̧tine în final ecua̧tia:

x2

A2
+
y2

B2
= 1 (2.50)

Ecua̧tia 2.50 reprezint¼a ecua̧tia unei elipse raportat¼a la axele Ox şi Oy
(Fig. 2.5).
Dac¼a A = B atunci traiectoria devine circular¼a.
d) Dac¼a �0 6= 0; �;

�

2
rezult¼a tot o traiectorie eliptic¼a îns¼a axele elipsei

sunt înclinate fa̧t¼a de axele de coordonate.
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În cazul în care frecveņtele oscila̧tiilor perpendiculare nu sunt egale traiec-
toria punctului material descrie mai multe ramuri. Alura acestor curbe (de-
numite figuri Lissajous) depinde de raportul frecveņtelor şi de difereņta de
faz¼a dintre cele dou¼a oscila̧tii. În Fig. 2.1.5 este ilustrat un astfel de caz.
Figurile Lissajous pot fi puse în evideņt¼a cu ajutorul unui osciloscop în

care pe cele dou¼a perechi de pl¼aci de deflexie ale acestuia se aplic¼a semnale
de frecveņte diferite. Trebuie remarcat c¼a aceste curbe pot fi închise sau
deschise. O condi̧tie necesar¼a ca aceste curbe s¼a fie închise este ca raportul
frecveņtelor s¼a fie egal cu raportul a dou¼a numere întregi.

2.2 Oscila̧tii amortizate

Presupunem c¼a în afar¼a de foŗta elastic¼a care açtioneaz¼a asupra punctu-
lui material exist¼a şi o foŗt¼a de frecare care implic¼a o disipare de energie.
Fenomenul care are loc nu este un proces pur mecanic, dar de multe ori
poate fi descris printr-un model în care intervine o foŗt¼a de rezisteņt¼a. Se
admite o foŗt¼a de rezisteņt¼a proportional¼a cu viteza (Fr = ��v ). O astfel
de foŗt¼a exist¼a de exemplu într-un mediu vâscos şi ea açtioneaz¼a asupra cor-
purilor ce se deplaseaz¼a în acest mediu cu viteze relativ mici. Cum problema
pe care o trat¼am este unidimensional¼a legea a doua a mecanicii se scrie în
acest caz:
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ma = �kx� �v (2.51)

Rezult¼a ecua̧tia

m
d2x

dt2
+ �

dx

dt
+ kx = 0

Se împarte ecua̧tia de mai sus la m şi se noteaz¼a 2 = �=m ( poart¼a
numele de constant¼a de amortizare) şi !20 = k=m ; se ob̧tine:

d2x

dt2
+ 2

dx

dt
+ !20x = 0 (2.52)

Ecua̧tia caracteristic¼a a acestei ecua̧tii difereņtiale omogene este:

r2 + 2r + !20 = 0 (2.53)

cu solu̧tiile:

r1;2 = � �
q
2 � !20 (2.54)

Se consider¼a urm¼atoarele cazuri:
a)  > !0 (mişcare aperiodic¼a)
Atunci r1 şi r2 sunt reale, iar ecua̧tia 2.52 are o solu̧tie de forma

x = Aer1t +Ber2t (2.55)

sau

x = A exp

�
� �

q
2 � !20

�
t+B exp

�
� +

q
2 � !20

�
t (2.56)

Se observ¼a c¼a deoarece ambii exponeņti sunt negativi elonga̧tia tinde la
zero când timpul tinde la infinit. Din punct de vedere fizic aceasta înseamn¼a
c¼a avem de-a face cu o amortizare foarte puternic¼a (Fig. 2.6).
b)  = !0 ( mişcare aperiodic¼a critic¼a)
În acest caz r1 = r2 = �, iar solu̧tia general¼a a ecua̧tiei este de forma

x = (At+B) exp(�t) (2.57)

Mi̧scarea este o mi̧scare aperiodic¼a, evolu̧tia spre starea de echilibru ne
mai fiind neap¼arat o evolu̧tie monoton¼a (Fig. 2.7). Semnul elonga̧tiei se



2.2. OSCILAŢII AMORTIZATE 55

Figura 2.6: Mi̧scare aperiodic¼a

poate p¼astra sau schimba o singur¼a dat¼a. Amortizarea critic¼a este important¼a
în practic¼a în cazul sistemelor la care trebuie evitat¼a oscila̧tia acestora în
jurul pozi̧tiei de echilibru, ca de exemplu în cazul amortizoarelor pentru
autovehicule.
c)  < !o (mişcare periodic¼a amortizat¼a)
În acest caz solu̧tiile ecua̧tiei caracteristice 2.54 se pot scrie ca:

r1 = � + i
q
!20 � 2 = � + i!

r2 = � � i
q
!20 � 2 = � � i!

unde

! =
q
!20 � 2 (2.58)

Solu̧tia general¼a a ecua̧tiei 2.52 este în acest caz:

x = e�t [A exp (i!t) +B exp(�i!t)] (2.59)

Pentru a discuta forma acestei ecua̧tii se utilizeaz¼a formulele lui Euler:

exp (i!t) = cos!t+ i sin!t
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Figura 2.7: Mi̧scare aperiodic¼a critic¼a

exp (�i!t) = cos!t� i sin!t

Atunci:

x (t) = [(A+B) cos!t+ i (A�B) sin!t] e�t (2.60)

Deoarece elonga̧tia trebuie s¼a fie real¼a A şi B trebuie s¼a fie complex
conjugate:

A = a+ ib

B = a� ib

Rezult¼a:

x = e�t (2a cos!t� 2b sin!t)

sau:

x = e�t2a

�
cos!t� 2b

2a
sin!t

�
(2.61)

Notând
2b

2a
= tg � rela̧tia 2.61 devine:
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Figura 2.8: Mi̧scare periodic¼a amortizat¼a

x =
2a

cos �
e�t (cos!t cos � � sin!t sin �) (2.62)

În plus dac¼a se noteaz¼a A0 =
2a

cos �
se ob̧tine:

x = A0e
�t cos (!t+ �) (2.63)

Rezult¼a c¼a punctul material execut¼a oscila̧tii amortizate cu o amplitudine
descrec¼atoare în timp

A = A0e
�t (2.64)

cu pulsa̧tia

! =
q
!20 � 2 (2.65)

Reprezentarea mi̧sc¼arii este dat¼a în Fig. 2.8.
Acesta este cazul regimului cvasiperiodic al oscila̧tiilor amortizate. Cuasi-

perioada acestor oscila̧tii este:

T =
2�

!
=

2�p
!20 � 2

(2.66)

Raportul elonga̧tiilor sau amplitudinilor dup¼a un interval de timp egal cu
perioada T este:
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x (t)

x (t+ T )
=

A0e
�t

A0e�(t+T )
= eT (2.67)

Logaritmul acestui raport poart¼a numele de decrement logaritmic.

� = ln
x (t)

x (t+ T )
= T (2.68)

Acesta este o m¼arime adimensional¼a ce caracterizeaz¼a gradul de amorti-
zare al oscila̧tiilor (cu cât este mai mare cu atât oscila̧tiile se amortizeaz¼a
mai repede).
Amortizarea oscila̧tiilor este legat¼a de pierderea de energie a punctu-

lui material care execut¼a oscila̧tiile amortizate. Deoarece varia̧tia energiei
mecanice este egal¼a cu lucrul mecanic al foŗtelor neconsevative:

dE = ��dx
dt
dx (2.69)

iar puterea disipat¼a este egal¼a cu varia̧tia energiei (varia̧tie care este negativ¼a)
în unitatea de timp, se ob̧tine:

P =
dE

dt
= ��

�
dx

dt

�2
= �2mv2 (2.70)

Expresia

Q =
1

2
�v2 = mv2 (2.71)

poart¼a numele de funçtie de disipa̧tie. Se observ¼a c¼a

P = �2Q (2.72)

2.3 Oscila̧tii foŗtate

Datorit¼a foŗtelor neconsevative care disip¼a energie, oscila̧tiile sunt amorti-
zate. Pentru a întrȩtine mi̧scarea oscilatorie trebuie intervenit cu o foŗt¼a din
exterior care s¼a compenseze pierderile de energie. Cazurile interesante sunt
cele în care foŗta exterioar¼a este o funçtie periodic¼a în timp. Deoarece aceast¼a
funçtie se poate dezvolta în serii Fourier, care coņtin funçtii sinusoidale sau
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cosinusoidale este interesant s¼a se examineze fenomenul când foŗta are forma
cea mai simpl¼a, adic¼a

F = F0 cos!t (2.73)

Atunci ecua̧tia de mi̧scare a punctului material care oscileaz¼a într-un
mediu disipativ este:

m
d2x

dt2
= �kx� �v + F0 cos!t (2.74)

sau ţinând cont de faptul c¼a 2 = �=m şi !20 = k=m se ob̧tine:

d2x

dt2
+ 2

dx

dt
+ !20x =

F0
m
cos!t (2.75)

Solu̧tia general¼a a unei astfel de ecua̧tii difereņtiale de ordinul doi neo-
mogene este:

x = x0 (t) + x1 (t) (2.76)

unde x0 (t) este solu̧tia general¼a a ecua̧tiei omogene asociate iar x1 (t) este o
solu̧tie particular¼a a ecua̧tiei neomogene.
Dup¼a un timp suficient de lung x0 (t) tinde la zero cum s-a prezentat la

studiul mi̧sc¼arii oscilatorii amortizate. Aceasta înseamn¼a c¼a ceea ce conteaz¼a
dup¼a un interval de timp suficient de lung este solu̧tia particular¼a a ecua̧tiei
neomogene care trebuie s¼a fie de forma:

x1 (t) = A cos (!t+ �) (2.77)

Substituind 2.77 în 2.75 se ob̧tine:

�A!2 cos (!t+ �)�2!A sin (!t+ �)+!20A cos (!t+ �) =
F0
m
cos!t (2.78)

Ecua̧tia 2.78 reprezint¼a o identitate. Se egaleaz¼a cu cu zero coeficieņtii
lui sin!t şi cos!t şi rezult¼a:

A
�
!20 � !2

�
cos � � 2!A sin � = F0

m
(2.79)

A
�
!2 � !20

�
sin � � 2!A cos � = 0 (2.80)
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Se ridic¼a la p¼atrat cele dou¼a ecua̧tii, se adun¼a şi se ob̧tine:

A2
�
!20 � !2

�2
+ 42!2A2 =

�
F0
m

�2
(2.81)

Rezult¼a:

A =

F0
mq

(!20 � !2)
2
+ 42!2

(2.82)

Din 2.80 se ob̧tine:

tg � = � 2!

!20 � !2
(2.83)

În concluzie:
a) La o solicitare sinusoidal¼a oscilatorul va oscila cu o pulsa̧tie ce nu este

pulsa̧tia lui proprie ci este pulsa̧tia foŗtei exterioare care açtioneaz¼a asupra
lui.
b) Mi̧scarea este defazat¼a în raport cu foŗta exterioar¼a.
c) Amplitudinea şi faza depind de pulsa̧tia foŗtei !.
d) Amplitudinea şi faza nu depind de condi̧tiile ini̧tiale (oricum solu̧tia

este valabil¼a pentru timpi suficieņti de mari)
Prezint¼a interes urm¼atoarele cazuri:
a) ! � !0
În acest caz termenii ce coņtin pe !2 sunt neglijabili fa̧t¼a de cei ce coņtin

pe !20. Aceasta este situa̧tia în care perioada foŗtei este mult mai mare decât
perioada proprie de oscila̧tie (T � T0). Atunci:

A =
F0
m!20

=
F0
k

(2.84)

Pentru a determina valoarea lui � trebuie s¼a se calculeze efectiv cos � şi
sin �: Din ecua̧tiile 2.79 şi 2.80 rezult¼a:

cos � =
(!20 � !2)q

(!20 � !2)
2
+ 42A2!2

(2.85)

sin � = � 2!q
(!20 � !2)

2
+ 42A2!2

(2.86)



2.3. OSCILAŢII FORŢATE 61

Ín situa̧tia care s-a considerat cos � > 0 şi sin � < 0. Din acest motiv
unghiul � se afl¼a în cadranul al patrulea şi, în condi̧tiile date, tinde la zero
(� ! 0). Atunci:

x =
F0
k
cos!t (2.87)

Aceasta înseamn¼a c¼a foŗta exterioar¼a şi elonga̧tia punctului sunt în faz¼a.
b) ! � !0
În aceast caz termenii care coņtin pe !20 sunt neglijabili în raport cu cei

ce coņtin pe !2. Atunci:

A �=
F0

m
p
!4 + 42!2

�=
F0
m!2

(2.88)

Cum cos � < 0 şi sin � < 0 rezult¼a � 2 (� ; 3�=2) şi � ! �: Elonga̧tia
este în opozi̧tie de faz¼a cu foŗta exterioar¼a. Astfel:

x =
F0
k
cos(!t+ �) = �F0

k
cos!t

c) ! = !0
Atunci

A =
F0

2m!
(2.89)

şi cum cos � = 0 rezult¼a � = �=2

x =
F0

2m!
cos
�
!t+

�

2

�
(2.90)

Elonga̧tia este defazat¼a cu �=2 în raport cu foŗta exterioar¼a.
Rezonanţa
Atunci când pulsa̧tia foŗtei exterioare ! variaz¼a, variaz¼a şi amplitudinea

A. Din rela̧tia 2.82 rezult¼a c¼a amplitudinea oscila̧tiilor depinde de valoarea
amplitudinii foŗtei exterioare F , de pulsa̧tia ! şi factorul de atenuare .
Considerând valoarea amplitudinii foŗtei exterioare constant¼a, şi privind pe
 ca pe un parametru se va urm¼ari varia̧tia amplitudinii oscila̧tiei funçtie
de pulsa̧tia perturba̧tiei externe. Pentru a vedea dac¼a amplitudinea are un
maxim expresia ei se deriveaz¼a în raport cu ! şi derivata se egaleaz¼a cu zero.

�4!
�
!20 � !2

�
+ 82! = 0



62 CAPITOLUL 2. MIŞCAREA OSCILATORIE

Figura 2.9: Rezonaņta. Curbele corespund cazurilor în care 42=!20 are val-
orile: 4 (curba 1); 2 (curba 2); 1 (curba 3); 0,5 (curba 4); 0,2 (curba 5); 0,1
(curba 6); 0,005 (curba7).

Valoarea !M corespunz¼atoare maximului este:

!M =
q
!20 � 22 < !0 (2.91)

Se observ¼a c¼a dac¼a !20 < 2
2 funçtiaA = A (!) nu prezint¼a un maxim şi ea

este o funçtie descresc¼atoare de ! . Aceasta este situa̧tia în care amortizarea
este mare.
Dac¼a !20 > 22 amplitudinea prezint¼a un maxim pentru o valoare !M

denumit¼a pulsa̧tie de rezonaņt¼a. Fenomenul poart¼a denumirea de rezonanţ¼a.
Valoarea maxim¼a a amplitudinii este:

A = A (!M) =
F0

2m
p
!20 � 2

> A (!0) (2.92)

Din rela̧tia de mai sus se observ¼a c¼a amplitudinea A ia valori cu atât mai
mari cu cât  este mai mic. În cazul în care  ! 0, A!1.
În Fig. 2.9 este reprezentat¼a varia̧tia amplitudinii în funçtie de raportul

!=!0 pentru diverse valori ale lui . Cu cât  scade, se micşoreaz¼a şi domeniul
de pulsa̧tii ale foŗtei exterioare pentru care are loc fenomenul de rezonant¼a.
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2.4 Analiz¼a Fourier

2.4.1 Funçtii periodice

Se demonstreaz¼a c¼a o funçtie periodic¼a f (t) de perioad¼a T se poate descom-
pune într-o serie trigonometric¼a de forma:

f (t) =
1X
n=0

(an cosn!t+ bn sinn!t) (2.93)

sau:

f (t) =
1X
n=0

An cos (n!t+ �n) (2.94)

unde ! = 2�=T: Putem trece de la prima expresie la cea de-a doua astfel:

f (t) = an

�
cosn!t+

bn
an
sinn!t

�
Punând:

tg �n = �
bn
an

Atunci:

f (t) =
1X
n=0

an (cosn!t� tg �n sin n!t)

f (t) =
1X
n=0

an
cos �n

cos (n!t+ �n) (2.95)

Prin identificarea lui 2.94 cu 2.95 se ob̧tine:

�m = �n (2.96)

An =
an

cos�n
=
�
a2n + b

2
n

�
(2.97)

Pentru ob̧tinerea coeficieņtilor an şi bn se înmuļteşte egalitatea 2.93 cu
cosn!t şi sinn!t şi se integreaz¼a pe perioada T . Se observ¼a c¼a:
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Z T

0

cosn!t sin k!t dt = 0

Z T

0

cosn!t cos k!t dt =
T

2
�nk

Z T

0

sinn!t sin k!t dt =
T

2
�nk

unde � este simbolul lui Kroneker:

�nk =

�
0 dac¼a n 6= k
1 dac¼an = k

(2.98)

Se ob̧tine expresia:

a0 =
1

T

Z T

0

f (t) dt = hfi

care reprezint¼a media funçtiei respective pe o perioad¼a:

b0 = 0

an =
2

T

Z T

0

f (t) cosn!t dt

bn =
2

T

Z T

0

f (t) sinn!t dt

Dezvoltarea în serie Fourier se poate exprima cu ajutorul funçtiilor expo-
neņtiale. Astfel rela̧tia 2.93 se poate scrie:

f (t) =

1X
n=0

an
2
[exp (in!t) + exp (�in!t)]

�ibn
2
[exp (in!t)� exp (�in!t)]

sau:
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f (t) =

1X
n=0

�
1

2
(an � ibn) ein!t +

1

2
(an + ibn) e

�in!t
�

(2.99)

Putem face ca suma s¼a se extind¼a de la -1 la 1 notând:

cn =
an � ibn
2

c�n =
an + ibn
2

Atunci:

f (t) =
1X

n=�1
cn exp (in!t) (2.100)

Se observ¼a c¼a c�n = c�n unde cu stelu̧t¼a not¼am expresia complex conjugat¼a.
Coeficieņtii dezvolt¼arii în serie sunt da̧ti de rela̧tiile:

cn =
1

T

Z T

0

f (t) e�in!tdt (2.101)

Funçtiile periodice pot fi reprezentate cu ajutorul unor funçtii sinusoidale
cu pulsa̧tii egale cu multipli întregi ai pulsa̧tiei fundamentale !. Spectrul este
dat de o diagram¼a în care sunt reprezentate amplitudinile An în funçtie de
frecveņt¼a; el const¼a din linii verticale de diverse m¼arimi (propoŗtionale cu
amplitudinile).

2.4.2 Funçtii neperiodice

Atunci când m¼arimea investigat¼a este o funçtie neperiodic¼a în locul seriei
Fourier discrete intervine o integral¼a Fourier. În locul unui spectru discret
rezult¼a un spectru continuu. Se demonstreaz¼a c¼a dac¼a f (t) este o funçtie
neperiodic¼a ea poate fi pus¼a sub forma

f (t) =
1

2�

Z 1

0

a (!) cos [!t+ � (!)] d! (2.102)

Sub form¼a complex¼a, funçtia considerat¼a se exprim¼a astfel:

f (t) =
1

2�

Z 1

�1
c (!) exp (i!t) d! (2.103)
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unde c (�!) = c� (!) şi:

c (!) =

Z 1

�1
f (t) exp (�i!t) dt (2.104)

Vom discuta pe scurt leg¼atura dintre reprezentarea real¼a şi reprezentarea
complex¼a a integralei Fourier. Pentru aceasta vom porni de rela̧tia 2.102 pe
care o vom prelucra ţinând cont de formulele lui Euler:

f (t) =
1

2�

Z 1

0

a (!) [cos!t cos � � sin!t sin �] d!

sau

f (t) =
1

2�

Z 1

0

�
a (!)

2

�
ei!t + e�i!t

�
cos � � ia (!)

2

�
ei!t � e�i!t

�
sin �

�
d!

(2.105)
Grupând în mod convenabil termenii expresiei 2.105 aceasta devine:

f (t) =
1

4�

Z 1

0

[a (!) cos � � ia (!) sin �] ei!t d! + (2.106)

+
1

4�

Z 1

0

[a (!) cos � + ia (!) sin �] e�i!td!

Expresia de mai sus poate fi scris¼a mai condensat astfel:

f (t) =
1

2�

Z 1

�1
c (!) ei!td! (2.107)

unde

c (!) =
a (!) cos � � ia (!) sin �

2
(2.108)

şi

c(�!) = c� (!) (2.109)

Din rela̧tia 2.108 rezult¼a:

ja (!)j = 2 jc (!)j (2.110)
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În plus se ob̧tine:

tg � (!) = �Im [c (!)]
Re [c (!)]

(2.111)

În concluzie, funçtiile periodice prezint¼a un spectru discret în timp ce
funçtiile neperiodice prezint¼a un spectru continuu.

2.4.3 Aplica̧tii ale dezvolt¼arilor în integrale Fourier

Perturba̧tie de durat¼a f init¼a

Consider¼am o oscila̧tie de pulsa̧tie !o care dureaz¼a un interval de timp finit
�t. Ea poate fi reprezentat¼a astfel:

x (t) =

8>><>>:
0 t 2 [�1 ; ��t=2]
Aoe

i!0t t 2 [��t=2 ; �t=2]
0 t 2 [�t=2 ; 1]

(2.112)

O astfel de funçtie poate fi dezvoltat¼a într-o integral¼a Fourier

x (t) =
1

2�

Z +1

�1
c (!) ei!td! (2.113)

unde

c (!) =

Z +1

�1
x (t) e�i!tdt (2.114)

Vom calcula aceşti coeficieņti:

c (!) =

�t=2Z
��t=2

A0e
i(!0�!)tdt = A0

exp [i (!0 � !) t]
i (!0 � !)

�����t=2
��t=2

Rezult¼a:

c (!) = A0

exp

�
i (!0 � !)

�t

2

�
� exp

�
�i (!0 � !)

�t

2

�
i (!0 � !)

(2.115)
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Figura 2.10: Funçtia f (x) = sinx
x

Astfel:

c (!) = A0�t

sin

�
(!0 � !)

�t

2

�
(!0 � !)

�t

2

= A0�t
sin
�!�t

2
�!�t

2

(2.116)

Notând cu � =
�!�t

2
rela̧tia 2.116 se va scrie:

c (!) = A0�t
sin �

�
(2.117)

În Fig. 2.10 este ar¼atat¼a varia̧tia funçtiei f (�) =
sin �

�
. Ea este o funçtie

par¼a, care oscileaz¼a în jurul valorii de zero şi care pentru valori mari ale lui

� se amortizeaz¼a. Se observ¼a c¼a pentru � ! 0, f (�) =
sin �

�
! 1: Funçtia se

anuleaz¼a atunci când sin � = 0, adic¼a atunci când � = �m� , unde m este
un num¼ar întreg diferit de zero. Extremele acestei funçtii se determin¼a prin
calcularea derivatei acesteia în raport cu �. Se ob̧tine:

� cos � � sin �
�2

= 0
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Figura 2.11: Funçtia f (x) = sin2 x
x2

de unde rezult¼a c¼a:

tg � = � (2.118)

Rela̧tia 2.118 este o ecua̧tie transcendent¼a care se poate rezolva numeric
sau grafic.
Din 2.113 se constat¼a c¼a oscila̧tia ini̧tial¼a s-a descompus într-o muļtime

continu¼a de oscila̧tii monocromatice cu pulsa̧tii diferite.
Energia asociat¼a fiec¼arei oscila̧tii este propoŗtional¼a cu jc2 (!)j unde

��c2 (!)�� = A20 (�t)2 sin2 �
�2

(2.119)

Reprezentare acestei funçtii este dat¼a în Fig. 2.11.
Când ! = !0 ��c2 (!0)�� = A20 (�t)2 (2.120)

iar când ! corespunde primului maxim secundar jc2 (!)j = 0:04 � A20 (�t)
2.

Din acest motiv se consider¼a c¼a distribu̧tia spectral¼a a perturba̧tiei respective
este semnificativ¼a numai în intervalul � 2 [�� ; �].
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Figura 2.12: Distribu̧tia Lorentz

O m¼arime care caracterizeaz¼a aceast¼a distribu̧tie a energiei este l¼argimea

la semiîn¼aļtime. Din
sin2 �

�2
=
1

2
rezult¼a:

�!�t = 1; 78

Se observ¼a c¼a cu cât �t este mai mare cu atât �! este mai mic şi spectrul
de pulsa̧tii în care poate fi descompus¼a perturba̧tia este mai restrâns. Invers
cu cât �t este mai mic cu atât distribu̧tia este mai larg¼a.

Spectrul unei oscila̧tii amortizate

Vom considera o expresie a oscila̧tiei amortizate de forma:

x (t) = A exp (�t) exp (i!0t) ; t > 0 (2.121)

Coeficieņtii dezvolt¼arii sunt:

c (!) =

Z 1

0

A exp (�t) exp [i (!0 � !) t] dt (2.122)

c (!) = A0
exp [i (!0 � !)� ] t
i (!0 � !)� 

����1
0

(2.123)

Rezult¼a:
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c (!) =
1

 � i (!0 � !)
(2.124)

Ca şi în cazul precedent se va calcula jc2 (!)j, acest termen fiind pro-
poŗtional cu energia oscila̧tiei de pulsa̧tie !.

��c2 (!)�� = 1

2 + (!0 � !)2
(2.125)

Dependeņta lui jc2 (!)jde ! este reprezentat¼a în Fig. 2.12; ea este o
distribu̧tie Lorentz.
Valoarea m¼arimii jc2 (!)j este maxim¼a atunci când numitorul expresiei

2.125 este minim. Aceasta se petrece când ! = !0. Valoarea maxim¼a este��c2m�� = 1

2

Pentru a determina l¼argimea la semiîn¼aļtime se pune condi̧tia ca

��c2 (!)�� = 1

2 + (!0 � !)2
=
jc2mj
2
=

1

22

Rezult¼a ecua̧tia

(!0 � !)2 = 2 (2.126)

sau:

!0 � ! = �

Astfel solu̧tiile ecua̧tiei 2.126 sunt:

!1 = !0 � 

şi

!2 = !0 + 

L¼argimea la semiîn¼aļtime este:

�! = !2 � !1 = 2 (2.127)
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Se constat¼a c¼a cu cât  este mai mic, (adic¼a cu cât amortizarea este mai
mic¼a) cu atât l¼argimea la semiîn¼aļtime a distribu̧tiei este mai mic¼a, adic¼a
spectrul de frecveņte este mai restrâns.


