Capitolul 1

Elemente de mecanica
newtoniana

1.1 Cinematica punctului material

Cinematica este partea din mecanica ce studiaza miscarea fara a-i conside-
ra cauzele. Prin miscare mecanica intelegem schimbarea in timp a pozitiei
unui corp in raport cu alt corp material. Corpul fata de care se studiaza
miscarea care prin conventie, este considerat fix poarta numele de corp de
referinta. De corpul de referinta poate fi atasat rigid un sistem de coordonate
(de exemplu un sistem ortogonal cu trei axe). Pentru méasurarea timpului
este necesar un ceasornic. Aceasta implicd un proces periodic (de exemplu
oscilatiile unui pendul). Sistemul de coordonate si ceasornicul formeaza sis-
temul de referintd. Un rol important il au sistemele de referinta in care este
valabil principiul inertiei si care poarta numele de sisteme inertiale. Sistemele
inertiale se deplaseaza unele fata de altele cu viteza constanta. Un corp ma-
terial este in general un sistem complex. Pentru studiul miscarii acestuia
se pot face o serie de simplificari cum ar fi neglijarea formei acestuia sau a
dimensiunilor sale. Astfel, un corp ale carui dimensiuni pot fi neglijate in
raport cu spatiul inconjurator, poarta numele de punct material.
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Ny

Figura 1.1: Vectorul de pozitie este vectorul cu originea in originea sistemului
de coordonate si cu varful pe punctul material

1.1.1 Marimi fundamentale
Traiectorie

Miscarea unui punct material este caracterizatd prin modificarea in timp
a coordonatelor sale in sistemul de coordonate ales. Astfel, intr-un sistem
de coordonate cartezian, cunoasterea miscarii este echivalenta cu a cunoaste
evolutia in timp a razei vectoare sau a vectorului de pozitie (Fig. 1.1).

7(t) = z(t)e, + y(t)e, + z(t)e, (1.1)
Se numeste traiectorie curba descrisa de punctul material in timpul migcarii
sale.

Functia 7(t) trebuie sa satisfacd anumite conditii. Ea trebuie sa fie con-
tinud, uniforma, finita si cel putin de doua ori derivabila. Ecuatiile:

= z(t) (1.2)
= y(t)
z = z(t)

poarta numele de ecuatiile dinamice ale miscarii si ele reprezinta ecuatiile
parametrice ale traiectoriei, avind ca parametru timpul.
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Figura 1.2: Vectorul deplasare A7 si vectorul viteza o/

Prin eliminarea timpului se obtin doua ecuatii:

filz,y,2) = 0 (1.3)
f2($,y72) =0

Fiecare din aceste ecuatii reprezinta cate o suprafata, traiectoria fiind
curba de intersectie a celor doua suprafete.

Viteza

Viteza unei particule reprezinta variatia pozitiei sale raportata la unitatea
de timp. Fie 77 vectorul de pozitie al punctului material la momentul ¢ si 7
vectorul de pozitie la momentul ¢t + At. Vectorul A7 = 75 — 7] se numeste
vector de deplasare.

Definim vectorul viteza medie (Fig. 1.2):

AT Az, Ay, Az

_'m — A, — A,Cz A L __'z 14
mE A T AT AT A (14)
Modulul vitezei medii este:
A7
U = |Tn| = A7 (1.5)

At
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Pentru a caracteriza migcarea punctului material trebuie definita viteza
instantanee. Prin definitie:
AU dr dx dy dz
v=lm — = —=—€,+—€,+ —¢€, 1.6
At—0 At dt  dt dt ¥ dt (1.6)
Cum

U = V€, + Vy€y + v.€, (1.7)
prin identificare din relatiile 1.6 i 1.7 se obtine pentru componentele vitezei:

_dx dy _dz
T YT T @
Cand are loc trecerea la limita, P, — Py, secanta PP se roteste in jurul
lui P; si devine tangenta la traiectorie. Rezulta ca vectorul viteza instantanee
este tangent la traiectorie.
Deoarece la limita (pentru deplasiri foarte mici) lungimea arcului de
curba coincide cu lungimea coardei rezulta:

(1.8)

dF| AR
g5~ Am Ay =1 (1.9)

In relatia 1.9 As este spatiul parcurs pe curbd de mobil iar s este lungimea
arcului pe traiectorie de la un punct considerat ca referinta si poarta denu-
mirea de coordonata curbilinie.

Atunci derivata dr/ds - avand modulul egal cu unitatea este un versor
indreptat in directia tangentei la curbd. Se notez# acest versor cu t; el are
sensul cresterii lui s.

ar -
T t (1.10)

Atunci:

dr drds -ds -

dt  dsdt dt

unde v = ds/dt este viteza de deplasare pe traiectorie; ea reprezintd spatiul
parcurs pe traiectorie in unitatea de timp. Tinadnd cont de cele prezentate
mai sus:

U=

7| = |tv] =v (1.12)
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adica viteza pe traiectorie este egala cu modulul vectorului viteza.

In concluzie vectorul vitezd instantanee este tangent la traiectorie si in-
dreptat in sensul miscarii.

Putem exprima vectorul de pozitie ca fiind:

F=amr) 5 @ =1 (1.13)

unde €, este versorul razei vectoare.
Atunci, putem exprima viteza astfel:
dr_dr gy 4 40
dt dt dt
Semnificatia formulei de mai sus este urmatoarea: viteza punctului mate-
rial este datorata atat variatiei modulului razei vectoare cat si directiei razei
vectoare.
In plus vectorul dé, /dt este perpendicular pe &,.
Acest lucru se poate demonstra, tinind cont ca

(1.14)

U=

e =1 (1.15)
Atunci:

52
e, =1
Derivand in raport cu timpul relatia de mai sus se obtine:

de? . de,
fry e’l"_
dt dt

si se justificd afirmatia facutd anterior. Trebuie observat cd desi |€.] = 1, €,
isi modifica directia in timp. Astfel, putem trage concluzia ca derivata unui
vector variabil, dar de modul constant este perpendiculara pe acel vector.

—0 (1.16)

Acceleratia

In general in cursul unei miscari viteza ¢ variaza atat ca directie cat si ca
modul. Se impune introducerea unei marimi care sa caracterizeze aceasta
variatie. Aceasta marime poarta numele de acceleratie. Ea reprezinta vari-
atia vitezei in unitatea de timp. Ca si in cazul vitezei vom defini o acceleratie
medie pe un interval de timp At (Fig. 1.3)
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Figura 1.3: Acceleratie medie

AU
A = —— 1.17
m = A (1.17)
precum si o acceleratie instantanee
AU dv do dv dv
AN T a T a e (1.18)
care mai poate fi scrisa ca:
dv  d*7 d*x d?y d?z
Cu T et Tt (1.19)

Exprimand acceleratia in functie de proiectiile sale pe cele trei axe de coor-
donate

a = Qz€; + ayey, + a,e;

se obtine:

dv, d*x

L= _ e 1.20

“ a2 (1.20)
dv, d*y

_ dy _dy 1.21

by dt  de? (1.21)
dv, d?z

L= _ 4= 1.22

“ dt  de (1.22)

Se observa ca acceleratia este indreptata inspre interiorul traiectoriei si
nu este tangenta la traiectorie.
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Figura 1.4: Curbura si raza de curbura

O descriere mai detaliata a vectorului acceleratie impune definirea unor
marimi noi precum raza de curbura si curbura. Se considera pe o curba C
(Fig. 1.4) trei puncte necolineare Py , Py ;| Ps.

Cele trei puncte definesc un cerc a carui raza R da curbura medie C' =
1/R a curbei pe portiunea P1PyP3; . Daca punctele P; si P tind cétre P
atunci cercul obtinut poarta numele de cerc de curbura sau cerc osculator al
curbei in punctul Py. Planul limita definit de cele trei puncte poarta numele
de plan osculator si contine cercul osculator. Se poate defini astfel raza de
curbura intr-un punct:

As ds

R= lm ~o = d (1.23)
Curbura in punctul respectiv este inversul razei:
1 A
C=—== lim o _ 0 (1.24)

R~ AssoAs  ds
Din Fig. 1.4 se observa ca As/A# reprezintd raza cercului osculator.
Astfel curbura C' masoara gradul de abatere a curbei de la linia dreapta.
Vectorul unitate perpendicular pe tangenta la curba intr-un punct indrep-
tat inspre centrul de curbura si aflat in planul osculator poarta numele de
normala principala. Din Fig.1.4 se vede ca:

Af|  2|t]sinAG/2  sin AG/2
AG| A A2
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Atunci cand Af — 0 rezulta:
sin AQ/2 o
A2
Astfel:
At dt
— : —l=1 1.2
G| o Jde (1.25)
Atunci cand P; se apropie de punctul Py vectorul ¢ se roteste in jurul lui
P, iar At devine perpendicular pe t . Rezulti:
dt
- =7 1.2
5= (1.26)
In plus
dt  dtdf i
— =L =(Cii=— 1.2
s dods " TR (1.27)
Derivand relatia 1.11 obtinem :
dt  dv. dtds
t —_—— 1.28
s (1.28)

dr @5—1—0— —
dt — dt

i = d—ﬁ——(vt)—
Cdt dt o dt

Uz_,

—nN

d—vf vzd—f—@f+
ds dt R

a =
dt
Se poate exprima acceleratia ca suma din doi vectori perpendiculari:
(1.29)

L
|

a= att—i— anﬁ

unde
dv  d?s
T (1.30)

poartd denumirea de acceleratie tangentiala, ea fiind datorata variatiei mo-
(1.31)

dului vitezei, iar

o] S

Ay =
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y

Figura 1.5: Migcarea circulara

poarta denumirea de acceleratie normala sau centripeta si este datorata vari-
atiei directiei vitezei.

Se remarca faptul cd miscarea curbilinie este intotdeauna o miscare ac-
celerata deoarece @, # 0.

Rezulta ca acceleratia se descompune intr-o componenta tangentiala d;
care este indreptata de-a lungul vitezei si o componenta normala @,, indrep-
tata inspre centrul de curbura.

1.1.2 Miscarea circulara

Migcarea circulara este miscarea unui punct material a carui traiectorie este
un cerc.
Intr-o miscare circularf variaz§ numai directia razei vectoare 7 (Fig. 1.5).
Atunci in relatia 1.14 dr/dt = 0. Rezulta:

de,
U= - 1.32
v=r— (1.32)
Conform Fig. 1.5 versorul razei vectoare se scrie ca:
€, = €, cos p(t) + €, sin () (1.33)
Deoarece
de, Lo . d
di = (—€,sinp + €, cosgp)d—f (1.34)
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putem scrie:

unde

L =—é,sinp+e,cosp

do _

a Y

reprezinta viteza unghiulara.

Astfel in miscarea circulara, vectorul viteza este:

U = rwt

iar modulul s&u este:

v dw
atidtirdt =re
unde
E—d_w
Cdt

poarta numele de acceleratie unghiulara.
Acceleratia normala sau centripeta este:

Acceleratia totala este:

a=1/a?+a2 =rve?+w!

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)

Viteza poate fi scrisa vectorial prin introducerea vectorul viteza unghiu-
lara & perpendiculara pe planul traiectoriei circulare avind sensul dat de
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®

Figura 1.6: Acceleratia normala si tangentiala in cazul migcarii circulare

regula burghiului drept (Fig. 1.6). Se poate defini si vectorul acceleratie
unghiulara ca fiind:

dw

g=— 1.44
o (1.44)
care va fi situat pe aceiasi axa cu w.
Din Fig. 1.6 se observa ca:
T=W0XT (1.45)
02
=0 XU=0 x(ﬁxf):—uﬂfz—ﬁf (1.47)

Ca exemplu putem considera cazul miscarii circulare uniforme. In acest
caz w = const. Rezulta ca acceleratia unghiulara si acceleratia tangentiala
sunt nule, numai acceleratia normala fiind diferita de zero. Pentru o astfel
de miscare se pot defini frecventa si perioada.

Frecventa v reprezinta numarul de rotatii efectuat de corp in unitatea de
timp.

L w
o

Perioada T reprezinta timpul in care se efectueaza o rotatie completa

v (1.48)
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pol_ T (1.49)

1.2 Legile mecanicii

1.2.1 Formularile legilor mecanicii
Legea I (Principiul inertiei)

Experimental s-a constat ca daca asupra unui corp aflat in stare de repaus nu
se exercita actiunea altor corpuri aceasta stare se mentine un timp nedefinit.
Daca se lanseaza pe un plan slefuit o bila se constata ca traiectoria acesteia
este o dreapta iar in intervale de timp scurte miscarea este aproape o migcare
uniforma in sensul ca viteza se micgoreaza foarte putin.

Repetand experienta pe alte plane se consta ca cu cat suprafata planului
este mai bine glefuitd micsorarea vitezei in acelasi interval de timp este mai
mica. Aceste fapte duc la concluziile urmatoare:

- in punctul de contact dintre bila si plan apar interactii care se opun
miscarii;

- daca interactiile care se opun miscarii ar fi eliminate atunci migcarea
bilei ar fi o miscare rectilinie uniforma.

Generalizand, se poate formula principiul inertiei:

Orice corp liber igi pastreaza starea de repaus sau de miscare rectilinie gi
uniforma (un corp liber este corpul asupra caruia nu se exerciti nici forte
nici momente indiferent de modul de aplicare).

Principiul nu a putut fi verificat in mod absolut in practica, deoarece
nici un corp nu poate fi izolat complet de actiunea celorlalte corpuri care-1
inconjoara. Experientele care au dus la aceasta concluzie au minimizat cat
s-a putut de mult sau au anulat intr-un fel actiunile exterioare corpului.

Proprietatea unui corp de a-si mentine starea de repaus sau de miscare
rectilinie si uniforma poarta numele de inertie.

Sistemele de referinta in care este valabil principiul inertei poarta numele
de sisteme inertiale. Ca o observatie trebuie remarcat ca sistemele de refe-
rinta legate de paméant nu sunt riguros inertiale, datorita misgcarii acestuia.
Abaterile sunt insi mici, astfel incat aceste sisteme pot fi considerate ca
inertiale.
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Legea a II-a (Legea fundamentala a mecanicii)

In mecanici se considerd doud feluri de interactiuni dintre doud corpuri:

a) interactiuni in urma carora viteza unuia din corpuri se modificd (in
marime si directie), adicd corpul este accelerat.

b) interactiuni in urma carora corpurile se deformeaza.

Cele dous tipuri de actiuni poart numele de forte. In continuare ne vom
limita la primului caz.

Experimental s-a constatat ca acceleratia capatata de un corp este pro-
portionald cu forta care actioneaza asupra lui.

a-F
Atunci legea a doua se formuleaza astfel:

Acceleratia pe care o capata un corp datorita actiunii unei forte este direct
proportionald cu marimea acelei forte si colineara cu ea.

a=

S|

(1.50)

In relatia de mai sus m este un parametru ce caracterizeaza corpul respec-
tiv si poarta numele de masa. Newton a interpretat acest parametru ca fiind
cantitatea de substanta continuta intr-un corp. Deoarece cu cit masa este
mai mare acceleratia imprimata este mai mica, se poate spune ca masa unui
corp este o masura a inertiei sale. Din acest motiv masa m poarta numele
de masa inertiala.

Legea a doua poate fi exprimata si in alt mod. Pentru aceasta se defineste
impulsul ca fiind produsul dintre masa si viteza.

7=mi (1.51)

Daca se considerd masa ca fiind o constanta

L ay d(mi) dp
Femi=m&_2M0) @ 1.52
ma = dt dt (1.52)

Rezulta ca:
~ dp
== 1.53
o (1.53)
Relatia 1.53 reprezinta o alta forma a legii a Il-a a dinamicii. Ea este
valabila gi in cadrul mecanicii relativiste unde masa este o marime variabila.
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Legea a III-a (Principiul actiunii si reactiunii)

Fortele care actioneaza asupra unui corp sunt determinate de alte corpuri.
Experimental se constata ca fortele cu care un corp actioneaza asupra al-
tuia determina instantaneu din partea celui de-al doilea o reactiune asupra
primului. Se gaseste ca cele doua doua forte sunt egale dar de sens contrar.
Prin generalizarea acestor fapte s-a obtinut principiul actiunii si reactiunii:

Daca un corp actioneaza asupra altui corp cu o forta ﬁlg, al doilea corp
actioneaza asupra primului cu o forta ﬁgl egala in marime g1 de sens contrar
cu prima forta.

F21:_F12

Cele doua forte poarta numele de actiune si reactiune si actioneaza asupra
unor corpuri diferite.

Legea a IV-a (Principiul suprapunerii fortelor)

Principiul suprapunerii fortelor arata ce se petrece atunci cand asupra unui
corp actioneaza simultan mai multe forte:

Daca asupra unui corp actioneaza fortele Fy, Fs, ..., F,, efectul obtinut
este acelasi ca §i in cazul in care asupra corpului ar actiona o singurad forta

F=>Y"F, (1.54)
k=1

Aceasta inseamna ca fiecare forta actioneaza independent, efectul uneia
dintre ele nefiind afectat de existenta celorlalte forte.

1.2.2 Sisteme de referinta (SR)

Asa cum s-a aratat, studiul miscarii corpurilor impune raportarea acesteia la
un sistem spatio-temporal (SR) care consta:

- dintr-un sistem de coordonate (atasat de un corp considerat prin con-
ventie fix);

- un ceasornic pentru masurarea timpului.

Newton a ajuns la concluzia ca un sistem de referinta, fixat de corpuri
materiale nu poate fi absolutizat, din lipsa motivelor care ar sustine unici-
tatea unui astfel de sistem.
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Totusi un sistem de referinta fix a fost introdus, degi despre pozitionarea
acestuia nu se poate spune nimic precis. Acesta este spatiul absolut.

Admiterea timpului absolut a fost realizatd in asa fel incAt marcarea
momentelor de timp absolut nu putea fi atribuita unor evenimente materiale.

Alegerea unui sistem de referinta se face astfel incat principiile mecanicii
sa fie satisfacute iar fenomenele studiate sa apara cat mai simplu.

In conformitate cu aceasta s-a introdus sistemul de referint inertial (SRI);
in acest sistem principiul inertiei este satisfacut.

Cerintele ce trebuie indeplinite de spatiu si timp in sistemul de referinta
inertial pentru mentinerea starii de migcare rectilinie si uniforma sau repaus
relativ a unui corp liber sunt:

1 Omogenitatea spatiului: toate punctele din spatiu sunt echivalente.

2 Izotropia spatiului: traiectoriile corpurilor libere in misgcare sunt rec-
tilinii indiferent de directiile in care are loc miscarea.

3 Uniformitatea timpului: corpurile libere parcurg spatii egale in intervale
de timp egale.

1.2.3 Transformarile Galilei

Fie doua sisteme S gi S’ inertiale, S’ fiind in migcare relativd fatd de S cu
viteza constantd ¢. Un punct material are coordonatele (7,¢) in S si (7/,t)
in S'.

Se pune problema de a determina relatiile de trecere de la coordonatele
(7, t) la coordonatele (7', t').

Aceste relatii sunt date de transformarile Galilei si rezulta din existenta
spatiului absolut si a timpului absolut.

Transformarea timpului

Se considera doua sisteme de referinta cu doua ceasornice identice. Deoarece
pozitia unui ceasornic in sistemul caruia ii este atasat nu conteaza se poate
alege pozitia acestuia astfel ca sa existe un moment in care pozitia celor doua
ceasornice sa coincida. Astfel se poate realiza sincronizarea lor.

to=1, =0 (1.55)

In mecanica clasica se presupune ca mersul ceasornicelor este independent
de starea de migcare a sistemelor de referinta; scurgerea timpului este aceiasi
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t'£0

~N

t'=01 2

Figura 1.7: Transformarile Galilei. Sistemul S’ este reprezentat la doua mo-
mente de timp: ¢ =0 it # 0.

in ambele sisteme de referinta; atunci:
t'=t (1.56)

Se constata ca daca se admite existenta unui timp absolut, simultanei-
tatea este absoluta: doua sau mai multe evenimente simultane intr-un sistem
de referinta inertial sunt simultane in orice alt sistem de referinta inertial.

Transformarea spatiului

Pentru deducerea relatiei de transformare dintre 7 gi 7/ se considera ca:

- etaloanele de lungime nu se modifica in functie de starea de migcare a
sistemelor carora le sunt atasate;

- masurarea unei distante intr-un sistem se face prin considerarea poziti-
ilor celor doua extremitati la un moment de timp ¢.

Se considera cd lat’ = ¢t = 0 originea sistemului S’ se géseste la coordonata
7. Din Fig. 1.7 se observa ca:

F=7o+7 + 0t (1.57)

Relatia 1.57 reprezinta relatia de transformare a spatiului.
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Pentru t = 0, 7y = 0, relatiile Galilei care dau transformarea spatiului si
timpului devin:

t o= ¢ (1.58)

= 7 +ut

=y

Daca S’ se deplaseaza de-a lungul axei Oy, relatiile Galilei sunt:

= (1.59)

xl

y' + vt

/
= Z

N ]

Derivand relatia 1.57 se obtine relatia de legatura dintre vitezele punctului
material din cele doua sisteme de referinta

L dr
U=—
dt
viteza punctului material in S, si
o
dt
viteza punctului material in S':
dr  dr’
—=— 47 1.60
a Y (1.60)
Atunci:
U=u"+v (1.61)

Daca un corp se migcd rectiliniu gi uniform (cu viteza constanta in sistemul
de referintd S) el se va misgca in acelagi mod si in sistemul S'.

Daca S si S’ sunt inertiale, atunci sistemele de referinta se misca unele
fata de altele cu viteza constanta.

Pentru obtinerea relatiilor dintre acceleratiile din cele doua sisteme de
referinta se deriveaza in raport cu timpul relatia 1.61:

di  di' i
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Rezulta:

—

a=a

Cum masa este constanta, legea a II-a a dinamicii isi pastreaza aceiasi
forma in ambele sisteme de referinta. Acest fapt a dus la enuntarea princi-
piului relativitatii al lui Galilei:

Legile mecanicii sunt invariante la transformarile Galiles.

1.3 Dinamica punctului material

1.3.1 Teorema impulsului
Din principiul al doilea al dinamicii rezulta:
Fdt = dp (1.63)

Se defineste impulsul fortei astfel:

t2
i / Ft (1.64)
t1
Din 1.63 si 1.64 rezulta:
— t2
H = / dﬁ: ﬁg — ﬁl = m2’172 — mlﬁl (165)
t1

Cum in mecanica clasicd masa este constanta m; = msy se obtine:

H = miy — mty, = Ap (1.66)
Relatia 1.66 reprezinta teorema impulsului:
Impulsul fortei rezultante aplicate unui punct material este egal cu vari-
atia impulsului punctulur material.
Daca asupra punctului material nu actioneaza nici o forta (ﬁ = 0), sau
rezultanta fortelor ce actioneaza asupra punctului este nuld atunci:

dp
dt
Integrand relatia 1.67 se obtine:

0 (1.67)
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Figura 1.8: Momentul cinetic

P = const (1.68)

Aceasta este legea conservarii impulsului:
Daca rezutanta fortelor ce actioneaza asupra unui punct material este
nula, impulsul acestuia ramdne constant.

1.3.2 Teorema momentului cinetic

Momentul cinetic (Fig. 1.8) al unui punct material P se defineste in raport
cu un punct O:

I=7xp=Fxmi (1.69)
Rezulta ca momentul cinetic este un vector perpendicular pe planul for-
mat de vectorul de pozitie si impuls. Modulul lui este:
[ =rpsiny = rmvsing

Se deriveaza expresia 1.69 si se obtine:

dil _dit BT A D
at —oar Ty T TP
sau
dl’ dp .
E:gxpqu?x—t:fo:M (1.70)
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deoarece Uxp = 0, ¥ si p'fiind vectori pe aceiasi directie. Marimea M =7xF
este momentul fortei. Rezulta:

- dl
M=%
Aceasta reprezintd teorema momentului cinetic.
Momentul fortei este egal cu derivata momentului cinetic in raport cu
timpul.
In cazul in care momentul fortei este nul:

(1.71)

Prin integrare rezulta:

Aceasta este expresia matematica a legii de conservare a momentului
cinetic.

Daca momentul rezultant al fortelor care actioneaza asupra unui punct
material este nul, momentul cinetic se conserva.

1.3.3 Lucrul mecanic

Fortele pot produce deplasari ale corpurilor. O masura a efectului produs
de forta este lucrul mecanic. Presupunand ca prin actiunea fortei F are loc
o deplasare foarte micd di’ a punctului material pe traiectorie (Fig. 1.9) se
poate defini lucrul mecanic elementar:

§L = Fdi (1.72)
In cazul unei deplasiri finite intre punctele (1) si (2):
@ (2)
L= / Fdr = / Fydx + Fydy + F.dz (1.73)
(1 1)
In cazul unei forte constante:

= 2 . L
L= F/ dF = F(fy — ) = Fd = Fdcosa (1.74)
(1)
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Figura 1.9: Lucrul mecanic

unde « este unghiul dintre forta F si vectorul deplasare d =7y — .
Se observa ca daca F' L d atunci L = 0, fapt ce arata ca intr-o deplasare
curbilinie doar componenta tangentiala a fortei efectueaza lucru mecanic.

1.3.4 Puterea

Definim puterea ca fiind viteza cu care este efectuat lucrul mecanic.
Puterea medie in intervalul de timp At este raportul dintre lucrul mecanic
AL efectuat in acest interval si valoarea intervalului At:

AL

P =— 1.75
Puterea instantanee sau puterea momentans se defineste ca fiind!:
AL 6L
P=lim—=— 1.76
im0 AE T dt (1.76)
Cum 6L = FdF rezulti:
P=F—=Fv 1.77
g = b (1.77)

1S-a introdus notatia 6L pentru a mentiona faptul ci lucrul mecanic nu este o dife-
rentiala totala exacta.
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1.3.5 Teorema energiei cinetice

Din legea a doua a mecanicii:

rezulta:
(1.78)

Sau:

" 1
Fdr=d (§m172> (1.79)
Deoarece
SL = FdF
rezulta:

0L =d (%mﬁQ) =d (%mqﬁ) (1.80)

Se observa ca lucrul elementar al rezultantei fortelor ce actioneaza asupra
unui punct material este egal in orice moment, cu diferentiala marimii mv?/2
care poarta numele de energiei cinetica. Integrand relatia 1.80 se obtine:

@ 71 1 1
L= / d (—mvz) = —mvs — —mv? = E,, — E,, (1.81)
o \2 2 2
unde:
1 2
E, = smv? = 2p—m (1.82)

este energia cinetica.
Relatia 1.81 reprezinta teorema variatiei energiei cinetice:

Lucrul mecanic efectuat de rezultanta fortelor ce actioneaza asupra unui
punct material este egal cu variatia energiei cinetice a punctului material.
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P,

P,

Figura 1.10: Energia potentiala. Lucrul mecanic efectuat de fortele conser-
vative este acelasi intre punctele P si P, indiferent de drumul parcurs.

1.3.6 Energia potentiala

Existd campuri de forte numite conservative (cAmpul gravitational, campul
electrostatic) in care lucru mecanic efectuat de fortele cAmpului asupra pun-
ctului material nu depinde de traiectorie sau viteza, ci numai de pozitia
initiala si finald. O consecinta a acestui fapt este ca lucrul mecanic efectuat
de astfel de forte asupra unui punct material ce se deplaseaza pe o traiectorie
inchisa este nul. Din Fig. 1.10 rezulta:

LP1aP2 - LPle2
Lpap, — Lppp, =0

Lp,ap, + Lpypyp, =0

fﬁdf_o

Aceasta proprietate se poate considera ca o definitie a cAmpului conser-
vativ. Astfel un camp de forte este conservativ daca lucrul mecanic efectuat
de fortele cAmpului pe orice traiectorie inchisa este nul.

Pentru a defini energia potentiala se alege un punct Py de referinta. Acest
punct poate fi un punct fix sau poate fi plasat la infinit.

Sau:
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Intr-un camp conservativ energia potentiala £, intr-un punct P este egala
cu lucrul mecanic cu semn schimbat efectuat de fortele cAmpului pentru
deplasarea punctului material din Py in P:

P_) Po_’
zwm:—/zﬂwz/ Fdi (1.83)

P P
Atunci:
P P P
Py Py Py
sau:
Lpp, = Ep(Py) — Ep(P2) (1.84)
Rezulta:
Lpp, = = [Ep(P2) — Ey(P1)] = —AE, (1.85)
Relatia diferentiala corespunzatoare este: 0L = —dE,
Cum
§L = Fdi = Fydx + F,dy + F.dz (1.86)
iar
OF oFE oF
dE, = —Ldx + —Ldy + —2d 1.87
= or + Jy v+ 5z (1.87)
se obtine:
oF
F,=-——2
ox
oFE
F,=-="
Yy ay
oF
F,=-—2
0z
adica:
F=-vE, (1.88)
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Relatia de mai sus indica modul in care se determina fortele ce actioneaza
asupra punctului material cdnd se cunoaste energia potentiala.

Valoarea efectiva a energiei potentiale nu are semnificatie fizica datorita
modului arbitrar in care se alege punctul Py (acesta in general se alege astfel
incat expresia energiei potentiale s fie cat mai simpld). Semnificatie fizica
are doar variatia energiei potentiale care este legata de lucrul fortelor conser-
vative. Astfel energia potentiala se determina pana la o constanta arbitrara.

1.3.7 Conservarea energiei mecanice

Fie un punct material ce se deplaseaza intr-un cAmp conservativ, atat sub
actiunea fortelor conservative cit si unor forte neconservative; atunci, con-
form teoremei variatiei energiei cinetice:

L=E,—FE, (1.89)

unde E., este energia cinetica in pozitia finala, iar E,, este energia cinetica
in pozitia initiala.

Avand in vedere faptul ca asupra punctului material actioneaza atat forte
conservative cit si forte neconservative, vom considera lucrul mecanic ca o
suma:

L=Lc+ Lyc (1.90)

unde L este lucrul mecanic al fortelor conservative, iar Ly lucrul mecanic
al fortelor neconservative. Cum:

Lo =—(Ep—En) (1.91)
atunci
Lye — (Epp — Epn) = E, — E, (1.92)
Si:
Lyc = (Ep+ E,) — (B + Ea) (1.93)

Se defineste energia mecanica a unui punct material ca fiind suma dintre
energia cinetica gi cea potentiala:

E=E.+E, (1.94)
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Atunci

LNC - E2 - E17 (195)

Relatia 1.95 reprezinta teorema variatiei energiei mecanice:

Lucrul mecanic al fortelor neconservative care actioneazd asupra unui
punct material este egal cu variatia energiei mecanice a punctului material
respectiv.

Daca asupra punctului material nu actioneaza forte neconservative atunci
L NC = 0 §1

Aceasta este legea conservarii energiei mecanice:

Intr-un camp de forte conservative energia mecanicd a punctului material
ramane constanta in cursul miscarii, avind loc o transformare a energiei
cinetice in energie potentiald si invers.

1.4 Dinamica sistemelor de puncte materiale

1.4.1 Teorema impulsului total. Conservarea impulsu-
lui

Fie un sistem de N puncte materiale de mase my, avind vectorii de pozitie
e, k=1,2,..., N
Masa totala a sistemului de puncte materiale este

M= "my (1.97)

Se definegte centrul de masa al sistemului ca fiind punctul al carui vector
de pozitie este:

N
Z My T N
= =1 1 S
Z mi k=1
k=1

Putem defini viteza centrului de masa:
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— N R
Rezulta:

I

v = M kgl mk’l_fk (1.100)

Asupra unui punct P, se exercitd pe de o parte forte interne F ,S),l #+ k

din partea celorlalte puncte materiale si pe de alta parte forte externe ﬁk(e),
din partea unor corpuri care nu fac parte din sistemul considerat.

Conform legii actiunii si reactiunii fortele interne sunt perechi, egale doua
cate doua si de sensuri contrare.

Fy = —Fy) (1.101)
Din acest motiv, insuméand totalitatea fortelor interne pe intreg sistemul

rezultatul este nul.

FO=N"F —g (1.102)

Se noteaza cu pr = muy, - impulsul particulei £, si se defineste impulsul
total al sistemului:

N
P=> p (1.103)
k=1
Pentru un punct material, principiul al II-lea al dinamicii se scrie:

L dp
7 o b

b= (1.104)
unde
Fp=F9+ FY (1.105)
iar
N
FD=3"F) (1.106)

=1
14k
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reprezinta rezultanta fortelor interne ce actioneaza asupra particulei k.

Atunci
N 5
F Fi = =% 1.107
kT ZZI: WO g ( )
£k
Insumand pentru toate punctele materiale:
N N N 5
FY FY=S"2% 1.1
Z P Z Kl 7t (1.108)
k=1 k=1 k=1
I#k
si tinand cont de relatia 1.102 se obtine:
N N =
Fle) — i — D, = — 1.109
; kT dt ; "t (1.109)

Expresia 1.109 reprezinta teorema impulsului total:

Deriwata in raport cu timpul a tmpulsulut total al unui sistem de particule
este egala cu rezultanta fortelor externe ce actioneaza asupra sistemului de
puncte materiale.

Tinand cont de relatia 1.100 obtinem:

P=Mv (1.110)
adica impulsul total este egal cu produsul dintre masa totala a sistemului si
viteza centrului de masa.

Daca rezultanta fortelor externe ce actioneaza asupra sistemului este nula:

k=1
atunci .
dpP
— =0 1.111
o (1.111)
iar .
P = const (1.112)

Se obtine astfel legea conservarii impulsului:
Impulsul unui sistem de puncte materiale ramdne constant cind rezul-
tanta fortelor exterioare este nula.
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1.4.2 Teorema momentului cinetic total. Conservarea
momentului cinetic total
Pentru sistemul de puncte materiale considerat putem defini momentul ci-

netic total fatd de un punctul O, care este originea sistemului de coordonate
considerat:

N N
L=>"l=Y (i x i (1.113)
unde .

este momentul cinetic al particulei k.
Se deriveaza relatia 1.114 in raport cu timpul si se obtine:

d T dpr ~ dry .
/r’ — —
at* = Ay T
sau
d- — L .
%lk =7 X Fp+0, X pp =7 X F} (1.115)
deoarece
77]@ X ﬁk:Uk X mﬁkzo
unde _ . »
Fp=F + FY
Atunci y
Zl= 7 x [ﬁ,ge) + ﬁ,ﬁﬂ , (k=1,..,N) (1.116)
Se insumeaza relatiile de mai sus si se obtine:
N g N N
Elk = |:Fk; X F’ge)] —|—Z |:Tk X F]i ):|
k=1 k=1 k=1
sau
d 7 _ e 70
—L=MY+M (1.117)
dt
unde
N
MO =3 7 x B (1.118)
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este momentul fortelor exterioare, iar

N N .
=S [m x B =3 A < A (1.119)
k=1 k=1

|

este momentul fortelor interne.
Vom arsta ci M® = 0.
Intr-adevar, suma este formata din perechi de termeni

Tk X Fk(l)+7‘l X Ek) —’I“k X Fkl_rl F_‘;S) :(Fk—’f_‘}) X F}E;) =0

Aceasta este adevarat deoarece vectorul ﬁkl are pe directia vectorului 7, —
7, dintre cele doud particule.
Atunci: .
dL -
= _ M©
dt
Relatia 1.120 reprezinta teorema variatiei momentului cinetic total:
Deriwvata in raport cu timpul a momentului cinetic total L al unui sistem
este egala cu momentul rezultant M al fortelor externe.
Daca M) = 0 , atunci momentul cinetic al unui sistem de puncte mate-
riale se conserva.

(1.120)

L = const

Aceasta este legea conservarii momentului cinetic total.
Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale ramdne constant
cdnd momentul fortelor exterioare ce actioneaza asupra sistemului este nul.

1.4.3 Teorema energiei cinetice. Conservarea energiei
mecanice

Daca se ia in considerare relatia 1.79 pentru un punct material k, teorema
energiei cinetice se scrie:

1 (e 7 —
d (imkvi) - [F,ﬁ )4 £ )} dF (1.121)
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In relatia 1.121 cu ﬁée) s-a notat rezultanta fortelor exterioare ce actioneaza
asupra particulei k, iar cu F; k(i) s-a notat rezultanta fortelor interne ce actioneaza
asupra particulei k.

Se insumeaza pentru toate punctele materiale; rezulta:

N N

N
d (Z %mkaz) =Y Fdr+Y " Fdr
k=1

k=1 k=1

Sau

N
1 e 7
d (Z §mkv§> = 6L 5L (1.122)

k=1

Daca se integreaza relatia de mai sus se obtine:

N
1 e i
A (Z §mkvz> =14+ 10 (1.123)

k=1

In relatia 1.123 cu L(®) s-a notat lucrul mecanic al fortelor exterioare ce
actioneazi asupra sistemului, iar cu L®) s-a notat lucrul mecanic al fortelor
interne ce actioneaza asupra sistemului.

Relatia 1.123 reprezinta expresia matematica a teoremei variatiei energiei
cinetice totale.

Variatia energiei cinetice totale este egala cu lucrul mecanic efectuat de
toate fortele, atdt externe cdt si interne.

Daca fortele interne sunt conservative, atunci se poate introduce energia
potentiala a sistemului care este functie numai de pozitiile tuturor punctelor
materiale ale sistemului, adica functie numai de configuratia sistemului.

LY = —AFE,
Atunci:
AE.= —AE, + L
Sau

A(E,+E,) =LY (1.124)
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Variatia energiei mecanice, a unui sistem in care fortele interne sunt con-
servative este egala cu lucrul mecanic al fortelor externe aplicate.
Daca sistemul este izolat fortele externe sunt nule:

L©¥ =0

Rezulta ca:
E.+ E, = const (1.125)

Aceasta este legea de conservare a energiei mecanice pentru un sistem de
puncte materiale:

In cazul unui sistem izolat in care fortele interne sunt conservative, ener-
gia mecanica totala este constanta.



