
Capitolul 1

Elemente de mecanic¼a
newtonian¼a

1.1 Cinematica punctului material

Cinematica este partea din mecanic¼a ce studiaz¼a mi̧scarea f¼ar¼a a-i conside-
ra cauzele. Prin mi̧scare mecanic¼a îņtelegem schimbarea în timp a pozi̧tiei
unui corp în raport cu alt corp material. Corpul fa̧t¼a de care se studiaz¼a
mi̧scarea care prin conveņtie, este considerat fix poart¼a numele de corp de
referiņt¼a. De corpul de referiņt¼a poate fi ataşat rigid un sistem de coordonate
(de exemplu un sistem ortogonal cu trei axe). Pentru m¼asurarea timpului
este necesar un ceasornic. Aceasta implic¼a un proces periodic (de exemplu
oscila̧tiile unui pendul). Sistemul de coordonate şi ceasornicul formeaz¼a sis-
temul de referiņt¼a. Un rol important îl au sistemele de referiņt¼a în care este
valabil principiul ineŗtiei şi care poart¼a numele de sisteme inerţiale. Sistemele
ineŗtiale se deplaseaz¼a unele fa̧t¼a de altele cu vitez¼a constant¼a. Un corp ma-
terial este în general un sistem complex. Pentru studiul mi̧sc¼arii acestuia
se pot face o serie de simplific¼ari cum ar fi neglijarea formei acestuia sau a
dimensiunilor sale. Astfel, un corp ale c¼arui dimensiuni pot fi neglijate în
raport cu spa̧tiul înconjur¼ator, poart¼a numele de punct material.
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Figura 1.1: Vectorul de pozi̧tie este vectorul cu originea în originea sistemului
de coordonate şi cu vârful pe punctul material

1.1.1 M¼arimi fundamentale

Traiectorie

Mi̧scarea unui punct material este caracterizat¼a prin modificarea în timp
a coordonatelor sale în sistemul de coordonate ales. Astfel, într-un sistem
de coordonate cartezian, cunoaşterea mi̧sc¼arii este echivalent¼a cu a cunoaşte
evolu̧tia în timp a razei vectoare sau a vectorului de pozi̧tie (Fig. 1.1).

~r(t) = x(t)~ex + y(t)~ey + z(t)~ez (1.1)

Se numeşte traiectorie curba descris¼a de punctul material în timpul mi̧sc¼arii
sale.
Funçtia ~r(t) trebuie s¼a satisfac¼a anumite condi̧tii. Ea trebuie s¼a fie con-

tinu¼a, uniform¼a, finit¼a şi cel pu̧tin de dou¼a ori derivabil¼a. Ecua̧tiile:

x = x(t) (1.2)

y = y(t)

z = z(t)

poart¼a numele de ecua̧tiile dinamice ale mi̧sc¼arii şi ele reprezint¼a ecua̧tiile
parametrice ale traiectoriei, având ca parametru timpul.
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Figura 1.2: Vectorul deplasare �~r şi vectorul vitez¼a ~v

Prin eliminarea timpului se ob̧tin dou¼a ecua̧tii:

f1(x; y; z) = 0 (1.3)

f2(x; y; z) = 0

Fiecare din aceste ecua̧tii reprezint¼a câte o suprafa̧t¼a, traiectoria fiind
curba de interseçtie a celor dou¼a suprafȩte.

Viteza

Viteza unei particule reprezint¼a varia̧tia pozi̧tiei sale raportat¼a la unitatea
de timp. Fie ~r1 vectorul de pozi̧tie al punctului material la momentul t şi ~r2
vectorul de pozi̧tie la momentul t + �t. Vectorul �~r = ~r2 � ~r1 se numeşte
vector de deplasare.
Definim vectorul vitez¼a medie (Fig. 1.2):

~vm =
�~r

�t
=
�x

�t
~ex +

�y

�t
~ey +

�z

�t
~ez (1.4)

Modulul vitezei medii este:

vm = j~vmj =
j�~r j
�t

(1.5)
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Pentru a caracteriza mi̧scarea punctului material trebuie definit¼a viteza
instantanee. Prin defini̧tie:

~v = lim
�t!0

�~v

�t
=
d~r

dt
=
dx

dt
~ex +

dy

dt
~ey +

dz

dt
~ez (1.6)

Cum

~v = vx~ex + vy~ey + vz~ez (1.7)

prin identificare din rela̧tiile 1.6 şi 1.7 se ob̧tine pentru componentele vitezei:

vx =
dx

dt
; vy =

dy

dt
; vz =

dz

dt
(1.8)

Când are loc trecerea la limit¼a, P2 ! P1, secanta P1P2 se roteşte în jurul
lui P1 şi devine tangent¼a la traiectorie. Rezult¼a c¼a vectorul vitez¼a instantanee
este tangent la traiectorie.
Deoarece la limit¼a (pentru deplas¼ari foarte mici) lungimea arcului de

curb¼a coincide cu lungimea coardei rezult¼a:

jd~r j
ds

= lim
�s!0

j�~r j
�s

= 1 (1.9)

În rela̧tia 1.9�s este spa̧tiul parcurs pe curb¼a de mobil iar s este lungimea
arcului pe traiectorie de la un punct considerat ca referiņt¼a şi poart¼a denu-
mirea de coordonat¼a curbilinie.
Atunci derivata d~r=ds - având modulul egal cu unitatea este un versor

îndreptat în direçtia tangentei la curb¼a. Se notez¼a acest versor cu ~t; el are
sensul creşterii lui s.

d~r

ds
= ~t (1.10)

Atunci:

~v =
d~r

dt
=
d~r

ds

ds

dt
= ~t

ds

dt
= ~tv (1.11)

unde v = ds=dt este viteza de deplasare pe traiectorie; ea reprezint¼a spa̧tiul
parcurs pe traiectorie în unitatea de timp. Ţinând cont de cele prezentate
mai sus:

j~v j =
��~tv�� = v (1.12)
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adic¼a viteza pe traiectorie este egal¼a cu modulul vectorului vitez¼a.
În concluzie vectorul vitez¼a instantanee este tangent la traiectorie şi în-

dreptat în sensul mi̧sc¼arii.
Putem exprima vectorul de pozi̧tie ca fiind:

~r = ~er(t)r(t) ; j~er(t)j = 1 (1.13)

unde ~er este versorul razei vectoare.
Atunci, putem exprima viteza astfel:

~v =
d~r

dt
=
dr

dt
~er(t) + r

d~er(t)

dt
(1.14)

Semnifica̧tia formulei de mai sus este urm¼atoarea: viteza punctului mate-
rial este datorat¼a atât varia̧tiei modulului razei vectoare cât şi direçtiei razei
vectoare.
În plus vectorul d~er=dt este perpendicular pe ~er:
Acest lucru se poate demonstra, ţinând cont c¼a

j~erj = 1 (1.15)

Atunci:

~e 2r = 1

Derivând în raport cu timpul rela̧tia de mai sus se ob̧tine:

d~e 2r
dt

= 2~er
d~er
dt
= 0 (1.16)

şi se justific¼a afirma̧tia f¼acut¼a anterior. Trebuie observat c¼a deşi j~erj = 1, ~er
î̧si modific¼a direçtia în timp. Astfel, putem trage concluzia c¼a derivata unui
vector variabil, dar de modul constant este perpendicular¼a pe acel vector.

Accelera̧tia

În general în cursul unei misc¼ari viteza ~v variaz¼a atât ca direçtie cât şi ca
modul. Se impune introducerea unei m¼arimi care s¼a caracterizeze aceast¼a
varia̧tie. Aceast¼a m¼arime poart¼a numele de accelera̧tie. Ea reprezint¼a vari-
a̧tia vitezei în unitatea de timp. Ca şi în cazul vitezei vom defini o accelera̧tie
medie pe un interval de timp �t (Fig. 1.3)
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Figura 1.3: Accelera̧tie medie

~am =
�~v

�t
(1.17)

precum şi o accelera̧tie instantanee

~a = lim
�t!0

�~v

�t
=
d~v

dt
=
dvx
dt
~ex +

dvy
dt
~ey +

dvz
dt
~ez (1.18)

care mai poate fi scris¼a ca:

~a =
d~v

dt
=
d2~r

dt2
=
d2x

dt2
~ex +

d2y

dt2
~ex +

d2z

dt2
~ez (1.19)

Exprimând accelera̧tia în funçtie de proieçtiile sale pe cele trei axe de coor-
donate

~a = ax~ex + ay~ey + az~ez

se ob̧tine:

ax =
dvx
dt

=
d2x

dt2
(1.20)

ay =
dvy
dt

=
d2y

dt2
(1.21)

az =
dvz
dt
=
d2z

dt2
(1.22)

Se observ¼a c¼a accelera̧tia este îndreptat¼a înspre interiorul traiectoriei şi
nu este tangent¼a la traiectorie.
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Figura 1.4: Curbura şi raza de curbur¼a

O descriere mai detaliat¼a a vectorului accelera̧tie impune definirea unor
m¼arimi noi precum raza de curbur¼a şi curbura. Se consider¼a pe o curb¼a C
(Fig. 1.4) trei puncte necolineare P1 , P2 , P3.
Cele trei puncte definesc un cerc a c¼arui raz¼a R d¼a curbura medie C =

1=R a curbei pe poŗtiunea P1P2P3 . Dac¼a punctele P1 şi P3 tind c¼atre P2
atunci cercul ob̧tinut poart¼a numele de cerc de curbur¼a sau cerc osculator al
curbei în punctul P2. Planul limit¼a definit de cele trei puncte poart¼a numele
de plan osculator şi coņtine cercul osculator. Se poate defini astfel raza de
curbur¼a într-un punct:

R = lim
��!0

�s

��
=
ds

d�
(1.23)

Curbura în punctul respectiv este inversul razei:

C =
1

R
= lim

�s!0

��

�s
=
d�

ds
(1.24)

Din Fig. 1.4 se observ¼a c¼a �s=�� reprezint¼a raza cercului osculator.
Astfel curbura C m¼asoar¼a gradul de abatere a curbei de la linia dreapt¼a.

Vectorul unitate perpendicular pe tangenta la curb¼a într-un punct îndrep-
tat înspre centrul de curbur¼a şi aflat în planul osculator poart¼a numele de
normal¼a principal¼a. Din Fig.1.4 se vede c¼a:�����~t��

���� = 2
��~t �� sin��=2

��
=
sin��=2

��=2
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Atunci când �� ! 0 rezult¼a:

sin��=2

��=2
! 1

Astfel: �����~t��
����! 1 ;

���� d~td�
���� = 1 (1.25)

Atunci când P1 se apropie de punctul P2 vectorul ~t se roteşte în jurul lui
P1 iar �~t devine perpendicular pe ~t . Rezult¼a:

d~t

d�
= ~n (1.26)

În plus

d~t

ds
=
d~t

d�

d�

ds
= C~n =

~n

R
(1.27)

Derivând rela̧tia 1.11 ob̧tinem :

~a =
d~v

dt
=
d

dt
(v~t ) =

dv

dt
~t+ v

d~t

dt
=
dv

dt
~t+ v

d~t

ds

ds

dt
(1.28)

~a =
dv

dt
~t+ v2

d~t

ds
=
dv

dt
~t+

v2

R
~n

Se poate exprima accelera̧tia ca sum¼a din doi vectori perpendiculari:

~a = at~t+ an~n (1.29)

unde

at =
dv

dt
=
d2s

dt2
(1.30)

poart¼a denumirea de accelera̧tie tangeņtial¼a, ea fiind datorat¼a varia̧tiei mo-
dului vitezei, iar

an =
v2

R
(1.31)
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Figura 1.5: Mi̧scarea circular¼a

poart¼a denumirea de accelera̧tie normal¼a sau centripet¼a şi este datorat¼a vari-
a̧tiei direçtiei vitezei.
Se remarc¼a faptul c¼a mi̧scarea curbilinie este întotdeauna o mi̧scare ac-

celerat¼a deoarece ~an 6= 0:
Rezult¼a c¼a accelera̧tia se descompune într-o component¼a tangeņtial¼a ~at

care este îndreptat¼a de-a lungul vitezei şi o component¼a normal¼a ~an îndrep-
tat¼a înspre centrul de curbur¼a.

1.1.2 Mi̧scarea circular¼a

Mi̧scarea circular¼a este mi̧scarea unui punct material a c¼arui traiectorie este
un cerc.
Într-o mi̧scare circular¼a variaz¼a numai direçtia razei vectoare ~r (Fig. 1.5).
Atunci în rela̧tia 1.14 dr=dt = 0: Rezult¼a:

~v = r
d~er
dt

(1.32)

Conform Fig. 1.5 versorul razei vectoare se scrie ca:

~er = ~ex cos'(t) + ~ey sin'(t) (1.33)

Deoarece

d~er
dt
= (�~ex sin'+ ~ey cos')

d'

dt
(1.34)
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putem scrie:

d~er
dt
= ~t

d'

dt
(1.35)

unde

~t = �~ex sin'+ ~ey cos' (1.36)

şi

d'

dt
= ! (1.37)

reprezint¼a viteza unghiular¼a.
Astfel în mi̧scarea circular¼a, vectorul vitez¼a este:

~v = r!~t (1.38)

iar modulul s¼au este:
v = j~v j = r! (1.39)

Accelera̧tia tangeņtial¼a este:

at =
dv

dt
= r

d!

dt
= r" (1.40)

unde

" =
d!

dt
(1.41)

poart¼a numele de accelera̧tie unghiular¼a.
Accelera̧tia normal¼a sau centripet¼a este:

an =
v2

r
= !2r (1.42)

Accelera̧tia total¼a este:

a =
q
a2t + a

2
n = r

p
"2 + !4 (1.43)

Viteza poate fi scris¼a vectorial prin introducerea vectorul vitez¼a unghiu-
lar¼a ~! perpendicular¼a pe planul traiectoriei circulare având sensul dat de
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Figura 1.6: Accelera̧tia normal¼a şi tangeņtial¼a în cazul mi̧sc¼arii circulare

regula burghiului drept (Fig. 1.6). Se poate defini şi vectorul accelera̧tie
unghiular¼a ca fiind:

~" =
d~!

dt
(1.44)

care va fi situat pe aceiaşi ax¼a cu ~!.
Din Fig. 1.6 se observ¼a c¼a:

~v = ~! � ~r (1.45)

~at = ~" � ~r (1.46)

~an = ~! � ~v = ~! � (~! � ~r ) = �!2~r = �v
2

r2
~r (1.47)

Ca exemplu putem considera cazul mi̧sc¼arii circulare uniforme. În acest
caz ! = const. Rezult¼a c¼a accelera̧tia unghiular¼a şi accelera̧tia tangeņtial¼a
sunt nule, numai accelera̧tia normal¼a fiind diferit¼a de zero. Pentru o astfel
de mi̧scare se pot defini frecveņta şi perioada.
Frecveņta � reprezint¼a num¼arul de rota̧tii efectuat de corp în unitatea de

timp.

� =
!

2�
(1.48)

Perioada T reprezint¼a timpul în care se efectueaz¼a o rota̧tie complet¼a
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T =
1

�
=
2�

!
(1.49)

1.2 Legile mecanicii

1.2.1 Formul¼arile legilor mecanicii

Legea I (Principiul ineŗtiei)

Experimental s-a constat c¼a dac¼a asupra unui corp aflat în stare de repaus nu
se exercit¼a açtiunea altor corpuri aceast¼a stare se meņtine un timp nedefinit.
Dac¼a se lanseaz¼a pe un plan şlefuit o bil¼a se constat¼a c¼a traiectoria acesteia
este o dreapt¼a iar în intervale de timp scurte mi̧scarea este aproape o mi̧scare
uniform¼a în sensul c¼a viteza se micşoreaz¼a foarte pu̧tin.
Repetând experieņta pe alte plane se const¼a c¼a cu cât suprafa̧ta planului

este mai bine şlefuit¼a micşorarea vitezei în acelaşi interval de timp este mai
mic¼a. Aceste fapte duc la concluziile urm¼atoare:
- în punctul de contact dintre bil¼a şi plan apar interaçtii care se opun

mi̧sc¼arii;
- dac¼a interaçtiile care se opun mi̧sc¼arii ar fi eliminate atunci mi̧scarea

bilei ar fi o miscare rectilinie uniform¼a.
Generalizând, se poate formula principiul ineŗtiei:
Orice corp liber îşi p¼astreaz¼a starea de repaus sau de mişcare rectilinie şi

uniform¼a (un corp liber este corpul asupra c¼aruia nu se exercit¼a nici forţe
nici momente indiferent de modul de aplicare).
Principiul nu a putut fi verificat în mod absolut în practic¼a, deoarece

nici un corp nu poate fi izolat complet de açtiunea celorlalte corpuri care-l
înconjoar¼a. Experieņtele care au dus la aceast¼a concluzie au minimizat cât
s-a putut de mult sau au anulat într-un fel açtiunile exterioare corpului.
Proprietatea unui corp de a-̧si meņtine starea de repaus sau de mi̧scare

rectilinie şi uniform¼a poart¼a numele de ineŗtie.
Sistemele de referiņt¼a în care este valabil principiul ineŗtei poart¼a numele

de sisteme ineŗtiale. Ca o observa̧tie trebuie remarcat c¼a sistemele de refe-
riņt¼a legate de p¼amânt nu sunt riguros ineŗtiale, datorit¼a mi̧sc¼arii acestuia.
Abaterile sunt îns¼a mici, astfel încât aceste sisteme pot fi considerate ca
ineŗtiale.
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Legea a II-a (Legea fundamental¼a a mecanicii)

În mecanic¼a se consider¼a dou¼a feluri de interaçtiuni dintre dou¼a corpuri:
a) interaçtiuni în urma c¼arora viteza unuia din corpuri se modi�c¼a (în

m¼arime şi direçtie), adic¼a corpul este accelerat.
b) interaçtiuni în urma c¼arora corpurile se deformeaz¼a.
Cele dou¼a tipuri de açtiuni poart¼a numele de foŗte. În continuare ne vom

limita la primului caz.
Experimental s-a constatat c¼a accelera̧tia c¼ap¼atat¼a de un corp este pro-

poŗtional¼a cu foŗta care açtioneaz¼a asupra lui.

~a v ~F

Atunci legea a doua se formuleaz¼a astfel:
Acceleraţia pe care o cap¼at¼a un corp datorit¼a acţiunii unei forţe este direct

proporţional¼a cu m¼arimea acelei forţe şi colinear¼a cu ea.

~a =
~F

m
(1.50)

În rela̧tia de mai susm este un parametru ce caracterizeaz¼a corpul respec-
tiv şi poart¼a numele de mas¼a. Newton a interpretat acest parametru ca fiind
cantitatea de substaņt¼a coņtinut¼a într-un corp. Deoarece cu cât masa este
mai mare accelera̧tia imprimat¼a este mai mic¼a, se poate spune c¼a masa unui
corp este o m¼asur¼a a ineŗtiei sale. Din acest motiv masa m poart¼a numele
de mas¼a ineŗtial¼a.
Legea a doua poate fi exprimat¼a şi în alt mod. Pentru aceasta se defineşte

impulsul ca fiind produsul dintre mas¼a şi vitez¼a.

~p = m~v (1.51)

Dac¼a se consider¼a masa ca fiind o constant¼a

~F = m~a = m
d~v

dt
=
d (m~v )

dt
=
d~p

dt
(1.52)

Rezult¼a c¼a:

~F =
d~p

dt
(1.53)

Relatia 1.53 reprezint¼a o alt¼a form¼a a legii a II-a a dinamicii. Ea este
valabil¼a şi în cadrul mecanicii relativiste unde masa este o m¼arime variabil¼a.
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Legea a III-a (Principiul açtiunii şi reaçtiunii)

Foŗtele care açtioneaz¼a asupra unui corp sunt determinate de alte corpuri.
Experimental se constat¼a c¼a foŗtele cu care un corp açtioneaz¼a asupra al-
tuia determin¼a instantaneu din partea celui de-al doilea o reaçtiune asupra
primului. Se g¼aseşte c¼a cele dou¼a dou¼a foŗte sunt egale dar de sens contrar.
Prin generalizarea acestor fapte s-a ob̧tinut principiul açtiunii şi reaçtiunii:
Dac¼a un corp acţioneaz¼a asupra altui corp cu o forţ¼a ~F12, al doilea corp

acţioneaz¼a asupra primului cu o forţ¼a ~F21 egal¼a în m¼arime şi de sens contrar
cu prima forţ¼a.

~F21 = �~F12
Cele dou¼a foŗte poart¼a numele de açtiune şi reaçtiune şi açtioneaz¼a asupra

unor corpuri diferite.

Legea a IV-a (Principiul suprapunerii foŗtelor)

Principiul suprapunerii foŗtelor arat¼a ce se petrece atunci când asupra unui
corp açtioneaz¼a simultan mai multe foŗte:
Dac¼a asupra unui corp acţioneaz¼a forţele ~F1; ~F2; :::; ~Fn, efectul obţinut

este acelaşi ca şi în cazul în care asupra corpului ar acţiona o singur¼a forţ¼a

~F =
nX
k=1

~Fk (1.54)

Aceasta înseamn¼a ca fiecare foŗt¼a açtioneaz¼a independent, efectul uneia
dintre ele nefiind afectat de existeņta celorlalte foŗte.

1.2.2 Sisteme de referiņt¼a (SR)

Aşa cum s-a ar¼atat, studiul mi̧sc¼arii corpurilor impune raportarea acesteia la
un sistem spa̧tio-temporal (SR) care const¼a:
- dintr-un sistem de coordonate (ataşat de un corp considerat prin con-

veņtie fix);
- un ceasornic pentru m¼asurarea timpului.
Newton a ajuns la concluzia c¼a un sistem de referiņt¼a, fixat de corpuri

materiale nu poate fi absolutizat, din lipsa motivelor care ar suştine unici-
tatea unui astfel de sistem.
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Totuşi un sistem de referiņt¼a fix a fost introdus, deşi despre pozi̧tionarea
acestuia nu se poate spune nimic precis. Acesta este spa̧tiul absolut.
Admiterea timpului absolut a fost realizat¼a în aşa fel încât marcarea

momentelor de timp absolut nu putea fi atribuit¼a unor evenimente materiale.
Alegerea unui sistem de referiņt¼a se face astfel încât principiile mecanicii

s¼a fie satisf¼acute iar fenomenele studiate s¼a apar¼a cât mai simplu.
În conformitate cu aceasta s-a introdus sistemul de referiņt¼a ineŗtial (SRI);

în acest sistem principiul ineŗtiei este satisf¼acut.
Ceriņtele ce trebuie îndeplinite de spa̧tiu şi timp în sistemul de referiņt¼a

ineŗtial pentru meņtinerea st¼arii de mi̧scare rectilinie şi uniform¼a sau repaus
relativ a unui corp liber sunt:
1 Omogenitatea spa̧tiului: toate punctele din spa̧tiu sunt echivalente.
2 Izotropia spa̧tiului: traiectoriile corpurilor libere în mi̧scare sunt rec-

tilinii indiferent de direçtiile în care are loc mi̧scarea.
3 Uniformitatea timpului: corpurile libere parcurg spa̧tii egale în intervale

de timp egale.

1.2.3 Transform¼arile Galilei

Fie dou¼a sisteme S şi S0 ineŗtiale, S0 fiind în mi̧scare relativ¼a fat¼a de S cu
viteza constant¼a ~v. Un punct material are coordonatele (~r; t) în S şi (~r 0; t0)
în S0.
Se pune problema de a determina rela̧tiile de trecere de la coordonatele

(~r; t) la coordonatele (~r 0; t0).
Aceste rela̧tii sunt date de transform¼arile Galilei şi rezult¼a din existeņta

spa̧tiului absolut şi a timpului absolut.

Transformarea timpului

Se consider¼a dou¼a sisteme de referiņt¼a cu dou¼a ceasornice identice. Deoarece
pozi̧tia unui ceasornic în sistemul c¼aruia îi este ataşat nu conteaz¼a se poate
alege pozi̧tia acestuia astfel ca s¼a existe un moment în care pozi̧tia celor dou¼a
ceasornice s¼a coincid¼a. Astfel se poate realiza sincronizarea lor.

t0 = t
0
0 = 0 (1.55)

În mecanica clasic¼a se presupune c¼a mersul ceasornicelor este independent
de starea de mi̧scare a sistemelor de referiņt¼a; scurgerea timpului este aceiaşi
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Figura 1.7: Transform¼arile Galilei. Sistemul S0 este reprezentat la dou¼a mo-
mente de timp: t = 0 şi t 6= 0.

în ambele sisteme de referiņt¼a; atunci:

t0 = t (1.56)

Se constat¼a c¼a dac¼a se admite existeņta unui timp absolut, simultanei-
tatea este absolut¼a: dou¼a sau mai multe evenimente simultane într-un sistem
de referiņt¼a ineŗtial sunt simultane în orice alt sistem de referiņt¼a ineŗtial.

Transformarea spa̧tiului

Pentru deducerea rela̧tiei de transformare dintre ~r şi ~r 0 se consider¼a c¼a:
- etaloanele de lungime nu se modific¼a în funçtie de starea de mi̧scare a

sistemelor c¼arora le sunt ataşate;
- m¼asurarea unei distaņte într-un sistem se face prin considerarea pozi̧ti-

ilor celor dou¼a extremit¼a̧ti la un moment de timp t.
Se consider¼a c¼a la t0 = t = 0 originea sistemului S0 se g¼aseşte la coordonata

~r0: Din Fig. 1.7 se observ¼a c¼a:

~r = ~r0 + ~r
0 + ~vt (1.57)

Rela̧tia 1.57 reprezint¼a rela̧tia de transformare a spa̧tiului.
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Pentru t = 0, ~r0 = 0, rela̧tiile Galilei care dau transformarea spa̧tiului şi
timpului devin:

t = t0 (1.58)

~r = ~r 0 + ~vt

Dac¼a S0 se deplaseaz¼a de-a lungul axei Oy, rela̧tiile Galilei sunt:

t = t0 (1.59)

x = x0

y = y0 + vt

z = z0

Derivând rela̧tia 1.57 se ob̧tine rela̧tia de leg¼atur¼a dintre vitezele punctului
material din cele dou¼a sisteme de referiņt¼a

~u =
d~r

dt
viteza punctului material în S, şi

~u 0 =
d~r 0

dt
viteza punctului material în S0:

d~r

dt
=
d~r 0

dt
+ ~v (1.60)

Atunci:

~u = ~u 0 + ~v (1.61)

Dac¼a un corp se mi̧sc¼a rectiliniu şi uniform (cu vitez¼a constant¼a în sistemul
de referiņt¼a S) el se va mi̧sca în acelaşi mod şi în sistemul S0.
Dac¼a S şi S0 sunt ineŗtiale, atunci sistemele de referiņt¼a se mi̧sc¼a unele

fa̧t¼a de altele cu vitez¼a constant¼a.
Pentru ob̧tinerea rela̧tiilor dintre accelera̧tiile din cele dou¼a sisteme de

referiņt¼a se deriveaz¼a în raport cu timpul rela̧tia 1.61:

d~u

dt
=
d~u 0

dt
+
d~v

dt
(1.62)
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Rezult¼a:

~a = ~a 0

Cum masa este constant¼a, legea a II-a a dinamicii î̧si p¼astreaz¼a aceiaşi
form¼a în ambele sisteme de referiņt¼a. Acest fapt a dus la enuņtarea princi-
piului relativit¼a̧tii al lui Galilei:
Legile mecanicii sunt invariante la transform¼arile Galilei.

1.3 Dinamica punctului material

1.3.1 Teorema impulsului

Din principiul al doilea al dinamicii rezult¼a:

~Fdt = d~p (1.63)

Se defineşte impulsul foŗtei astfel:

~H =

Z t2

t1

~Fdt (1.64)

Din 1.63 şi 1.64 rezult¼a:

~H =

Z t2

t1

d~p = ~p2 � ~p1 = m2~v2 �m1~v1 (1.65)

Cum în mecanica clasic¼a masa este constant¼a m1 = m2 se ob̧tine:

~H = m~v2 �m~v1 = �~p (1.66)

Rela̧tia 1.66 reprezint¼a teorema impulsului:
Impulsul forţei rezultante aplicate unui punct material este egal cu vari-

aţia impulsului punctului material.
Dac¼a asupra punctului material nu açtioneaz¼a nici o foŗt¼a (~F = 0), sau

rezultanta foŗtelor ce açtioneaz¼a asupra punctului este nul¼a atunci:

d~p

dt
= 0 (1.67)

Integrând rela̧tia 1.67 se ob̧tine:
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Figura 1.8: Momentul cinetic

~p = const (1.68)

Aceasta este legea conserv¼arii impulsului:
Dac¼a rezutanta forţelor ce acţioneaz¼a asupra unui punct material este

nul¼a, impulsul acestuia r¼amâne constant.

1.3.2 Teorema momentului cinetic

Momentul cinetic (Fig. 1.8) al unui punct material P se defineşte în raport
cu un punct O:

~l = ~r � ~p = ~r �m~v (1.69)

Rezult¼a c¼a momentul cinetic este un vector perpendicular pe planul for-
mat de vectorul de pozi̧tie şi impuls. Modulul lui este:

l = rp sin' = rmv sin'

Se deriveaz¼a expresia 1.69 şi se ob̧tine:

d~l

dt
=
d~r

dt
�m~v + ~r �md~v

dt
=
d~r

dt
� ~p+ ~r � d~p

dt
sau

d~l

dt
= ~v � ~p+ ~r � d~p

dt
= ~r � ~F = ~M (1.70)
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deoarece ~v�~p = 0 , ~v şi ~p fiind vectori pe aceiaşi direçtie. M¼arimea ~M = ~r� ~F
este momentul foŗtei. Rezult¼a:

~M =
d~l

dt
(1.71)

Aceasta reprezint¼a teorema momentului cinetic.
Momentul forţei este egal cu derivata momentului cinetic în raport cu

timpul.
În cazul în care momentul foŗtei este nul:

d~l

dt
= 0

Prin integrare rezult¼a:

~l = const

Aceasta este expresia matematic¼a a legii de conservare a momentului
cinetic.
Dac¼a momentul rezultant al forţelor care acţioneaz¼a asupra unui punct

material este nul, momentul cinetic se conserv¼a.

1.3.3 Lucrul mecanic

Foŗtele pot produce deplas¼ari ale corpurilor. O m¼asur¼a a efectului produs
de foŗt¼a este lucrul mecanic. Presupunând c¼a prin açtiunea foŗtei ~F are loc
o deplasare foarte mic¼a d~r a punctului material pe traiectorie (Fig. 1.9) se
poate defini lucrul mecanic elementar:

�L = ~Fd~r (1.72)

În cazul unei deplas¼ari finite între punctele (1) şi (2):

L =

Z (2)

(1)

~Fd~r =

Z (2)

(1)

Fxdx+ Fydy + Fzdz (1.73)

În cazul unei foŗte constante:

L =
!
F

Z (2)

(1)

d~r = ~F (~r2 � ~r1) = ~F ~d = Fd cos� (1.74)
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Figura 1.9: Lucrul mecanic

unde � este unghiul dintre foŗta ~F şi vectorul deplasare ~d = ~r2 � ~r1:
Se observ¼a c¼a dac¼a ~F ? ~d atunci L = 0, fapt ce arat¼a c¼a într-o deplasare

curbilinie doar componenta tangeņtial¼a a foŗtei efectueaz¼a lucru mecanic.

1.3.4 Puterea

Definim puterea ca fiind viteza cu care este efectuat lucrul mecanic.
Puterea medie în intervalul de timp�t este raportul dintre lucrul mecanic

�L efectuat în acest interval şi valoarea intervalului �t:

Pm =
�L

�t
(1.75)

Puterea instantanee sau puterea momentan¼a se defineşte ca fiind1:

P = lim
�t!0

�L

�t
=
�L

dt
(1.76)

Cum �L = ~Fd~r rezult¼a:

P = ~F
d~r

dt
= ~F ~v (1.77)

1S-a introdus notaţia �L pentru a menţiona faptul c¼a lucrul mecanic nu este o dife-
renţial¼a total¼a exact¼a.
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1.3.5 Teorema energiei cinetice

Din legea a doua a mecanicii:

~F = m
d~v

dt

rezult¼a:

~F~vdt = m~vd~v (1.78)

sau:

~Fd~r = d

�
1

2
m~v 2

�
(1.79)

Deoarece

�L = ~Fd~r

rezult¼a:

�L = d

�
1

2
m~v 2

�
= d

�
1

2
mv2

�
(1.80)

Se observ¼a c¼a lucrul elementar al rezultantei foŗtelor ce açtioneaz¼a asupra
unui punct material este egal în orice moment, cu difereņtiala m¼arimii mv2=2
care poart¼a numele de energiei cinetic¼a. Integrând rela̧tia 1.80 se ob̧tine:

L =

Z (2)

(1)

d

�
1

2
mv2

�
=
1

2
mv22 �

1

2
mv21 = Ec2 � Ec1 (1.81)

unde:

Ec =
1

2
mv2 =

p2

2m
(1.82)

este energia cinetic¼a.
Rela̧tia 1.81 reprezint¼a teorema varia̧tiei energiei cinetice:
Lucrul mecanic efectuat de rezultanta forţelor ce acţioneaz¼a asupra unui

punct material este egal cu variaţia energiei cinetice a punctului material.
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Figura 1.10: Energia poteņtial¼a. Lucrul mecanic efectuat de foŗtele conser-
vative este acelaşi între punctele P1 şi P2 indiferent de drumul parcurs.

1.3.6 Energia poteņtial¼a

Exist¼a câmpuri de foŗte numite conservative (câmpul gravita̧tional, câmpul
electrostatic) în care lucru mecanic efectuat de foŗtele câmpului asupra pun-
ctului material nu depinde de traiectorie sau vitez¼a, ci numai de pozi̧tia
ini̧tial¼a şi final¼a. O conseciņt¼a a acestui fapt este c¼a lucrul mecanic efectuat
de astfel de foŗte asupra unui punct material ce se deplaseaz¼a pe o traiectorie
închis¼a este nul. Din Fig. 1.10 rezult¼a:

LP1aP2 = LP1bP2

LP1aP2 � LP1bP2 = 0

LP1aP2 + LP2bP1 = 0

sau: I
~Fd~r = 0

Aceast¼a proprietate se poate considera ca o defini̧tie a câmpului conser-
vativ. Astfel un câmp de foŗte este conservativ dac¼a lucrul mecanic efectuat
de foŗtele câmpului pe orice traiectorie închis¼a este nul.
Pentru a defini energia poteņtial¼a se alege un punct P0 de referiņt¼a. Acest

punct poate fi un punct fix sau poate fi plasat la infinit.
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Într-un câmp conservativ energia poteņtial¼a Ep într-un punct P este egal¼a
cu lucrul mecanic cu semn schimbat efectuat de foŗtele câmpului pentru
deplasarea punctului material din P0 în P:

Ep(~r ) = �
Z P

P0

~Fd~r =

Z P0

P

~Fd~r (1.83)

Atunci:

LP1P2 =

Z P2

P1

~Fd~r =

Z P0

P1

~Fd~r +

Z P2

P0

~Fd~r

sau:

LP1P2 = Ep(P1)� Ep(P2) (1.84)

Rezult¼a:

LP1P2 = � [Ep(P2)� Ep(P1)] = ��Ep (1.85)

Rela̧tia difereņtial¼a corespunz¼atoare este: �L = �dEp
Cum

�L = ~F d~r = Fxdx+ Fydy + Fzdz (1.86)

iar

dEp =
@Ep
@x

dx+
@Ep
@y
dy +

@Ep
@z
dz (1.87)

se ob̧tine:

Fx = �
@Ep
@x

Fy = �
@Ep
@y

Fz = �
@Ep
@z

adic¼a:

!
F = �5 Ep (1.88)
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Rela̧tia de mai sus indic¼a modul în care se determin¼a foŗtele ce açtioneaz¼a
asupra punctului material când se cunoaşte energia poteņtial¼a.
Valoarea efectiv¼a a energiei poteņtiale nu are semnifica̧tie fizic¼a datorit¼a

modului arbitrar în care se alege punctul P0 (acesta în general se alege astfel
încât expresia energiei poteņtiale s¼a fie cât mai simpl¼a). Semnifica̧tie fizic¼a
are doar varia̧tia energiei poteņtiale care este legat¼a de lucrul foŗtelor conser-
vative. Astfel energia poteņtial¼a se determin¼a pân¼a la o constant¼a arbitrar¼a.

1.3.7 Conservarea energiei mecanice

Fie un punct material ce se deplaseaz¼a într-un câmp conservativ, atât sub
açtiunea foŗtelor conservative cât şi unor foŗte neconservative; atunci, con-
form teoremei varia̧tiei energiei cinetice:

L = Ec2 � Ec1 (1.89)

unde Ec2 este energia cinetic¼a în pozi̧tia final¼a, iar Ec1 este energia cinetic¼a
în pozi̧tia ini̧tial¼a.
Având in vedere faptul c¼a asupra punctului material açtioneaz¼a atât foŗte

conservative cât şi foŗte neconservative, vom considera lucrul mecanic ca o
sum¼a:

L = LC + LNC (1.90)

unde LC este lucrul mecanic al foŗtelor conservative, iar LNC lucrul mecanic
al foŗtelor neconservative. Cum:

LC = � (Ep2 � Ep1) (1.91)

atunci

LNC � (Ep2 � Ep1) = Ec2 � Ec1 (1.92)

şi:

LNC = (Ep2 + Ec2)� (Ep1 + Ec1) (1.93)

Se defineşte energia mecanic¼a a unui punct material ca fiind suma dintre
energia cinetic¼a şi cea poteņtial¼a:

E = Ec + Ep (1.94)
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Atunci

LNC = E2 � E1; (1.95)

Rela̧tia 1.95 reprezint¼a teorema varia̧tiei energiei mecanice:
Lucrul mecanic al forţelor neconservative care acţioneaz¼a asupra unui

punct material este egal cu variaţia energiei mecanice a punctului material
respectiv.
Dac¼a asupra punctului material nu açtioneaz¼a foŗte neconservative atunci

LNC = 0 şi

E2 = E1: (1.96)

Aceasta este legea conserv¼arii energiei mecanice:
Într-un câmp de forţe conservative energia mecanic¼a a punctului material

r¼amâne constant¼a în cursul mişc¼arii, având loc o transformare a energiei
cinetice în energie potenţial¼a şi invers.

1.4 Dinamica sistemelor de puncte materiale

1.4.1 Teorema impulsului total. Conservarea impulsu-
lui

Fie un sistem de N puncte materiale de mase mk, având vectorii de pozi̧tie
~rk, k = 1; 2; :::; N

Masa total¼a a sistemului de puncte materiale este

M =
NX
k=1

mk (1.97)

Se defineşte centrul de mas¼a al sistemului ca fiind punctul al c¼arui vector
de pozi̧tie este:

~R =

NP
k=1

mk~rk

NP
k=1

mk

=
1

M

NX
k=1

mk~rk (1.98)

Putem defini viteza centrului de mas¼a:



1.4. DINAMICA SISTEMELOR DE PUNCTE MATERIALE 35

~V =
d~R

dt
=
1

M

NX
k=1

mk
d~rk
dt

(1.99)

Rezult¼a:

~V =
1

M

NX
k=1

mk~vk (1.100)

Asupra unui punct Pk se exercit¼a pe de o parte foŗte interne ~F
(i)
kl ; l 6= k

din partea celorlalte puncte materiale şi pe de alt¼a parte foŗte externe ~F (e)k ,
din partea unor corpuri care nu fac parte din sistemul considerat.
Conform legii açtiunii şi reaçtiunii foŗtele interne sunt perechi, egale dou¼a

câte dou¼a şi de sensuri contrare.

~F
(i)
kl = �~F

(i)
lk (1.101)

Din acest motiv, însumând totalitatea foŗtelor interne pe întreg sistemul
rezultatul este nul.

~F (i) =
NX

k;l=1
l 6=k

~F
(i)
kl = 0 (1.102)

Se noteaz¼a cu ~pk = m~vk - impulsul particulei k, şi se defineşte impulsul
total al sistemului:

~P =
NX
k=1

~pk (1.103)

Pentru un punct material, principiul al II-lea al dinamicii se scrie:

~Fk =
d~pk
dt

(1.104)

unde
~Fk = ~F

(e)
k + ~F

(i)
k (1.105)

iar

~F
(i)
k =

NX
l=1
l 6=k

~F
(i)
kl (1.106)



36 CAPITOLUL 1. ELEMENTE DE MECANIC¼A NEWTONIAN¼A

reprezint¼a rezultanta foŗtelor interne ce açtioneaz¼a asupra particulei k.
Atunci

~F
(e)
k +

NX
l=1
l 6=k

~F
(i)
kl =

d~pk
dt

(1.107)

Însumând pentru toate punctele materiale:

NX
k=1

~F
(e)
k +

NX
k;l=1
l 6=k

~F
(i)
kl =

NX
k=1

d~pk
dt

(1.108)

şi ţinând cont de rela̧tia 1.102 se ob̧tine:

~F (e) =
NX
k=1

~F
(e)
k =

d

dt

NX
k=1

~pk =
d~P

dt
(1.109)

Expresia 1.109 reprezint¼a teorema impulsului total:
Derivata în raport cu timpul a impulsului total al unui sistem de particule

este egal¼a cu rezultanta forţelor externe ce acţioneaz¼a asupra sistemului de
puncte materiale.
Ţinând cont de rela̧tia 1.100 ob̧tinem:

~P =M~v (1.110)

adic¼a impulsul total este egal cu produsul dintre masa total¼a a sistemului şi
viteza centrului de mas¼a.
Dac¼a rezultanta foŗtelor externe ce açtioneaza asupra sistemului este nul¼a:

~F (e) =

NX
k=1

~F
(e)
k = 0

atunci
d~P

dt
= 0 (1.111)

iar
~P = const (1.112)

Se ob̧tine astfel legea conserv¼arii impulsului:
Impulsul unui sistem de puncte materiale r¼amâne constant când rezul-

tanta forţelor exterioare este nul¼a.
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1.4.2 Teorema momentului cinetic total. Conservarea
momentului cinetic total

Pentru sistemul de puncte materiale considerat putem defini momentul ci-
netic total fa̧t¼a de un punctul O, care este originea sistemului de coordonate
considerat:

~L =

NX
k=1

~lk =

NX
k=1

(~rk � ~pk) (1.113)

unde
~lk = ~rk � ~pk (1.114)

este momentul cinetic al particulei k.
Se deriveaz¼a rela̧tia 1.114 în raport cu timpul şi se ob̧tine:

d

dt
~lk = ~rk �

d~pk
dt
+
d~rk
dt

� ~pk

sau

d

dt
~lk = ~rk � ~Fk + ~vk � ~pk = ~rk � ~Fk (1.115)

deoarece
~vk � ~pk = ~vk � m~vk = 0

unde
~Fk = ~F

(e)
k + ~F

(i)
k

Atunci
d

dt
~lk = ~rk �

h
~F
(e)
k + ~F

(i)
k

i
, (k = 1; :::; N) (1.116)

Se însumeaz¼a rela̧tiile de mai sus şi se ob̧tine:

NX
k=1

d

dt
~lk =

NX
k=1

h
~rk � ~F

(e)
k

i
+

NX
k=1

h
~rk � ~F

(i)
k

i
sau

d

dt
~L = ~M (e) + ~M (i) (1.117)

unde

~M (e) =
NX
k=1

h
~rk � ~F

(e)
k

i
(1.118)
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este momentul foŗtelor exterioare, iar

~M (i) =
NX
k=1

h
~rk � ~F

(i)
k

i
=

NX
k;l=1
l 6=k

h
~rk � ~F

(i)
kl

i
(1.119)

este momentul foŗtelor interne.
Vom ar¼ata c¼a ~M (i) = 0:
Într-adev¼ar, suma este format¼a din perechi de termeni

~rk � ~F
(i)
kl + ~rl � ~F

(i)
lk = ~rk � ~Fkl � ~rl � ~F

(i)
kl = (~rk � ~rl) � ~F

(i)
kl = 0

Aceasta este adev¼arat deoarece vectorul ~Fkl are pe direçtia vectorului ~rk�
~rl dintre cele dou¼a particule.

Atunci:
d~L

dt
= ~M (e) (1.120)

Rela̧tia 1.120 reprezint¼a teorema varia̧tiei momentului cinetic total:
Derivata în raport cu timpul a momentului cinetic total ~L al unui sistem

este egal¼a cu momentul rezultant ~M al forţelor externe.
Daca ~M (e) = 0 , atunci momentul cinetic al unui sistem de puncte mate-

riale se conserv¼a.

L = const

Aceasta este legea conserv¼arii momentului cinetic total.
Momentul cinetic al unui sistem de puncte materiale r¼amâne constant

când momentul forţelor exterioare ce acţioneaz¼a asupra sistemului este nul.

1.4.3 Teorema energiei cinetice. Conservarea energiei
mecanice

Dac¼a se ia în considerare rela̧tia 1.79 pentru un punct material k, teorema
energiei cinetice se scrie:
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În rela̧tia 1.121 cu ~F (e)k s-a notat rezultanta foŗtelor exterioare ce açtioneaz¼a
asupra particulei k, iar cu F (i)k s-a notat rezultanta foŗtelor interne ce açtioneaz¼a
asupra particulei k:
Se însumeaz¼a pentru toate punctele materiale; rezult¼a:
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sau

d

 
NX
k=1

1

2
mkv

2
k

!
= �L(e) + �L(i) (1.122)

Dac¼a se integreaz¼a rela̧tia de mai sus se ob̧tine:
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= L(e) + L(i) (1.123)

În rela̧tia 1.123 cu L(e) s-a notat lucrul mecanic al foŗtelor exterioare ce
açtioneaz¼a asupra sistemului, iar cu L(i) s-a notat lucrul mecanic al foŗtelor
interne ce açtioneaz¼a asupra sistemului.
Rela̧tia 1.123 reprezint¼a expresia matematic¼a a teoremei varia̧tiei energiei

cinetice totale.
Variaţia energiei cinetice totale este egal¼a cu lucrul mecanic efectuat de

toate forţele, atât externe cât şi interne.
Dac¼a foŗtele interne sunt conservative, atunci se poate introduce energia

poteņtial¼a a sistemului care este funçtie numai de pozi̧tiile tuturor punctelor
materiale ale sistemului, adic¼a funçtie numai de configura̧tia sistemului.

L(i) = ��Ep

Atunci:

�Ec = ��Ep + L(e)

sau

�(Ec + Ep) = L
(e) (1.124)
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Varia̧tia energiei mecanice, a unui sistem în care foŗtele interne sunt con-
servative este egal¼a cu lucrul mecanic al foŗtelor externe aplicate.
Dac¼a sistemul este izolat foŗtele externe sunt nule:

L(e) = 0

Rezult¼a c¼a:
Ec + Ep = const (1.125)

Aceasta este legea de conservare a energiei mecanice pentru un sistem de
puncte materiale:
În cazul unui sistem izolat în care forţele interne sunt conservative, ener-

gia mecanic¼a total¼a este constant¼a.


