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Capitolul 5

CAMPUL
ELECTROMAGNETIC

PROBLEMA 5.1 O sarcina ¢ pozitiva este distribuita uniform in
interiorul unei sfere dielectrice omogene cu permitivitatea €. Se cere
intensitatea campului electric in afara sferei si in interiorul ei.

SOLUTIE

Din considerente de simetrie campul electric in interiorul gi in exteri-
orul sferei are directia razei sferei ( Fig. 5.1). Se foloseste forma integrala
a legii lui Gauss:

DdS = ¢ (5.1)
/

Deoarece pentru un mediu omogen D=cE relatia 5.1 devine pentru
punctele din exteriorul sferei:

50//Eﬁd5:q

Atunci:
E4rR? =2
€0
de unde q
= 5.2
47T€0R2 ( )

213
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Figura 5.1: Campul electric al unei sfere dielectrice incarcate uniform cu
sarcina electrica

Pentru punctele din interiorul sferei relatia 5.1 devine

q/
B4mr® = = (5.3)
€
unde ¢’ reprezinta sarcina din interiorul sferei de raza r. Cum:
, %ﬂ_rls B r 3
7= =1\ R

utilizand 5.3 se obtine intensitatea campului electric in interiorul sferei:

B 1 gr
 4re R}

PROBLEMA 5.2 Se da o distributie liniara de sarcina, a carei
densitate este A (sarcina pe unitatea de lungime). Sa se gaseasca expresia
intensitatii campului electric la distanta r de aceasta daca distributia de
sarcina se gaseste in vid.

SOLUTIE

Din considerente de simetrie, E are o directie radiala ca in Fig. 5.2.
Pentru a determina campul electric se considera o suprafata cilindrica
a carei axa de simetrie o constituie distributia liniara de sarcina. Se
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Figura 5.2: Campul electric al unei distributii liniare de sarcina

observa ca fluxul campului electric este diferit de zero doar pe suprafata
laterala a cilindrului. Pe baze fluxul este nul deoarece unghiul dintre
normala si intensitatea campului electric este 7/2. Deoarece D = goF

legea lui Gauss se scrie
£o / / ERdS = q

eo 2 (2rh) = Ah

Rezulta:

Jo— (5.4)

2meor

PROBLEMA 5.3 Intr-un plan existd o distributie infinita de sarci-
na, cu densitatea superficiala . Sa se determine campul electric creat

de aceasta.

SOLUTIE

Din considerente de simetrie vectorul intensitate camp electric este
perpendicular pe planul incarcat electric (Fig. 5.3). Aceasta se datoreaza
faptului ca pentru orice element de sarcina din plan se poate gasi un ele-
ment simetric. Pentru aceste doua elemente componentele orizontale ale
campurilor create se anuleaza si nu raman sa se insumeze decat compo-
nentele verticale. Pentru aplicarea legii lui Gauss se alege ca suprafata



CAPITOLUL 5. CAMPUL ELECTROMAGNETIC 216

Figura 5.3: Campul unei distributii plane de sarcina

inchisa un cilindru cu bazele AS simetrice fata de planul incarcat elec-
tric si cu generatoarea perpendiculara pe acest plan. Se observa ca doar
pe baze exista un flux diferit de zero. Pe suprafata laterala normala si
vectorul intensitate camp electric sunt perpendiculare. Aplicand legea
lui Gauss:

g0 (FAS + EAS) = 0AS
rezulta:

p_ 0
280

PROBLEMA 5.4 Permitivitatea unei sfere neomogene de raza R
aflata in vid variaza dupa legea

e(r) = & (}% v 2) (5.5)

Sa se calculeze campul electric creat de o sarcina @) distribuita in intregul
volum al sferei.

SOLUTIE

Aplicam legea lui Gauss

/ DitdS = Q
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Figura 5.4: Dipoli ce interactioneaza intre ei

Pentru r < R unde R este raza sferei rezulta:

DArr? = Qi (5.6)

......

7“3

£ (% + 2) BAmr? = Qint = 50

Rezulta:
E = Qr
dmegR? (r + 2R)

Pentru r > R, aplicarea legii lui Gauss pe o suprafata sferica concen-
trica cu sfera data conduce la:

(5.7)

coB4mrt = Q
Rezulta:

Q

dreqr?

E (5.8)

PROBLEMA 5.5 Sa se determine energia potentiala de interactie
dintre doi dipoli p; si p> aflati la distanta 715 unul de altul (Fig. 5.4).

SOLUTIE
Energia potentiala a unui dipol in camp electric este:

W = —pE (5.9)
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Consideram dipolul p3 in campul electric E; al dipolului p; unde:

= 1 [3(p1ri2) 7 D’
By = { (Pif1a) Tiz _ %1} (5.10)
Atunci energia de interactie se scrie:
— 1 D1 De D4 T Do T
W= —pE = [plf2 = 3(p1“2>5<p2”2)} (5.11)

PROBLEMA 5.6 Un mediu neomogen dar izotrop, caracterizat
prin constantele € si o este strabatut de un curent stationar de densitate
j’. Sa se arate ca in mediul respectiv exista sarcini de volum si sa se
calculeze densitatea p a acestora.

SOLUTIE

Conform legii lui Gauss:

VD =p (5.12)

Cum: )
D=¢ck (5.13)

si

j=oF (5.14)

rezulta: -
p=V <—j) (5.15)

o

Utilizand identiatea
\Y <al;> = aVb+ bVa
se obtine:
€ - E_» = (€
v (5i)=cvi+iv(Z) (5.16)
o o o
Deoarece densitatea de curent feste aceiagi in orice punct al mediului
Vj =0, relatia 5.16 devine:
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Figura 5.5: Dipol in camp electric neuniform

p=7V (—) (5.17)

PROBLEMA 5.7 Sa se calculeze forta ce actioneaza asupra unui
dipol arbitrar orientat intr-un camp electric neuniform E(z,y, z).

SOLUTIE

Se considera ca distanta dintre cele doua sarcini ale dipolului este Al,
iar segmentul respectiv este orientat in asa fel incat proiectiile acestei
distante pe axele de coordonate Az, Ay, Az sa fie diferite de zero (Fig.
5.5). Forta care actioneaza asupra dipolului pe directia Ox este:

Fp = qE; (z + Az,y + Ay, 2 + Az) — qE, (z,y, 2) (5.18)
Deoarece:
E E E

E,(z+Az,y+ Ay, z+ Az) = E, (z,y,2)+ aa; Az + 5@; Ay+ 88; Az

se obtine:
OFE OFE OFE
F, =qgA z A < A a 1
w = qAT S gAY S aA T (5.19)
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Dar:

7= (qAz) €, + (¢Ay) €, + (¢Az) €, (5.20)
si relatia 5.19 devine:

oF. oF oF
F, = p, 22 t 4.2 5VE, 5.21

In mod analog se obtin si celelalte componente ale fortei ce actioneaza
asupra dipolului:

F,=pVE, (5.22)

F.=pVE, (5.23)
In concluzie: . .

F=(pV)E

PROBLEMA 5.8 Sa se determine potentialul creat de un dipol cu
momentul dipolar p’ i cu distanta dintre cele doua sarcini egala cu 2a
(Fig. 5.6).

SOLUTIE

Conform Fig. 5.6 potentialul in punctul P este suma potentialelor
celor doua sarcini

11 -
V=V1+V2=i<———)—i7"2 n (5.24)

dre \r1 79 dme 119

Daca r > 2a atunci:

7"17’227'2

unde r este distanta de la centrul dipolului la punctul considerat. Deoarece:

r9 — 711 =~ 20 cos
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Figura 5.6: Schema pentru calculul potentialului creat de un dipol

relatia 5.24 devine:

q 2acosf  pcost

- = 5.25
47T€0 r2 47T€0T2 ( )
Deoarece
pr=prcost
potentialul se exprima astfel:

1 — —

V= "L" (5.26)
dmeg T

PROBLEMA 5.9 Sa se determine campul electric creat de un dipol,
(ale carui sarcini g §i —q se afla la distanta 2a), intr-un punct P situat la
distanta r in lungul perpendicularei dusa la jumatatea distantei dintre
cele doua sarcini (Fig. 77).

SOLUTIE
Campul electric rezultant este:
E=FE, +E, (5.27)
unde

q

Ei=B=—1
! 27 dmeg (a2 + r?)

(5.28)
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t

—q B

Figura 5.7: Campul electric creat de un dipol intr-un punct P situat pe
perpendiculara dusa la jumatatea distantei dintre cele doua sarcini

Campul electric rezultant (Fig. ?7?) este perpendicular pe dreapta
OP si

a
E= 2E1 cosf = 2E1\/a2:_i_7=2 (529)
Atunci 5
_4q a
b (@ + 7“2)3/2 (5.30)
Daca r > a atunci:
1 2 1
e S (5.31)

dmeg 13 dreg 13

PROBLEMA 5.10 Potentialul campului electrostatic creat de un
dipol de moment dipolar p aflat in vid este

1 pr
4deg 13
Sa se calculeze intensitatea campului electric.

SOLUTIE
Pentru aceasta se utilizeaza formula:

= 1 DT
E=-VV=-— vk (5.32)

4reg 13
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Vom demonstra identitatea

V(AB) = AVB + BVA (5.33)
unde A si B sunt scalari
0 0 0
. 0B 0A\ | 0B 0A\ | 0B 0A

0B +8BH +8BH B 0A +8Aﬂ +8AH
—eé, + —€,+ —F¢€, —€p+ —€,+ —¢€,
ox oy ¥ 0z ox oy ¥ 0z
Astfel identitatea 5.33 este demonstrata
In cazul problemei propuse se considerd A = prsi B = 1/r3 si se
obtine:

V(AB):A<

pr el 1 1 o
\V4 (r_3) =(pr)V <r_3) + 7“_3V (pT) (5.34)
Dar:
1 0 1\ . 0 1\ . 0 1\
\% (ﬁ) = % (773) €x + a—y (ﬁ) €y + a—y (7”_3) €y (535)
Deoarece

1 G e—

Oox \r3 rt Ox
0 (1 3y
o (773) - (5.37)
0 (1 3z
2 (773) --x (5.38)

putem exprima relatia 5.35 astfel:

v (%) 0 ek L (5.39)
T

7o 7o
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Cum:

\% (ﬁf) =V (prx + YPy + sz) = ﬁxgx + ﬁygy + ﬁzgz = ﬁ (540)

atunci din relatiile 5.39 si 5.40 se obtine:

., L [3(pr)r p
E = - = 5.41
dmeg [ o r3 (5.41)

PROBLEMA 5.11 Sa se gaseasca capacitatea unui condensator avand
electrozii de forma sferica cu razele a si b daca permitivitatea absoluta
a mediului dintre cei doi electrozi este:

c(r) = g1 cand a<r<e
] ey cand c<r<b

SOLUTIE

Aplicand legea lui Gauss pentru suprafata S; cand a < r < ¢ se
obtine:

Q

e r?

Ey (5.42)

Aplicand legea lui Gauss pentru suprafata S, cand ¢ < r < b se
obtine:

Q

dmeqar?

Ey (5.43)

Tensiunea dintre armaturile condensatorului este:

b c b
U:/ Edrz/ Eldr—i-/ Esdr
Q 1 1 Q 1 1
U = -z Z_Z
dre; \a ¢ +47T82 c b

Rezulta:
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Astfel se poate calcula capacitatea condensatorului.

Q[ 1 /1 1 1 /1 1\
C_U_ 4me; \a ¢ +47r52 c b

PROBLEMA 5.12 Un condensator cilindric este realizat din doi
cilindri concentrici cu razele a i b > a si lungimea [. Cunoscand ca
cei doi cilindri sunt in vid sa se calculeze capacitatea acestui dispozitiv
considerand ca lungimea lui este foarte mare.

SOLUTIE

Se calculeaza campul electric in interiorul condensatorului respectiv.
Pentru aceasta se utilizeaza legea lui Gauss sub forma integrala. Pentru
efectuarea integralei de suprafata se considera o suprafata cilindrica coax-
iala cu cei doi cilindri, de lungime [ si raza r. Datorita simetriei, campul
electric are aceiasgi valoare pe suprafata laterala. Pe bazele cilindrului

considerat fluxul este nul.
Atunci relatia

€0 / / EdS = q (5.44)

go2nrlE = q

devine:

de unde:

Jof— (5.45)

© 2melr

Tensiunea dintre armaturi este:

b b
U:/EdF:/ ¢ dr__q 0 (5.46)

27T€ol r N 27T€0l a

iar capacitatea condensatorului este:
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A

Figura 5.8: Cavitate formata prin intersectia a doua sfere incarcate

(5.47)

PROBLEMA 5.13 Care este campul electric intr-o cavitate for-
mata prin intersectia a doua sfere incarcate cu densitatile de sarcina p
si —p uniform distribuite in volumul lor. Distanta dintre centrele celor
doua sfere este a (Fig. 5.8).

SOLUTIE

Aga cum am discutat anterioar campul electric intr-o sfera uniform
incarcata la distanta r < R este:

Q . _p.
r=_—T

E=——
47T€0R3 360

(5.48)
unde 7" este vectorul de pozitie din centrul sferei la punctul de observatie,
(@ este sarcina totala, p este densitatea de sarcina si R este raza sferei.
Astfel in interiorul cavitatii campul electric este dat de suprapunerea
campurilor datorate celor doua sfere considerate uniform incarcate.

E=FE+F,=—r] ——7y=— — = — 5.49
L B 3€0T1 360 2 380 (Tl T2> 3€0a ( )

Rezulta ca in interiorul cavitatii campul este uniform
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Figura 5.9: Placa dielectrica plasata intre placile unui condensator aflate
la acelasi potential

PROBLEMA 5.14 O placa de dielectric de grosime h avand o po-
larizare P = const este plasata in interiorul unui condensator cu fete
plan paralele, armaturile condensatorului fiind legate printr-un conduc-
tor. Vectorul polarizare este perpendicular pe cele doua fete ale dielec-
tricului. Sa se determine campul electric si inductia in interiorul placii
dielectrice. Distanta dintre armaturile condensatorului este d.

SOLUTIE

Notdm cu E; , E, , Eg intensitatile campului electric in cele trei
regiuni si cu Dy , Dy , D3 inductiile campului electric (Fig. 5.9).

Vom pune conditia de continuitate a componentei normale a vectoru-
lui inductie camp electric

Dl = D2 - D3 (550)
Deoarece
D1 = E()El
D3 = €0E3

Rezulta ca E; = F5. Cum:

DQ = EQEQ + P (551)

conditia de continitate 5.50 se scrie:

€0E1 = €0E2 + P (552)

de unde
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P
Ei=FE+— (5.53)
€0

Conditia ca diferenta de potential dintre cele doua placi sa fie nula
este:

El(d—h)+E2h:0
si substituind F; din 5.53 se obtine:

<E2 + g) (d—h)+ Esh — 0 (5.54)

Rezulta:

B=-L (1 _ g) (5.55)

€0

h
Dg = €0E2 + P = PE (556)

PROBLEMA 5.15 Fie o placa deformata de grosime 2d. Datorita
acestui fapt polarizarea nu este uniforma: polarizarea in mijlocul placii
este Py si in rest este data de expresia:

2

P=P, (1 . %) (5.57)

unde z este distanta de la mijlocul placii la punctul considerat. Vectorul
polarizare este orientat de-a lungul axei Ox perpendiulara pe fetele placii
dielectrice. Sa se determine campul electric in interiorul si in exteriorul
placii, precum si diferenta de potential dintre suprafetele laterale ale
acesteia.

SOLUTIE

Deoarece nici in interiorul placii nici in exteriorul placii nu exista
sarcina electrica libera:
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D=0 (5.58)

Cum

D=eFE+P (5.59)

in exteriorul placii dielectrice polarizarea este nula si rezulta E =0.
In interiorul placii P # 0 si atunci din relatiile 5.58 si 5.59 se obtine:

1 PO 1'2
E=-—P=-"2(1-= 5.60
€0 o ( d2) ( )

Diferenta de potential dintre placi este:

d

d

Py x? 4
—Vi=— [ Ede === 1—= = —Pd 5.61
Vo — Wi / dx - ( d2)d$ 3o (5.61)

PROBLEMA 5.16 Sa se arate ca intr-un conductor omogen den-
sitatea de sarcina electrica libera tinde la zero.

SOLUTIE

Se considera ecuatia de continuitate:

5 8/)
i+ -2 =0 5.62
Vit o (5.62)

Deoarece
j=0E (5.63)
ecuatia 5.62 devine:

EFE+—=0 5.64
oVE + BT ( )

sau

;—OV (5OE> +E =0
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c_= 0Op
—VD+—=0 5.65
€0 + ot ( )
Notam
6_0 — _{_g
o

Cum VD = p ecuatia 5.65 devine:

1 dp
—,+E_p
L7

Prin integrarea acestei ecuatii rezulta:

adica:

Rezulta ca densitatea de sarcina electrica libera din interiorul unui
conductor scade exponential in timp si dupa un timp suficient de lung se
va anula.

PROBLEMA 5.17 Doua placi dielectrice paralele sunt plasate in in-
teriorul unui condensator cu fete plan paralele (Fig. 5.10). Grosimile

.....

€1 §i 9. Intre armaturile condensatorului este mentinuta o diferenta de
potential U. Sa se determine campul electric E, inductia D, densitatea
curentului j si densitatea de sarcini libere gi sarcini legate pe cele trei
suprafete de separare.

SOLUTIE

La suprafata de separare dintre placile 1 si 2 punem conditia de con-
tinuitate a densitatii de curent.

j = UlEl = 02E2 (566)
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********** S
E, 81‘ —————————— éfz h
| L -
| |
********** S
E'2 82 Gl hz

Figura 5.10: Condensator cu doua placi dielectrice plasate in interiorul
sau

In plus
U - Elhl —|— E2h2 (567)

De aici

O'2U
0'1h2 +O'2h1
O'1U
0'1h2 +O'2h1
Atunci U
£102
D=t = ——FF 5.68
! = 0'1h2+02h1 ( )
Dy = eyby = —220U (5.69)
22 2—0'1h2+0'2h1 .

Deunsitatea de curent este:

o10oU
o1hs + 02k,

Conditia de continuitate a componentelor normale ale inductiei elec-
trice la suprafata de separare dintre cele doua placi este:

D1 — D2 = 0] (570)

unde o7 este densitatea superficiala de sarcini libere. Introducand 5.68
si 5.69 rezulta:

(810’2_620'1)U

o] =
l 01h2+02h1
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Se aplica legea lui Gauss pe suprafata S.

SE, — SE, — 20 _ St )
o €0

unde o este densitatea totala de sarcini iar o, este densitatea de sarcini
de polarizare.
De aici rezulta, tinand cont de 5.70:

o (El — EQ) = (Dl — DQ) + Op

sau:

op = (e0E1 — D1) + (D3 — 0 2)
Atunci:
o9 (g0 —€1) — 01 (g0 — €2)
o1he + o2hy
La suprafata de separare dintre electrodul aflat la potential pozitiv
si dielectric:

U (5.71)

O'p:

D, —D, =co"
In interiorul placii metalice D, = 0. In relatia de mai sus 01(1) este
densitatea de sarcini libere pe aceasta suprafata.

D1 :O'l(l)

Aplicam legea lui Gauss pentru suprafata de separatie S;.

(al(l) + 01(31)) S

€0

E15 -

Rezulta:

0'1(71) = €0E1 — O'l(l)

01(91) =gl —e1by = (50 - 61) By

La cea de a doua frontiera se procedeaza la fel. Se obtine:
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0'1(2) = —D2
0'1()2) = —(80—€2>E2

PROBLEMA 5.18 O sfera de raza a incarcata cu sarcina () este invelita
intr-un strat dielectric cu permitivitatea relativa e, astfel incat raza sferei
astfel construita este b. Sa se determine potentialul la care se afla sfera.

SOLUTIE

Se aplica legea lui Gauss pentru o suprafata sferica cu raza r, unde

a<r<hb.
//Egsrﬁdg': Q (5.72)

Rezulta campul din interiorul dielectricului:

Q

- Ame,eor? (5:73)

Se aplica legea lui Gauss in afara dielectricului pentru o suprafata

sferica cu raza r > b.
/ / eoEdS = Q (5.74)

Q

4egr?

Rezulta:

E

(5.75)

Atunci potentialul este:

9] b [e's)
vz/ Edf:/ Edf+/ EdF (5.76)
a a b
Tinand cont de relatiile 5.73 si 5.75, 5.76 devine:
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Q/bdr 1/°°er 1 1 Q
V_47T€T60 u 7“2+47r50 , 12 dmeeg \a b +47r50b (5.77)

PROBLEMA 5.19 Care trebuie sa fie densitatea de volum a unui
nor electronic uniform repartizat in spatiul dintre placile unui conden-
sator plan-paralel cu distanta d dintre placi astfel incat una dintre placi
sa se afle la un potential nul iar cealalta la potentialul V4. Pe placa aflata
la potential nul campul electric este nul.

SOLUTIE

Se alege axa Ox perpendiculara pe placi, originea ei fiind pe una din
acestea. Conform ecuatiei Poisson

eV p

5.78
dz? € ( )

Prin integrare se obtine:

dv p

Cum E = —dV/dz rezulti c& dV/dz = 0 cand 2 = 0. Atunci C; = 0
Integrand cu aceste conditii ecuatia 5.79 se obtine:

V=—-—"—+C 5.80
€0 2 + 2 ( )

Deoarece pentru x = 0 si V = 0 rezulta Cy = 0. Atunci:

2

px
V=-"—
o 2
Cand x = d, V =V} rezulta:
260V
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PROBLEMA 5.20 Sa se arate ca intr-un tub electronic curen-
tul electronic care pleaca de la catod (potentialul 0) si ajunge la anod
(potentialul V;) satisface ecuatia:

3
[ =KV

Se va tine cont ca emisia de electroni este continua iar densitatea curen-
tului electronic in spatiul dintre armaturi este constanta in timp.

SOLUTIE

Notam cu S suprafata electrozilor si cu d distanta dintre electrozi.
Axa Ox se considera perpendiculara pe electrozi. In cazul regimului
stationar densitatea de curent j este constanta de-a lungul axei Ox.
Deoarece V' variaza numai in directia perpendiculara pe electrozi,
adica depinde numai de coordonata x, ecuatia Poisson se scrie:
d*v p
—_— == (5.81)
dx? o
In cazul emisiei termoelectronice electronii pleaca de la catod cu
viteze de ordinul vitezei de agitatie termica, care sunt mici in comparatie
cu vitezele atinse de electroni sub influenta campurilor electrice exte-
rioare. De aceea vom considera vitezele initiale ale electronilor egale cu
zero. Cand electronul parasegte catodul si se afla intr-un punct in care
potentialul are valoarea V', viteza v este data de expresia:

mv2

-5 =

Densitatea curentului ce ajunge la anod este:

j=—pv
unde p = ne, n fiind densitatea de electroni.
Semnul minus apare deoarece curentul este determinat de sarcini ne-

gative.
Rezulta:
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de unde

si ecuatia 5.81 devine:

2 .
a4 J My -3
dx? go \ 2e

- av
Inmultim ambii membri cu —dz §i integram

dx

T APV dV /m 1 dV
- = V—i_d
o dx? d:v 26/ ‘

Deoarece la x =0, V(z) =0 si dV/dx = 0 rezulta:

M

av 4 [moa
<%> Qev

de unde:
— =24 / 1 / e
2e !
sau
> 2 / N / ~dx
Vi 2e
Integrand

Vo . d
[ [T [
o V1 go V 2¢e J

se obtine:
4 3 J . m
Vot =24 =4 +d
30 €0V 2e

Din 5.85 rezulta:

Atunci intensitatea curentului este:

236

(5.82)

(5.83)

(5.84)

(5.85)

(5.86)
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2ee9S . 3 3

4 s s
[=jS=- V2 = KV

9V m &
Aceasta este aga numita lege 73/2”

PROBLEMA 5.21 Sa se arate ca unui camp electrostatic uniform

Ejy 1i corespunde potentialul V' = —EOF
SOLUTIE
Deoarece
E=-V <—EOF> =V (2Eos + yEo, + 2E,.) (5.87)
Atunci:
ov
Ex = — =L T
ox 0
ov
Ey — @_y E()y
ov
E,=—=EF,,
0z 0
Rezulta:

EO = EOzgx + EOygy + EOzgz

PROBLEMA 5.22 Sa se determine campul magnetic produs de un
curent I care parcurge un conductor rectiliniu infinit intr-un punct P la
distanta R de acesta.

SOLUTIE

Campul magnetic creat de elementul de curent dx are directia per-
pendiculara pe planul figurii 5.11 si este date de:



CAPITOLUL 5. CAMPUL ELECTROMAGNETIC 238

x|

Y

Figura 5.11: Campul magnetic produs de un curent rectiliniu infinit de
lung

IB — lezsine

A r?
Cum orientarea campului magnetic este aceiasi pentru toate elementele
de curent, inductia magnetica este data de integrala expresiei 5.88:

(5.88)

o0
ol dxsin @
B = )
Deoarece
r=+Vaz?+ R?
R
sinf =sin (7 — ) = ——
( ) Va?+ R?
rezulta:
I Rd I
B=F / c__ = Lo (5.90)
At ) (22 4+ R2)**  27R

— 00
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Figura 5.12: Campul creat de o spira de curent

PROBLEMA 5.23 Fie o spira de raza R prin care trece un curent
I. Sa se calculeze campul magnetic determinat de aceasta in punctele
situate pe axa sa de simetrie.

SOLUTIE

Se considers un vector di’ tangent la spira de raza R (Fig. 5.12).
Unghiul dintre dl si 7 este de 90°. Vectorul dB este perpendicular pe
planul format de dl si 7 si este situat in planul figurii.

dB se poate descompune 1 n doua componente: dél avand directia
normalei la planul spirei si de perpendlculara pe axa de simetrie. In
punctul P contr1bu1e doar componenta dB; deoarece componentele dB,
la inductia totala B corespunzatoare tuturor elementelor de curent sunt
in sensul axei de simetrie si se iInsumeaza; componenetele dég sunt per-
pendiculare pe aceasta axa dar avand sensuri contrare rezultanta lor este
nula.

Pentru elementul de curent considerat

B ol dlsin (7/2)

91

d A 72 (5:91)
1

dB; = dBcosf = ’ZLCOS bdi (5.92)

T r?
Cum:

r=+vVR%+ 22
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R
cosl) = ——
VR? + 22
Rezulta:
iB. — ol Rdl

1 — 47T (RQ—I—,T,'Q)B/Z

Integrand peste toate elementele de circuit si tinand cont ca f dl =
21 R, rezulta:

I R?
B, = — (5.93)
2 (R? 4 22) /
Daca x > R atunci:
IR? ITR?
p="Htot _ Holm (5.94)

2r3  2m 23
Deoarece m = I7R? este momentul magnetic dipolar al spirei respec-
tive:

_ Hom

B =
2 13

(5.95)

PROBLEMA 5.24 Sa se arate ca un camp magnetostatic uniform
admite potentialul vector

A= (é x F) (5.96)

N | =

SOLUTIE

Proiectand produsului vectorial pe axele unui triedru cartezian se
obtine:
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1
A, = 5 (Byy — Byx)

Cum B, , B, , B, sunt constante rezulta:

(Vxﬁ)zz%—%:Bx

= 0A, 0A,
(VXA)y: 0z Oz =By
- 0A, 8Aa;_
(V) =5 - oy
Atunci:
VxA=E8

PROBLEMA 5.25 Cunoscand potentialul vector determinat de un
moment magnetic dipolar m

- MOmXF

A(r) =

4 13
sa se calculeze campul magnetic corespunzator. Se va considera ca mo-
mentul magnetic m este orientat de-a lungul axei Oz.

SOLUTIE

Pentru simplificare se considera ca momentul de dipol magnetic are
directia axei Oz:

m = me, (5.97)
m X T = —myé, + mzé, (5.98)
Atunci m
A, _ Hommy
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Homx
A =
Y 43
A, =0
Cum
B=VxA (5.99)
» 0A, O0A
Bm - A = F_ 7Y
(V X )m 3 o
pom 9 x Lom 3Tz
Be=—"4r%: = 1
47 8z (x2+y2+22)3/2 47 7,,5 (5 00)
- 0A, 0A
B, = A — r z
! (v . >y 82’ 833
Fotm 0 Y o 3yz
B, =— il _ |
Y A7 Oz (.2?2 + yQ + 22)3/2] Ar g5 (5 101)
1 0A aAz Mo 322 — 7‘2
b= A) =575, = 102
(vx4) = oy dn (5.102)
unde 7 = \/m . Atunci:
= o [3(mz)T me,
B = Ar - .
47 |: 7o r3 :| (5 103)
Generalizand:
= o [3(mF)T m
B /P T S .
4 [ 75 r3} (5.104)

PROBLEMA 5.26 Sa se determine campul magnetic in interiorul
unei bobine toroidale. O bobina toroidala este un solenoid de lungime
finita curbat in forma unui tor. Se cunosc N (numarul de spire) si curen-
tul care trece prin bobina (Fig.5.13).
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Figura 5.13: Bobina toroidala; linile de camp sunt cercuri

SOLUTIE

Liniile campului magnetic formeaza cercuri concentrice in interiorul
torului. Se aplica legea lui Ampere pe un contur circular de raza r.

f Bdl = pol (5.105)
unde I = IyN. Se obtine:
B2rr = puoN 1y
Rezulta:
po IoN
B="—— 1
o 1 (5.106)

PROBLEMA 5.27 Sa se determine momentul magnetic al unei
sfere cu raza R incarcate cu sarcina ¢ uniform distribuita in volum care
se rotesgte cu viteza unghiulara w in jurul unei axe care trece prin centru.

SOLUTIE

In elementul de volum dV = r2sin8dfdedr sarcina este distribuiti
cu densitatea p:

dq = pdV (5.107)
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unde
_ 34
P~ R
este densitatea volumica de sarcina.
Rezulta: 3
dq = 473%3 r? sin Odfdpdr (5.108)
Curentul generat in rotatie de sarcina dq este
dq 3w 5 .
dl = 5. W = g sin 0dOdpdr (5.109)

iar momentul magnetic asociat:

dm = (7?7“2 sin® 9) dl

sau

3 ;3 4 sin® dOdpdr (5.110)
m

Momentul magnetic total este

3(]&) R . T s 2T qu2
m:877R3/0 rdr/o sin 0d9/0 dp = F

dm =

PROBLEMA 5.28 Sa se determine momentul magnetic al unei
sfere cu raza R incarcate cu sarcina ¢ uniform distribuita pe suprafata
ei, care se roteste in jurul axei proprii cu viteza unghiulara w.

SOLUTIE

Se tine cont ca daca o sarcina ¢ se roteste in jurul unei axe la distanta
r de aceasta ea este echivalenta cu o bucla de curent cu intensitatea:
q qw
I==—=— 5.111
T 27 ( )
unde w = 27 /T este viteza unghiulara cu care sarcina se roteste pe orbita
circulara.
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Fie o zona sfericd cu raza r = Rsinf si aria dS = 27 R? sin 6df
Sarcina superficiala a acesteia este egala cu

dq = odS (5.112)
Deoarece:
o= 12
41 R?
Rezulta:
_ 4.
dg = o sin 6do (5.113)
Curentul generat de aceasta sarcina in miscare este
gy
dl = dq27r 1 Sin 6do (5.114)

iar momentul magnetic produs:

dm = (7R*sin®0) dI = TR*sin* 0 Z—w sin 0d6 (5.115)
T

Atunci momentul magnetic total este:

2 m 2
m:qu/ sin39d«9:qu
4/ 3

PROBLEMA 5.29 Sa se determine campul magnetic in interiorul si in
exteriorul unui cilindru de raza R prin care circula un curent de densitate
7, stiind ca liniile de camp sunt cercuri concentrice in plane perpendicu-
lare pe axa cilindrului.

SOLUTIE

a) Pentru calculul campului magnetic in interiorul cilindrului se aplica
legea lui Ampere pe un contur circular cu centrul pe axa cilindrului aflat
intr-un plan perpendicular pe cilindru de raza r < R.

?{Edf: 1o //j’dS* (5.116)
C
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unde S este suprafata care se spijina pe conturul C'.

Rezulta:
2mr B = pgjmr?
de unde:
B= “02‘" (5.117)

b) Pentru calculul campului magnetic in exteriorul cilindrului se aplica
legea lui Ampeére pe un contur circular cu centrul pe axa cilindrului cu
raza r > R.

Se obtine:

21rB = pgjn R

de unde:

_ poR?j
2r

B

(5.118)

PROBLEMA 5.30 Intr-o regiune din spatiu exista un camp magnetic
uniform paralel cu axa Oz. Marimea lui variaza in timp astfel:

B = Bysinwt (5.119)
Sa se determine campul electric in fiecare punct.

SOLUTIE
Pentru a calcula campul electric vom alege un contur circular de raza

r intr-un plan perpendicular pe axa Oz. Se aplica legea inductiei elec-
tromagnetice:

fﬁdf: —— (5.120)

unde ¢ este fluxul magnetic prin suprafata S = mr? Dar:

]{Edf: 2nrE
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® = BS = mr?By sinwt

Atunci relatia 5.120 devine:

21 E = —7r® Bow cos wt (5.121)

De aici rezulta valoarea campului electric:

1
FE = —§7°Bow cos wt

PROBLEMA 5.31 Un condensator plan cu placile circulare de raza R
paralele este conectat la un generator de curent alternativ astfel incat pe
placi sarcina care se acumuleaza variaza in timp dupa legea:

q = qosinwt

Liniile campului electric sunt cercuri concentrice avand ca axa de
simetrie axa cilindrului. Se cere campul electric in punctele situate la
distanta r de axa condensatorului cand

a)r <R

b) r>R

SOLUTIE

Se considera un contur circular cu centrul pe axa cilindrului intr-un
plan paralel cu placile condensatorului. Aplicand legea lui Ampere se

obtine:
Lo E -

a) Daca r < R rezulta:

1 dE
B=- — 12
2#0507” dt (5 3)
Deoarece
E ¢ _ D sin wt

:50_14_8014
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unde A = 7R? este aria armaturilor condensatorului, atunci:

dE
o q—ilw coswt (5.124)
€0
Atunci relatia 5.123 devine:
HowWT'qo
=5 2 08 wt (5.125)
a) Daca r > R din relatia 5.122 se obtine:
M0€0R2 dFE
B = — 5.126
2r dt ( )
Astfel tinand cont de relatia 5.124 rezulta:
t
B = Hodow oS Wi (5'127)

2rr



