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Capitolul 4
FIZICA STATISTICA

PROBLEMA 4.1 Sa se determine constanta ”C'” din distributia
lui Maxwell a moleculelor dupa viteze gi sa se scrie explicit aceasta
distributie.

SOLUTIE

Constanta ”"C'” poate fi determinata din conditia ca integrala din dn
(vs,vy,0, ), De toate vitezele posibile, sa ne dea numarul total de molecule
n din unitatea de volum. Legea de distributie Maxwell a moleculelor dupa
viteze este

dn(vg, vy, v,) = nC’e*m(“gﬂff”g)/ZkBTdvmdvydvz (4.1)
sau

dn (vg, vy, V) = nf (vg, vy, v,) dvgdoydo, (4.2)

unde f (v, vy,v,) este functia de distributie dupa viteze.
Avem astfel:

nc«/// m vz +v +U /ZkBTd/de/UydUz —n

C / e~ kT | — (4.3)

o0

sau
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Tinand cont de integrala Poisson,

/ p—ost _ |7
o
—0oQ
rezulta:
[oe)
/emvz/QkBT _ QW]CBT
V. m
—Oo

Relatia 4.3 devine:

si

170

PROBLEMA 4.2  Sase gaseasca functia de distributie a moleculelor

dupa viteza absoluta.

SOLUTIE

In acest scop se scrie expresia functiei de distributie Maxwell in co-

ordonate sferice:

v, = vsinf cos @
vy = vsinfsing
v, = vcosh

unde

v € [0,+00)
6 € [0,7]
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¢ €10, 27]

Atunci:
dvgydv,dv, = v sin dOdpdv

Rezulta:

mU2
f (Vg vy,0,) = Ce” 25T v* sin fdvdfdy

m1)2
= Ce 5T v*sin Odvdfdy = f (v,0, @) dvdfdyp

Din relatia de mai sus se obtine forma functiei de distributie in coor-
donate sferice:

2

f(v,0,¢0) = Cle” 25T 2 sin 0

Atunci:

I
\

/f v,0,0)v*ddp = Ce™ 2’“BT //sin@d@dgp
0

de unde rezulta functia de distributie dupa viteza absoluta.
2

f(v) = Cdrv’e 5T (4.5)

PROBLEMA 4.3 Sa se determine constanta "C'” din legea de
distributie a moleculelor dupa viteza absoluta si sa se scrie in mod explicit
aceasta.

SOLUTIE

Metoda I.
O varianta a functiei lui Maxwell de distributie a moleculelor dupa
modulul vitezelor este:

dn(v) = nCe ™" /28T 42 dy (4.6)

Constanta ”C” se obtine integrand dn(v) pe toate vitezele posibile
(modulul vitezelor poate fi cuprins intre 0 si 00) si egaland cu numarul
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total de molecule "n” din unitatea de volum. dn(v) reprezinta numarul
de molecule din unitatea de volum care au viteza cuprinsa in intervalul

(v, v+dv).
Pentru determinarea constantei C' se pune conditia de normare:

/ dn(v) =n
0
Atunci:
47m0/ e 2k T 200 —
0
sau
o0
47rC/ e~ 2RBT 20y = (4.7)
0
Cunoscand ca:

1
/6_a$2dZL‘ -/t
2V a

0
Prin derivarea sub semnul integralei in raport cu parametrul «, se
obtine

/x2€—ax2dx _ iﬂl/za—:a/z

0

Introducand
m
o =
2kgT
si folosind relatia 4.7 se obtine:
m 3/2
- 4.

Metoda a II-a.
Conform conditiei de normare
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/f(v)dv =1 (4.9)
0
unde f(v) este data de relatia 4.5
oo mvz
/C47w262’“BTdU =1
0

Avem astfel

Prin urmare

m 3/2
C =
(27T]€BT>

Forma functie de distributie dupa modulul vitezelor este:

m 3 mo?
10 () e 8 410
v

PROBLEMA 4.4 Sa se gaseasca viteza cea mai probabila in cazul
distributiei lui Maxwell a moleculelor dupa viteza absoluta.

SOLUTIE

Viteza cea mai probabila corespunde maximului functiei de distributie
f(v) data de relatia 4.10:

m 3/2 mv?
fv)=4n (QWkBT) v?e” 2BT (4.11)

Conditia

— =0
dv
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implica
m 3/2 ) 275”2 ) mu2 0 (4.12)
vie BT | Qv — = .
"\ 2nkpT ksl
Se obtine:
2kgT
up=1/"" (4.13)
Dar
ks _ R
mop

unde R este constanta universala a gazelor si p este masa molara a gazu-
lui.
Atunci relatia 4.13 devine:

[2RT

Observatie. Maximul functiei de distributie fi.. = f (v =v,) are va-
loarea

4 m 4 1

fmaz = e/ \ 2kgT T e Uy

PROBLEMA 4.5 Sa se gaseasca viteza medie 1n cazul distributiei
Maxwell a moleculelor dupa viteza absoluta.

SOLUTIE

Conform definitiei valorii medii:

Ez/vf(v)dv (4.15)

unde f(v) este data de relatia 4.11. Atunci relatia 4.15 devine:
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m 3/2 T 2
v=4 Semm2EET 4.16
! ”(%kﬂ) /U ‘ ! (4.16)
0
Folosind un rezultat cunoscut
—az? 2r+1 _ T!
/e M dr = ST (4.17)

0

integrala din 4.16, pentru r = 1, &« = m/2kgT si © = v are valoarea:

r : 1 (25T
/U3e—mv /2kBTd’U:§( B > (418)

m

Se tine cont de relatia 4.18 si atunci relatia 4.16 devine:

3/2 2 1/2
m 2]€BT QICBT
=2 (2%k3T> < m > ( ™ ) (4.19)
adica:
=1/ 8ksT (4.20)
™
Cum
m_ K
E R

relatia 4.20 se mai scrie astfel:

= —— (4.21)

PROBLEMA 4.6 Sa se gaseasca viteza patratica medie in cazul
distributiei lui Maxwell a moleculelor dupa viteza absoluta.
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SOLUTIE

Conform definitiei valorii medii:

V2 = /v2f(v)dv (4.22)
0
unde f(v) este data de relatia 4.11

3 o
v? = 4n o ) /?}46_27:113)2(11) (4.23)
27T]€BT

Se cunoaste valoarea integralelor de tipul:

o0

B o —an? . (2r—=1)N s
I, —/x e dr = S T (4.24)

0

iar integrala din 4.24, pentru x = v, r = 2 si @« = m/2kgT, va avea
valoarea:

T 3 /m
4 —mv2/2kBTd N 4.25
/U (& v 8 ad ( )
0
Se obtine astfel:
3
7 m ) e () BT 42
v (27T]€BT) 7 kT - (4.26)
—  3kpT
02— 2B (4.27)
m
sau
—  3RT
L

Observatie. Uneori se foloseste denumirea de viteza termica

[~ | 3kpT [3RT
= 2 pu— =
T ! m W
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Discutie. Dispunem acum de rezultatele care stabilesc o relatie de
ordonare intre cele trei marimi determinate vy, v, vp. Avem v, < v < vr.

PROBLEMA 4.7 Sa se stabileasca o varianta a legii lui Maxwell,
unde distributia se exprima tinand cont de viteza redusa, u = v/v,.

SOLUTIE

Se pleaca de la distributia

3/2
dn(v) =n (QWZBT> e~ 2R T g2 dy (4.29)

Se efectueaza schimbarea de variabila:

u=— (4.30)

2kgT
v, = -

Dupa calcule simple, se obtine:

unde

dn (u) = nTeuzuzdu (4.31)

Observatie. Asa cum

avem §i

dn (u) = nf (u) du.

Utilitatea folosirii unei astfel de functii consta in faptul ca f (u) este
o functie universala, independenta de m si 7.

PROBLEMA 4.8 Sa se gaseasca numarul de molecule din unitatea
de volum care au vitezele reduse cuprinse in intervalul [uy, us].
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SOLUTIE

Numarul de molecule se obtine prin integrarea lui dn (u) intre limitele
date

u2

ug
4
n(uy,uy) = /dn (u) = nﬁ/eﬂﬂlﬁdu (4.32)

Se introduce functia:

Fu) = / £(#)dt = % / Pt (4.33)

si rezulta:

n(uy,ug) = n[F (uy) — F (us)] (4.34)

Dupa cum se observa, nF' (u) reprezinta numarul moleculelor din uni-
tatea de volum care au viteza redusa mai mare decat u. Pentru u > 1
(practic pentru u > 3) se poate folosi o formula aproximativa:

F (u) ~ 1,128ue™"

PROBLEMA 4.9 Sa se gaseasca valoarea medie a puterii a n-a a
valorii absolute a vitezei, in cazul distributiei maxwelliene.

SOLUTIE

Prin definitie avem

m 3/2 Vi 2
Ut = 47 <27rk:BT) /e_m” [2RBTyn+2 gy, (4.35)
0

Folosind rezultatele matematice cunoscute:

v = % (Qibe)W r (” ; 3) (4.36)
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Se deosebesc doua cazuri:
i) n = 2r, adica n este numar par si relatia 4.36 devine:

kgT

V2 =< 0”7 >=
m

)T (2r + 1) (4.37)

ii) n = 2r 4+ 1, adica n este numar impar si relatia 4.36 devine:

2r+1

N 2 (2kgT\ 2
pros e S ﬁ ( :L ) (r+1)! (4.38)

PROBLEMA 4.10 Sa se gaseasca media patratului abaterii vitezei

absolute de la valoarea ei medie (Av)’ = (v—71)" , adici abaterea
patratica medie a vitezei absolute, in cazul distributiei maxwelliene.

SOLUTIE

Se folosesc proprietatile mediei si se calculeaza abaterea patratica
medie a vitezei absolute:

(Av)* = (02) + (0)" = 200 = (v?) - ()’
In cazul distributiei Maxwell, s-a obtinut anterior:

—  3kgT

v? =

Atunci:

PROBLEMA 4.11 Sa se calculeze abaterea patratica medie a e-

nergiei cinetice de translatie a moleculelor unui gaz ideal (Ae)® = (e — )7,
in cazul distributiei maxwelliene.
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SOLUTIE

Se folosesc proprietatile mediei si se calculeaza abaterea patratica
medie a energiei cinetice:

(Ae)* = (e —8)" = () - (8)"
Tinem cont de rezultatele obtinute in problema 4.10. Atunci:
— 1 — 1 —\ 2
(Ae)? = Zmz (114) - ZmQ (112) :
Se au in vedere rezultatele unor probleme anterioare si se obtine:

9 3

15

(8e)? = 2 (knT)* | (knT)? = 2 (knT)?
adica
(8e) = 2 (ksT)’

PROBLEMA 4.12 Aratati ca pentru o distributie Maxwell, a mole-
culelor dupa viteze, este valabil rezultatul general:

va|™ = vy | = v.|"™
SOLUTIE
Conform definitiei valorilor medii

= [ [ 10l F @) dudugde,

—00 —00 —OQ

unde ¢ = x,y, 2
Datorita izotropiei, nici o directie nu e privilegiata. Valoarea inte-
gralei nu se schimba daca se face o schimbare de variabila:
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:/ / /|vx|”F(U)dvxdvyde:

-0 —00 —OQ

m’u 'U)
/ / /|vx|" 2’€BT dvdvydv, =

-0 —00 —00

o0 o0 m(v;«‘ﬂu%)
T opT ~mpT —
() ] ] (e )
5 va i mv2
<2 ? T) /|vx|”e 2’“BTdv /e_%Bdevy /e_%BTdvz
TTRB

Cum ultimele doua ecuatii sunt integrale Poisson se obtine:

3/2 S 2
2rkgT _mvg
oel” = (Qﬂ'ZLBT) 7TmB / [va]"e BT duy (4.39)
In mod analog:
3/2 o2 2
n m 2nkgT 0y
lvy|" = (27TkBT) p- /| "e 2’“BTOZU (4.40)
si
3/2 0 2
2kgT _muz
vl = (%Z;T) me / [0=["e” BT dv, (4.41)
Rezulta:
|ve|™ = |vy|™ = Jo: | (4.42)

PROBLEMA 4.13 Stabiliti legdtura dintre |v,|" si |v|?, unde n este
un intreg.
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SOLUTIE

Se determina forma functiei de distributie a lui Maxwell dupa viteze in
coordonate sferice. Pentru aceasta se tine cont de definitia coordonatelor
sferice si de forma functiei de distributie a lui Maxwell.

Atunci:

2

3
m 2 me?
) e %57 dvydv,dv, =

2rkpT

f(vmavyav2) = (

3
m 2
B (%kﬂ)

e 25T 2 sin Odvdfdp = f (v,0, @) dvdfdp

de unde:
3
m 2 _ mv?
f(v,0,p)= (2 ’ T) e 25T y%sin 6 (4.43)
TRB
In coordonate sferice
v, = vcost (4.44)

Se calculeaza media |v,|", atat pentru n par (n = 2r) cat si pentru n
impar (n = 2r + 1).

27 T 0o 3

_ 5 TYL'UQ

V2 = /ng/ cos? f sin 9d0/ v?r (QWZBT) e BT p*dy (4.45)
0 0 0

Pentru efectuarea calculului se foloseste functia de distributie dupa
viteza absoluta.

3
2 mu2
f(v) =4dm (2 T;T) e 5T y?
kB

Se obtine:

2 ™

v, |2 = %/dg@/(cos 0)>" sin&d&/vQ’"f (v) dv (4.46)
o 0 0

T
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Deoarece:

2

/d(p:27r

0

si
A 21 g |7 9
/ cos? Osin df — — 2 -
2r+1 0 2r+1
0
relatia 4.46 devine:
17 1
27‘ — 2r o 2r 44
o = [ () = 5 (1.47)

o

In mod analog se obtine:

|21 = —/dap/ (cos6)? SmGdQ/ v (v) do =

w/2 T
1
=3 / (cos 0)*" T sin 0do — / (cos 0)*" ™ sin Od6
0 /2
- 1 o
= ] 4.48
cur # —1
Atunci:
1
2" = " _17
L e CR
Dar cum |v,|"=|vy|"=|v.|", avem deci |v,|"= - —v" n# —1.
Cazuri particulare:
1) n=1

v

N | —

02| = [oy] = [v2] =
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2) n=2
3 02 2 — 2
v =Uy =i = v

PROBLEMA 4.14 Un gaz, compus din molecule de mase m, este
in repaus si in echilibru termic la temperatura absoluta 7. Sa se gaseasca

urmatoarele valori medii:
a) T, V2, V2v,, v2vy

b) (v, + bu,)?, unde b este o constant.
SOLUTIE

a) Prin definitie

(o ol S lNe o]

= / / / o) dvgdvydo, (4.49)

—00 —00 —0O0

533

cu
2

unde ,

m 2
N (Qk‘Bﬂ'T)

+v)

/ / /v e 2’“BT 2’“BT dvgdv,dv, =

—00 —00 —O0

m (UZ-H)E)

C’// /v e_;’:;szvx e T dvydv, = 0,

—00 —0O0

deoarece

[e.e]

mv2
Vg€ 2’WBTclv =0

— 00
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(Integrala unei functii impare care se efectueaza pe un interval simetric
fata de origine este nula.)
Atunci:

Uy =0 (4.50)

oo o0 X0

. 3/2 (v2+02+02)
v2 = (2 ’ T) / / /U e BT dvydvydv, =
TTRB

—00 —00 —0O0

(o CIENNe o]

m 3/2 mv2 mv2 o2
(27Tk:BT> / / /v e 2*8Tdy, | e 2’“BTe 5T dy ydv, =

_(m 2rkpT 1 = 2T\ >?
2wkpT m 2 m

Astfel ca:
v ="= (4.51)

Rezulta:

02) Vg = V3 + V20, + V20, =

v2v, + viv, = 0,

oo o0 oo

- mv?c m(v§+ug)

v:%:C'/ / /vie *Te 25T du,dvu,dv, = 0,
o0 oo o

3 mv2
vse QkBTdv =0

— 00

deoarece

intrucat

este functie impara integrata pe un interval simetric. In mod similar
rezulta ca:
v2v, = 0
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viu, =0

deoarece

o0 [e9] oo 2

muv. 2
Y
vgvx <2 7 T) / / /v Vg€ 2’“BTe 2kpT e 2’W%Talvzalvyclvz—
TRB

—00 —00 —00

o0 o oo
m 3/2 m'u2 5 — mvg m’u2
= Vgl 2kBTdU v,“e *8Tdv, | e 2kBTdU =0
27kaBT
— 00 o oo
Analog,
oo oo oo
m 3/2 mvg m'u% mvg
29, = vee BT du, | vie *BTdu, | e *BTdv, =0
/U - X z
VY 27TkBT Yy Yy x
—Oo0 — OO [oe)

b) Se aplica rezultatele de mai sus si se obtine:

(vp + bvy)* = (02 + 20,0, + b?02) =

— — _ ksT k T
= 02 + 2bU,T, + bP02 = + e
m m
kT
= 2 (14 %),
m

PROBLEMA 4.15 In cadrul fizicii statistice clasice si se gaseasca
distributia de probabilitate a vitezelor unghiulare de rotatie si distributia
de probabilitate pentru componentele momentului de rotatie ale unei
molecule.

SOLUTIE

Distributia probabilitatilor pentru miscarea de rotatie a fiecarei mole-
cule se poate scrie separat. Energia cinetica de rotatie a unei molecule,
considerata un solid rigid, este
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1 /M2 M2 M2
(L + L+ L23) == (L + 2+ 2 (4.52)
o\, L I

N —

Erot =

unde Iy, Is, I3 sunt momentele principale de inertie, Q;, 9, 3 sunt
proiectiile vitezei unghiulare pe axele principale de inertie, iar M; = 1€}y,
My = 1,8, M3 = I5Q23 sunt componentele momentului de rotatie, care
joaca (in mecanica analitica) rolul impulsurilor generalizate pentru viteze-
le generalizate €2y, {29, Q3.

Distributia de probabilitate pentru componentele momentului este

1 M?2 M2 M?
dwy = Chexp [— < L 2 3

L2 D) dMydMydMs. (4.
2kpT ]1+12+13)] 1dMod M. (453)

functia de distributie fiind:

1 M2 M2 M2
My, My, M) = — 2,08 4.54
f (M, My, Ms) Olexp[ kT ( A + L + I )] (4.54)

Se face inlocuirea M; = I;€2;, i=1,2,3, si se obtine distributia de pro-
babilitate pentru vitezele unghiulare

de = Cg exXp |:— (IlQ% + [29% + IgQ%):| dQldQngg (455)

1
2kgT

Atunci functia de distributie este:

1
f(Q1,92,83) = Coexp [— kT (L0 + 1,95 + [395)] (4.56)

PROBLEMA 4.16 Sa se gaseasca constantele de normare C' si Cy
din formula de definitie a distributiei de probabilitate normata la unitate
pentru componentele momentului, respectiv a distributiei de probabili-
tate normata la unitate pentru vitezele unghiulare.
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SOLUTIE

Conditiile de normare impun:

(o oo ClNe o

2kBT T, +AI47222+1\I%§> —
C’le dMldMQdMg =1 (457)

—00 —00 —0O0

oo o0 0

/ / / Cye~ 7 (MOTHROHE08) 10 10y g0, — 1 (4.58)

—00 —00 —0O0

unde s-a tinut cont de formele functiilor de distributie dupa componentele
momentului de rotatie (relatia 4.55) si dupa vitezele unghiulare (relatia

4.56).
Astfel:
1
f f f G dMdMsdMs
1
¢y = M2 M2 M2
o0 i o0 2 o0 3
(f 6_2kBT11dM1) <f e_szTI2dM2) (f e_QkBTI3dM3)
) ) ) (4.59)
Deoarece
[ 2
/ e *sTlidM,; = (2rkpTI;) 2 o= 1,2,3
Valoarea constantei este:
Cy = 2rkpT) ™2 (1, 1,15)~? (4.60)

Analog,
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1
02: 0o 00 00 1,92 1592 I3Q§ -
f f f 672kBT€72kBT672kBTdQldQZdQB
1
T e _nof o 1] o 1307 B
<f e 2kBTd91) (f e 2kBTdQQ) (f e 2kBTdQs>
B 1
(27rkBT>1/2 (27rkBT>1/2 (27rkBT>1/2
I T Ts
Co = (2mkpT)™** (1, 1,15)"* (4.61)
deoarece
1,92 1/2
/e St ), — (27TI;BT)

In concluzie constantele de normare au valorile
Cy = (2mkpT) ™ (1,1,15)
si

02 = (27T]€BT)_3/2 ([1]2[3)1/2.

PROBLEMA 4.17 Folosind distributia de probabilitate normata
pentru componentele momentului de rotatie, sa se gaseasca media patra-
tului valorii absolute a momentului de rotatie a moleculei.

SOLUTIE

Distributia de probabilitate normata, pentru componentele momen-
tului de rotatie, este

dwyy = 2rkpT) ™ * (I, 1,15) ™2 [exp (—A)| dMydMyd My (4.62)
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unde

1M ME M2
= e A
2T \ I, L | I

Media patratului valorii absolute a momentului de rotatie este prin definitie:

M? = / M?dwy, (4.63)

unde D este domeniul de definitie.
Atunci: L
M? = (2rkpT) ™ (I, I, 15)™""* x

0o 00 © _1<2+2+M§)
x/ / /(M12+M§+M§)e RN dMydMod My =

—00 —00 —00

0o 00 00
3
Z:

= (2rkpT) ™ (L L I3) ™2y / / / M; exp (A) dM;dMsdMs

1

—00 —00 —O0

Sa rezolvam una din integralele din suma, pentru ¢ =1:

(o ol OB o]

M1+A422+1\{32>
///M T dMydMydMs =

—00 —00 —O0

= 1 M3 7 M2 7 MZ
/Mfe T T d M, /e 2kBT L M, /6 2k:BT I My | =
/2 3/2 1/2 1/2
= T (2kBT[1) (27T]€BT[2) (27T]€BT13) =

= (2rkpT)** (L I, I;)"? IkgT.
Rezulta:

3
M2 = (2rkpT) 2 (1) "2y [(27r1<;BT)3/ 2 ([ Iy14)"2 Iik:BT]

=1
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3
M2 =kpT» I =kpT (I + I + Iy)
i=1
Rezultatul cautat este

<]\42 >:W:kBT(Il+IQ+13) (464)

PROBLEMA 4.18 Folosind distributia de probabilitate normata
pentru vitezele unghiulare de rotatie, sa se gaseasca media patratului
valorii absolute a vitezei unghiulare de rotatie a moleculei.

SOLUTIE

Distributia de probabilitate normata pentru vitezele unghiulare de
rotatie, este

dwg = (2kpT) ™ (I I 15)"? AdQ,dd Qs
unde

1
A=exp {_W (L9} + LO5 + 1393,)}

Media patratului valorii absolute a vitezei unghiulare prin definitie, este
data de

OF = 2k T) 2 (I I, I) /2 / / / (2 1 Q2 + 02) AdD1dQud 2,

(e olNe oo o)

3
Q2 = (2nkpT) ™ (1 1,15)'* ) / / / Q2 AdQ, dQdSs

i=1
—00 —00 —00

3
_ B ik
02 = (2nkpT) " (LI 15)? j{(m;BT)?’/2 (I, 1, 1) 1/2%
i=1 v
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Figura 4.1: Incinta paralelipipedica

Calculele se efectueaza in mod similar cu cele din problema prece-
denta.
Rezultatul cerut este

1 1 1
<P >=02 =kgT — ).
5 (11 12+13>

PROBLEMA 4.19 Intr-o cutie paralelipipedica se afla un gaz la
temperatura 7. Considerand ca moleculele gazului avand fiecare masa
m se supun legii de distributie a lui Maxwell, sa se determine viteza
medie a moleculelor ce parasesc incinta printr-un orificiu mic, practicat
in unul din colturi.

SOLUTIE

Fie un sistem de axe xOyz cu axele paralele cu muchiile cutiei (Fig.
4.1). Se considera orificiul in coltul unei muchii perpendiculara pe axa
Oy. Atunci viteza ceruta este v,,.

Prin definitie

3/2 0o 0o oo 20, +vz)

m_ 2kgT

U, = (27‘(‘](73T> / / / B dvdvydv, (4.65)
—oc0 0 —o0
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Dupa cum se observa s-a considerat v, € (0,00), deoarece prin acel
orificiu vor iegi numai moleculele cu viteza paralela cu axa Oy, dar ori-
entate in sensul pozitiv al axei (acolo unde este practicat orificiul).

Prin urmare

o] o] o)
3/2 mv2 mvz m112
o m T2k %‘d T2k de T2k sz
Vy = e B Ve Vy€ B v e B UV,
Y 27Tk’BT Y Y
— 00 0 00

2
— m 3/2 27T]{?BT kﬁBT - kJBT
Yy = 2rkgT V. m m  V2mm’

Rezulta ca viteza medie a moleculelor ce parasesc incinta este
[ kT
T,o= ] —=— 4.66
Yy 2rm ( )

PROBLEMA 4.20 Aplicand distributia Maxwell sa se determine
probabilitatea ca directia vitezei sa fie cuprinsa intr-un unghi solid dat.

SOLUTIE

Se foloseste functia de distributie a lui Maxwell dupa viteze scrisa in
coordonate sferice (relatia 4.43). Cum

dQ) = sin® 0dfdp (4.67)
distributia de probabilitate devine:
m 2
dP = (27T]€BT> e BT v?dvds) (4.68)

Pentru a se obtine distributia dupa unghiul solid se integreaza dupa
modulul vitezei:

(e 9]

3/2 2
dP (Q) = (%ZBT) / ¢ FaTp2dy | dQ) (4.69)

0
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Pentru a calcula integrala se porneste de la identitatea:
oo

2 1 m
faxd —— -
/6 X 2\/;

0
care se deriveaza in functie de parametrul a. Se obtine:

2g-argy = VT 1
/w e dr = P
0
Se deriveaza inca o data si se obtine:
I 3
/w46_”2dm = —\/f
8 a2
0
Astfel se poate determina:
i 1 1
/x2ne—axdx = —g (2n — 1)”@ (470)

0

In cazul dat a = m/2kgT i n =1 astfel ca:

oo 3
w2 2UpT *
/e 25Ty dy = VT ( b ) (4.71)

4 m

0
Atunci relatia 4.69 devine:

P = ( m > \/TTT (%BT) 40 = 240 (4.72)

2wkgT m 4

PROBLEMA 4.21 In apa se afla o suspensie de particule foarte
fine de densitate p > py, po fiind densitatea apei. In doud straturi
paralele aflate la distanta h se masoara concentratia particulelor si se
gaseste ca raportul acestora este nj/ny. Sa se determine numarul lui
Avogadro. (Se va tine seama ca dimensiunile particulelor sunt de ordinul
micrometrilor iar h de ordinul sutelor de micrometri).
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SOLUTIE

Particulele aflate in suspensie se comporta ca un gaz ideal a carui
distributie este de tip Boltzmann.
n = noe_Ep/kBT

iar energia potentiala este:

E, = myhg (1 — ﬁ)
Po

S-a tinut cont ca asupra particulelor actioneaza forta arhimedica. La
distantele h; , respectiv hy numarul de molecule este:

. moghy 14
Ny = Ngexp | — kT 1—%

N9y = N €Xx _moghg 1—£
2 0 €XP kT %
iar raportul lor este:
ny mog Po
— = —— (hg — h 1—=
N2 b L‘CBT( ? 2 ( p )]

Se logaritmeaza expresia de mai sus si observand ca 1/kp = N4/R se
obtine:

ny  Namgg
In— =

Po

RT Inny/ney
mog (hg — hl) (1 — %)

Atunci:

Ny =

PROBLEMA 4.22 Un gaz ideal se gasegte intr-un cilindru vertical
de 1naltime hg si raza ry care se roteste in jurul axei sale verticale in
campul gravitational terestru cu viteza unghiulara constanta w. Sa se
calculeze distributia moleculelor dupa coordonate.
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SOLUTIE

Distributia moleculelor este de tip Boltzmann

Ep
kgT

dN (1) = C'exp (— ) dxdydz

Se alege un sistem de coordonate cilindrice cu axa Oz verticala de-a
lungul cilindrului. Atunci:

T =TCosp
y=rsingp
Dar:
dxdydz = rdrdpdz
Atunci: 5
dN (r,p,2) = Cexp | ——= | rdrdpdz (4.73)
kgT

Energia potentiala este datorata energiei gravitationale (E,;) si e-
nergiei potentiale in campul fortei centrifuge (E,2). Energia potentiala
se scrie astfel:

E, = Ep + By (4.74)

unde:
E,1 = mgh (4.75)

Pentru determinarea energiei potentiale datorate fortei centrifuge se
porneste de la relatia:

dEy, = —dL = —Fdr = —mw*rdr

Prin integrare:

Ep=— 5 + const (4.76)
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In 4.76 constanta se poate presupune nula. Tinand cont de 4.75 si
4.76 relatia 4.74 devine:

2,.2
E, =mgz — mu; r (4.77)
atunci:
_ 2,.2 2
dN (r,p,z) = exp { e +k(n;w )/ ]rdrdgpdz (4.78)
B

Constanta C' se determina din conditia de normare. Se pune conditia
ca in interiorul vasului de volum V numarul de molecule sa fie V.

o mw?r? ho mgz 2m
N = C/ {exp ( )] Tdr/ {exp (——)} dz/ dy
0 2kpT 0 kgT 0

(4.79)
Integralele au urmatoarele valori:
ro mw?r? kT mw?r?
dr = 0) -1 4.
[ ew (G e = oo (i) 1) a0
2m
/ dp =27 (4.81)
0
ho
mgz k:BT[ ( mghoﬂ
exp| ——=)dz=——|1—exp| — 4.82
/o p( kBT> mg P\ kT (4.82)

Atunci:

-1
kT \* 27 mghy mw?rd
=N |— ) —|1- — -1
¢ { (mw > g [ o ( kel )] |70\ 2ksT
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PROBLEMA 4.23 In cazul problemei precedente sa se determine
distributia densitatii in interiorul cilindrului.

SOLUTIE

Consideram distributia particulelor obtinuta in problema precedenta

mw27’2
exp <_ng;LT 2 )] rdrdpdz (4.84)

dN (r,¢,2z) =C

Deoarece in situatia data simetria este cilindrica se poate integra dupa

exp <—mgz T )] rdrdz (4.85)

dN (r,p, z) =27C

kgT

Elementul de volum fiind 27rdrdz concentratia moleculelor din sistem
este:
mw2r2

—mgz + =5
kgT

AN (r,p,2)
n(r,2) = 2mrdrdz

= Cexp [ (4.86)

Deoarece densitatea este proportionala cu concentratia particulelor
(densitatea este produsul dintre masa unei molecule i concentratia de
molecule) se obtine:

mw27“2

mgz —

plr.2) = Cexp | “5—

PROBLEMA 4.24 Sa se determine traiectoria punctului reprezen-
tativ in spatiul fazelor in cazul unui oscilator armonic liniar.

SOLUTIE

Coordonatele canonice sunt coordonata ¢ corespunzatoare axei de
oscilatii gi impulsul p. Legatura dintre acestea este data de legea con-
servarii energiei

E.+E,=E, (4.87)
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unde ,
p

"= om

este energia cinetica a particulei ce oscileaza iar

este energia potentiala a oscilatorului de masa m si pulsatie w. FEj este
energia totala (care ramane constanta in timp). Rezulta:

2 2 2
P g mw

=1 4.88
2mEy + 2FE, ( )

Traiectoria in spatiul fazelor este o elipsa cu semiaxele

a=+/2mkEy
si
2F
b= .
mw

PROBLEMA 4.25 Sa se studieze cu ajutorul distributiei micro-
canonice un sistem format din /N particule libere (gaz monoatomic) conti-
nute in volumul V.

SOLUTIE

Gazul ideal monoatomic se caracterizeaza prin aceea ca particulele
sunt punctiforme si nu interactioneaza intre ele.

Fiecare particula are cate trei grade de libertate. Astfel intreg sis-
temul poseda 3N grade de libertate. Se aleg ca variabile canonice ansam-
blul format din coordonatele carteziene ale particulelor precum si proiecti-
ile impulsului fiecarei particule dupa axele de coordonate.

Se noteaza cu (¢;,p;) , i = 1,2,....,3N , ansamblul variabilelor cano-
nice si se aleg:

q3i—2 = Ti (q3i-1 = Yi Q3 = 2 (4-89)
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coordonatele carteziene ale particulei 7. Analog pentru impulsul parti-
culei ¢ avem:

Py o =py Py = DPyi Py = p.; (4-90)

Deoarece particulele nu interactioneaza intre ele, energia sistemului,
care 1n acest caz este data doar de natura cinetica, are expresia:

N 3N
Z pgzmi + pzi + pgz’ _ PZ'Q

, 2m — 2m
=1 =1

Wy = Hy =

(4.91)

Volumul din spatiul fazelor cuprins in interiorul suprafetei de energie
constanta H = W, este:

H<W

Tinand cont ca fiecare particula se migca doar in volumul V expresia
de mai sus se scrie ca:

Qo = /dCI1dQ2dQ3-~/dCJ3N2dQ3N1dQ3N X
\74

(», / (AP, dPydPy) ... (dPsx—2dPyy—1dPsy)
<Wpy

/dQSi—QdQSi—lin’,i = /diﬁz‘dyidzi =V
Vv Vv

i=1.,2,..,N

Atunci:

Qy=V¥ / / (dPydPydPs) ... (APsy_odPsy_1dPsy) (4.93)
H<Wjy

Conditia ca H < W) se scrie:
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3N
> (PP < 2mWWy (4.94)
i=1

Atunci integrala de mai sus reprezinta practic volumul unei sfere si-
tuate intr-un spatiu 3N - dimensional de raza /2mWWj.

Nu se va calcula cu exactitate acest volum, ci se va face o evaluare.
Daca in spatiul tridimensional volumul sferei este proportional cu R?,
prin generalizare, se presupune ca si in spatiul 3/N- dimensional volumul
sferei va fi proportional cu R3*" . Atunci:

Qp = CVY (2mWy) 7 (4.95)

unde C' este un factor de proportionalitate. Astfel:

89 3N 3N 3N _ 1
a—WO = C=5-(2m) VW, 2 (4.96)
=Vvo

Atunci entropia sistemului va fi:

. 890 - N %—1 3N %
S=kgln [(W)W:WO] =kpln lCV W, 5 (2m) } (4.97)

sau:

N N
S=kgNInV + kg <37 - 1) InWy + kgln {37 (2m)3§] +kglnC

(4.98)
Numarul de particule fiind foarte mare se poate considera ca:
3N 3N
— -1 — 4.99
5 5 (4.99)

Tinand cont ca W, este energia interna a sistemului, pentru a folosi
notatii consacrate vom nota Wy cu U. Atunci

3N 3N sy
S =kpNInV + =~kplnU + kpln =~ (2m) 2 fconst  (4.100)

Cum numarul de particule din sistem este constant se obtine

o5 _1
ou T
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0S  3kgN1 1

e = = 4.101
ou 2 U T ( )
sau
3
U= §kBNT (4.102)
Aceasta reprezinta ecuatia calorica de stare a gazului ideal. Deoarece
as p
ov. T

se deriveaza relatia 4.100 si rezulta:

p_ 05 _keN
T oV V
pV:Nk:BT

Aceasta reprezinta ecuatia termica de stare a gazului ideal.
Se poate calcula si capacitatea calorica la volum constant. Rezulta:

o= () “iw,
1%

PROBLEMA 4.26 Sa se studieze cu ajutorul distributiei cano-
nice un sistem format din N particule continute in volumul V' care nu
interactioneaza intre ele (gaz monoatomic ideal)

SOLUTIE

Se aleg ca variabile canonice coordonatele carteziene ale particulelor
precum si componentele impulsului fiecarei particule.

q3i—2 = T4
q3i—1 = Yi
q3; = %

si
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Py 5 = pay
Py = Pyi
Ps; = pa;

Hamiltonianul sistemului este:

>
H= ! (4.103)
— 2m
Atunci functia de partitie este:
_ g: P
Z ://6 =1 2MkBTdqldQQ...dQ3NdP1dP2...dPgN (4104)
sau:
3N % p2
Z: H / G_Q"LkBTdPi H/dqgi_qu&_ldq& (4105)
i=1_" =17,

deoarece componentele impulsului fiecarei particule pot lua valori de la
—o0 la +00. Fiecare particula poate sa se miste doar in interiorul volu-
mului V. Atunci:

/dQBi—2dQ3i—1dQ3i =V (4.106)
v
3N % P2
Z=v"]] / e 75T P, (4.107)
i=1
Deoarece:
I 2
/e—§“$2dg;: il (4.108)
a

atunci:
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/ e_QmZiBpoi =/ 2mmkgT (4.109)
iar 4.107 devine:
3N
7 = VN (2rmkgT) > (4.110)

Se obtine energia libera:

F = —kpTnZ = —kpThn |[V™ (2mmikpT)*?]

N
F=—kgT [N InV + 37 In (27rkaT)} (4.111)

si de aici entropia, energia interna, capacitatea calorica specifica si pre-
siunea:

OF 3N 3Nkp
S = 9T = [N InV + 71H (27rmk;BT)] + 5 (4.112)
U=F+TS = SN’;BT
oU 3N
Cv= (8_T)V =gt
~ OF kTN
P="v = v

Se regaseste teoretic legea gazelor ideale pV = kg NT si proprietatea
specifica acestuia: energia interna depinde numai de 7.

PROBLEMA 4.27 Un sistem are un spectru de energie nedege-
nerat de forma

g =le unde [ =0,1,2,...,n—1 (4.113)

Sa se studieze proprietatile termodinamice ale unui astfel de sistem.
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SOLUTIE

Functia de partitie a sistemului este

n—1
1 — e P
7 = —Bel) = ———— 4.114
unde 5 = 1/kgT.
Energia libera a sistemului este:
1 — e P

F=—kgT'lhn ——— 4.115
B n 1 _ eiﬁg ( )

Energia interna se obtine tinand cont de faptul ca energia ¢, = le se
realizeaza cu probabilitatea

1

P(g)) = Ee—ﬂfl (4.116)
Atunci: )
1 «
U=~ lgo: el exp(—pel) (4.117)
Pentru a calcula suma de mai sus se va deriva relatia 4.114. Se obtine
n—1
ene P e PE(1 — e Pem)
_ Zal exp(—Qel) = QP R B (4.118)
1=0
Atunci 5 5
ne— En e— &€
U=- — 4.119
c {1—655” 1—6ﬂ8:| ( )

1 n
U_gleﬁs—l _655”—1} (4.120)

Capacitatea calorica la volum constant este:

Cv

2 2 fBen Be
oU € {_( n’e e } (4.121)

AT Bl | (12 (e 1)
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PROBLEMA 4.28 Sa se studieze cu ajutorul distributiei canonice
un sistem format din N oscilatori clasici independent;i.

SOLUTIE

Deoarece oscilatorii sunt independenti functia de partitie Z a sistemu-
lui Z depinde de functia de partitie Z; a unui singur oscilator astfel:

Z = (Z;)N (4.122)

Pentru a calcula pe Z; se considera hamiltonianul unui singur oscila-

tor:

1 1

H = —92 + —mw?z? 4.12
i= 5 el (1123)
Atunci o e
Z; = / / e Plampitame®at] g, g, (4.124)
unde 3 = 1/kgT.
_Bm, 2.2 _ B .2
Zi: /e 2 wmidxi/e 2mpidpi (4125)
or \Z (2rm\? 21 2rkpT
T ™m T wkp
<5mw2) ( B ) Bw w (4.126)
Rezulta: N
2rkgT
Z = (Z)N = ( B > (4.127)
w
Energia libera este:
2rkgT
F=—ksTInZ = —kyTNIn="2 (4.128)
w
iar entropia este:
or 2kgT
S=-2 —kpNIn % 4 kN (4.129)

oT
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Energia interna este:
U=F+TS = NkgT (4.130)

iar capacitatea calorica a sistemului este:
ou

C =5 =ksN (4.131)

PROBLEMA 4.29 Un sistem fizic este format din N oscilatori
armonici independenti si are un spectru de energie dat de expresia:

1
sn:(n+§>hw n=0,1,2... (4.132)

Sa se studieze proprietatile termodinamice ale acestui sistem.

SOLUTIE

Deoarece oscilatorii sunt independenti se calculeaza functia de partitie
pentru un singur oscilator.

Zy=Y e flnra)he (4.133)
n=0

unde § = 1/kgT. Se obtine:

00 —phe

_ —phe —Bnhw _ € 72
Zy=c¢ z_% e = (4.134)

Pentru intreg sistemul functia de partitie este:
_BNhw
e 2
Z = (Z))" = Ry (4.135)
iar energia libera:
_ BNhw
e

(1 — e=onm)N
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F=N {%M +kgTln (1 — eﬁhw)] (4.137)
Entropia este:
oF 1 Nhw
_ _ —Bhw —Bhw
S=N|—M (1 —e ™) (4.139)
T (efhw — 1)
iar energia interna:

U=F+TS=N|h e 4.140

Capacitatea calorica este:

ou efhw

—C, =—-— = Nkn(Bhw)?— 4.141
Cp O’u aT B(ﬁ M) (6ﬂhw o 1>2 ( )

PROBLEMA 4.30 Cand o particula cu spinul % este plasata in
campul magnetic B, nivelul energetic al acestuia se despica in doua nivele
uB si —uB, unde p este momentul magnetic al particulei respective.

Se presupune ca un astfel de sistem care consta din N particule este
mentinut intr-un camp magnetic B la temperatura T. Sa se gaseasca
energia interna, entropia si capacitatea calorica a sistemului.

SOLUTIE

Functia de partitie pentru o particula este:
BuB | ,—BuB pB
Zi=eM7 4 e P =2ch | — (4.142)
kgT

Deoarece spinii particulelor sunt independenti functia de partitie este
egala cu puterea a N-a a functiei de partitie pentru o singura particula.

Atunci
B N
Z =7V =9V [ch (I{Z—Tﬂ (4.143)
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Energia libera este:

B
F=—NkgTln |2¢h [ L2 (4.144)
kT

iar entropia sistemului este:

__[OFY\ _ uB _ WBN uB
= (20 = o (22)] 20 (22

Energia interna a sistemului este:

U—F+TS = —NuBth (12 (4.146)
kT

PROBLEMA 4.31 Sa se arate ca densitatea de polarizare P a unui
gaz constand din N molecule biatomice ce au un moment dipolar p, este

data de: N 5 T
p B
P=—|cth| — ) — — 4.147
4 {C (kBT> pE } P ( )

unde V' este volumul gazului, iar E este intensitatea campului electric.
Sa se demonstreze ca daca

pE < kgT (4.148)

constanta dielectrica a gazului este

(4.149)

SOLUTIE

Se presupune ca 1n aceasta situatie campul electric local ce actioneaza
asupra unei molecule este egal cu campul electric extern F, interactia
dintre molecule fiind presupusa neglijabila.

Datorita agitatiei termice E nu este paralel cu p'si formeaza intre ele
un unghi 6. Energia potentiala a unui dipol in camp electric este:

E, = —FEpcosf (4.150)
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In cazul distributiei canonice probabilitatea ca directia dipolului p'sa
fie in unghiul solid df? este:

Epcos 6

p(0)dQ = Ce RBT Q) = Ce Fot d) (4.151)

In expresia de mai sus C' este constanta de normare care se obtine
din conditia:

/ (0)d2 = 1 (4.152)

Atunci )
C= (4.153)

fexp [Epcos@] A0

Valoarea medie a proiectiei momentului electric dipolar in directia lui
E este data de:

pcost =p / p(8) cos 0dQ2 (4.154)

sau explicit:

p f dgpfcos@ exp [Epcose] sin Odo
pcosf = —2 (4.155)

2 ™

f dgpfexp [EPCOSQ] sin 6d0

Pentru a calcula integralele se face schimbarea de variabila
& =cosf (4.156)
d¢ = —sin 0dlOn (4.157)

si se obtine:

f € exp [Epf] de
pcost = p- - (4.158)
f exp [Eps] dé

Se noteaza cu a = Ep/kpT i se observa ca:

1

1 @ _e  gh
_/easdgz_e . ¢’ _sha (4.159)

2 a a
21



CAPITOLUL 4. FIZICA STATISTICA 211

Se deriveaza 4.159 in raport cu parametrul a

1 1d
S gettde = =2 | [ e 4.1
2/56(1{ 50 /edf (4.160)
| -1
Atunci ,
£ (4 esac)
pcost = 1_1 (4.161)
! e
1
Rezulta:
1
cos ) = iln 1/e“gdﬁ = iln 1sha (4.162)
b ~ da 2 ~ da a '
1
_— 1
pcosf = ctha — o= L(a), (4.163)
unde L(a) este functia lui Langevin.
Atunci: 5 _—
— P B
= h{— ) — — 4.164
pcost =p [ct (kBT) Ep] (4.164)
— E
pcost = pL (k—?) (4.165)
B

Deoarece densitatea de polarizare P pe unitatea de volum este egala
cu momentul electric dipolar al celor N/V molecule rezulta:

Np Ep
P="2L =L 4.1
V (kaT) (4.166)

In cazul in care Ep < kgT

I (ﬂ) . _Ep (4.167)

Pentru a <« 1
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2 3 2 3
l+a+S+%S+l—a+S—-% 1 a
L((I) = a2 a3 a2 P ~ g
lta+ S+ -14+a-%S+% a 3
2+ a? 1 2a a
L(a) ~ —— =~ — 4.168
Astfel N B2
p
- 4.169
V 3kgT ( )
Introducand inductia electrica D prin relatia:
D=¢e¢E+ P (4.170)
si tinand cont de 4.169
N Ep?
ol = e + — 4.171
U VNG (4.171)
Se obtine astfel constanta dielectrica:
N 2
e =1+—-" (4.172)



