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CAPITOLUL 1.

1 Unde electromagnetice

1.1 Ecuatiile Maxwell pentru medii omogene si izotrope

Pentru descrierea clasica a fenomenelor electromagnetice, Maxwell a gene-
ralizat legile experimentale ale fenomenelor electrice si magnetice, alcatuind
un sistem de ecuatii care exprima legile caAmpului electromagnetic.
Aceste legi, sub forma diferentiala sunt:

div E = g legea lui Gauss pentru campul electric (1.1.1)
div B = 0 legea lui Gauss pentru campul magnetic (1.1.2)
rot E = —%]f legea lui Faraday (1.1.3)
rot B = [ + 5uaaf legea Ampere-Maxwell (1.1.4)

la care se adauga legile de material pentru medii omogene si izotrope:

D=¢E ; B=uyH ; j=0E (1.1.5)
precum si ecuatia de continuitate:
0 -
P divi=0 (1.1.6)

ot

Observatie:

Ecuatia de continuitate sau de conservare a sarcinii electrice ne spune ca, daca
exista un curent net spre exteriorul unei suprafete inchise S, atunci cantitatea
de electricitate trebuie sa descreasca printr-o cantitate corespunzatoare:

/jdgz Qi Qe :/ pdV (1.1.7)
S ot 1%
Legile Maxwell sub forma integrala sunt:
fgﬁ dS = =Yg = / pdV (1.1.8)
7{55 iS5 = 0 (1.1.9)



— — a — —
Edl = —o [ Bas 1.1.10
}g ot Js ( )
— — — — 8 — —
Bdl = pjdS+ens, [ Eas 1111
fr pj gds+eng | ( )
a. Fcuatitle Mazwell pentru cazul static sau al curgerii stationare

Cazul campurilor statice este caracterizat prin:

(9p .oz
- - = 1.1.12
5 0 divj=0 ( )

Ecuatiile Maxwell se vor scrie sub forma:

div E =" (1.1.13)
g
rot E =0 (1.1.14)

ecuatii ce caracterizeaza campul electrostatic la care se adauga ecuatiile
ce caracterizeaza cAmpul magnetostatic:

div B =0 (1.1.15)
rot B = puj (1.1.16)

Observatii:

e Denumirea de camp magnetostatic este aproximativa pentru ca sarcinile

trebuie sa fie in miscare pentru a crea campul, dar se considera ca exista o

curgere startionara a sarcinilor, deci gi a densitatii de sarcina j care nu va
. . dp _

depinde de timp (37 = 0).

e Ecuatia div E = 2 ne arata ca sarcinile electrice (sau distributia volu-

mica p) reprezinta sursele campului electric de intensitate .

e Fcuatia div B = 0 ne arata ca nu exista sarcini magnetice care sa creeze
campul magnetic de inductie B (monopoli magnetici) si din care sa plece
liniile de camp magnetic.

e Fcuatia rot E =0 asigura conditia suficienta ca un camp vectorial sa
fie conservativ, deci sa poata fi descris de gradientul unei functii scalare
potentiale p(z,y, z): £ = —grad p(z,y, 2)



e Ecuatia rot B = uf ne arata ca un camp magnetic poate apare numai
in prezenta curentilor de densitate j cu respectarea ecuatiei de mai sus, iar
liniile de camp sunt inchise si nu diverg niciodata (div B= 0). De asemenea,
faptul ca rotB # 0 ne spune ca un camp magnetic nu poate fi exprimat ca
fiind gradientul unei functii scalare potentiale; div B = 0 ne conduce ins# la
concluzia ca putem exprima campul magnetic ca rotorul unei functii vecto-
riale, adicd prin potentialul vector A (é = rot fY)

b. FEcuatitle Maxwell pentru cazul curgerii nestationare

Din studiul curgerii stationare (5 = 0) s-a observat ca cele doua campuri

(electrostatic gi magnetostatic) pot exista independent unul de altul fiind ca-
racterizate de ecuatiile Maxwell corespunzatoare (1.1.13—1.1.16). Deci, elec-
trostatica si magnetostatica sunt fenomene distincte atita timp cat sarcinile
sl curentii sunt statici (stationari).

9B
ot

densitati j nestationare <E # 0) va rezulta o interdependenta intre E si

B. Conform fenomenului de inductie electromagnetica, variatia %—? va

da nagtere la un camp indus in circuitul electric (legea Faraday), deci va

reprezenta o sursa de camp electric, astfel incat ecuatia Maxwell (1.1.14),

pentru cazul nestationar, va deveni rot £ = —%—f.

Atunci cand insa avem variatii in timp de forma sau at , deci sarcini gi

Pe de alta parte, daca se aplica operatorul divergenta ecuatiei (1.1.16) vom
constata ca ecuatia de continuitate (1.1.6) este satisfacuta numai in cazul
stationar. Pentru cazul nestationar ecuatia (1.1.16) nu mai este compatibila
cu ecuatia de conservare a sarcinii. Pentru a fi respectata aceasta ecuatie,
Maxwell introduce un nou termen corespunzator, agsa numitului fenomen de
inductie magnetostatlca prin care se accepta 1p0teza ca variatia in timp
a campului E duce la aparltla unui camp magnetic B iar ecuatia (1.1.16)

devine rot B = /Lj + 5@5 ecuatie care este compatibila cu ecuatia de conti-
nuitate.

Observatie:

Cel de-al doilea termen din ecuatia (1.1.4) caracterizeaza asa numitul curent
de deplasare j;, care apare in cazul materialelor polarizabile.



1.2 Ecuatia undelor electromagnetice.

In cazul mediilor dielectrice omogene si izotrope cum ar fi vidul, aerul, apa,
sticla etc. caracterizate prin 7 =0, p=0, o =0, ecuatiile Maxwell devin:

divE = 0 (1.2.1)
divH = 0 (1.2.2)
- OH
tE = —p— 1.2.3
ro P o (1.2.3)
. OE
tH = e— 1.2.4
0 € o ( )

Aplicand rotorul ecuatiei (1.2.4), prelucrand ambii membrii ai ecuatiei si
tinand cont de egalitatea matematica:

rot(rot H) = grad(div H) — A H (1.2.5)

si respectiv de ecuatia (1.2.3), se va obtine ecuatia undelor electromag-
netice scrisa cu ajutorul vectorului H:

02 H

Aﬁ—suagt

=0 (1.2.6)

pentru medii dielectrice omogene, izotrope si caracterizate prin
permitivitatea electrica ¢ si respectiv prin permeabilitatea mag-
netica u.

Observatie Ecuatia undelor electromagnetice se poate scrie si cu ajutorul
vectorului £ daca se aplica rotorul ecuatiei (1.2.3):

O0’FE

Daca se tine cont acum de ecuatia generala de propagare a undelor:

1 0%0(, 1)

AU(7 1) — ol

—0 (1.2.8)

unde \I7(F, t) se numegte functie de unda iar v reprezinta viteza de propa-
gare a undelor in mediul respectiv, atunci, comparand ecuatia (1.2.7) cu



ecuatia (1.2.8) vom obtine, pentru viteza de propagare a undelor electro-
magnetice, urmatoare expresie:

1 1 1
’U2 = — — UV = =
el \/@ Eolr oy
1 1 c

(1.2.9)

v = =
VEoko \/Ertlr  /Erfly

L_ este viteza de propagare a undelor electromagnetice in vid

VEoMo
si va fi egald cu 3 10% m/s, valoare ce reprezintd chiar viteza de propagare

a luminii in vid determinata experimental de catre fizianul francez Fizeau.
Concluzia imediata a lui Maxwell a fost ca lumina este de natura elec-
tromagnetica.

unde ¢ =

Observatie:

Pentru medii dielectrice p, = 1 iar viteza de propagare a undelor electro-

magnetice devine v = \/CET Se definegte indicele de refractie al mediului

dilectric n = /e, deci viteza de propagare intr-un mediu dielectric se va
scrie In functie de viteza de propagare in vid si respctiv in functie de in-
dicele de refractie al mediului: v = £. Pentru vid ¢, = 1, deci n = 1 iar
viteza de propagare a undelor electromagnetice este v = ¢. Pentru alte medii
dielectrice omogene ¢ > 1, deci n > 1 iar viteza de propagare a undelor

electromagnetice este v < c.

1.3 Producerea undelor electromagnetice.

Fie un circuit oscilant (fig.1a) format dintr-un condensator C' si o bobina
de inductanta L. Initial condensatorul este incarcat cu sarcina ¢ iar intensi-
tatea E a cimpului electric dintre placile condensatorului este maxima. La
inchiderea intrerupatorului k& condensatorul se se descarca si E incepe sa
scada. Ca urmare apare un curent electric in circuit care va genera un camp
magnetic in solenoid. Dupa un timp ¢t = 7/4, unde T = 27V LC' (formula
Thomson) este perioada proprie de oscilatie a circuitului oscilant, conden-
satorul este complet descarcat, E =0 iar inductia magnetica va fi maxima
B = émax. Deci, energia electrica a condensatorului a fost transferata total
in energia campului magnetic al solenoidului (fig.1b).

In aceasta pozitie curentul prin circuit este nul, ¢ = 0, deci inductia mag-

netica incepe sa scada, apare fenomenul de inductie electromagnatica care da
nagtere la un curent autoindus care reincarca condensatorul dupa un timp

7



Fig.1

t =T/2 (fig.1c), dar cu sarcinile electrice orientate invers ca in (fig.1a.), iar
fenomenele se repeta (fig.1le) atata timp cat nu exista pierderi energetice.

Deci, intr-un circuit oscilant inchis campul electric E si respectiv campul
magnetic B sunt defazate cu /4 (T/4) si, intr-un punct P vor avea forma:

— —

Ep = E,u sin wt
(1.3.1)

— —

Bp = B sin(wt — %)

Atunci cand se deschide circuitul oscilant vom avea campuri generate re-
ciproc, deci ele vor fi in faza, iar forma campurilor electric si respectiv mag-
netic la distanta x de sursa (circuit), pentru unde electromagnetice plane
progresive, va fi:

E(z,t) = Enpag sinw(t— f)
c

(1.3.2)

B(z,t) = Buagsinw(t— f)
c

unde w reprezinta pulsatia sursei. Daca se tine cont ca lungimea de unda
se exprima prin relatia A = v - T, atunci vom defini vectorul de unda,

k= 27” - §, unde § reprezinta versorul directie de propagare a undei electro-

magnetice. Deci, solutiile (1.3.2) scrise sub forma exponentiala gi exprimate
prin vectorul de unda vor avea forma:

E(Ft) = E,e
(1.3.3)
H(Ft) = H, e

Observatie:



Daca directia de propagare a undei electromagnetice este de-a lungul axei
Oz (5] Oz) atunci solutiile (1.3.3) vor fi de forma:

—

E(z,t) = E,Wimk2)
(1.3.4)

T

(Z, t) _ ﬁo ei(wt—k z)

Vom considera in continuare o unda electromagnetica (1.3.4) ce se propaga
de-a lungul axei Oz care trebuie sa respecte ecuatia undelor (1.2.7) scrisa
cu ajutorul campului electric. In urma calculdrii laplaceanului si respectiv a
derivatei temporale de ordin doi se va obtine urmatoarea ecuatie:

(kK —w? ep)E =0 (1.3.5)

de unde rezulta, pentru E #£0:

w2 w w

== —ok==——>v=— 1.3.6
v? v k ( )
unde v = ¥ reprezinta viteza de faza a undelor electromagnetice care este
egala cu viteza de propagare.

1.4 Proprietatile undelor electromagnetice.

1. Undele electromagnetice sunt unde transversale, adica vectorii E si H
vibreaza perpendicular pe directia de propagare a undei: E L% si H L
5. Pentru a demonstra aceasta proprietate se pleaca de la expresia undelor
electromagnetice plane (1.3.3); se aplica operatorul div si, tinand cont de
relatiile Maxwell pentru medii dielectrice (1.2.1) si (1.2.2) rezulta:

div(H(7 1) = div(H, @) = —ikH = —iksH
div(EF,t)) = div(E, @) = —ikE = —ik3E

(1.4.1)
divH = 0
divE = 0
Din ecuatiile (1.4.1) rezulta ca:
H = 0-HL153
(1.4.2)

Es = 0—-FE 153



2. Vectorii E si H sunt perpendiculari unul pe celalalt. Pentru a demonstra
aceasta proprietate a undelor electromagnetice vom pleca de la expresiile

undelor plane (1.3.3) carora le vom aplica operatorul rot:

rotH =V x H = —i(k x H=—ik(3x H
rotljlzea—E = ciwE

ot
= E=—/E(Ex H)

€
rotE =V x E = —i(k x E) = —ik(3 x E)
B} OH ;
rotE:—uE—sz
- £ . .
= H=,/—(§xE)

1

(1.4.3)

(1.4.4)

Din ecuatiile (1.4.3) si (1.4.4) rezulta ca vectorii E si H sunt perpendiculari
unul pe celalat gi, tinand cont si de proprietatea 1 rezulta ca vectorii £, H

gi § formeaza un triedru drept (fig.2).

Fig.2
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Observatie:

Vectorul Poynting S = E x H se poate exprima in functie numai de vec-
torul £ sau numai in functie de vectorul H:

gzﬁxﬁ:\fﬁxgx]@):\fﬁg (1.4.5)
u

§:Exﬁ:—\/ﬁ(§xﬁ) < H = \/ﬁmg (1.4.6)
13 15

=

1 respectiv:

3. Vibratiile vectorilor E si H sunt in faza, adica valorile lor maxime gi
respectiv minime se produc in aceleagi puncte din spatiu.

VEIE| = al] (14.7)

4. Undele electromagnetice pot fi caracterizate prin intensitatea lor I ce
reprezinta valoarea medie (temporala) a modulului vetorului Poynting S.
Fie o unda electromagnetica plana, progresiva de forma (1.3.4). Intensitatea
undei se defineste ca fiind:

[=<|S|>=<ExH>=

€ 1 €
—E? < sin®(wt — kz) >= —E? [— 1.4.8
[SEE < st — k) >= 2 (148)

unde s-a tinut cont de media temporala a functiei sin:

1 /T 1
< sin®(wt — kz) >= — sin?(wt — kz)dt = 1.49
T 2
0

Daca unda electromagnetica plana cade sub un unghi de incidenta ¢ pe o
suprafata, atunci intensitatea undei devine:

1
I==/SE?cosi (1.4.10)
2\ p

sau, scrisa cu ajutorul campului magnetic:

1
I= 2\/§H3cosi (1.4.11)
11



5. Undele electromagnetice acopera un domeniu larg de frecvente respectiv
de lungimi de unda (vezi tabelul 1). Domeniul vizibil (optica) contine numai
acele unde electromagnetice (lumina) care impresioneaza ochiul si care au
lungimile de undé, in vid, cuprinse intre A(rosu)~ 7600 A si A(violet)~
3800 A.

12



Tabelul 1

1.5 Dispersia si absorbtia undelor electromagnetice.

Fenomenul de dispersie consta in dependenta indicelui de refractie al unui
mediu (n = ¢) de pulsatia w sau de lungimea de unda X a undei electromag-
netice ce se propaga prin mediu. Aceasta dependenta a indicelui de refractie
nu rezulta din teoria Maxwell, ci se deduce numai pe baza unor considerente
legate de structura microscopica (atomica) a substantei.

Pentru radiatia luminoasa fenomenul de dispersie a fost stabilit experimental

13



de catre Newton care a obtinut spectrul luminii albe cu ajutorul unei prisme
(fig.3). Deducerea dependentei n(w) sau n(A) a fost facuta de catre Lorentz
(teoria electronica a dispersiei), in anumite ipoteze care vor fi expuse mai jos.

Fig.3

Fie un mediu dielectric format din N atomi identici, neutri; fiecare atom
poseda cate un electron de valenta (optic) care poate efectua o migcare os-
cilatorie in jurul restului atomic. Acesti electroni determina legaturile de
valenta precum si spectrele optice ale atomilor. Pentru metale, electronii de
valenta participa la conductie.

Fie o unda electromagnetica monocromatica de pulsatie w caracterizata prin
campul electric E = Eoei‘”t, care cade pe un dielectric si interactioneaza
cu acesta, adica cu elecronii optici. Fortele care actioneaza supra electronu-
lui optic de masa m, si care vor determina ecuatia de miscare a acestuia sunt:

e forta electrici F, = eE (forfa coulombiani)

—

e forta cvasielastica ce mentine electronul in jurul atomului F.,qsicias = —k7T,
unde k reprezinta constanta elastica a mediului.

o forta de franare Fy, = —p 7'7, unde p este coeficientul de rezistenta mecanica
al mediului.

Ecuatia de miscare oscilatorie a electronului este o ecuatie diferentiala de

ordinul doi, omogena, cu termen liber (migcarea este neamortizata fiind
intretinuta de campul electric aplicat - unda electromagnetica):

mi = —ki — pi'+ eE (1.5.1)

14



care se poate scrie sub forma:

¢E

7+ 207+ Wi =
m

(1.5.2)

unde § = ﬁ este coeficientul de amortizare ce caracterizeaza amortizarea

migcarii electronului datorita rezistentei mecanice a mediului; w, = % este
pulsatia proprie a electronului. Vom alege solutia ecuatiei diferentiale (1.5.2)
de forma:

wt

o Rt L R P e (15.3)

Daca se introduc relatiile (1.5.3) in ecuatia diferentiala (1.5.2) vom obtine:

— W+ 20 Wi + W =

3 [ &

7 e
r_ m 1.5.4
E (w2 —w?) +i20w ( )

—

In continuare vom tine cont ca, datorita actiunii campului electric extern
(unda electromagnetica), mediul dielectric se polarizeaza si vom defini p'= er”’
momentul dipolar al sistemului atom-electron. Se defineste de aseme-
nea polarizatia electrica totala datorita deplasarii tuturor electronilor de
valenta, P=N p. Vectorul inductie electrica D se poate exprima, pentru un
mediu dielectric polarizat, prin relatia: D =¢,E+ P. Dar, in acelagi timp
inductia electrica trebuie sa respecte legea de material Maxwell D =, E.
Egaland cele doua expresii ale inductiei electrice si tinand cont de definitia
polarizarii p precum si de faptul cd e, = n? pentru medii dielectrice, vom
obtine:

P go(n?—1)
== e (1.5.5)
Egalam in continuare relatiile (1.5.4) si (1.5.5)
Ne?
n?=1+ Mo (1.5.6)

relatie ce ne arati c indicele de refractie n? (deci si €) este un numar complex
si se poate exprima ca n = n — tx unde n este indicele real de refractie
al dielectricului, iar x reprezinta coeficientul de absorbtie al materialului.
Pentru un sistem dielectric in stare gazoasa indicele de refractie complex n
are urmatoarea forma:

R=n—iy=1+ Mo __ (1.5.7)



de unde, prin egalarea partilor reala si imaginara corespunzatoare din mem-
brul stang si respectiv drept se vor obtine dependentele n(w) si x(w):

N [ ¢ w? — w?
n(w) =1+ <m60> R (1.5.8)
N [ é 20w
X(w) = 2 <m50> (W2 — w?)2 + 462w? (15.9)

Daca vom reprezenta grafic cele doua dependente n(w) si respectiv y(w) vom
obtine fig.4 pentru care vom face urmatoarele comentarii:

e portiunile AB si C'D din grafic reprezinta regimul de dispersie normala
adica, pe masura ce w ia valori crescatoare si indicele de refractie ia valori
crescatoare (2 > 0)

w
e portiunea BC' din grafic reprezinta regimul de dispersie anomala adica,

pentru valori crescatoare ale lui w indicele de refractie scade (% < 0)
e Aw = wy — w; reprezinta largimea liniei de absorbtie proportionala cu

Fig.4

coeficientul de amortizare (sau de rezistenta mecanica) al mediului

e dispersia anomala caracterizeaza numai benzile de absorbtie si are loc in
jurul frecventei de absorbtie w,.

Observatie:

Vom defini vectorul de undi complex k prin relatia:

f=—n—iy (1.5.10)



Fie o unda elecromagnetica plana progresiva ce se propaga in vid (v = ¢) i
care patrunde in dielectric pe o portiune z. Atunci, expresia vectorului F/(z)
(in dielectric) la distanta z fata de punctul de incidenta va avea forma:

— — . —

E = Eoel(wtsz) E —“xz z(wtffn)
unde  E,(2) = Ey|,_pe” c¥* (1.5.11)

Cunoscand expresia intensitatii campului electric se poate calcula intensi-
tatea undei la distanta z de la punctul de incidenta cu dielectricul:

[ =le &% = [eh (1.5.12)

Din aceasta ultima relatie se observa cum intensitatea undei scade expo-
nential cu distanta z de patrundere in materialul dielectric; absorbtia se va
caracteriza prin coeficientul liniar de absorbtie:

2
p="yz (1.5.13)
C

1.6 Reflexia si transmiterea undelor electromagnetice
1.6.1 Coeficientii Fresnel. Factorii Fresnel

Din punct de vedere cantitativ reflexia gi transmisia undelor electromagne-
tice la suprafata de separare dintre doua medii optice se caracterizeaza prin
coeficientii Fresnel 7, si r| .

Fie doué medii dielectrice omogene 1 si 2, optic transparente, caracterizate
respectiv €5 i prin permeablhta’glle magnetice pq si respectlv Lo. Vitezele de

propagare ale undelor electromagnetice prin cele doua medii vor fi v; = ﬁ
1

Sivg = NeTE De asemenea, daca tinem cont ca mediile sunt dielectrice indicii
de refractie se pot exprima ca fiind n; = ¢/vq §i respectiv ny = ¢/vy. Unda
care se propaga spre suprafata de separare se numeste unda incidenta; unda
care se intoarce din mediul din care a venit atunci cand intalneste suprafata
de separare se numeste unda reflectata, iar unda care trece in mediul al
doilea se numeste unda refractata.

Pentru undele electromagnetice, ca si pentru undele mecanice sunt valabile
legile reflexiei si refractiei:
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e Directiile de propagare ale undelor reflectate si refractate, la suprafata
de sepapare dintre doua medii transparente se afla in planul de incidenta
(planul ce contine unda incidenta si normala la suprafata de separare - vezi
fig.5)

Fig.5

e pulsatia undei refractate este egala cu pulsatia undei reflectate si egala cu
pulsatia undei incidente: wy = w; = w

e unghiul de incidenta (unghiul sub care cade incidenta fatd de normala
la suprafata) este egal cu unghiul de reflexie

e fenomenul de refractie este caracterizat de legea Snell-Descartes n;sini =
ng sinr care se mai poate exprima si cu ajutorul lungimilor de unda din cele
doua medii si respectiv cu ajutorul vitezelor de propagare prin cele doua
medii:

sin ¢ (%1 )\1 N9

= - === _ 1.6.1
sinr  wve Ay My n21 ( )

unde no; reprezinta indicele de refractie relativ al mediului 2 fata de
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mediul 1.

Pentru a calcula coeficientii Fresnel vom pleca de la definitia acestora:

Ly _ Eu

= E” e Eij_
(1.6.2)

Ey Ey

= f“ t, = E7L

unde E), Ey) si Ey) reprezinta componentele amplitudinilor intensitatilor
campului electric paralele cu planul de incidenta pentru unda incidenta,
reflectata si respectiv refractata; E,, Fy, si FEs, reprezinta componentele
amplitudinilor intensitatilor campului electric perpendiculare pe planul de
incidenta pentru unda incidenta, reflectata si refractata.

Fie o unda electromagnetica plana progresiva caracterizata prin aplitudinile
campului electric si magnetic (E  H ) ce cade sub un unghi de incidenta i pe
suprafata de separare dintre doua medii dielectrice transparente, omogene si
izotrope (fig.6).

Directia de propagare a undei incidente este caracterizata de versorul s.
Unda reflectatii se caraterizeazi prin amplitudinile vectoriale (E; si Hy) si
se propaga pe directia data de versorul §; ce face unghiul i cu normala.
Unda refractata se caracterizeaza prin amplitudinile vectoriale (Ez si Flg) si
se propaga pe directia data de versorul s, ce face unghiul r cu normala la
suprafata.

Forma vectorului electric pentru cele trei unde va fi:

—

— , t_i
Eincident - EQZW( “1 )
= = dw(t— 1T
reflectat — E1€ U1 (163)
= = dw(t—22T)
Erefractat - -EQ6 v2

Directiile de propagare ale celor trei unde sunt caracterizate de versorii:

§: (sini, 0, cos1) 1 : (sin, 0, — cos i) Sy 1 (sinr, 0, cosr)

Vom considera in continuare doua cazuri, si anume:
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Fig.6
a. Unda incidenta are amplitudinea cuprinsa in planul de incidenta, adica
E = Ej (E C in planul 20z)

b. Unda incidenta are amplitudinea perpendiculara pe planul de incidenta,
adica £ = F, (F C in planul zOy)

Componentele amplitudinilor electrice, pe directiile x, y, si z, pentru cele
doua cazuri vor fi:

Ey: (B, = Ejcosi E,=0 E,=—Fsini)

E1|| D (Bhe = —Eyjcosi By =0 B, = —FEsini)
By : (B = Eyjcost  Eoyy=0 By, = —Eysinr)
si respectiv:

E :(B,=0 E,=E, E.=0

Ey - (Ey, =0 Ey=FE, FE,=0)
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Ey, (Eoy =0  Eopy=FEy  Ey, =0)

Cu ajutorul formulei (1.4.4) se pot exprima si componentele amplitudinilor
campului magnetic pentru cele trei unde in functie de componentele perpen-
diculare si paralele ale campului electric:

_ — &1 ) = — &1 fr— &1 1 1
H, = MIEJ_COSZ H, 1/MEH H, 1/MELsmz

- _ Ja ; — _ /e — /= n i
Hi, " Eycost  Hyy " Ey  Hy. o Fi sini

S 13 N S 13 — 13 3 N
Hy, = — M—?Eu cost  Hyy = —, /M—ZEQH H,, =, /M—ZEQL sin

Dar, la suprafata de separare dintre doua medii dielectrice componentele
tangentiale ale vectorilor E si H nu se modifica, decat cele normale (conditia
de continuitate a campului electric si magnetlc). Deci vom putea scrie,
cu ajutorul componentelor electrice gi magnetice, si tinand cont de conditia
de continuitate, urmatorul sistem de ecuatii:

E:): + Elx = EZ:(: Ey + Ely = E2y
Hm+Hlx:H2x Hy+H1y:H2y

de unde rezulta un sistem de patru ecuatii din care se pot exprima amplitu-
dinile electrice ale undelor reflectate si refractate in functie de amplitudinea
undei incidente, separat pentru componentele perpendiculare si respectiv pa-
ralele, relatii ce reprezinta formulele Fresnel:

tg(i —r sin(i — r)
Eyy=FE——= Ey, =—-F
1 | tg(i + ) u Tsin(i +r)
(1.6.4)
2sinr cost 2sinrcosi
Eyy=FE by =FE ———
2 | sin(i + r) cos(i — ) 2 + sin(i + )

Cu ajutorul acestor formule Fresnel se pot calcula acum coeficientii Fresnel
definiti prin relatiile (1.6.2):

= o) sinG—r)
| tg(i+r) + sin(z + )
(1.6.5)
o 2sinr cost _ 2sinrcosi
= sin(i + r) cos(i — r) = sin(i+ )

21



Pentru incidenta normala 0° < i < 5°, 0° < r < 5°, coeficientii Fresnel
devin:

N9y — 1 2
T = b =
Noy + 1 Na21 =+ 1
(1.6.6)
Nop — 1 " 2
T = — =
+ No1 + 1 + N9l + 1

Pentru calcularea acestor ultime relatii s-a tinut cont ca legea Snell-Descartes
(1.6.1), pentru incidenta normala devine % ~ * = ny, iar functiile trigono-
metrice ale unghiurilor de incidenta respectiv de refractie se pot aproxima

astfel: sini ~ i, sinr ~r, cosi ~ 1, cosr =~ 1, tgi~1i, tgr ~r.
Observatii:

e Unda refractata este intotdeauna in faza cu unda incidenta

e Daca ny < ny, unda reflectata este in faza cu unda incidenta

e Daca ny > nq, faza undei reflectate se schimba cu A¢ = 7 echivalenta

cu o diferenta de lungime de drum Al = %

Factorii Fresnel de reflexie R si respectiv de transmisie 7" se definesc astfel:
[7‘6 ecta [’I"e racta

R — _reflectat T — —refractat (1.6.7)
[incident [incident

unde Lincident, Irefiectat S Irefractat T€Prezinta intensitatea undei incidente, re-
flectate si respectiv refractate ce cad normal pe suprafata de separare dintre
cele doua medii. Daca vom lua in considerare definitia intensitatii unei unde
electromagnetice sub forma (1.4.10) precum si expresia vectorului intensitate
electrica pentru cele trei unde (1.6.3), atunci factorii Fresnel se pot scrie sub

forma:
E? E? E?
R=-1 T 2 B0 TR (1.6.8)
E o\l €1 cost E nq cost B

Se poate arata simplu ca:

R+T=1 (1.6.9)

ceea ce exprima legea conservarii energiei in procesul de reflexie si refractie:

I=1+1 (1.6.10)
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adica, intensitatea undei incidente ce cade pe suprafata de separare dintre
doua medii dielectrice este egala cu suma intensitatilor undelor reflectate si
refractate.

Daca unda incidenta este liniar polarizata (vezi paragraful urmator), astfel
incat vectorul E vibreazd intr-un plan orientat sun unghiul « fata de planul
de incidenta, atunci avem:

Ej = Ecosa E, = Esina E2:Eﬁ+Ei (1.6.11)
iar intensitatea undei incidente se poate scrie astfel:
I'=1+1. (1.6.12)

unde
2 Lje o . .2 L e -
Iy =1Icos"a =, |-Ejcosi I, =1Isina=—,/|—E7 cosi (1.6.13)
2\ 2\ p

Analog se obtin expresiile pentru intensitatea I; a undei reflectate si respectiv
15 a undei refractate:

1 1
Iy =3, /;11]312” cos i =3, /ZEf” cos i (1.6.14)

1 &9 2 . 1 €2 2 .
Ly==,/—FE I, ==, |—F 1.6.15
21 = 3 3, El cos i 91 2“/12 | cos i ( )
Astfel, se ajunge la urmatoarele expresii pentru factorii Fresnel R gi T"
Ly tg* (i—r) Ly sin®(i—r)
— R =—="+~""116.16
L e (i) LT T e 810
Iy sin 2r sin 21 Iy, sin2rsin 2
Ty = — = T =—=——7—— (1617
2 I sin?(i +r)cos?(i —r) A sin?(i + 7) ( )
Din aceste relatii rezulta sinplu:
Ry+Ty=1 R, +T =1 (1.6.18)

ceea ce Inseamna ca, pe langa egalitatea (1.6.10) mai avem indeplinite urma-
toarele doua egalitati:

Iy = Iy + Iy Iy =5+ 1 (1.6.19)

In cazul unei incidente normale factorii Fresnel devin:

—1\? 4
No1 ) T =T, = N21 .
No1 + 1 (n21 + 1)

Ry=R. = ( (1.6.20)
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1.6.2 Reflexia totala

In paragraful anterior s-a aratat ca, la suprafata de separare dintre doua
medii dielectrice este satisfacuta legea refractiei Snell-Descartes:

sin ¢ n

=gy = — (1.6.1)
sinr ny

Se observa ca, pentru ny > ng (lumina trece dintr-un mediu mai dens op-
tic intr-altul mai putin dens) unghiul de refractie r devine mai mare decat
unghiul de incidenta 7. Pentru o valoare i = 1;;,, numit unghi de incidenta
limita, unghiul de refractie devine r = 90° (fig.7) si, in acest caz este satis-
facuta relatia:

Zggzzem%Fz:M (1.6.2)

Fig.7

Pentru unghiuri de incidenta mai mari decat unghiul limita 7y, se produce
fenomenul de reflexie totala, adica unda refractata nu mai trece in cel de-al
doilea mediu si se intoarce in mediul din care a venit.

Reflexia totala are aplicatii intr-o serie de dispozitive simple, utilizate pentru
schimbarea directiei fasciculelor de lumina cum ar fi prisma cu reflexie totala
(fig.8) sau fibrele optice (fig.9).

24



Fig.8

Fibrele optice (ghiduri de unda in domeniul vizibil) sunt formate dintr-un
miez de stica cu indicele de refractie n; inconjurat de o camasa cu indicele
de refractie ny < nq. In ultimul timp au fost realizate fibre optice in care
pierderile de energie nu depagesc amortizarea impulsurilor electrice care se
propaga in conductori metalici.

1.7 Polarizarea undelor electromagnetice
1.7.1 Definitie si caracteristici

Undele electromagnetice sunt unde transversale, adica vectorii E si H vi-
breaza pe directii perpendiculare intre ele si perpendiculare pe directia de
propagare a undei (fig.2).

Starea de polarizare a undelor electromagnetice este data de modul
de orientare a vectorului E in spatiu si timp.

Planul in care oscileazi vectorul electric E se numeste plan de vibratie, iar
planul in care oscileaza vectorul magnetic H se numeste plan de polarizare.
O unda electromagnetica este total polarizata daca vectorul electric E are
aceeasi directie in orice punct din spatiu si la orice moment de timp. Lumina
alcatuita din unde electromagnetice in care vectorii E si H oscileazi uniform
in toate directiile posibile din spatiu, se numegte lumina nepolarizata sau
lumina naturala. Sursele de lumina obisnuite emit unde electromagnetice
care in general sunt partial polarizate.

Pentru a deduce traiectoria descrisi de virful vectorului E si implicit pen-
tru a face o clasificare a modului de polarizare al undelor electromagnetice,
vom considera in continuare o unda electromagnetica plana ce se propaga pe
directia axei Oz (fig. 10)
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Fig.9

Din caracterul transversal al undei electromagnetice rezulta ca numai com-
ponentele pe axele Oz si Oy ale vectorilor F si H sunt diferite de zero.
Componentele electrice vor fi de forma:

E = B,8, + By, = Epc’™)E, + B, ¢ @ +eg, (1.7.1)

E, = Ey cos(wt — kz) E, = E,, cos(wt — kz + ¢) E.=0 (1.7.2)

Prin eliminarea timpului ¢ din ecuatiile (1.7.2) rezulta ecuatia traiectoriei
descrisa de vectorul electric E proiectata in planul (xOy):

B, B, EE,
B2, " B2, "E,E,

cos p = sin® p (1.7.3)

adica ecuatia unei elipse.
Observatie:

Varful vectorului electric E descrie o elice in spatiu iar proiectia acesteia
intr-un plan perpendicular (xOy) pe directia de propagare a undei este o
elipsa (fig.11).

In functie de diferenta de faza ¢ dintre componentele £, si £, elipsa are
diferite forme (fig.12), iar in functie de sensul ei de parcurgere (sens dat de
orientarea vectorului E) elipsa poate fi elipsa polarizata dreapta [p €
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Fig.10

(7, 27)] si respectiv elipsa polarizata stanga [p € (0, 7)].
Discutie
e Dacd ¢ = § unda electromagnetica este polarizata circular stanga

e Daca ¢ = 37” unda este polarizata circular dreapta

e Daca ¢ =2mm,m = 0,1,2.... — cosp = +1 atunci unda este polarizata

liniar drapta si are ecuatia E, = g"m E,
oy
e Daca ¢ = (m+ 1)m,m =0,1,2.... — cosyp = —1 atunci unda este polari-
zata liniar stanga si are ecuatia £, = — %ﬂ” E,
oy

Pentru o unda electromagnetica polarizaa exista, intr-un plan perpendicu-
lar pe directia ei de propagare (pan de vibratie), doua directii privilegiate
perpendiculare intre ele dupa care vectorul electric E ia valoare maxima si
respectiv minima. Corespunzator si intensitatea undei va fi maxima, I,
si respectiv minima, I,,;,. Se defineste gradul P de polarizare al undei
electromagnetice:

1 — I
p =M “mmn 1.7.4
]max + Imin ( )
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Fig.11

Fig.12

Discutie
e Daca P = 0 lumina nu este polarizata (lumina naturala )
e Daca 0 < P < 1 lumina este partial polarizata

e Daca P =1 lumina este total polarizata
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1.7.2 Procedee de polarizare

a. Polarizarea undelor electromagnetice prin reflexie si refractie

Din relatiile (1.6.16) rezulta ca pentru i + r = 7/2 avem:

R, #0—FE; #0

Deci, exista un unghi de incidenta numit unghi Brewster notat ig, pentru
care undelele electromagnetice reflectate sunt total polarizate (contin numai
componenta F1, cealalta fiind nula):

. T , n
zB—I—T:——nfg@B:—z:ngl (1.7.7)
2 nq

De exemplu, pentru incidenta din aer pe sticla avem ny; = 1.54 iar i = 57,
atunci:

Ey=E, —Ij=I=1/2—P=0 (1.7.8)

si se reflecta numai acele unde pentru care vectorul electric E oscileazi per-
pendicular pe planul de incidenta, adica unde total polarizate (fig.13). In
acest caz se poate verifica simplu ca:

Rj=0 Ty =0 (1.7.9)

Prin refractia undelor incidente sub unghiul Brewster se obtin unde electro-
magnetice partial polarizate. Din relatiile (1.6.17) rezulta:
Ly, T,

T T =cos’(i—71)#0 (1.7.10)

Daca i — 0, acest raport este egal cu 1 gi scade pe masura ce creste unghiul de
incidenta i. Aceasta inseamna ca in lumina refractata predomina vibratiile
vectorului electric paralele cu planul de incidenta, Ey (fig.13).

Fie o placa cu fete plan paralele (fig.14)pe care cade un fascicul de lumina
naturala SO. Radiatia emergenta O’R este, conform celor aratate mai sus,
partial polarizata avand raportul intensitatilor:

2L cost(i— 1) (1.7.11)
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Fig.13

Daca unghiul de incidenta pe placa este egal cu unghiul Brewster, atunci:

Iy, 2ng; !
- = 1.7.12
[2” (1 + n%1> ( )

Daca se vor utiliza un numar m de placi se va obtine urmatorul raport:

](m) 9 4m
2L = ( 2 ) (1.7.13)
I, 1+ n3

In calcularea gradului de polarizare al luminii refractate va trebui sa se tina
cont gi de scaderea intensitatii luminii datorita fenomenului de reflexie pe
fiecare fata a lamei.

b. Fenomrenul de birefringenta. Propagarea undelor electromagnetice in
medit anizotrope

Fenomenul de birefringenta sau dubla refractie a fost descoprit in 1669 de
catre profesorul danez Erasmus Bartholin pentru spatul de Islanda (CaCOs)
si consta in producerea a doua raze refractate pentru o singura raza inci-
denta. Fenomenul este caracteristic cristalelor anizotrope si a fost studiat
ulterior de catre fizicianul danez Christian Huygens.

Daca pe un cristal de spat de Islanda cade un fascicul ingust de lumina
(fig.15) in cristal apar doua fascicule care se numesc raza ordinara (o) si
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Fig.14

respectiv razd extraordinara (e). Pentru raza extraordinara indicele de
refractie este n. si depinde de directia de propagare a razei in cristal. Pen-
tru raza ordinara indicele de refractie este n, si nu depinde de unghiul de
incidenta.

Cristalele pentru care n. < ng se numesc cristale negative, iar cele pentru
care n, > n, (cuartul) se numesc cristale pozitive. Toate cristalele poseda
cel putin o directie pentru care n. = n, pentru care nu se observa fenomenul
de birefringenta daca lumina cade pe cristal paralel cu aceasta directie. O
astfel de directie reprezinta axa optica a cristalului, iar un plan oarecare
ce contine axa optica se numeste sectiune principala. Exista cristale care
poseda o singura axa optica (spat de Islanda, cuartul, etc) si acestea se
numesc cristale uniaxe, si exista cristale ce poseda doua axe optice gi se
numesc cristale biaxe.

S-a constatat ca razele ordinara si extraordinara sunt polarizate liniar in
plane perpendiculare intre ele. Planul de vibratiei al razei extraordinare co-
incide cu planul sectiunii principale, iar planul de vibratiei al razei ordinare
este perpendicular pe planul sectiunii principale (plan format de raza inci-
denta S si directia axei optice OO’).

Metodele de obtinere a luminii liniar polarizate prin birefringenta urmaresc
fie sa mareasca divergenta celor doua raze polarizate, fie sa suprime una din
aceste doua raze. Dispozitivele cele mai raspandite sunt prismele din spat de
Islanda cunoscute sub numele de nicoli. Daca pe fata AB a unui nicol cade
un fascicul de lumina naturala (fig.16), acesta se despica intr-o raza ordinara
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Fig.15

si una extraordinara. Raza ordinara este total reflectata de stratul de balsam
de Canada (BD) cu ajutorul caruia s-au lipit cele doua jumatati ale prismei.

Fig.16

c. Polarizarea eliptica prin birefringenta

Daca lumina se propaga perpendicular pe axa optica a cristalului uniax,
diferenta indicilor de refractie (n, — n.) are valoarea maxima. Undele elec-
tromagnetice polarizate in plane perpendiculare se vor propaga pe aceeasi
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directie cu vitezele v, = ¢/n, si respectiv v, = ¢/n, si vor iesi din cristalul
de grosime d, cu diferenta de faza:

2
= Tﬂ(no —ne)d (1.7.14)

Pentru obtinerea undelor electromagnetice polarizate eliptic se realizeaza dis-
pozitivul indicat in (fig. 17). Lumina naturald trece prin prisma nicol N si
devine liniar polarizata. Placa P este astfel orientata, incat fasciculul de lu-
mina liniar polarizata cade perpendicular pe axa optica OO;. Vom considera
c& vectorul electric E al undei ce iese din nicol, face unghiul a cu axa optica
a placii. Forma elipsei rezultate depinde de unghiul oo precum si de diferenta
de faza ¢.

Fig.17

Discutie:

us

e Daci ¢ = I va rezulta ca (n, — n.)d = 2, adicd diferenta de drum op-
tic intre raza ordinara si extraordinara este egala cu un sfert de lungime de

unda (lama sfert de unda) si se va obtine o elipsa cu axele principale OO,

e Daci ¢ = 7 rezult ca (n,—n.)d = 5. In acest caz avem o lam# jum&tate
de unda

e Daca ¢ = 27 rezulta (n, — n.)d = A si in acest caz avem placa unda care
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admite trecerea luminii liniar polarizate fara a schimba directia de vibratie

d. Birefringenta provocata. Efectul electrooptic patratic (Kerr) si efectul
magnetooptic patratic

Pentru cristalele care poseda un centru de simetrie s-a stabilit efectul elec-
trooptic patratic, adica anizotropia optica este data de relatia:

Ne — Ny = bE? (1.7.15)

unde b este o constanta de proportionalitate. Daca proba se afla intre placile
unui condensator, atunci intre raza ordinaa si raza extraordinara se realizeaza
o diferenta de faza:

_27r

2
= (ne = n,)d = ;bdﬁ — 27 BdE? (1.7.16)

2
unde B = b/ se numeste coeficientul Kerr, iar d reprezinta grosimea probei.
Cotton si Mouton au descoperit ca, un camp magnetic transversal provoaca
birefringenta unui mediu izotrop. Sub actiunea campului magnetic extern
substanta capata proprietatile unui cristal uniax, cu axa optica pe directia
liniilor de camp magnetic iar:

ne —no = CAH? (1.7.17)

unde C' este o constanta dependenta de proprietatile mediului, iar H este
intensitatea campului magnetic extern.

e. Polarizarea rotatorie

Fenomenul de polarizare rotatorie consta in rotirea planului de polarizare
a luminii de catre anumite substante numite medii optic active. Acest
fenomen a fost descoprit de catre fizicianul francez Dominique Arago in anul
1811 care a observat rotirea planului de polarizare a luminii de catre o placa
de cuart.
Exista medii optic active care rotesc planul de polarizare spre dreapta obser-
vatorului si acestea se numesc dextrogire, si exista substante optic active
ce rotesc planul de polarizare spre stanga si se numesc levogire.
Unghiul de rotatie al planului de polarizare este proportional cu grosimea d
a probei:

a = [ald (1.7.18)
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unde [a] reprezintd puterea rotatorie specifica si depinde de lungimea
de unda a undelor electromagnetice monocromatice (dispersie rotatorie)
precum si de natura mediului.

Pentru solutiile unor substante optic active (zaharul) ce prezinta activitate
optica moleculara, relatia (1.7.18) capata forma:

a = [a)Cd (1.7.19)

unde C' este concentratia solutiei, adica masa de substanta optic activa din
unitatea de volum. Pe baza relatiei (1.7.19) se poate determina concenratia
unei solutii, iar aceasta metoda polarimetrica are avantajul legat de rapidi-
tatea si precizia cu care se pot face masuratorile.

In 1846 Faraday descoperd ci un mediu izotrop devine optic activ daci este
plasat intr-un camp magnetic intens, cu liniile camp paralele cu directia de
propagare a luminii (fig. 18):

Fig.18

Acest fenomen este cunoscut sub numele de efectul Faraday si a fost prima
dovada experimentala a legaturii intre lumina si campul electromagnetic.
Unghiul de rotatie al planului de polarizare este dat de relatia:

a=VdH (1.7.20)

unde H este intensitatea campului magnetic, d este grosimea stratului stra-
batut de lumina iar V' este o constanta ce depinde de natura substantei
(constanta Verdet).

1.8 Interferenta undelor electromagnetice
1.8.1 Definitie si caracteristici
Fenomenul de interferenta se obtine atunci cand se compun unde care se

suprapun intr-un domeniu din spatiu produncand maxime si minime de in-
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tensitate. Undele care prin compunerea lor produc fenomenul de interferenta
se numesc coerente.

Fie doua surse de lumina monocromatica Sy si Ss, si fie punctul P un punct
de interferenta (fig.19). Cele doua unde monocromatice sunt caracterizate
de vectorii intensitate electrici E; si respectiv E, si au expresia:

- - 2
Ey = Ey cos (wt — Irl)
(1.8.1)
- - 27
Ey = Ey cos (wt — 77‘2 — )
Intensitatea campului electric rezultant in punctul P va fi:
E = E, +E, (1.8.2)

Fig.19

Orice receptor percepe numai intensitatea medie a undei pe un interval de
timp 7, specific receptorului respectiv. Daca ridica la patrat relatia (1.8.2)
si 0 mediem pe intervalul 7, vom obtine o relatie intre intensitatile undelor
electromagnetice ce interfera:

E2 - E? + E_;S —|— 25152
02 - 2 2 AR
= 1 0.
<E*>=<E{ >4+ < E;>+2< EEy > (1.8.3)

Tinand cont de definitia intensitatii undelor electgromagnetice (1.4.8) precum
si de medierea temporald a functiei cos® relatia (1.8.3) devine:

L L 2
Eg = Egl + E§2 +2E,, E,5 cos [%(rg —7r1) + ¢
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2
[I[1+[2+2 11[2 < Cos [%(7’2—7”1)4—90] > (184)

Observatii:

e Daca defazajul ¢ dintre cele doua unde monocromatice este o functie
aleatoarea de timp, atunci media temporala din relatia (1.8.4) va fi nula:

2 I 2
< cos [—W(m —r)+ ] >= —/ cos [I(Tg —r)+¢ldt=0 (1.8.5)
A T Jo A
In acest caz termenul al treilea din relatia (1.8.4) devine zero iar intensitatea
totala in punctul P va fi I = I; + I, adica undele sunt necoerente si prin

suprapunerea lor nu se produce interferenta.

e Daca diferenta de faza ¢ este constanta in timp, cele doua surse emit
unde coerente (sunt corelate in faza), iar prin suprapunerea lor se produce
fenomenul de interferenta:

2
[ =1+ 1+ 2115 cos [%(m —71) + ] (1.8.6)

Vom considera in continuare ca diferenta de faza este nula ¢ = 0 ceea ce nu
afecteaza tabloul franjelor de interferenta , c¢i numai deplasarea lor globala.

Discutie:

e Daca

2 A
cos ;(TQ —r)=1—-r—r =m\= 2m§, m=0,+1,£2,.. (1.8.7)

intensitatea undelor in punctul P este maxima:

I=Tnaw=1I+L+2LL= (/L + /L)’ (1.8.8)
e Daca
2m A
cos 7(7’2 —r)=—1—mr—r =2m-— 1)5, m=0,£1,£2,... (1.8.9)

intensitatea undei rezultante este minimas:
I=TInn="I+L—2/L=(/l - /L) (1.8.10)
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In conditiile in care undele elecromagnetice se propaga intr-un mediu cu
indicele de refractie n > 1, diferenta de drum ry — r; trebuie inlocuita cu
diferenta de drum optic:

Al =n(ry — 1) Al:/mndr (1.8.11)

T1

Locul geometric al punctelor din spatiu in care intensitatea undei rezultante
este maxima sau minima, reprezinta franje de interferenta care sunt lu-
minoase respectiv intunecoase. In general, locul geometric al franjelor de
interferenta este dat de relatia:

ro — 11 = const. (1.8.12)

ceea ce reprezinta ecuatia unor hiperboloizi cu doua panze si cu focarele in
sursele de unde punctiforme S7 si Ss.
Pentru cazul in care I = I, = I, vom obtine I, = 41, $i Ly = 0 (fig.20).

Fig.20

In general insa, I; # I, iar figura de interferenta este ceva mai complicata
(fig.21).

e Sa ne oprim asupra conditiilor de coerenta a celor doua surse. Emisia
luminii este realizata de catre atomii care trec din starile excitate In starea
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Fig.21

fundamentald. Durata emisiei unei unde este de aproximativ At = 107 s si
este mult mai mica decat intervalul dintre doua procese elementare de emisie.
Deci, emisia radiatiilor luminoase va avea loc sub forma unor trenuri de
unda, iar fiecare fascicul reprezinta o succesiune de asemenea trenuri de unda.
Deoarece procesul de emisie a trenurilor de unda este un proces aleatoriu,
interferenta poate avea loc numai prin suprapunerea totala sau partiala a
undelor ce se formeaza din acelasi pachet de unde. Asta inseamna ca sursele
Sy ¢ Sy trebuie sa provina de la o singura sursa S (fig. 22).

Fig.22

Deci, se poate obtine fenomenul de interferenta numai daca diferenta de drum
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optic este mai mica decat lungimea unui tren de unda, adica:

Al=L.=cAt=—=31010"°=0.3m (1.8.13)
Av
unde L. este lungimea de interferenta sau lungimea de coerenta.
O alta conditie importanta pentru obtinerea fenomenului de interferenta este
legatda de dimensiunea sursei S (fig.23). Se demonstreaza ca sursa S poate
fi considerata ”punctiforma” daca este satisficuta conditia de coerenta
spatiala:

>~ >

Al = BC =dsina < (1.8.14)

Fig.23

1.8.2 Dispozitive de interferenta

1. Dispozitivul Young se bazeaza pe divizarea frontului de unda ce provine
de la o sursa coerenta de lumina S (fig.24):

Potrivit principiului Huygens, cele doua fante practicate in paravanul P devin
sursele secundare de lumina Sy si respectiv Ss. Aceste surse se obtin prin
divizarea frontului de unda care pleaca din sursa S, deci si ele vor fi coerente.
Daca d < D, diferenta de drum dintre razele SoP i S1P este:

Al = S3A = dsina (1.8.15)
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Fig.24

Pentru unghiuri « foarte mici, putem considera aproximatia:

sina =tga = OP/D = x/D (1.8.16)
de unde
d D
Al = % —a= Al (1.8.17)

Conform celor discutate in paragraful anterior rezulta ca vom obtine franje
de intensitate maxima (franje luminoase) pentru

D DX

Ty = Em)\:mj, m=0,=+1,+2, ... (1.8.18)
unde m reprezinta ordinul maximului de interferenta. Daca:
D)

atunci se obtin franjele de intensitate minima (franjele intunecoase).
Distanta dintre doua maxime sau minime consecutive se numeste inter-
franja si se noteaza cu ¢:

AD

Franjele de interferenta sunt, in principiu, hiperbole, dar pentru D > d
tabloul de interferenta este format aproximativ din linii paralele si echidis-
tante.
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2a. Lama cu fete plan paralele este un dispozitiv de interferenta de forma
unei lame de grosime d (fig.25) cu indice de refractie ny si cu suprafetele plan
paralele. Figura de interferenta se poate obtine fie prin fenomenul de reflexie
fie prin refractie.

Fig.25

Vom considera un fascicul de lumina ce provine de la sursa S si care cade
pe suprafata unei lame cu fete plan paralele, paralel cu planul de incidenta.
Deoarece razele de lumina AFE si C'F sunt paralele, franjele de interferenta
se formeaza la infinit, dar pot fi observate si in planul focal al unei lentile
convergente L. Pentru ny > n; (mediul ”2” este mai dens optic decat mediul
”1”) diferenta de drum optic dintre cele doua raze care interfera prin reflexie

este:
A

unde:

d
AB = BC = , AD = AC'sini = 2dtg rsini, nysini = ngsinr

CcosT
2d 2n1d sin 7 si A

Al = ny _ EMOSInT A 2nod cosT — \/2 (1.8.22)
CcoST CcosT 2

In planul focal al lentilei L se vor obtine franje luminoase daca:

2ngcosr — A/2=2mA/2, m=0,1,23... (1.8.23)
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si respectiv franje intunecoase daca:
2ngcosT — N2 =02m+1)N/2, m=0,1,2,3... (1.8.24)

Tabloul de interferenta este o familie de cercuri (maxime gi minime succesive)
numite inelele lui Haidinger.

Interferenta cu ajutorul lamelor cu fete plan paralele se poate observa si in
lumina transmisa (fig.26):

Fig.26

Diferenta de drum optic se poate exprima, in acest caz, prin relatia:
Al =ny(BC + CD) —nyBE = 2nad cosr (1.8.25)
Pentru obtinerea franjelor de maxima intensitate se impune conditia:
2nad cosr = 2mA/2 (1.8.26)
iar pentru obtinerea franjelor de minima intensitate este satisfacuta conditia:

2nadcosr = (2m + 1)\ /2 (1.8.27)

2b. Pana optica este formata din doua plane transparente ce formeaza
un unghi « intre ele (fig.27):

Planul de focalizare a franjelor se afla in interiorul penei, practic pe suprafata
acesteia, deci franjele sunt localizate pe lama. Pentru unghiuri « suficient de
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Fig.27

mici, putem considera cosr = 1, iar conditiile de realizare a doua maxime
succesive sunt:

Mol — N2 =2mA/2,  2nadmsr — A2 =2(m+1)A/2  (1.8.28)

de unde rezulta:

A
dpy1 — dp = — =isina ~ ia (1.8.29)
U]

Astfel, expresia interfranjei pentru pana optica este:
‘ A
1 =
2ams

(1.8.30)

2c. Lama de grosime variabila este formata din stratul de aer dintre
suprafata convexa a unei lentile plan-convexe si suprafata plana a unei lame
plan paralele de sticla (fig.28). Simetria sferica a lamei de aer conduce la un
tablou de interferenta format dintr-o familie de cercuri concentrice numite
inelele lui Newton. Prin reflexie, inelele lui Newton au in centru un minim
de interferenta.

Daca ns > ny, diferenta de drum optic intre raza reflectata in punctul B si
cea reflectata in punctul D este:

Al = 2n1d,, + \/2 (1.8.31)
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Fig.28

Din triunghiul ABC' se obtine:

R*=(R—dn)?+712 — dn(2R—d,,) =12, (1.8.32)
Deoarece d,, < R, putem scrie:
2
,
d, = = 1.8.33
5R ( )
iar diferenta de drum optic devine:
2 A
Al =2n1 = + — 1.8.34
ny SR + 5 (1.8.34)

Conditiile de maxim si minim ale intensitatii luminii reflectate se pot scrie
printr-o singura formula:
2
roA A
n— +-==m—= 1.8.35
'R T2 2 ( )
Pentru valori pare ale lui m avem franje de maxima intensitate, iar pentru
valori impare ale lui m avem minime de intensitate. Din ultima formula

rezulta raza inelelor Newton:

RA
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3. Interferometrul Michelson a fost construit de catre fizicianul ame-
rican Albert Abraham Michelson cu scopul de a pune in evidenta miscarea
absoluta a Pamantului in raport cu eterul universal, prin masurarea vitezei
luminii in raport cu un corp. Aranjamentul experimental este prezentat in
fig.29. Fascicolul de lumina provenit de la sursa S este divizat in doua cu
ajutorul placii semitransparente P;, argintata pe fata superioara. Pentru a
compensa drumul optic suplimentar parcurs de raza 1, prin placa P;, in dru-
mul razei 2 s-a introdus o placa transparenta Ps, identica cu P;, exceptand
argintarea. Dupa reflexiile pe oglinzile O; si O,, cele doua raze de lumina
ajung la lentila L, prin care se poate observa tabloul franjelor de interferenta.

Fig.29

Pentru a calcula intervalele de timp ¢; si respectiv t, in care razele de lumina
parcurg distantele P;O; si respectiv P,Os, dus-intors, vom face un calcul
analog cu cel al barcilor 1 gi 2 care ar pleca simultan din punctul A (fig.30).
Daca barcile au viteza ¢ in raport cu apa raului, iar viteza apei fata de mal
este v, atunci timpul ¢; in care barca 1 parcurge drumul AC si C'A este:

l l 2l 2] 1 21 v?
t, = = =~ (14+ — 1.8.37
! c+v+c—v 2—0v2  cl—0v%/c? c( +62) ( )
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iar pentru timpul ¢5, in care barca 2 se deplaseaza din A in B si inapoi in A,
este:

21 2l 1 L2, 1

N eyl Pl

Deci, daca barcile pleaca simultan din A, ele vor ajunge inapoi, din nou in
punctul A, cu o intarziere:

ty = (1.8.38)

l
At =t —ty = 552 (1.8.39)

unde 5 =v/c.

Fig.30

Experienta Michelson-Morley a fost conceputa pe baza urmatoarelor rati-
onamente: sa presupunem ca bratul PO; al interferometrului coincide cu
directia de deplasare a Pamantului in raport cu eterul universal. Deci, timpul
in care raza 1 parcurge distanta P;O; dus-intors este dat de formula (1.8.39)
in care c este viteza luminii fata de eter, iar v este viteza Pamantului fata de
eter.

Deoarece nu se stia care este viteza de miscare a Pamintului fata de eter,
Michelson si Morley au montat interferometrul pe o placa de marmura care
plutea in mercur, astfel incat putea fi rotita in jurul axei sale. Deci, prin
rotirea placii cu 90° ar trebui sa se constate o diferenta de timp:

2l
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corespunzatoare unei deplasari a tabloului de interferenta cu un numar AN

de franje, unde
cAt

Ao
Michelson gi Morley au utilizat un ansamblu de oglinzi care conduceau la
o distanta efectiva [ = 11 m, iar lumina monocromatica avea o lungime de
unda )\, = 0.59 107% m, ceea ce Insemna:

AN =

Lo
=251 (1.8.41)

AN =0.37= 0.4 interfranje (1.8.42)

S-a considerat ca viteza Pamantului in raport cu eterul este v = 30 km/s.
Instalatia experimentala realizata de Michelson si Morley permitea detectarea
unei deplasari a tabloului de interferenta chiar pentru AN = 0.01 inter-
franje. Desi experienta s-a efectuat in diferite momente din zi si noapte,
pentru diferite pozitii ale Pamantului in decursul anului, nu s-a observat nici
o deplasare a franjelor de interferenta. Rezultatul negativ al experientei
Michelson-Morley a condus la concluzia inexistentei eterului universal si la
fundamentarea postulatelor teoriei relativitatii.

Mentionam ca interferometrul Michelson a fost utilizat pentru etalonarea
metrului, cu ajutorul radiatiei portocalii a izotopului Kripton-86.

4. Interferometrul Fabry-Pérot este un interferometru cu fascicule mul-
tiple si este constituit din doua placi de sticla sau cuart P si P, (fig.31) cu
fetele paralele si slab argintate. Distanta d dintre placi poate fi variata in
mod controlat.

Diferenta de drum opticintre doua fascicule consecutive este:
Al = 2dcosr (1.8.43)
iar conditia de maxime principale este data de relatia:
2d cosr = mA m=0,+1,+£2, ... (1.8.44)

Daca unghiul r este constant, in planul focal al lentilei L, pe ecranul FE,
se formeaza o curba de interferenta (un cerc). In cazul unei surse largi de
lumina, curbele de interferenta vor fi cercuri concentrice (inele).

Prin derivarea relatiei (1.8.44) se obtine:

Ar m

AN - " 2dsinr

—2dsinrAr = mAX — (1.8.45)
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Fig.31

marime ce reprezinta dispersia unghiulara a interferometrului.
Largimea unghiulara Ar corespunzatoare la doua maxime succesive de inter-
ferenta rezulta din relatia (1.8.44):

—2dsinrAr =AAm, Am=1 Ar= 2dc/\osr (1.8.46)
Utilizand relatiile (1.8.45) si (1.8.46) rezulta:
)2
M= (1.8.47)
care, pentru o incidenta normala (i = 0,7 = 0) devine:
22
A= (1.8.48)

Aceasta ultima expresie reprezinta constanta interferometrului ce da
domeniul de dispersie al acestuia. Pentru d = 0.5 em si A = 5 - 10~ %cm,
rezulti, AX = 0.25 A. Deoarece domeniul de dispersie al interferometrului
Fabry-Perot este de ordinul de marime al lungimii liniilor spectrale acesta
poate fi utilizat ca analizor al formei liniilor spectrale.
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1.8.3 Aplicatii ale fenomenului de interferenta

1. Refractometrie interferentiala

Cu ajutorul interferometrelor cu doua fascicule se pot determina variatii
foarte mici ale indicelui de refracrie pentru corpurile transparente (gaze,
lichide, solide) in functie de diferiti factori externi ca temperatura, presiunea
etc. Daca avem de determinat indicele de refractie n pentru o solutie de e-
xemplu, se vor folosi doua cuve identice, de aceeasi lungime d. Una va contine
solutia necunoscuta de indice n iar cealalta va contine o solutie de referinta
cu indice de refractie cunoscut, n,. Cele doua cuve se interpun in drumul
a doua fascicule ce urmeaza sa interfere. Prezenta cuvelor va introduce o
diferenta de drum optic:

Al = (n—n,)d (1.8.49)
careia 1i corespunde o deplasare a franjelor cu:
Al d A
:(::T:(n—no)x%n:no—i—xg (1.8.50)

2. Masurarea unghiurilor mici dintre suprafetele a doua corpuri
transparente

Conform rezultatelor obtinute la pana optica unghiul a dintre doua suprafete
poate fi exprimat prin relatia:

A
a= (1.8.51)

2ni
Daca A =5 1075 em, n = 1.5 si i = 2.5 mm va rezulta un unghi o = 14”.
Deci, prin metoda interferentiala se pot determina unghiuri foarte mici dintre
suprafetele corpurilor transparente.
3. Determinarea razei de curbura a unei suprafete sferice cu aju-
torul inelelor Newton

Daca in formula (1.8.36) se considera indicele de refractie al aerului n; = 1,
atunci:

RA
r2 = 7(m -1) (1.8.52)
Experimental se pot determina marimile r2 pe care, dacd le reprezentim
grafic in functie de m, vom obtine o dreapta (fig.32). Coeficientul unghiular

al dreptei este:

RA 2t
tga = = — R = % (1.8.53)
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Fig.32

4. Verificarea interferentiala a calitatii suprafetelor

Pentru verificarea planeitatii unei suprafete, prin fenomenul de interferenta,
se poate folosi instalatia din fig.33:

O placa etalon AB cu fete pan paralele se ageaza deasupra placii C'D a carei
planeitate vream sa o studiem. Lumina de la sursa S cade pe o suprafata
semitransparenta P gi, dupa reflexie, trece prin lentila L; apoi cade pe placa
AB si respectiv C'D traversand stratul de aer dintre cele doua placi. Tabloul
de interferenta se obtine pe ecranul E aflat in planul focal al lentilei L. Daca
suprafta C'D este perfect plana, atunci se vor observa franje de egala grosime,
sau de egala inclinare, in functie de modul de agezare al placilor AB si C'D.
Daca suprafata C'D nu este perfect plana si prezinta unele adancituri sau
ridicaturi, franjele de interferenta vor fi curbate (fig.34). Pe baza formei
acestor franje se pot calcula abaterile de la planeitate ale suprafetei de stu-
diat.

5. Straturi antireflectante si straturi puternic reflectante

Conform relatiei (1.6.20), la incidenta normala, coeficientul de reflexie R
pe suprafata de separare a doua medii dielectrice, cu indicii de refractie n,
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si ng este:

_ 2
R= (n2 "1> (1.8.54)
Ng + Ny

Fenomenul de reflexie permite reducerea substantiala a coeficientului de re-
flexie R pe suprafata unor elemente ca lentile, prisme etc. Pentru micgorarea
coeficientului de reflexie R, pe suprafata refectatoare se depune o pelicula de
grosime d si cu indicele de refractie n mai mic decat al sticlei ny (fig.35):
Pentru realizarea unui minim de interferenta a razelor 1 si 2, cu intensitatea
I = 0, trebuie satisfacute conditiile:

e diferenta de faza intre fascicule sa fie (2m + 1)7
e cele doua fascicule sa aibe amplitudini egale intre ele

Daca n; < n < ngy, diferenta de drum optic intre fasciculele 1 si 2 este:
A A
Al=2nd = —Ap=2m+1)—= (1.8.55)
2m 2
de unde rezulta, pentru realizarea primei conditii de minim de interferenta:

A A
d=0C2m+1)—=02m+ 1= 1.8.56
@m+1)2 = (2m+1)7 (1.8.50)
unde )\, este lungimea de unda a radiatiei in vid.
Pentru satisfacerea celei de-a doua conditie de realizarea minimului de inter-
ferenta, trebuie ca valoarea coeficientului de reflexie pe cele doua suprafete
de separare aer-pelicula si pelicula-sticla sa fie acelasi:
Nog — N n—mn;

_ (1.8.57)

no+n n+ng

Consideram pentru aer n=1 si vom obtine pentru indicele de refractiei al

peliculei expresia:
n=/ny (1.8.58)

Aceasta relatie este satisfacuta de substante transparente ca criolitul si clorura
de magneziu, pentru care n &~ 1.3. Pentru domeniile spectrale cu A ~ 5500 A
coeficientul de reflexie este R = 0, iar cel de transmisie este 7" = 1.

In fig.36 se indicd modul in care se pot obtine coeficienti de reflexie foarte
mari. Pe sticla se depun pelicule dielectrice cu indici de refractie ny si no,
dar de aceeasi grosime optica:

A
n1d1 = n2d2 = Z (1859)
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Daca numarul straturilor alternative, cu indicii de refractie n; si ny este
impar, toate undele reflectate vor fi in faza si se va obtine un maxim de
interferenta. Pentru un numar de 11-13 straturi se poate ajunge la un coefi-
cient de reflexie R ~ 0.999.

6. Fotografierea in culori. Experienta lui Wiener

Fie o oglinda metalica plana, cu coeficientul de reflexie R = 1 pe care cade
un fascicul de lumina sub incidenta normala (fig.37):

Intensitatile campului electric pentru unda incidenta si cea reflectata vor avea
expresia:

E; = E, cos (wt — kz) E, = E,cos (wt + kz + ) (1.8.60)

Prin suprapunerea undei incidente cu cu unda reflectata se obtine campul
rezultant:

T 0
E=F;+E, =2E,cos (kz + 2) cos (w t+ 2) (1.8.61)
Deci, prin interferenta celor doua unde se obtine o unda stationara. Po-
zitiile nodurilor undei stationare, adica punctele unde £ = 0 sunt date de
relatia:

zp =mA/2 m=0,1,2,3, ... (1.8.62)
iar pozitiile ventrelor, in care £ = 2FE,,:
A 1
V== — = 1.8.
= (m 2) (1.8.63)

Conform acestor ultime doua relatii, primul nod al intensitatii campului elec-
tric este pe oglinda, iar primul ventru se afla la o distanta A/4 de oglinda.
Pe baza teoriei reflexiei undelor electromagnetice pe suprafete metalice se
poate arata ca, pentru intensitatea campului magnetic H, primul ventru este
pe suprafata oglinzii, iar primul nod se afla la distanta \/4 de suprafata
oglinzii (fig.38):

Pe baza acestor rezultate se poate stabili care dintre cei doi vectori E sau
H exerciti atiune asupra ochiului, placii fotografice sau asupra ecranului
fluorescent.

O astfel de experienta a fost efectuata de Wiener (1890). Pe o lama de sticla
L a aplicat o pelicula de emulsie fotografica transparenta si a asezat lama
sub un unghi « foarte mic fata de planul oglinzii. Astfel, distanta [ dintre
doua plane ventrale sau nodale este:

[ = ;\sina (1.8.64)
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Prin experienta Wiener s-a demostrat ca innegrirea filmului fotografic apare
in locurile in care intensitate campului electric E prezinta ventre. Prin
aceasta s-a demonstrat definitiv ca actiunea fotochimica a undelor electro-
magnetice se datoreste vectorului electric E, care a primit denumirea de
vector luminos.

In 1891 Lippmann a emis ideea utilizarii undelor electromagnetice stationare
pentru realizarea fotografierii in culori (fig.39). In planele ventrale ale cAm-
pului electric F are loc o descompunere intensa a bromurii de argint, ast-
fel incat apar straturi echidistante, plane Lippmann, semitransparente de
argint la distante egale cu A\/2. Daca pe aceasta emulsie groasa cade lumina
provenita de la un obiect, vor exista plane ventrale pentru fiecare lungime
de unda ); incidenta. Dupa developare, placa fotografica este iluminata cu
lumina alba si se vor reflecta numai undele electromagnetice cu lungimile \;,
continute in lumina provenita de la obiect. Astfel, are loc o reflexie selectiva
si se formeaza imaginea in culori a obiectului fotografiat.

1.9 Difractia undelor electromagnetice
1.9.1 Definitie si caracteristici

Difractia reprezinta un ansamblu de procese optice care apar la propagarea
undelor prin medii ce contin neomogenitati (obstacole, fante, etc) cu dimen-
siuni liniare de acelagi ordin de marime cu lungimea de unda. Evaluarea
repartitiei intensitatii luminoase in aria de difractie se face luand in con-
siderare caracteristicile geometrice si optice ale neomogenitatilor. La baza
explicarii fenomenului de difractie precum si al reflexiei si refractiei sta prin-
cipiul Huygens-Fresnel.

Conform acestui principiu, fiecare punct al unui front de unda poate fi con-
siderat ca un centru de perturbatie secundar care produce unde sferice se-
cundare coerente; frontul de unda in fiecare moment ulterior poate fi privit
ca Infaguratoarea fronturilor de unde secundare (fig.40).

Exista doua clase de difractie optica:

e difractia Fresnel care se produce in cazul undelor sferice; sursa de lumina
si observatorul se afla la distanta finita fata de obstacolul de difractie.

e difractia Fraunhofer care se produce in cazul undelor plane; sursa de lu-
mina si observatorul se afla la distante infinite (mari) fata de obstacolul de

difractie.

Observatie:
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Principala diferenta intre difractie si interferenta consta in numarul de unde
implicate in superpozitie. In difractie exista un numar infinit de unde optice,
in timp ce in interferenta numai un numar finit de unde pot sa se suprapuna.

1.9.2 Metoda zonelor Fresnel

Fie o sursa punctiforma de lumina ) si fie S pozitia instantanee a unei
suprafete de unda sferice (fig.41):
In punctul M amplitudinea undei sferice este:

E = FE,(R/R,)e*" (1.9.1)

unde F, este amplitudinea undei la o distanta R = R, de sursa (). Conform
principiului Huygens-Fresnel, fiecare element de arie ds a suprafetei S este
un centru de unde secundare, care se propagga sub forma de unde sferice.
Contributia acestui element de arie la amplitudinea din punctul B este data
de relatia:

dEg = f(a)FE EeikRikrds (1.9.2)
B — ORO r .J.
unde f(«) este factorul de inclinare, care are expresia:
fla) = 1 pentru a=0
(1.9.3)
fla) = 0 pentru «a=m/2
Astfel, amplitudinea undei in punctul B este:
zkr
Ep = kR// (1.9.4)

Pentru calculul mai simplu al acestei integrale se utilizeaza metoda zonelor
Fresnel. Conform acestei metode se vor trasa niste sfere cu centrele in B,
de raze r,, =1, +mA/2 (m =0,1,2,...) (fig.42):

Din intersectiile acestor sfere cu suprafata de unda sferica S, rezulta zonele
Fresnel. Factorul de inclinare f(«) se considera constant in cadrul unei zone
Fresnel. Astfel, integrala (1.9.4) se reduce la o suma de forma:

R 6 k(R+ro) N

Ep = 2i\E,~——— o (=1 (1.9.5)

m=1

unde m este numarul zonei Fresnel, m = 1,2,3,4,....N, cu N numarul total
de zone Fresnel. Fresnel a postulat o scadere liniara a factorului de inclinare
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in functie de numarul m (fig.43), astfel incat, in final, amplitudinea in punctul
B se poate scrie:

R, eik(R+70o)
R+,
unde semnul ”plus” corespunde unui numar N impar de zone, iar semnul

"minus” unui numar N par de zone.

Ep=i\(fi £ fn) E. (1.9.6)

1.9.3 Difractia Fresnel printr-o fanta circulara

Fie o deschidere circulara de raza p (fig.44). Numarul total de zone Fresnel
depinde de marimile R, p si r,. Daca numarul N de zone Fresnel este par,
intensitatea luminii in punctul B este minima, iar pentru N impar se obtine
un maxim de difractie. Din fig.44, rezulta:

pm =12 = (1o + hn)? = 12 — 12 — 2roh,, — B2, (1.9.7)
de unde, pentru h,, < r, se obtine:
Th = Th = T = 2rohm, (1.9.8)

Tinand cont de expresia pentru r,, = 7, + mA/2 si neglijand termenii in \?
vom obtine expresia razei zonelor Fresnel:
2 —m Rr,
m R+,

(1.9.9)

1.9.4 Difractia Fraunhofer printr-o fanta dreptunghiulara

Vom considera difractia unei unde plane monocromatice pe o fanta drep-
tunghiulara foarte ingusta de largime b si de lungime [ > b (fig.45). Intensi-
tatea campului electric ce provine de la fiecare fagie de grosime dx, din planul

fantei este:
dE = Cdrcosw t (1.9.10)

Din fig.45 rezulta ca diferenta de drum dintre doua raze difractate sub acelasi

unghi « este:

2
Al = zsina Ap = ;Al = krsina (1.9.11)

Deci, intensitatea campului electric a undei care ajunge in punctul B, de la
o fagie de largime dx este:

E
dE, = ?de cos (wt — kx sin «r) (1.9.12)
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Prin integrarea ultimei relatii se obtine intensitatea totala a campului electric
in punctul B,:

. kb -

E, b . sin (% sin «v kb

E, = ?/ cos (wt — krsina)dr = E015>2-> coS (wt — 5 sin 04)
0

?Slna

(1.9.13)
iar amplitudinea campului electric pentru unda care ajunge in B, este:

< (kb «(7h
Sin | & S1n & Sin | 5 S1n @&
Eopo = Ek(,f) = E7r(b2) (1.9.14)
3SIDOJ 78111(1/

Deoarece intensitatea luminii este proportionala cu patratul amplitudinii in-
tensitatii campului electric, rezulta:

b b ?
I, =1, (sin2 <7; sin a> / (7; sin a> ) (1.9.15)

unde [, este intensitatea undei electromagnetice incidente pe fanta. Pentru
a afla care este distributia intensitatii pe ecran (pozitia maximelor gi a min-
imelor) vor deriva expresia (1.9.15) la unghiul « gi vom determina extremele
derivatei:

bsina = mm m=+1,42, 43, ... (1.9.16)
reprezinta conditia de obtinere a minimelor de difractie.
asina=0 (m=0) (1.9.17)

reprezinta conditia de obtinere a maximului central de difractie.

T\b Ccos 7;b —sin 7;b =0 (1.9.18)

reprezinta conditia de obtinere a maximelor secundare. Prin rezolvarea aces-
tei ecuatiei transcedentale (1.9.18) vom obtine pozitiile maximelor secundare
in functie de sin a:

bsina = (2m+1)A\/2  m =41, 42, 43, .. (1.9.19)

Imaginea de difractie este reprezentata in fig.46.
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1.9.5 Retele de difractie plane

Retelele de difractie plane, prin transmisie, se obtin prin trasarea unor trasaturi
(zgarieturi) fine, drepte, paralele si echidistante pe suprafata unei placi confectionata
dintr-un material dielectric transparent (fig.47).

d=c+b (1.9.20)

reprezinta constanta retelei plane, iar N = L/d reprezinta numarul fan-
telor.

Procesul de difractie pe o retea consta din doua fenomene:

e difractia luminii pe fiecare fanta dreptunghiulara de largime a
e interferenta fasciculelor multiple difractate de fiecare fanta

Diferenta de drum intre doua fascicule vecine provenind de la aceeasi fanta
este data de expresia:
Al =bsina (1.9.21)

Deoarece diferenta de faza ¢ dintre unde se poate determina cu ajutorul
relatiei:

e Al
— = — 1.9.22
2m A ( )
atunci se poate exprima defazajul prin sin a:
2
o= "Thsina (1.9.23)

A

Diferenta de drum AL intre doua fascicule provenind de la fante alaturate
este data de expresia:
AL =dsina (1.9.24)

Diferenta de faza ® se poate exprima prin sin a:

2
o= ;dsina (1.9.25)

Daca vom lua in considerare numai difractia pe fiecare fanta, atunci intensi-
tatea luminii Iy4; 7, va fi, conform relatiei (1.9.15):

b . b . 2
Liisr = I, sin? (W S;HO‘> / (W S;““) (1.9.26)
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Daca vom lua in considerare interferenta celor N fascicule difractate de cele
N fante, intensitatea luminii lin., s va avea expresia:

I _ (sin(Nmdsina/)) ?
mterf 7\ Tsin (rdsin a/\)

Intensitatea luminoasa totala in punctul B,, ca urmare a suprapunerii celor
doua fenomene va fi:

(1.9.27)

_ A A
foa = 1o (”Tb sin oz>2 sin? (”Td sin a) (1.9:28)

sin? (’T—b sin a) sin? (M sin a)

Tabloul distributiei intensitatii in functie de unghiul « este format din maxime
principale si secundare de interferenta, minime de interferenta, maxime si
minime de difractie.

Discutie:

a. pentru fenomenul de interferenta

Pozitiilor extremelor intensitatii luminoase se pot obtine din extremele functiei

I, prin derivare la & = ”ds%. Prin derivare ajungen la urmatoarele doua
ecuatii:
. nd
sin (NT sina) = 0 (1.9.29)
d d
N tg(% sina) = tg(N% sin @) (1.9.30)
Pentru ca ecuatia (1.9.29) sa fie satisfacuta trebuie ca:
d
%sma: %w m=0,1,2,3.. (1.9.31)

Daca m/N este un numar intreg, adica m/N = n,n = 0,1,2,3,.. (m =
0, N,2N, 3N, ...), atunci se obtine conditia de maxime principale de interferenta:

A
sin oy, = n n=20,1,23,.. (1.9.32)
n=0—sina,=0 maxim central
A
n=1—sino = p maxim de ordin 1
A
n=2—sinwy = 23 maxim de ordin 2

A
n =3 —sinag = 3— maxim de ordin 3 etc

d
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Daca m/N nu este un numar intreg, atunci intensitatea luminoasa va avea
un minim. Deci, intre doud maxime consecutive (n = 0 si n = 1 de exemplu)
se gasesc N — 1 minime de interferenta (n = 1/N,2/N,3/N,... (N —1)/N).
Ecuatia (1.9.30) reprezinta conditia de obtinere a maximelor secundare de
interferenta de intensitate mult mai mica decat a maximelor principale. Intre
doua maxime principale se gasesc N — 2 maxime secundare.

b. pentru fenomenul de difractie

Pozitiile maximelor si minimelor de difractie se pot obtine prin derivarea

intensitatii I, la ¢ = @. Se vor obtine urmatoarele doua solutii:
A
sin g, = k;g k=0,1,2,3,... (1.9.33)
. A
sinay, = (2k + 1)% (1.9.34)

Solutia (1.9.33) defineste pozitiile minimelor de difractie, iar solutia (1.9.36)
defineste pozitiile maximelor de difractie.

Observatie:

R 2
In timp ce functia sin? (”Tb sin a)/ (”Tb Sin a) variaza lent cu sin«, functia

sin? (@ sin a) / sin? (%d sin a) variaza rapid cu sinca, astfel incat functia

2
sin? (“Tb sin a)/ (”Tb sin a) modeleaza intensitatea rezultanta (fig. 48).

1.9.6 Difractia radiatiei X

Fizicianul german Max Theodor Felix von Laue a demonstrat, in 1912 posi-
bilitatea utilizarii cristalelor naturale, cu constanta retelei de ordinul 10~1°
m ca retele de difractie tridimensionale pentru razele X.

Fie doua plane cristaline P, si P, (fig.49) pe care cade un fascicul monocro-
matic de radiatii X (raze Rontgen). Diferenta de drum dintre cele doua raze
este:

AL =AB+ BC = 2dsin (1.9.35)
iar directiile dupa care se obtin maximele de interferenta sunt date de conditia:
2d sin ) = m\ (1.9.36)

Aceasta relatie este cunoscuta sub denumirea de legea Wulf-Bragg pentru
difractia pe cristale gi are aplicatii atat in analiza structurala cu raze X cat
si in analiza spectrala a radiatiilor X.
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CAPITOLUL 2.

2 Originile fizicii cuantice

2.1 Radiatia termica

Experimental s-a constatat ca toate corpurile incalzite la o anumita tempera-
tura 7" emit radiatii, numite radiatii termice (ele efectueaza un transport de
energie sub forma de cadura). Structura spectrala acestor radiatii depinde de
temperatura corpurilor emitatoare. Indiferent insa de temperatura corpurilor
, radiatiile termice sunt unde electromagnetice care se afla in echilibru
cu corpurile radiante.

2.1.1 Marimi fizice caracteristice

1. Fluxul energetic ® se definegte prin raportul dintre energia radiata dE
si timpul corespunzator dt.

dE
o dt
Unitatea de masura in sistemul international (ST) de unitati este Wattul,
deci are dimensiuni de putere: [®]s; = W.
Deoarece fluxul energetic cuprinde radiatii cu diferite lungimi de unda si
depinde si de temperatura, se definegte fluxul spectral ¢(\, T):

o (2.1.1)

O(T) = /Ooo o\, T)dA (2.1.2)

2. Radianta energetica R este definita prin raportul dintre fluxul energetic
emis de o suprafata elementara:

dd
R =
m

= — Rlsr = 2.1.3

7S [R]s1 (2.1.3)
Se poate introduce puterea spectrala de emisie r(\,T) care este functia
de repartitie a energiei radiate de o suprafata aflata la temperatura 7', in
functie de A:

R(\) = /O TR\, T)dA (2.1.4)
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3. Puterea de absorbtie a unui corp se defineste ca raportul dintre fluxul
radiantiei absorbite si fluxul radiatiei incidente:

(I)abs
A= 2.1.
iar puterea spectrala de absobtie:
Pabs (/\7 T)
a(\,T) = —-"—= 2.1.6

4. Densitatea volumica a energiei radiatiei w(7) este definita ca

fiind energia campului electromagnetic dWW ce strabate elementul de volum

dV:
dW

T dv
Se poate introduce densitatea volumica spectrala a energiei p(\,7T)
prin relatia:

[w]s; = J/m? (2.1.7)

w

w(T) = /0 T (N T)dA (2.1.8)

5. Intensitatea radiatiei termice [/ ce se propaga in interiorul unghiului
solid df) dintr-o incinta se definegte prin relatia:

dI = =240 (2.1.9)

47

unde c este viteza luminii in vid. Fluxul energetic emis de elementul de arie
AS aflat pe suprafata incintei, sub unghiul 6 si in interiorul unghiului solid
ds este:

d® = dIAS cos§ = %Ascos 0dS) = %ASCOSQSin 0dody  (2.1.10)
T T
Fluxul total emis de elementul de arie AS, in toate directiile va fi:
¢ = —AS/ cos # sin 9d9/ dp = —AS (2.1.11)
4 0 0 4
Daca se tine cont de definitia radiantei energetice (2.1.3) vom obtine:

R(T) = Sw(T) — r(\,T) = Ep(A,T) (2.1.12)

=0
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2.1.2 Legile clasice ale radiatiei termice

1. Legea lui Kirchhoff arata ca, raportul dintre puterea spectrala de
emisie (A, T) si puterea spectrala de absorbtie a(\,T") este o functie numai
de lungimea de unda X si de temperatura, si este independenta de natura
corpului emitator:

r(AT)

a(\,T)
Se definegte corpul negru ca fiind corpul ce absoarbe toate radiatiile inci-
dente, independent de A si de T', deci:

= f(\T) (2.1.13)

a(\,T) =1 (2.1.14)

O cavitate prevazuta cu o mica deschidere (fig.51) poate fi considerata corp
negru pentru ca toate radiatiile incidente sunt total absorbite. Daca peretii
incintei sunt adusi la temperatura 7', radiatia emisa prin deschiderea O va fi
radiatia termica a corpului absolut negru.

Experimental s-a constatat ca p(\, T') este o functie continua de lungimea de
unda A, si depinde puternic de temperatura 7. Pe masura ce temperatura
creste, maximul functiei p(A, T') se deplaseaza spre lungimi de unda mai mici
(fig.52). Densitatea volumica spectrala de energie poate fi exprimata si in
functie de frecventa respectiv de pulsatie:

p( N, T)d\ = p(v, T)dv = p(w, T)dw (2.1.15)

2. Legea Stefan-Boltzmann stabileste o relatie intre radianta energetica
R si temperatura T, relatie valabila insa numai pentru corpul negru:

R(T) = oT* (2.1.16)

Aceasta formula fost dedusa in cadrul termodinamicii, iar constanta o are
valoarea o = 5.672 1078 W/m? K~ si a fost dedusi in cadrul fizicii cuantice.

3. Legile lui Wien se refera la expresia densitatii volumice spectrale
de energie in functie de frecventa radiatiei. Wien a demonstrat, in 1893 ca
densitatea volumica spectrala de energie este data de relatia:

p(\,T) = vV3F(v/T) (2.1.17)

unde F(v/T) este o functie de argumentul indicat, dar forma explicita a
acestei functii nu poate fi dedusa in cadrul fizicii clasice.
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Daca se deriveaza aceasta ultima relatie la A si, tinand cont de (2.1.15) vom
obtine:

Op(\, T)
oA

ceea ce reprezinta legea de deplasare Wien (fig.52). Constanta b poate fi
determinatd numai din datele experimentale; s-a obtinut b = 0.28978 1072 mK.
Marimea A, reprezinta lungimea de unda pentru care pA, T') este maxima. In
1896 Wien a propus urmatoarea formula empirica pentru densitatea volumica
spectrala de energie a radiatiei termice a corpului negru:

’,\:,\m :O—>)\mT:b (2118)

p(v,T) = cypie /T (2.1.19)

unde ¢; §i ¢ sunt constante care se determina pe baza comparatiei cu datele
experimentale. Aceasta lege descrie densitatea volumica spectrala dar, s-a
constatat ca este valabila numai la frecvente mari ale radiatiei ter-
mice.

4. Formula Rayleigh-Jeans - initial Rayleigh a fost cel care a dedus
expresia densitatii volumice spectrale de energie a radiatiei termice in cadrul
electrodinamicii. El a considerat o incinta sub forma cubica de dimensiune
L cu pereti perfect reflectatori si alfati la temperatura T'. Radiatia termica
aflta in echilibru cu peretii incintei trebuie sa formexe unde stationare. Pen-
tru aparitia undelor stationare se impun conditiile de formare a nodurilor pe
peretii incintei:
2\ 2\ 2\

N =7 = 1,2,3... ny,= 7= 1,2,3,... n,= 7= 1,2,3...(2.1.20)
Daca se calculeaza numarul undelor stationare din unitatea de volum cu
lungimea de unda cuprinsa intre A si A + d\ se obtine:

812

n(v)dv = 3 dv (2.1.21)

Daca vom tine cont de faptul ca undele stationare sunt in echilibru cu peretii
incintei, rezulta ca fiecare unda are o energie medie egala cu energia medie
a oscilatorului care l-ea emis. Deci, Rayleigh obtine urmatoarea expresie
pentru densitatea volumica spectrala a radiatiei termice:

p(v,T) =

5 < E > (2.1.22)

unde < E > este energia medie a oscilatorilor din peretii incintei, aflati
la temperatura T. Aceasta formula fost completata de catre Jeans care a
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considerat ca energia medie a oscilatorilor este < F >= kT, astfel incat se
poate scrie acum formula Rayleigh-Jeans:

812

pv.T) = = 5—kT (2.1.23)

formula valabila la frecvente relativ mici ale radiatiei termice.
Deci, in cadrul fizicii clasice nu se poate obtine o formula unitara pentru
densitatea volumica spectrala de energie a radiatiei termice in concordanta
cu datele experimentale.

2.1.3 Ipoteza lui Planck. Formula lui Planck

In 1900 fizicianul german Planck face ipoteza epocala, ipoteza ce reprezinta
inceputul fizicii cuantice, i anume: energia undelor stationare din interiorul
incintei aflate la temperatura T este cuantificata, adica poate lua numai
anumite valori discrete:

E,=ne n=0,1,23,.. (2.1.24)

iar € este cuanta de energie. Apoi Planck considera ca numarul oscilatorilor
care au energia F), este dat de legea de distributie Boltzmann:

N, = N,e En/kT — N o=ne/kT (2.1.25)
Daca se mediaza (statistic) aceasta energie vom obtine:
€
iar formula Rayleigh devine:
82 3
p(v,T) = e (2.1.27)

Aceasta expresie este in concordanta cu legea Wien (2.1.17) numai daca
£ ~ v, adica:

e = hv (2.1.28)
unde h este o constanta de proportionalitate, cunoscuta sub denumirea de
constanta lui Planck, h = 6.63 1073* Js. Astfel s-a ajuns la formula lui
Planck pentru radiatia termica a corpului negru care se poate exprima sub
formele:

Sthu? 1

pwT) = — o (2.1.29)
8mhc 1

PNT) = =5 (2.1.30)
huw? 1

pw,T) = —= (2.1.31)

21203 ghw/2nkT _ 1
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Observatii:

e Formula Rayleight-Jeans si legea Wien sunt cazuri particulare ale formulei
Planck (2.1.29 — 2.1.31)

Pentru hv < kT — "/ ~ 1 + /KT — p(v,T) = 8:;’2 kT (Rayleigh-
Jeans).

Pentru hy > kT — e™/5T > 1 — p(v, T) = S22 o=hv/kT (Wien),

3

e Formula Planck este in totala concordanta cu datele experimentale.

e Pe baza legilor radiatiei corpului negru se poate masura temperatura cor-
purilor incandescente (in cadrul pirometriei optice) atunci cand temperatura
T > 2000 K si cand metodele clasice nu mai sunt sigure.

h

e in unele relatii se utilizeaza constanta Planck redusa h = 5~

2.2 Efectul fotoelectric

In 1905 Einstein, plecand de la ipoteza lui Planck de cuantificare a energiei
radiatiei termice, extinde aceasta ipoteza gi asupra undelor luminoase (elec-
tromagnetice): undele electromagnetice au un caracter corpuscular, adica
reprezinta un flux de microparticule numite fotoni de energie ¢ = hv.
Aceasta ipoteza a fost introdusa pentru a putea explica efectul fotoelectric
extern, fenomen descoperit experimental in 1887 de catre Hertz.

Efectul fotoelectric extern consta in emisia de electroni de catre suprafata
metalelor sub actiunea undelor electromagnetice. Studiul experimental al
efectului fotoelectric extern se face cu ajutorul unei celule fotoelectrice (fig.53):

Tubul de stica T' vidat, este prevazut cu o fereastra F' de cuart, pentru a
nu fi absorbite radiatiile din ultraviolet. Fotocatodul C emite electroni sub
actiunea undelor electromagnetice. Electronii ajung la anodul A, iar in-
tensitatea curentului electric ¢ prin circuit se masoara cu galvanometrul G.
Tensiunea U dintre anod si catod se regleaza cu ajutorul potentiometrului P
si se masoara cu voltmetrul V.

Se observa ca, la o tensiune suficient de mare toti electronii emisi din cato-
dul iradiat cu lumina monocromatica ajung la anod, astfel incat se obtine
intensitatea i; a curentului fotoelectric de saturatie (fig.54). Pentru o anume
valoare a diferentei de potential, numita tensiune de stopare (U;) curentul
fotoelectric se anuleaza.

66



Legile experimentale ale efectului fotoelectric extern

e Intensitatea curentului de saturatie iy este proportionala cu intensitatea [
a radiatiei monocromatice incidente.

e Pentru un fotocatod dat, efectul fotoelectric are loc numai daca frecventa
radiatiei incidente v este mai mare decat o anumita valoare v, numita frec-
venta de prag.

e Repartitia fotoelectronilor dupa valorile vitezei nu depinde de intensitatea
I a radiatiei incidente.

e Pentru v > v, energia cinetica maxima a fotoelectronilor este proportionala
cu frecventa radiatiei incidente:

mv2,,./2 = A+ By (2.2.1)

unde A si B sunt constante pentru un fotocatod dat.

e Efectul fotoelectric nu prezinta nici o inertie. Din datele experimentale
s-a constatat ca, intre momentul inceperii iradierii fotocatodului si momen-
tul inceperii emisiei fotoelectronilor, intervalul de timp este At < 10719 s

Aceste legi experimentale ale efectului fotoelectric extern nu pot fi explicate
in cadrul teoriilor clasice referitoare la interactia radiatiilor electromagnetice
cu subsatanta.
Einstein a considerat ca efectul fotoelectric consta in absorbtia unui foton de
catre electronii din metal. Pe baza acestei ipoteze se obtine legea conservarii
energiei:

mv®/2 = hv — B,y — AE (2.2.2)

unde AFE este energia pierduta de electroni prin ciocniri pana ajung la
suprafata metalului, iar E.,, reprezinta energia de extractie, energia minima
pentru ca electronii sa fie scosi din metal. Pentru electronii care nu pierd e-
nergie prin ciocniri (AE = 0) se obtine cunoscuta formula a lui Einstein
pentru efectul fotoelectric extern:

mvg@a:c/2 =hv — Eextr (223)
Din fig.54 se observa ca pentru U = U, avem:
h Eea: T h
mvfnax/Q = GUO = hy — Ee;ttr — Us = —U — Zewtr = —V — Qegtr (224)
e e e
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unde ¢ = % reprezinta potentialul de extractie pentru fotocatodul con-
siderat.

In 1915, Millikan a mésurat tensiunea de stopare Uy in functie de frecventa
v a radiatiei incidente, confirmand teoria lui Einstein pentru efectului foto-
electric. Pe baza datelor experimentale obtinute (fig.55), Millikan a stabilit
valoarea constantei Planck.

O deosebita importanta o are si efectul fotoelectric intern care se observa
in cazul dielectricilor si semiconductorilor. Daca energia fotonilor hr este mai
mare decat largimea benzii interzise AW, prin absorbtia acestora, electronii
din banda de valenta (BV) trec in banda de conductie (BC) (fig.56). Ca ur-
mare apar electroni in banda de conductie gi goluri in banda de valenta,
ceea ce duce la cresterea conductivitatii electrice. Pe baza acestui efect
functioneaza asa numitele fotoresistente.

2.3 Efectul Compton

Conform teoriei lui Einstein, fotonii sunt caracterizati de energia:
e=hv (2.3.1)
si de impulsul p’ care se poate obtine din relatia relativista:

£ = c\/p? + m2c? (2.3.2)

Pentru fotoni masa de repaus este este zero (m, = 0), ca urmare impulsul
fotonilor se poate scrie:

e h h
=—=—-=—k 2.3.3
P c AN 27 ( )
sau sub forma vectoriala: 4
7= —k (2.3.4)
27

Deci lumina, din punct de vedere corpuscular se caracterizeaza prin ener-
gia € gi prin impulsul p, iar din punct de vedere ondulatoriu prin vectorul
de undi k si respectiv prin frecventa v. Aceste marimi sunt corelate prin
relatiile (2.3.1) si (2.3.4), relatii care sunt fundamentale in aplicarea legilor
de conservare pentru energie si impuls, in cazul interactiei dintre foton si o
microparticula.

In 1922 Compton descopera efectul care-i poarta numele. Radiatiile X ca-
racteristice cu frecventa v, i lungimea de unda )\, sunt difuzate de electronii
slab legati, cum sunt cei ai grafitului; radiatiile difuzate contin atat radiatii
ce nu si-au modificat frecventa cat si radiatii cu de frecventa mai mica decat
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Vo (V < 1,).

Procesul de imprastiere a radiatiilor X este analizat de Compton ca un pro-
ces de interactie intre radiatiile X si electronii corpului, in urma caruia fo-
tonul (radiatia X) este difuzat sub un unghi 6 iar electronul (de recul) este
impragtiat sub un unghi ¢ cu viteza v (fig.57). S-a considerat ca electronul
se afla in repaus Inainte de ciocnire fiind caracterizat de masa de repaus m,,.

Legile de conservare (2.3.1) si (2.3.4) aplicate acestui proces (relativist) con-
duc la urmatoarele relatii:

hv, + myc® = hv + mc? (2.3.5)
hv, h
Yo _ 1 o5 + mu cos ® (2.3.6)
c c
h
0="Ysing — mv sin ¢ (2.3.7)
c

Relatia (2.3.5) reprezinta conservarea energiei pentru procesul de interactie
foton-electron, iar relatiile (2.3.6) si (2.3.7) reprezinta legile de conservare
pentru impuls pe directiile Oz respectiv Oy.

Rezolvarea acestui sistem de ecuatii conduce la expresia variatiei lungimii de

unda AX =X\ — \,:

h
AN =2——sin?6/2 (2.3.8)
M,C
Daca se noteaza L
Ao = =0.0242 A (2.3.9)
M,C

cunoscuta sub denumirea de lungime de unda Compton pentru 6§ = 7 /2,
atunci variatia A\ se poate scrie:

AN =2\ sin?60/2 (2.3.10)

Observatii:

e Conform realtiei (2.3.10) variatia lungimii de unda AX nu depinde de
lungimea de unda incidenta A,.

e In fig.58 sunt indicate intensititile aproximative ale radiatiilor difuzate

sub un unghi 6, in cazul materialelor ugoare ca Li, B, Be (b), al unor materi-
ale mai grele ca Al, Si (c), respectiv pentru materiale grele ca Fe, Ni,Co (d).

69



Cu ajutorul sistemului de ecuatii (2.3.5-2.3.7) se poate calcula de asemenea
si energia electronului de recul E.:

Av
Vo
E. AN 2\csin?6/2

huy Ao+ AN A, +2\osin®6/2

E. =mc® —my,c® = hv, — hv = hAv = hy, (2.3.11)

(2.3.12)

Din relatia (2.3.12) se observa ca energia primita de electronii de recul este
destul de mica in comparatie cu energia fotonului incident, ceea ce conduce
la posibilitatea separarii electronilor Compton de fotoelectroni (fig.59).

e Datele experimentale legate de efectul fotoelectric si Compton au contribuit
la fundamentarea teoriei corpusculare a luminii.

e Din punct de vedere macroscopic lumina este o unda prin care se explica
fenomenele de interferenta, difractie si polarizare, iar din punct de vedere
microscopic lumina este formata din microparticule numite fotoni. Cu cat
frecventa v este mai mare (lungimea de unda mai mica) cu atat se manifesta
mai puternic caracterul corpuscular al radiatiei.

2.4 Spectre atomice. Structura atomilor
2.4.1 Seriile spectrale ale atomului de hidrogen

Ansamblul lungimilor de unda ale radiatiilor monocromatice corespunzatoare
unei unde electromagnetice formeaza spectrul undei considerate. Spectrele
pot fi clasificate in spectre de emisie si respectiv spectre de absorbtie,
daca unda electromagnetica este emisa sau absorbita. Spectrele de emisie si
absorbtie pot fi:

e continue, daca contin radiatii electromagnetice cu toate lungimile de unda
cuprinse intr-un anume interval, cum ar fi de exemplu radiatia corpului negru.

e discrete (de linii), care contin unde electromagnetice ”monocromatice”
de anumite lungimi de unda \;

Studiul spectrelor de emisie si absobtie a prezentat un interes deosebit prin
faptul ca spectrele respective caracterizeaza in mod univoc elementul chimic,
permitand efectuarea analizei spectrale in mod superior fata de analizele
chimice obignuite.
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In 1885, fizicianul elvetian Balmer a stabilit, empiric, ca lungimile de unda
ale liniilor spectrale emise, in domeniul vizibil, de catre atomii de hidrogen
pot fi calculate cu formula:

.1 1 1

unde ¥ reprezinta numarul de unda, adica numarul lungimilor de unda cuprinse
intr-o anumita unitate de lungime. Marimea R este constanta Rydberg si
are valoarea experimentala:

Rezp.r = 1.0967776 107 m™! (2.4.2)

Ansablul liniilor spectrale ale caror lungimi de unda se pot calcula cu ajutorul
unei formule formeaza o serie spectrala. Astfel, pentru atomul de hidrogen
se pot calcula seriile spectrale ale acestuia cu formula:

- 1 1 1

Seriile spectrale ale atomului de hidrogen sunt:

e Seria Lyman, n = 1, m > 1 - domeniul ultraviolet

e Seria Balmer, n = 2, m > 2 - domeniul vizibil

e Seria Pashen, n = 3, m > 3 - domeniul infrarogu

e Seria Brackett, n =4, m > 4 - domeniul infrarosu indepartat
e Seria Pfund, n = 5, m > 5 - domeniul infrarogu mai indepartat

Conform formulei lui Balmer (2.4.1) numarul de unda o se poate scrie ca
o diferenta de doi termeni spectrali:

imzﬂ—ng—% (2.4.4)
n m
Pornind de la acestaa relatie, Ritz a enuntat principiul de combinatie
care afirma ca: diferenta a doua numere de unda apartinand aceleasi serii
spectrale reprezinta, de asemenea, un numar de unda a unei linii spectrale
care poate fi emisa de atom, dar care apartine altei serii spectrale.
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2.4.2 Modelul nuclear al atomului

Fizicianul englez Rutherford a efectuat, in 1911, experiente de imprastiere a
particulelor « pe foite metalice de aur (Au) in scopul obtinerii de informatii
referitoare la structura atomului. Particulele a reprezinta atomi de heliu
(He) dublu ionizati ce poseda sarcina electrica ¢ = +2e.

S-a constatat ca:
e majoritatea particulelor o sunt slab deviate de la directia initiala

e 0 mica parte dintre particulele a incidente sunt deviate la unghiuri foarte
mari, sau chiar la 180°.

Rutherford ajunge la urmatoarele concluzii:

e atomul (Au) este format dintr-un nucleu cu sarcind pozitiva in care este
concentrata aproape toata masa atomului.

e clectronii se afla intr-o miscare de rotatie in jurul nucleului analog cu
miscarea planetelor in jurul Soarelui.

Aceste concluzii reprezinta de fapt modelul planetar sau modelul nu-
clear al atomului propus de catre Rutherford.

Se poate demonstra, prin calcule, ca daca N este numarul de particule «
incidente pe unitatea de arie a suprafetei difuzante, iar d/Ny este numarul de
particule o deviate sub un unghi cuprins intre € si 6 + df si in unghiul solid
dS) = sin 0dfAdyp, atunci este valabila urmatoarea relatie:

(2.4.5)

neoE ) sin*6/2

dNy 1 ( Ze? )2 dQ
unde E este energia particulei « incidente; Z este numarul de ordine al
atomului difuzant; e - sarcina electrica a electronului; Ze - sarcina electrica a
nucleului; do reprezinta sectiunea eficace diferentiala de imprastiere,
are dimensiunea unei arii §i reprezinta aria unei suprafete din jurul nucleului
pe care particulele « trebuie sa cada pentru a fi imprastiate in unghiul solid
ds).
Relatia (2.4.5) reprezinta formula lui Rutherford pentru difuzia parti-
culelor av. Valabilitatea acestei formule a fost verificata de catre Geiger in
anul 1913. Datele experimentale ulterioare au aratat ca raza nucleului este
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conectata de numarul atomic de masa A prin relatia:

Touctew = ToAY? 1, = (1.4 —15) 107® m (2.4.6)

2.4.3 Teoria lui Bohr pentru atomii hidrogenoizi

Potrivit modelului planetar al lui Rutherford atomul este format dintr-un
nucleu cu sarcina pozitiva Ze in jurul caruia se rotesc cei Z electroni. Din
punct de vedere al electrodinamicii clasice astfel de atomi nu pot fi stabili
pentru ca, datorita miscarii accelerate pe orbite a electronilor, acestia devin
surse de unde electromagnetice, iar pierderea de energie prin radiatie con-
duce la concluzia ca electronii ar trebui sa cada pe nucleu dupa un timp
At < 10710 5 ceea ce nu se Intampla in realitate.

O prima interpretare a acestor fenomene atomice a fost data de catre fizicianul
danez Bohr. Urmarind sa explice spectrele de linii ale atomului de hidrogen
observate experimental, Bohr introduce doua postulate:

Postulatul 1: Pot exista in atom numai acele orbite electronice pentru care
momentul cinetic orbital al electronului, in miscarea sa in jurul nucleului,
este un numar intreg de h:

|_f;1| = MyUpTy, = Nh n=12734,. (2.4.7)

unde n este un numar natural, denumit numar cuantic principal.
Orbitele pe care se migca electronii si care satisfac conditia (2.4.7) se numesc
orbite stationare. Pe aceste orbite electronii se pot deplasa accelerat fara
sa emita radiatii conform electrodinamicii clasice.

Ne vom ocupa in continuare de determinarea vitezei v,, a electronilor pe or-
bitele circulare, a razelor orbitelor circulare r, precum si a energiei atomilor
hodrogenoizi F,, aflati pe nivelele energetice n din atom. Atomii hidrogenoizi
sunt acei atomi ce contin un singur electron ce se roteste in jurul nucleului.
Astfel de atomi sunt: atomii de hidrogen H (Z = 1), ionii de heliu He*
(Z = 2), ionii de litiu Lit* (Z = 3) ete.

Pentru ca electronul sa se poata deplasa pe orbitele circulare r, trebuie ca
forta centrifuga sa fie egala cu forta coulombiana de atractie din partea nu-

cleului: ) | 7.2
Mon ¢ (2.4.8)

Tn Ame 12

Daca se prelucreaza acesta relatie si se tine cont si de ipoteza Bohr (2.4.7)
se va obtine expresia vitezei electronilor v, pe orbitele circulare:

_Z621

= — 2.4.
2hen (2.4.9)

Un
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unde ¢ este permitivitatea electrica a mediului.
Observatii

e Pentru n = 1 se va obtine viteza electronului aflat in starea fundamen-
tala vy, care este cea mai mare in comparatie cu vitezele de pe alte orbite
stationare (n > 1).

e Pentru atomul de hidrogen, raportul dintre viteza v, si viteza luminii in

vid ¢ este:

U1 e? 1

= = e

c 2hce, 137

unde « este cunoscuta sub denumirea de constanta structurii fine; «
reprezinta de asemenea constanta de cuplaj pentru interactiile electromag-

netice, interactii ce guverneaza lumea atomica.

(2.4.10)

Utilizand in continuare conditia de cuantificare Bohr precum si expresia
vitezei (2.4.9) se poate determina expresia razei oritelor circulare din ato-
mul de hidrogen:

gh? 1,

Ty = —=n 2.4.11

" mmeer Z ( )

Daca n = 1 se obtine, pentru raza atomului de hidrogen aflat in starea
o 2 5
fundamentala valoarea rg = :;LheQ = (0.529 A.

Energia atomilor hidrogenoizi se calculeaza prin sumarea energiei cinetice a
electronului cu energia potentiala de interactie cu nucleul:
Myv> Ze? Ze?

En = Lincin En ot — T — = — 2.4.12
+ Bnpot 2 ATE STELTn ( )

Daca se tine cont de relatia (2.4.11), energia totala a atomilor hidrogenoizi
se poate scrie in functie de numarul cuantic principal n:

4
L amee” 1

E, = —
8c2h? n?

(2.4.13)

deci exista un numar infinit de nivele energetice.
Observatii:

e n = 1 reprezinta starea fundamentala a atomului corespunzatoare energiei
minime F;. Bohr a considerat ca numai aceasta stare energetica este stabila.
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e semnul ”-” ne spune ca electronul se afla in atom in stare legata. Pentru
a scoate electronul din atomul de hidrogen aflat in starea fundamentala este
necesara o energie minima:

mee’

By =——
! 8c2h?

— —13.53 ¢V (2.4.14)

si care se numeste energie de ionizare.

e starile energetice cu n > 1 se numesc stari excitate ale atomului; aceste
stari au un timp de viatd 7 ~ 107® s dupa care atomul trece in starea
fundamentala.

Postulatul 2: In procesul de emisie sau de absorbtie a luminii de catre atomi
sub forma de cuante de energie hv,,,, atomul trece dintr-o stare stationara
cu energia F,, in alta stare stationara de enegie F),:

c myZ%e* /1 1
hvpy = h— :Em—En:o<—) 2.4.15
v )\mn 86(2)h2 TL2 m2 ( )
sau: ) 72,1 )
meyZ e 1
g Amn  8e2h3c (n2 m2) ( )

Astfel s-a ajuns la formula Balmer pentru atomii hidrogenoizi; valoarea teo-
retica a constantei Rydberg pentru atomul de hidrogen este:

meye?

— _ 7. —1
Rteor,H = W =1.097373 10" m (2417)

Observatie:

Valoarea teoretica Ric.r,m a constantei Rydberg este ceva mai mare decat
valoarea experimentala (2.4.2). Bohr a explicat aceasta discordanta prin
aceea ca, in calculele efectuate s-a omis faptul ca nucleul se afla in miscare
si deci, masa de repaus a electronului trebuie inlocuita cu masa redusa:

_ omeM, M, ~
Cme+ M, 1+m,/M,

my me(1 —my/M,) (2.4.18)

unde M, este masa protonului (M, ~ 1840 m,). Valoarea obtinuta pentru
constanta Rydberg in acest caz este in concordanta cu datele experimentale.
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Desi prin teoria lui Bohr s-a facut un pas important spre cunoasterea micros-
copica a materiei, exista unele neajunsuri fundamentale:

e teoria lui Bohr are un caracter semiclasic - impune cuantificarea momentu-
lui cinetic orbital al electronului dar, legile de miscare ale acestuia sunt cele
din mecanica clasica.

e teoria lui Bohr nu furnizaza informatii referitoare la intensitatile liniilor
spectrale.

e teoria lui Bohr nu este adecvata pentru atomii cu mai multi electroni (nu-
mai pentru cei hidrogenoizi).

Deci, teoria lui Bohr este privita ca o etapa de tranzitie de la fizica clasica
la mecanica cuantica.

2.4.4 Experienta Franck-Hertz

Aceasta experienta confirma existenta starilor energetice discrete ale atom-
ilor. In fig.60 este indicata schema instalatiei experimentale: tubul T este
umplut cu vapori de mercur la presiunea p = 1 mm col.H g si contine catodul
C, grila G si anodul A. Electronii termici emisi de catod sunt accelerati la
tensiunea U aplicata intre catod gi grila. Aceasta tensiune se poate regla
cu ajutorul potentiometrului P. Intre grila gi anod se aplica o tensiune de
frinare, Uga ~ 0.5 V.

S-a constatat ca daca tensiunea U creste continuu, intensitatea curentului
electric prin circuit depinde de tensiunea U ca in fig.61. Aceasta dependenta
se poate explica in cadrul teoriei Bohr astfel:

e daca energia electronilor termici este E, = elU < 4.9 eV, aceasta nu este
suficienta pentru a aduce atomii de mercur in stare excitata, iar ciocnirile
dintre electroni si atomii de mercur sunt de tip elastic.

e daca energia electronilor ell' > 4.9 eV electronii pot ceda atomilor de
mercur energia AE = 4.9 eV si astfel intensitatea curentului scade brusc,

deci ciocnirile sunt de tip inelastic.

e daca eU = 9.8 eV atunci un electron poate ciocni inelastic doi atomi
de mercur s.a.m.d.

Atomii de mercur aflati in stare excitata cu energia Fy = E; + 4.9 eV emit
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ulterior, prin dezexcitare, o radiatie cu lungimea de unda:

he  6.625 x 107%* Js 3 x 10° m/s

A p— =
EQ — E1 49x1.6x10"19J

=2537-107""m (2.4.19)

Aceasta linie spectrala din domeniul ultraviloet a fost observata cu ajutorul
unui tub din cuat. Deci, experientele efectuate de catre Franck si Hertz au
dovedit existenta nivelelor energetice discrete ale atomilor (4.9,9.8,14.7, ....)

2.5 Elemente de electronica cuantica
2.5.1 Emisia si absorbtia stimulata. Coeficientii lui Einstein

Sistemele atomice, conform postulatelor lui Bohr, nu pot exista decat in stari
stationare, fiecarei stari corespunzandu-i o anumita energie. Intre aceste stari
energetice stationare pot avea loc tranzitii:

e sistemul trece dintr-o stare energetica inferioara in alta superioara prin
aga numitul fenomen de absorbtie

e sistemul trece dintr-o stare energetica superioara in alta inferioara printr-
un fenomen de emisie de energie sub forma de radiatie

Fie doua stari stationare m si n ale unui sistem atomic, caracterizate prin
energiile F,, si respectiv E,,. Orice tranzitie radiativa ce are loc intre aceste
nivele energetice respecta relatia lui Bohr:

hv = E, — Ep, (2.5.1)

unde v este frecventa radiatiei emise sau absorbite.

Einstein abordeaza pentru prima data (1917) problema emisiei si absorbtjiei
luminii din punct de vedere cuantic.

Fie un sistem cuantic (microparticule) in care microparticulele se pot afla pe
nivelele energetice E,, (fundamentala) si E,, (fig.62).

Radiatia absorbita de sistem in tranzitia m — n trebuie sa se supuna legii
radiatiei lui Planck (sistemul cuantic considerat se afla in echilibru termic cu
mediul inconjurator) referitoare la densitatea volumica spectrala de energie:

8mv2,,  hpm
pWnm, T) = —3" (2.5.2)
c ewmr —1

Probabilitatea efectuarii unei astfel de tranzitii este definita prin relatia:

Pon = p(Vnm, T) Cpon, (2.5.3)
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unde C,,,, este o constanta ce caracterizeaza sistemul cuantic si reprezinta
probabilitatea de absorbtie in unitatea de timp si pentru unitatea de densitate
spectrala.

Fie N,, numarul de electroni, din unitatea de volum, (consideram sistemul
cuantic format din electroni) de pe nuvelul energetic E,,. Atunci, in timpul
dt se vor realiza:

P(Vnm, T') Crp Ny dt (2.5.4)

tranzitii, determinate de absorbtia de fotoni de frecventa v,,,.
Observatie:

O conditie necesara pentru amplificarea radiatiei o reprezinta inversia de
populatie(N,, > N,,). Aceasta conditie se poate realiza fizic numai prin uti-
lizarea sistemelor atomice cu nivele metastabile (timp lung de viata). In mod
normal (absenta nivelelor metastabile), datorita emisiei spontane a sistemu-
lui care trece la starea de echilibru, nu se poate obtine inversia de populatie
necesara pentru amplificarea radiatiei chiar comunicand sistemului o energie
infinita.

Sa consideram acum tranzitia n — m care poate avea loc in doua moduri:

e in mod spontan, deci apare fara o cauza exterioara, datorita tendintei
spre echilibru a sistemului atomic (timpul mediu in care poate sta un sistem
excitat se numeste timp de viata al nivelului)

¢ in mod stimulat, datorita interactiei sistemului atomic cu un foton avand
energia egala cu ecartul dintre nivele; prin ciocnirea fotonului cu atomul ex-
citat acesta se dezexcita cu emisie de doi fotoni in faza (coerenti)

Se considera tranzitia spontana n — m care are loc prin emisia unei

radiatii de frecventa v,,,:
En - Em

Sa notam prin A,,, coeficientul de emisie spontana ce reprezinta prob-
abilitatea fenomenului de emisie spontana, in unitatea de timp.

Fie N,, numarul de electroni de pe nivelul energetic E,,. Numarul tranzitiilor
spontane in intervalul de timpul dt este:

Apm Ny dt (2.5.6)

Observatie:
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In cazul unui ansamblu de atomi cu dou nivele, radiatia spontana emisa de
fiecare atom este independenta de emisia celorlalti, in sensul ca fiecare atom
emite Intamplator gi la momente de timp diferite. Prin urmare radiatia emisa
spontan este incoerenta.

Tranzitia stimulata se obtine atunci cand sistemul atomic se gaseste in
prezenta unei radiatii de frecventa v, (fig.63). Probabilitatea efectuarii unei
tranzitii stimulate P,,, depinde de densitatea volumica spectrala de energie
P(Vnm, T') i va fi data de expresia:

unde B,,, este coeficientul de emisie stimulata si reprezinta probabili-
tatea de emisie stimulata in unitatea de timp dt pentru unitatea de densitate
spectrala.

Numarul de tranzitii stimulate n — m in timpul dt va fi:
B p(Vam, T) N, dt (2.5.8)

Deci, numarul total de tranzitii, spontane si stimulate, de pe nivelul n — m
va fi:
(Apm + BumpWam, T)) N, dt (2.5.9)

La echilibru termodinamic, pentru tranzitiile de absortie m — n si cele
de emisie n — m se este valabila relatia:

(Anm + BumpWom, T)) Ny dt = Cronp(Vm, T) Ny, di (2.5.10)
de unde se obtine, pentru raportul populatiilor, expresia:

Nn Cmnp(ynma T)
—_— = 2.5.11
Np  Apm + Bump(Vnm, T) ( )

Pe de alta parte, in conditii de echilibru termodinamic, raportul sistemelor
atomice ce populeaza nivelele energetice E, si F,, se supune legii statistice

Boltzmann:
N’I’L _En—Em hv

N =t (2.5.12)

Daca se tine cont de relatia (2.5.11), atunci raportul (2.5.12) se poate scrie:
hy Anm + Bnmp . Anm Bnm

_ R 2.5.13
o Conp Conp  Con (25.13)

#|#
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Aceasta relatie este adevarata la orice temperatura 7', deci si pentru T —

T v . hy . . .
00 (p — 00). In aceasta situatie exr — 1, A== — 0 gi atunci 222 — 1, deci;
> Cmnp > Cmn

By = Coon (2.5.14)

adica, coeficientii Einstein de emisie stimulata si absorbtie sunt egali. Din
ecuatia (2.5.13) se poate exprima densitatea spectrala volumica de energie:

Avm 1

hv
an exT — 1

PV, T') = (2.5.15)

Conform relatiei lui Planck insa, densitatea spectrala de energie satisface
leagea (2.1.29), iar din compararea cu relatia (2.5.15) rezulta:

8mhy?3
Relatia (2.5.16) impreuna cu relatia (2.5.14) reprezinta relatiile lui Eins-
tein pentru emisia gi absorbtia luminii de catre un sistem atomic (nedegene-

rat) aflat la temperatura 7', in conditiile unui echilibru termodinamic.
Observatii

e Pentru ca in sistemul atomic sa aibe loc procese de emisie gi de absorbtie
de radiatie, nu este suficient ca frecventa v rezultata la tranzitie sa fie egala
cu frecventa campului electromagnetic cu care sistemul se afla la echilibru,
ci trebuie sa se tina cont ca nu toate tranzitiile sunt permise.

Teoria lui Einstein asupra emisiei si absorbtiei a fost preluata de Dirac in
cadrul mecanicii cuantice; Dirac reuseste sa evalueze coeficientii de emisie
indusa gi spontana intr-o forma care sa explice insusi procesul emisiei induse
si spontane:

647203 12
A = Tg'u pentru emisia spontana (2.5.17)
c
8 . <
By = Tl pentru emisie stimulata (2.5.18)
unde p? = %,uB, iar ug = % este magnetonul Bohr-Procopiu - momentul

magnetic elementar al electronului datorat migcarii sale orbitale in atom.

e Cocficientul A,,, de emisie spontand variaza cu v3, rezultat deosebit de
important pentru functionarea amplificatoarelor cuantice. Pentru dome-
niul microundelor coeficientul A, este neglijabil si se va considera numai
emisia stimulata (By,,).
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2.5.2 Inversia de populatie. Amplificarea radiatiei

Fie un ansamblu de sisteme atomice caracterizate prin nivelele E, si F,,; N,
si N,, reprezinta populatia de pe fiecare nivel energetic considerat. Ansam-
blul de sisteme atomice este la echilibru termodinamic cu radiatia electro-
magnetica caracterizata prin densitatea volumica spectrala p(vpm,, T).
In intervalul de timp dt, datorita procesului de absorbtie, un numar de sis-
teme egal cu:

—dNy = NpCorinp(Vm, T)dt (2.5.19)

va trece de pe m — n, iar prin emisie stimulata va efectua tranzitia inversa
un numar de sisteme atomice egal cu:

—dN,, = Ny Bump(Vym, T)dt (2.5.20)
Energia absorbita de ansamblul de sisteme la trecerea m — n va fi:
dEuwps = NuyCounp(Vnm, T ) hvpmdt (2.5.21)

iar energia emisa de ansamblul de sisteme atomice la trecerea din n — m va
fi:
AdEemis = NpBrmp(Vnm, T) v, dt (2.5.22)

Conditia ca ansambul de sisteme atomice sa functioneze ca amplificator de
radiatie este ca:
Eemis > Eabs (2523)

Daca scadem cele doua relatii (2.5.21) si (2.5.22) si tinem cont de asemenea
ca, pentru sistemele atomice nedegenerate este valabila relatia (2.5.14), vom
obtine:

dE = dEumis — dBays = (Ny — Now) Bronp(Vnams T) it (2.5.24)

Pentru ca ansamblul de sisteme sa functioneze ca amplificator de radiatie
trebuie ca dE > 0 ceea ce implica, conform relatiei (2.5.24):

N, — N,, >0— N,, > N,, (2.5.25)
ceea ce reprezinta conditia de amplificare a radiatiei.
Observatie:
Conditia de amplificare a radiatiei (2.5.25) impune realizarea inversiei de

populatie in ansamblul sistemelor atomice. Dar, prin efectuarea acestei in-
versii de populatie ansamblul nu se mai afla in echilibru termodinamic.
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Pentru un sistem aflat la echilibru termodinamic este valabila legea de dis-
tributie Boltzmann:
En—Epn En — Em

N, = Nype -7 T 2.5.26
‘ _> Kl e (2:5.26)

De asemenea, tot pentru astfel de sisteme este valabila inegalitatea J]VV—Z <1,
ceea ce implica ln]]\\[[—l <1—T>0.

Pentru sistemele in care s-a realizat inversia de populatie, N,, > N,,, ceea
ce implica T' < 0, deci conditia de echilibru termodinamic nu mai este sa-
tisfacuta. Deci, sistemele atomice care admit temperatura negativa sunt
acele sisteme pentru care s-a realizat inversia de populatie , sunt utilizate ca
generatoare si amplificatoare cuantice de radiatie si poarta numele de
mediu activ.

2.5.3 Laserii

Fie doua nivele energetice m si n pentru care s-a realizat inversia de populatie
(fig.63). Vom actiona cu fotoni incidenti asupra unui astfel de ansamlu de
sisteme atomice. Deoarece N,, > N,,, fotonii de energie ¢ = hv,,,, vor suferi
mai multe interactii cu sistemele N, si vor provoca dezexcitarea indusa, ast-
fel incat radiatia emisa va contine doi fotoni de energie hv,,,, corespunzator
unui act de dezexcitare.

Deci, la baza procesului de amplificare stau doua fenomene: 1: inversia de
populatie si 2: emisia stimulata.

Observatie:

Cu cat N, este mai mare decat N, cu atat amplificarea este mai mare (mai
multe acte de dezexcitare).

Acest fenomen de amplificare a radiatiei electromagnetice bazat pe emisia
stimulata a primit denumirea de LASER . (Light Amplification by Stimulated
Emission of Radiation).

Un LASER se compune din:

e mediul activ - ce contine substanta in care se poate realiza inversia de
populatie (Al,O3 + at.Cr, He, Ne)

e sistemul de pompaj - care este format dintr-o sursa intensa de lumina si
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oglinzi pentru focalizarea luminii pe mediul activ, si respectiv dintr-o sursa
de tensiune aplicata unor electrozi dintr-un tub de descarcare

e rezonatorul optic - format din doua oglinzi (fig.64) care asigura reactia
pozitiva a sistemului oscilator prin reflexia repetata a fotonilor, intre oglinzi,
pentru o mari eficienta fenomenelor de emisie stimulata, astfel incat sa fie
indeplinita conditia de autooscilatie. Declansarea procesului de amplificare
se face de la un foton initial produs dintr-o dezexcitare spontana. Acesta
va produce emisia stimilata a altor doi fotoni, apoi acestia produc emisia
stimulata la alti patru fotoni s.a.m.d. Amplificarea va fi cu atat mai mare
cu cat drumul parcurs de lumina prin mediul activ este mai mare (utilizarea
oglinzilor).

Radiatia LASER se caracterizeaza prin urmatoarele proprietati:
e intensitate mare in comparatie cu sistemele obisnuite de lumina
e monocromaticitate - Av este foarte ingust

e coerenta - radiatia LASER este coerenta ca urmare a fenomenelor de emisie
stimulata

e directionalitate - se obtine un fascilolul paralel de lumina datorita reflexi-
ilor repetate intre oglinzi

LASERUL si-a gasit foarte multe aplicatii mai ales in industrie, chirurgie,
telecomunicatii, radarul optic etc.

2.6 Natura ondulatorie a particulelor
2.6.1 Ipoteza lui de Broglie

Conform ipotezei lui Planck radiatiile termice au un caracter dual unda-
corpuscul. Conform ipotezei lui Einstein undele luminoase au un caracter
dual, corpusculul de lumina fiind fotonul.

Fizicianul francez de Broglie extinde aceasta idee de caracter dual asupra
particulelor materiale in general: miscarea oricarei particule (electron, pro-
ton, molecula, etc) este caracterizata de o unda asociatd, cu lungimea de
unda:

A=—=— (2.6.1)



si cu vectorul de unda
~» D
k=—
h

Conform acestei ipoteze, primul postulat al lui Bohr rezulta din faptul ca pot
exista numai acele orbite stationare pentru care unda asociata electronului
este o unda stationara, adica:

(2.6.2)

2r = nA = nﬁ =n— — mour =nh (2.6.3)
P muv
Deci, regula de cuantificare postulata de catre Bohr apare ca o consecinta a
proprietatilor ondulatorii ale electronului.
In teoria relativitatii restranse, impulsul si vectorul de unda sunt cuadrivec-
tori cu componentele:

B o
B, (ﬁa Z) K, : <k3, zw) w=1234 (2.6.4)
c c
Conform ipotezei lui de Broglie, relatia:

este o lege universala a naturii si se numeste legea Einstein-de Broglie.
Aceasta lege exprima sintetic caracterul dual al microparticulelor sub forma:

7= hk (2.6.6)

2.6.2 Experienta Davisson-Germer

Confirmarea experimentala a proprietatilor ondulatorii ale particulelor a fost
facuta de catre Davisson gi Germer (1927) prin experiente de difractie a elec-
tronilor pe un monocristal de nichel (Ni).

Intensitatea fasciculului de electroni reflectati de cristal se masoara cu aju-
torul unui detector care poate fi de exemplu o camera de ionizare. Masu-
ratorile efectuate au aratat ca intensitatea fasciculului de electroni reflectati
prezinta maxime si minime cu pozitiile unghiulare dependente de tensiunea
de accelerare U a electronilor (E,;, = m2“2 = elU). Astfel s-a obtinut un
maxim de intensitate pentru ¢ = 54°. Rezultatele nu au putut fi expli-
cate decat pe baza ideii de interferenta a undelor de Broglie difractate pe
suprafatele monocristalului de Ni. Distanta dintre doua plane cristaline ale

retelei de Ni este:

d= Dsinf (2.6.8)

84



unde D este constanta retelei cristaline. Pentru Ni, experientele de difractie
au condus la valoarea D = 2.15 A. Maximul de difractie se obtine daci
este satisfacuta conditia Wulf-Bragg (1.9.38) care, tinandu-se cont de relatia
(2.6.8) se va scrie:

2Dsinf cosf = Dsin20 = Dsinyp = mA (2.6.9)
Pentru m = 1, sin 50° = 0.76604 si D = 2.15 A se obtjine:
A=165A (2.6.10)

Pe de alta parte, daca tensiunea de accelerare este U = 54 V', lungimea de
unda de Broglie pentru unda asociata electronilor accelerati este:

\ h h 1225
P 2m,eU VU
Din calcule mai precise, in care s-a tinut cont si de indicele de refractie
pentru Ni s-a ajuns la o concordanta perfecta intre cele doua valori (2.6.10)

si (2.6.11).

= 1.667 A (2.6.11)

2.6.3 Caracterul probabilistic al undelor de Broglie

Pentru a determina semnificatia fizica a undelor de Brolie s-a considerat un
proces de difractie al unui fascicul de electroni care apoi cad pe un ecran
fluorescent (fig.65).

Conform conceptiei clasice, daca se utilizeaza un fascicul luminos (conceptia
clasica a caracterului ondulatoriu al luminii) pe ecranul 1, datorita difractiei
pe fantele A si B si apoi a interferentei, se va obtine o figura de interferenta
caracterizata prin maxime si minime dupa cum Az = ry —r; = Qm%
(maxime) sau Az =1y — 1 = (2m + 1)3 (minime).

Utilizandu-se fascicule cu electroni (se admite caracterul dual) situatia este
alta: imaginea depinde de timpul cat dureaza actiunea fasciculului de elec-
troni.

Pentru timpi de expunere mici se obtine imaginea din fig. 65a, iar pentru du-
rate mai indelungate se obtine fig.65b caracterizataprin aparitia unor franje
de interferenta evidente, dar, aceste franje au o structura granulara.
Structura granulara a franjelor ne spune ca punctele respective reprezinta
urmele unor procese discrete. Pentru situatia din fig 65a (timp scurt) reapartitia
acestor puncte pare haotica, dar pentru situatia b (timp indelungat) se con-
stata ca punctele se aduna in anumite regiuni, dupa legi bine cunoscute.

Observatii:

e Figura de interferenta obtinuta rezulta din actiunea unui numar mare
de electroni, deci, legatura dintre caracterul corpuscular si cel ondulatoriu
al particulelor nu poate fi facuta dec§ pe baza unui studiu statistic.

e Pentru cazul unei franje luminoase din figura de interferenta, conform
caracterului corpuscular, in regiunea respectiva exista un numar maxim de
electroni, in timp ce, din punct de vedere ondulatoriu, daca intensitatea
luminoasa este maxima inseamna ca patratul amplitudinii undei (asociata
electronului) este maxim.



CAPITOLUL 3.

3 Notiuni de mecanica cuantica nerelativista

3.1 Starea sistemelor cuantice. Semnificatia functiei
de unda ¥

Mecanica cuantica, ca teorie coerenta a comportarii microparticulelor a aparut
in doua forme diferite:

e mecanica matriciala a lui Heisenberg (1925)
e mecanica ondulatorie a lui Schréodinger (1926)

Mecanica ondulatorie a lui Schrodinger pleaca de la ideea lui de Broglie.
Functia de unda asociata unei microparticule de masa m aflata intr-un camp
de forte caracterizat prin energia potentiala U (7, t) trebuie sa indeplineasca
ecuatia cu derivate partiale propusa de catre Schrodinger:

L OU(7t) h?
S LT YN (7 (7 1.1
ih P o (7 t) + U(r t)W (7, t) (3.1.1)

numita ecuatia temporala - un postulat fundamental al mecanicii cuantice.
Observatie:

Daca U = U(7), deci energia potentiala nu depinde explicit de timp (camp
de forte stationar) atunci se poate face o separare de variabile iar funtia de
unda se poate scrie ca un produs de doua functii:

V(7 t) = e w8 by () (3.1.2)

unde functia u(7) satisface ecuatia Schridinger atemporala (indepen-

denta de timp):
2

I Auf) + UFu() = B u) (313)

iar E reprezinta energia totala a microparticulei.
Observatii

e ecuatia (3.1.3) este ecuatia de baza a mecanicii cuantice nerelativiste, fiind
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determinata pentru cazul cand v < ¢
e este o ecuatie diferentiala de gradul doi, liniara si omogena

e solutia ecuatiei (3.1.3) este functia u(r) care se numeste functie de unda
proprie

e prin rezolvarea ecuatiei (3.1.3) se poate determina energia £ a micropar-
ticulei corespunzatoare starilor stationare precum si functiile de unda core-
spunzatoare acestor stari.

Referitor la semnificatia fizica (statistica) a functiei de unda ¥, Max Born
sugereaza (1926) ca, din cunoagterea lui W se pot extrage legi statistice refe-
ritoare la comportamentul microparticulelor, adica:

VUV = |U2dV = dP (3.1.4)

determina probabilitatea ca microparticula, careia i s-a asociat functia de
unda ¥ (x,y, z,t) sa se gaseasca, la momentul ¢ in regiunea din spatiu dV =
dxdydz, din jurul punctului (z,y, 2).

dP
dv

reprezinta densitatea de probabilitate de localizare a microparticulei in spatiu-
timp.

W|? = (3.1.5)

Observatii:

e Faptul ca particula se afla cu certitudine intr-un punct din spatiu con-
duce la conditia de normare:

+o0o +oo +o0 +o0o +oo +o0
/ / / dP:/ / / W[2aV =1 (3.1.6)

e Conform statisticii, prin cunoasterea functiei de unda ¥ se pot determina
valorile medii pentru orice functie f(z,y, z) (marime fizica dinamica):

+oo ptoo +<>o
f(z,y, 2 / / / “(7) f(x,y, 2)V(F)dxdydz (3.1.7)
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e Pentru orice sistem cuantic exista o serie de marimi fizice care pot fi
masurate fiecare in parte: impulsul, momentul cinetic, energia, momentul
magnetic, etc. Aceste marimi se numesc, in mecanica cuantica, observabi-
le.

Starea unui sistem cuantic se manifesta in rezultatele care se obtin la
masurarea observabilelor.

e Pentru unele observabile se poate gasi orice raspuns experimental, ca si
in cazul clasic (pozitie, impuls) - observabile continue, iar pentru altele
(energie, moment cinetic, moment magnatic) se vor gasi numai anumite val-
ori - acestea sunt observabile cuantificate.

e Din cunoagterea functiei ¥ rezulta statisticile tuturor observabilelor:

- exista stari pure, stari pentru care statisticile observabilelor se obtin dintr-
o singura functie de unda

- exista stari mixte, stari pentru care statisticile observabilelor nu se obtin
dintr-o singura functie de unda.

e Conditiile pe care trebuie sa le satisfaca functia de unda sunt:

1. continuitatea functiei si a derivatelor sale
2. marginire
3. integrabilitate in modul patrat (pe tot spatiul)

Aceste conditii enumerate decurg din cerinta ca marimile de interes fizic
(statisticile observabilelor), care se extrag din functia de unda, sa aibe
sens.

3.2 Cuantificarea observabilelor

Fie o microparticula de masa m, aflata intr-un camp de forte U(F) si cu
energia totala E. Ecuatia Schrodinger atemporala va fi:

I Aul) + UG () = B () (3:28)

Din punct de vedere matematic aceasta ecuatie este o ecuatie cu valori

proprii care se poate scrie: )
Hu=Fu (3.2.9)
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unde H = —%A + U este operatorul energiei care se aplica functiei de unda
u(r), iar F reprezinta valoarea proprie a operatorului H.

Din punct de vedere clasic energia totala a microparticulei se poate scrie ca
suma dintre energia cinetica si cea potentiala:

L,
_ D _ 1 2 2 2
E_%+U(F)—%(px+py+pz)+U(fﬁ (3.2.10)

Operatorul H asociat energiei F/ se poate scrie ca o suma de operatori res-
pectand relatia (3.2.10):

S T R -
H=- (P2+ P2+ P2) + U (3.2.11)

unde P, py, P, sunt operatorii diferentiali asociati impulsului p(p,, py, p.):

~ 0
T = —ZFL%
~ 0
)= =il (3.2.12)
- 0
P, = —ih—
Z zhaz

Deci, oricarei marimi fizice (observabile) 1i corespunde, In mecanica cuantica,
un operator care actioneaza asupra functiei de unda.

Daca notam cu A marimea fizicd (observabila), iar cu A operatorul aso-
ciat, atunci valorile posibile ale observabilei sunt numai valorile proprii ale
operatorului, valori ce rezulta numai prin rezolvarea ecuatiei cu valori proprii:

A~

Au=au (3.2.13)

unde operatorul A este un operator hermitic sau autoadjunct A= A+,
iar a este valoarea proprie a operatorului. Pentru operatorii hermitici valorile
proprii sunt numere reale, iar valorile observabilelor fizice sunt chiar valorile
proprii ale operatorilor asociati observabilelor.

3.3 Conceptul de stare a unei particule

Starea unei particule este determinata, din punct de vedere clasic, de
pozitia si impulsul particulei la momentul repectiv, cu urmatoarele afirmatii:

e din cunosgterea starii (7, p) rezulta toate proprietatile particulei la mo-
mentul respectiv (energia, momentul cinetic, momentul magnetic, etc)
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e starea particulei poate fi determinata pe cale experimentala prin masurarea
pozitiei si impulsului particulei

e starea particulei poate fi cunoscuta cu precizie, erorile experimentale fi-
ind neglijabile in comparatie cu marimile masurate

e starea la un moment dat determina univoc starea la orice moment ul-
terior daca se cunosc fortele ce actioneaza aupra particulei

e marimile fizice (care sunt functie de pozitie, impuls si timp) variaza con-
tinuu in timp

e se poate prevedea traiectoria 7(t) a particulei

Din punct de vedere cuantic, asupra conceptului de stare se pot face
urmatoarele afirmatii:

e pozitia x si impulsul p, nu mai pot fi determinate cu orice precizie
e notiunea de traiectorie nu mai are sens
e marimile fizice pot lua valori continue sau cuantificate

e starea particulei se poate caracteriza cu ajutorul functiei de unda ¥, deci
prin rezolvarea ecuatiei Schrodinger

e din cunoasgterea functiei de unda ¥ se pot deduce statisticile observabilelor
fizice - sistemele cuantice asculta de legi statistice

e daca se cunoagte functia de unda la momentul ¢,, se poate determina functia
de unda la orice moment ¢ > t, prin rezolvarea ecuatiei Schrodinger generale:
L OU(T)t)

= HU(7 3.14
ih 5 (7, 1) (3.3.14)
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3.4 Aplicatii ale ecuatiei Schrodinger
3.4.1 Studiul cuantic al unei particule libere

Pentru o particula libera energia potentiala U(x, y, z) = 0, iar ecuatia Schrédinger
stationara (atemporald) devine:

2
AV(z,y,2) + %E\p — 0 (3.4.15)

unde E este energia totala a particulei de masa m. Daca vom introduce
notatia:

1
k= VomE = % (3.4.16)

atunci solutia ecuatiei diferentiale omogene de grad doi (3.4.15) va fi de
forma:

U(7) = AetF = Ae*if" (3.4.17)

O solutie particulara a ecuatiei Schrodinger temporale, pentru particula libera,
este unda de Broglie: _
(7, t) = Ae” #(EHFPT) (3.4.18)

Observatii:

e Up(r,t) coincide cu forma complexa de reprezentare a unei unde plane
monocromatice cu pulsatia:

w=E/h (3.4.19)

si cu vectorul de unda: .
k= p/h (3.4.20)

relatii ce reprezinta relatiile lui de Broglie (2.5.6) si (2.5.7).

e Conform relatiei (3.4.16) unei energii fixate E 1i corespund o infinitate
de unde de Broglie, care difera una de cealalta prin orientarea vectorului p.
Marimea vectorului p’este fixata prin relatia (3.4.16).

e Idendificarea vectorului p cu impulsul particulei se face in legatura cu faptul
ca sunt satisfacute ecuatiile:
PU (7, t) = pU (1) (3.4.21)
R h2
HUg(rt) = —Q—A\I/B(F, t) = EVp(T,t) (3.4.22)
m
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Deci, functia de unda de Broglie Wg(7,t) este nu numai functie proprie a
energiei dar si functie proprie a operatorilor atasati componentelor impul-
sului; p,, py, p. sunt valorile proprii corespunzatoare operatorilor impulsului
(componentelor).

e Densitatea de probablitate de localizare in spatiu a particulei libere va
fi:
|Up(Ft)|> = Uh(F,t)Up(Ft) = AA* = A* = ct (3.4.23)

deci, particula libera, cu impuls determinat, se afla cu aceeasi probabilitate
in orice punct din spatiu in acord cu relatiile de nedeterminare Heisenberg:

Ap, — 0 Ax — 00 (3.4.24)

e Functia de unda (3.4.18) nu satisface conditia de normare (3.1.6):

| ] [ es s nav = o (3.4.25)

Interpretarea acestui rezultat este aceea ca, nu este realizabila starea in care
energia si impulsul particulei libere sa fie bine determinate (starea ideald).

3.4.2 Particula in groapa tridimensionala de potential

Fie o groapa de potential tridimensionala de forma cubica, cu latura L pentru
care energia potentiala satisface conditiile:

%9 <0
Ulx,y,z) = 0 0<z<L (3.4.26)
00 x> L

Aceste conditii sunt echivalente cu faptul ca peretii cubului sunt perfect re-
flectatori, deci functia de unda ¥(z,y, z) trebuie sa fie egala cu zero in toate
punctele de pe peretii interiori ai cubului.
Ecuatia Schrodinger atemporala pentru particula aflata in interiorul cubului
este Pv PV 9PV 2m

52 T 3y tozt 72 EV =0 (3.4.27)

Solutiile unor astfel de ecuatii cu derivate partiale se cauta de forma:

U(2,y,2) = Uu(z) Uy (y) U.(2) (3.4.28)
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Daca introducem aceasta solutie in ecuatia (3.4.27) vom obtine:

>V, d*, d?U, 2m

Aceasta ultima ecuatie se mai poate scrie sub forma:

1@V, 1&2v, 142V, 2m
- - LAY 2mg 3.4.30
U, d? W, A WL (3.4.30)

Ecuatia (3.4.30) nu poate fi satisfacuta decat daca fiecare termen din partea
stanga este egal cu cate o constanta:

é;i;xz—kﬁ ;;i;y:—kj é;ﬁ;zz—@ (3.4.31)
unde:
@+@+@:?% (3.4.32)
Fiecare din aceste ecuatii (3.4.31) admit solutii de tipul:
U, () = Aysink, x + Ay cosk, (3.4.33)
U, (y) = Aysink, y+ Ascosky, y (3.4.34)
U,(z) = Aysink, z 4+ Ay cosk, z (3.4.35)

cu conditiile:

r = 0>V, (00=0—A,=0

(3.4.36)
r = L—-VY,(L)=0— A;sink, L =0
y = 0-0,0)=0—A4,=0

(3.4.37)
y = L—V,(L)=0— A3sink,L=0
z = 0—-9,(00=0—A46=0

(3.4.38)

z = L—-V,(L)=0— Assink,L =0

Din ultimele ecuatii (3.4.36-3.4.38) rezulta ca nu toate valorile pentru k,, k,
si k, sunt posibile, ci numai acelea pentru care:

by = gk il

T k= n=123,. (3.4.39)

kz: z 7
"
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Deci, solutia ecuatiei Schrodinger pentru o particula de masa m aflta intr-o
groapa de potential este:

= Asin (™ sin (™Y sin (75T
\Il(x,y,z)—Asm( 7 )sm( 7 )sm( L) (3.4.40)

Conform relatiilor (3.4.32) si (3.4.39), energia particulei poate avea numai
valori discrete:

w2h?

n= 2m L2

(n2 + n} 4+ n?) (3.4.41)

Observatii:

e Din relatia (3.4.41) se observa ca, unui nivel energetic E, 1i corespund
mai multe stari cuantice W, n. - In acest caz se spune ca nivelul energetic
considerat este degenerat, iar numarul starilor cuantice corespunzatoare
reprezinta gradul de degenerare.

e Din conditia de normare a functiei de unda W:

L L L
A2/ sin? (Wx)da:/ sin? (Wy)dy/ sin? (Wz>dz =1 (3.4.42)
0 L 0 L 0 L
rezulta ca:

A= (i)g/z (3.4.43)

iar functia de unda (3.4.40) va avea forma:

2% . .
Vronyn. (2,9, 2) = (L> sin <nL7T> sin <nyL7r> sin <nL7T> (3.4.44)

3.4.3 Bariera de potential. Efectul tunel

Fie o particula de masa m ce se deplaseaza de la stanga spre dreapta si cade
pe o bariera de potential de inaltime F, si de latime d (fig.66):

Din punct de vedere al fizicii clasice, particula de energie F > FE, va trece
peste bariera de potential; pe portiunea 0 < x < d particula este
incetinita, iar pentru x > d particula igi recapata viteza dinainte de bariera.
Daca E < E,, particula nu poate trece de bariera de potential.

Din punct de vedere al mecanii cuantice, particula are un alt comportament.
Chiar daca £ > FE, exista o probabilitate diferita de zero ca particula sa
fie reflectata; de asemenea, pentru F < FE, exista o probabilitate diferita

94



de zero ca particula sa treaca prin bariera de potential si sa ajunga in
regiunea x > d. Acest comportament rezulta direct din ecuatia Schrodiger
si este verificat experimental. Pentru domeniile I si [1], ecuatia Schrodiger
are forma:

d*U 2m
—+ = FEV =0 3.4.45
i R (3.4.45)
iar pentru domeniul /1 are forma:
d*U  2m
— 4+ —(EF— E,)V¥ = 4.4
o+ (E-E)U =0 (3.4.46)

Solutiile ecuatiei Schrodiger pentru cele trei domenii vor fi:

Uy (z) = A + Be™™  domeniul I
Uy(z) = Aye*1® 4 Byem#®1%  domeniul 11 (3.4.47)
Us(z) = Ase™ + Bse ™ domeniul III
unde s-au introdus notatiile:
2mE 2m(E — E,)
h? h?
Solutia de tipul e corespunde undei progresive ce se propaga in sensul
axei O, iar solutia e~** reprezintd unda regresivi ce se propaga in sens

invers axei Oz. In domeniul I17 existi doar unda progresiva, deci B = 0.
Functia de unda (3.4.47) trebuie sa satisfaca conditiile de continuitate:

‘1’1(0) = ‘1’2(()) ‘I’Q(d) = ‘Ifs(d)

k? = k2 = (3.4.48)

ikx

(3.4.49)
Uy (z) ~ Wy(x) Wy(x), Us(x)
dx le=0 = dx le=0 dx o =d= dx lr=a
Din aceste conditii rezulta sistemul de ecuatii:
Al+B = A+ B
Apehtd 4 Bye™d = Age™
(3.4.50)

'l]i](Al - Bl) == k'l(AQ - BQ)
kl (Agekld — Bge_kld = Z.kageikd

Prin rezolvarea acestui sistem de ecuatii se obtine coeficientul de trecere prin
bariera de potential sau transparenta barierei de potential:

A _;mfg} (3.4.51)

4

2

~ —2kid

T e = exp
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Trecerea prin bariera de potential este asimilata cu trecerea printr-un tunel
si de aceea fenomenul cuantic studiat este cunoscut sub numele de efect
tunel. Efectul tunel este o consecinta a mecanicii cuantice gi cu ajutorul
lui se explica o serie de fenomene ca: dezintegrarea o a nucleelor radiac-
tive, cinetica reactiilor chimice, emisia electronilor din metale, diode tunel
semiconductoare etc. Microscopia cu baleiaj prin efect tunel (1986) este uti-
lizata pentru studiul starilor de suprafata in metale si semiconductori, al unor
reactii catalitice, al fenomenului de supraconductibilitate, al morfologiei unor
virusi etce.

3.4.4 Studiul cuantic al oscilatorului armonic

Din punct de vedere clasic, oscilatorul armonic are energia totala:
kA*  mwlA?

2 2
unde, k este constanta de elasticitate a oscilatorului, iar w, este pulsatia pro-
prie. Din ecuatia (3.4.52) se observa ca energia totala variaza continuu in
functie de amplitudinea A.

Din punct de vedere al mecanicii cuantice, ecuatia Schodiger asociata oscila-
torului armonic este:

E = (3.4.52)

d*v 2m

—+ = (E-U)¥ =0 3.4.53

de + h2 ( ) ( )
unde U = ymw?2z? reprezintd energia potentiald a oscilatorului armonic. Din
rezolvarea ecuatiei diferentiale (3.4.53) se va obtine, pentru energia oscila-

torului armonic, expresia:
1
E, = (n + 2) hw, n=20,1,2,3, ... (3.4.54)

Acest rezultat cuantic se deosebeste de ipoteza lui Planck conform careia

energia era:
E, = nhw, (3.4.55)

prin existenta termenului £, = %hwo, numita energie de zero. Deci, ener-
gia oscilatorului armonic nu poate fi niciodata zero aceasta fiind o consecinta
a relatiilor de nedeterminare Heisenberg.

Functiile de unda ce caracterizeaza primele trei stari energetice ale oscila-
torului sunt:

2

U,(y) = Ce 2V (3.4.56)
Uy (y) = C12e7 2% (3.4.57)
Wy (y) = Cody? — 2)e2¥ (3.4.58)
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unde y = /™, iar C,, C1, Cy sunt constante.

In fig.67 sunt indicate nivelele energetice stationare ale oscilatorului armonic
si densitatea de probabilitate de localizare a acestuia pe axa Ox. Oscilatorul
aflat in starile energetice statinare F,, efectueaza vibratii dar nu radiaza.
Trecerea oscilatorului de pe un nivel energetic stationar pe un altul are loc
numai cu respectarea regulii de selectie:

An = +1 (3.4.59)

Printr-o astfel de tranzitie, frecventa fotonului emis, sau absorbit este egala
cu v,, adica cu frecventa proprie a oscilatorului.

3.4.5 Interpretarea statistica a relatiilor de nedeterminare Heisen-
berg

Dupa cum am vazut in paragraful (& 2.5.4), relatiile de nedeterminare Heisen-
berg limiteaza numarul de variabile dinamice care au valori determinate intr-
o stare cuantica data.

Fie doua variabile dinamice A gi B ce au valori simultan determinate (vari-
abilele sunt compatibile) intr-o stare caracterizatd de functia de unda W,

si fie A respectiv B operatorii asociati acestor observabile. Deci, functia de
unda trebuie sa fie, concomitent, functie proprie atat pentru operatorul A
cat si pentru operatorul B , adica sa fie satisfacute ecuatiile cu valori proprii:

AU = U BU = b0 (3.4.60)
sau, mai putem scrie:
BAU = aBU = abU  AB = bAU = ab¥ (3.4.61)
de unde se obtine: o
(AB—BA)V =0 (3.4.62)

Deci, pentru ca marimile fizice A si B sa aibe valori simultan determinate,
intr-o stare cuantica data (sa fie compatibile) se impune ca operatorul:

C =[AB — BA] = [A, B] (3.4.63)

sa fie egal cu zero. Operatorul C' se numeste comutatorul operatorilor A si
B. Daci operatorul C este diferit de zero, atunci mérimile fizice nu au valori
determinate intr-o stare cuantica data (varlabllele sunt incompatibile).

Continutul fizic al relatiilor de incertitudine se reflecta in comportarea unui
colectiv statistric atagat sistemului fizic: AA cracterizeaza statistica obtinuta
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daca am efectua masurarea observabilei A, iar AB statistica obtinuta daca
am masura observabila B. Stim ca, pentru a obtine valorile lui AA si AB, cu
fiecare exemplar al colectivului statistric putem experimenta doar o data, fie
pentru a masura observabila A, fie pentru a masura pe B. Pentru observa-
bilele incompatibile nu putem fi niciodata in situatia de a avea certitudinea
unor rezultate unice pentru cele doua observabile. In cazul observabilelor
compatibile aceasta situatie se poate realiza.

Un caz particular, special al relatiilor de nedeterminare este cel cunoscut
sub numele de relatia de incertitudine energie-timp, care se scrie sub
forma:

h

TAE > o (3.4.64)

Abaterea standard a energiei AE nu depinde de timp, in schimb abaterea

AA depinde. Marimea:
AA

TA= ‘Aj (3.4.65)
dt

are dimensiuni de timp si caracterizeaza statistica observabilei A. Pentru

fiecare observabila a sistemului fizic studiat se definegte un astfel de timp 74,

iar timpul 7 este corelat de 74 prin relatia:
T = (minim 74) (3.4.66)

si ne da o idee despre evolutia in timp a sistemului.

Se observa ca in forma (3.4.64) relatia de incertitudine energie-timp are o
semnificatie diferita (diferite situatii experimentale) de a relatiilor de incer-
titudine pentru doua observabile oarecare:

e AFE - largimea unui nivel energetic metastabil al unui sistem cuantic (atom,
nucleu) si 7 - viata medie a sistemului in starea respectiva

e AF - precizia unei masuratori a energiei unui sistem gi 7 - timpul minim
necesar masurarii.

4 Anexa

4.1 Elemente de analiza matematica

Deoarece rezultatele analizei vectoriale permit o scriere mai compacta gi mai
intuitiva a formulelor fizice, vom prezenta, pe scurt, enele notiuni si formule
fundamentale.
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Vectorul elementului de suprafata ds, reprezinta vectorul orientat per-
pendicular pe elementul de suprafata considerat si este egal, in modul, cu
ds. Vectorul ds este orientat in sensul de inaintare a burghiului drept care
se rotegte in sensul de parcurgere a conturului I' (fig. 68a). Astfel, se poate
scrie:

ds = é,ds (4.1.1)

unde €, este vectorul unitate, perpendicular pe elementul de suprafata.

Fluxul unui vector A prin suprafata de arie S (fig.68b) se defineste prin

relatia:
@:/S/Adg (4.1.2)

Teorema Gauss-Ostrogradski. Se calculeaza fluxul vectorului A printr-o
suprafata inchisa si se considera sensul pozitiv al vectorului ds spre exteriorul
suprafetei de arie S. Expresia matematica a teoremei Gauss-Ostrogradski sub
forma integrala este:

@:A/ﬁdgz///v<a£x+6£y+0£2>dv (4.1.3)

unde V' este volumul limitat de suprafata inchisa S.

Divergenta unui vector A este o marime scalara definita prin reletia:

0A; | 0A, 04,

divd = ox Jy + 0z

(4.1.4)

Tinand cont de expresia matematica a teoremei Gauss-Ostrogradski, divA
se poate exprima:

s 1 oo
divA = lzmvﬁov fg%/lds (4.1.5)

deci, divA reprezinta raportul dintre fluxul vectorului A printr-o suprafata
inchisa care inconjoara punctul considerat, cand volumul limitat de suprafata
inchisna tinde spre zero. Astfel, teorema Gauss-Ostrogradski se mai poate
poate scrie sub forma integrala compacta:

@:/S/Eds*:///vdwﬁdv (4.1.6)
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Teorema Stokes. Integrala vestorului A pe un contur inchis I', sau circulatia
vectorului A pe conturul inchis I' (fig.69) este:

C= jg Adl'= ]ﬁ (Apdz + Aydy + A,d2) (4.1.7)

Semnificatia fizica a circulatiei este usor de recunoscut. Daca, de exemplu,
vectorul A este o forta F, atunci circulatia pe conturul C' este chiar lucrul
mecanic efectuat pe conturul inchis I'. Teorema Stokes indica faptul ca
circulatia C' a unui vector A se poate exprima printr-o integrala pe suprafata

S limitata de conturul I':
j{ Adl = // rot Ads (4.1.8)
r s
expresie ce reprezinta formula matematica a teoremei Stokes.

Derivarea in raport cu raza vectoare. Fie vectorul V (operatorul nabla)
cu componentele:

0 0 0
- - = — 4.1.
Ve ox Vy oy Ve 0z (4.1.9)
adica:
V—SI%‘Feyaiy—’_eza (4110)

Produsul scalar dintre V si un vector A este:

> 0A, 00A, O0A S
A=V_,A A A, = z Y 2 =divA 4.1.11
\Y V.Ay + VA, + V. A, o + By + P div ( )

Produsul vectorial dintre V gi un vector vecA este:

VxA= eax eay eaz = rotA (4.1.12)
dx 9y 0Oz
A, A, A,

Prin aplicarea operatorului V unei functii scalare ¢(x,y,z) se obtine un

vector, denumit gradientul functiei scalare ¢:
dp dp _, 0p

gmd<p:V<p:€x£+€ya—y+eza (4.1.13)

Aplicarea operatorului V asupra produsului scalar a doi vectori AB
este:

grad(AB) = V(AB) = (BV)A + B x rotA + A x rotB + (AV)B (4.1.14)

Aplicarea operatorului V asupra produslui vectorial a doi vectori
A x B este:

div(A x B) = V(A x B) = BrotA — ArotB (4.1.15)

Aplicarea repetati a operatoruldi V - divergenta rotorului unui
vector este zero:

div rotA = V(V x A) =0 (4.1.16)
Divergenta gradientului unei functii scalare ¢(z,y, z) este:
0? 0? 0?
div grad p = (V - V) = Vip = LA A 4 (4.1.17)

ox?  Jyd? 022
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