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1 Campul electromagnetic

1.1 Breviar

Forma de existenta a materiei din jurul unui corp incarcat electric cu sarcina
() sau, mai general a unei distributii volumice de sarcina p = %, aflata in
repaus sau in migcare, prin intermediul careia se transmit interactiunile elec-
trice se numeste camp electric.

Campul electric se caracterizeaza prin urmatoarele marimi fizice:

Intensitatea campului electric notata cu E, marime vectoriala ce satis-
face legea lui Gauss valabila atat pentru cazul statinar % = 0, cat si pentru

. p .
cazul nestationar o # 0 :

div E =" (1.1.1)
g

unde € reprezinta permitivitatea electrica a mediului si caracterizeaza pro-
prietatile electrice ale acestuia.

Fluxul electric ®, este definit pentru o suprafata inchisa ca fiind:
o, = fﬁ -d§ (1.1.2)

unde S reprezinta suprafata gaussiana ce delimiteaza volumul V' din spatiul
in interiorul caruia este cuprinsa distributia de sarcina p.

Conform teoremei lui Gauss, fluxul electric se mai poate scrie:

1
o, = f/ pdV (1.1.3)
e Jv
Observatii

e Ecuatia (1.1.1) ne arata ca sarcinile electrice (sau distributia volumica
p) reprezinta sursele campului electric

e Divergenta este un operator matematic ce se aplica unei functii vectori-
ale si are expresia, in coordonate carteziene:
0

wk=—FE+—FE,+—FE, =VE 1 1.14
div 5 e + g + 552 VE (un scalar) ( )



e Teorema lui Gauss sub forma divE = £ reprezinta una din ecuatiile fun-
damentale ale teoriei campului electromagnetic a lui Maxwell.

e Se introduce vectorul D care se numeste inductie electrica si care
se exprima prin relatia:
D=clE=c¢ce.FE (1.1.5)

Aceasta ecuatie reprezinta legea de material pentru campul electric,
pentru medii liniare, omogene i izotrope. Teorema Gauss sub forma dife-
rentiala (1.1.1) se mai scrie atunci sub forma:

div D =p (1.1.6)

Potentialul electric notat cu ¢(x, y, z) este o marime scalara si este definit,
intr-un punct din campul electric aflat la distanta r de sursa, prin relatia:

90(7“):/OOE~df:/mEdlcosa:/ooEdr (1.1.7)

iar diferenta de potential dintre doua puncte aflate la distantele r; si respectiv
r9 de sursa va fi atunci:

p1— 2 = / “Edr (1.1.8)
Observatii

e Pentru cazul stationar campul electric este un cAmp conservativ (rot E=
0), deci campul poate fi descris prin gradientul unei functjii scalare, potentialul
electric (:

E=—grad ¢ = -V (1.1.9)

e Gradientul este un operator matematic ce se aplica unei functii scalare si
are expresia, in coordonate carteziene:

0p- O0p-
L s M v (1.1.10)

rad _8 7+ —
gra¢e = dy 0z

790—.’
ox



e Daca se tine cont de relatiile (1.1.1.) si (1.1.9) se va obtine ecuatia Poi-
sson satisfacuta de potentialul electric ¢:

div(—grady) = Lo Ay = P (ecuatia Poisson) (1.1.11)
£ 5

S-a tinut cont de faptul ca divergenta aplicata unui gradient reprezinta
laplaceanul A:

, 0* 9 0
div(grad) = N = 92 + a7 + gy (1.1.12)

Ecuatia Poisson permite calcularea potentialului electric intr-un punct 7’ oare-
care al campului electric creat de o distributie de sarcina p. Dupa calcularea
potentialului, se poate determina apoi si intensitatea campului electric, in
punctul respectiv, conform relatie (1.1.9)

Circulatia vectorului E pe o curba inchisa I' este definita ca fiind:

CE::fiE~df (1.1.13)
I

Pentru campurile conservative insa ¢ £ - dl = 0, deci circulatia lui E este
zero, sau, scrisa cu ajutorul rotorului:

rot E =0 (1.1.14)

Observatii

e Rotorul este un operator matematic ce se aplica unei functii vectoriale
$i are expresia:

ik
rot E=| 2 3% 2 | =VxE (un vector) (1.1.15)
E, B, E

x z

<

e Din punct de vedere fizic, rot E = 0 reprezinta conditia suficienta pentru
ca un camp vectorial sa fie conservativ, adica sa poata fi descris de gradientul
unei functii potentiale.

e Ecuatia rot E=0 reprezinta una din ecuatiile fundamentale din teoria
Maxwell a campului electromagnetic pentru cazul stationar.



Ecuatia de continuitate a curentului electric reprezinta legea de conservare
a sarcinii electrice gi are forma:

Vj=—— (1.1.16)

unde j reprezinta densitatea de curent. Conform legii de conservare a sarcinii,
fluxul densitatii de curent printr-o suprafata inchisa este egal cu viteza de
scadere in timp a sarcinii din interiorul suprafetei, —%.
Observatii

e Pentru cazul stationar (campurilor statice) % = 0, deci divj = 0.
e Pe baza teoriei electronice a conductibilitatii electrice, densitatea de curent
fse poate exprima cu ajutorul unei constante ce caracterizeaza proprietatile
intrinseci ale unui conductor si care se numeste conductibilitate electrica
o:

j=oE (1.1.17)

Ecuatia (1.1.17) reprezinta legea lui Ohm sub forma locala, este o lege
de material si este una din relatiile fundamentale Maxwell.

Forma de existenta a materiei din jurul unui magnet sau al unui conduc-
tor prin care trece curent electric si prin intermediul careia se transmit
interactiunile magnetice se numeste cAmp magnetic.

Campul magnetic se caracterizeaza prin urmatoarele marimi fizice:

Intensitatea campului magnetic dH generat de un element dl al unui
conductor prin care circula un curent electric de intensitate I, la distanta 7
de conductor este data de legea Biot-Savart-Laplace:

L T dixT
dH = —
4o 3

(1.1.18)

Inductia magnetica B este o mirime vectoriali ce caracterizeazi capaci-
tatea campului magnetic de a actiona asupra unei sarcini de proba g, aflata
in migcare cu viteza ¥ in campul magnetic. Se constata ca asupra sarcinii g,
apare o forta laterala F iar inductia magnetica este definita prin relatia lui
Lorentz:

F=qixB (1.1.19)



unde F', ¥ si g, sunt marimi masurabile.

Observatie: Intre intensitatea magnetica H si inductia magnetica B , pentru
medii liniare, omogene i izotrope exista relatia:

B = uH = pop, H (1.1.20)
unde g reprezinta permeabilitatea magnetica a mediului si caracterizeaza

proprietatile magnetice ale mediului, iar p, = 47 1077 % este permeabili-
tatea magnetica a vidului.

Fluxul magnetic ®,, printr-un element de suprafata dS din spatiu este
definit conform relatiei:

<I>m:/§-d§ (1.1.21)
S

Teorema lui Gauss pentru campul magnetic spune ca fluxul magnetic prin
orice suprafata inchisa este nul, adica:

div B =0 (1.1.22)

Observatii

e Ecuatia (1.1.22), valabila atat pentru campuri stationare cat si pentru
campuri nestationare ne arata ca nu exista sarcini magnetice (monopoli mag-
netici) care sa creeze campul magnetic.

e Fcuatia div B = 0 ne arata ca liniile de camp magnetic sunt inchise si
nu diverg niciodata.

e Ecuatia div B = 0 ne conduce la concluzia ca putem exprima campul mag-
netic ca rotorul unei functii vectoriale, adica B = rot A, unde A se numeste
potential vector.

Circulatia vectorului H pe un contur inchis I' ce margineste o suprafata
S din spatiu, strabatuta de curentii I;, i = 1, N este :

N
Oy = f g-di=31, (1.1.23)
r i=1

Daca se tine cont de faptul ca:

Uy

li=[7-d
S

(1.1.24)

i=1



atunci relatia (1.1.23) devine:

/rotﬁ-dgz/f-dg
S S
=rot H=j sau rot B=pj (1.1.25)

Observatii

e Ecuatia (1.1.25) ne arata ca densitatea de curent j reprezint sursa campului
magnetic.

e Ecuatia (1.1.25) reprezinta, de asemenea, o alta formuld fundamentald a

teoriei electromagnetismului a lui Maxwell pentru regim stationar (gf =0).

e Daca se utilizeaza In continuare definitia potentialului vector A (As, Ay, Ay)

(é = rot /T), precum si relatia (1.1.25) vom obtine un sistem de trei ecuatii
cu derivate partiale ce permit calcularea potentialului vector:

0PA, N 0PA, N A, o
0x? 0y? g2 e

0*A, | 0*A, | 04,

527 ay? 9.2 = — L]y (1.1.26)
D?A, n 0?A, N PA, o
Ox? Oy? 8.2 M
cu conditia de etalonare indeplinita:
divA =0 (1.1.27)

e Toate ecuatiile din sistemul (1.1.26) sunt analoage cu ecuatia Poisson Ay =
p.

P

AA, = —HJz
AAy = —lJ (1.1.28)
AA, = —uj.

Daca se cunoaste densitatea de curent j din spatiu, se poate determina
potentialul vector A si apoi inductia magnetica B respectiv intensitatea
campului magnetic H.



Inductia electromagnetica este un fenomen fizic descoperit de Faraday si
consta in aparitia unui curent electric indus intr-un circuit inchis, respectiv
a unei tensiuni electromotoare induse (tem) e; atunci cand are loc o variatie
a fluxului magnetic ®,, printr-o suprafata limitata a circuitului inchis:

6= — <8§£”> (1.1.29)

Daca se tine cont de definitia (1.1.21) a fluxului magnetic, precum si de
teoria lui Maxwell conform careia existenta tensiunii electromotoare induse
e; implica existenta in circuit a unui camp electric de intensitate F

e = £E~df (1.1.30)
atunci se obtine legea lui Faraday:
/grotﬁ-dgz— Saalf-ds"
= rot £ = _a(f (1.1.31)

Observatii

e Legea lui Faraday sub forma (1.1.31) ne spune ca liniile de camp elec-
tric induse sunt linii inchise, spre deosebire de cazul campului electrostatic
(rot E= 0), iar campul indus se numeste camp electrodinamic.

e Ecuatia (1.1.31) ne arata ca variatia in timp a campului magnetic %—?
(camp magnetic nestationar) reprezinta cauza aparitiei campului elec-
trodinamic E

e Pentru cazul in care avem variatii in timp ale campului electric %—’? (camp
electric nestationar) Maxwell introduce un termen suplimentar in ecuatia
(1.1.25) corespunzator aga numitului fenomen de inductie magnetosta-
tica, astfel incat sa fie satisfacuta ecuatia de continuitate (1.1.16). Legea

obtinuta este legea Ampeére-Maxwell:

. . JF
rot B=puj +epu——- (1.1.32)
ot
unde j’este curentul de conductie iar jd = 5%—? este curentul de deplasare

caracteristic pentru materialele polarizabile.



Acum putem concluziona sistemul de ecuatii Maxwell care exprima legile
campului electromagnetic pentru medii liniare, omogene si izotrope

sub forma diferentiala:

divE = P legea lui Gauss pentru campul electric
€
divB = 0 legea lui Gauss pentru campul magnetic
= 0B
rot £ = o legea lui Faraday

. - OE
rot B = puj +€ME legea Ampere-Maxwell

(1.1.33)
(1.1.34)

(1.1.35)

(1.1.36)

la care se adauga legile de material pentru medii liniare, omogene si

izotrope:
D=¢E ; B=uH ; j=0FE
precum si ecuatia de continuitate:

g’t)erwjzo

Ecuatiile Maxwell sub forma integrala sunt:

1 1
F.d§ = fEiqi:f/pdV
e JV

S g

B-dS = 0
S

Boail = —a/é-d§
r ot Js

B-dl = u/f~d§+eua/ﬁ~d§
S ot Js

Observatii

e Ecuatiile Maxwell in vid au forma:

divE = L legea lui Gauss pentru campul electric

divB = 0 legea lui Gauss pentru campul magnetic
- 0B

rot £ = o legea lui Faraday

. - OF
rot B = pu,j+ 6O,uo§ legea Ampere-Maxwell

(1.1.37)

(1.1.38)

(1.1.39)

(1.1.40)
(1.1.41)

(1.1.42)

(1.1.43)
(1.1.44)

(1.1.45)

(1.1.46)



e In cazul prezentei substantei in campul electromagnetic se definesc vectorii
de polarizare P gi respectiv de magnetizare M prin relatiile:

P = D—¢,E
(1.1.47)
— é —
M = = —H
Ho

astfel incat ecuatiile Maxwell (1.1.33-1.1.36) devin:

— 1 —
divE = - (p — div P) legea lui Gauss pentru campul electri¢.1.48)
€

div B = 0 legea lui Gauss pentru cAmpul magnetic (1.1.49)
» 0B .
rot £ = 5 legea lui Faraday (1.1.50)

< oP OF
rot B = L, ( —|—E~I—rot M) +5Ou05 legea Ampere (1.1.51)

° Daca avem doua medii omogene §i izotrope caracterizate prin marimile
(El, D., By, Hy, i1, €1) i respectiv (Eg, Dy, By, Ho, H2, £2) atunci, la suprafata
de separare dintre cele doua medii, conditiile la limita care descriu com-
portarea vectorilor campului electromagnatic sunt:

(By—By) -, = 0 (1.1.52)
(@—Z&) = s (1.1.53)
(Dy— Dy) -, = ps (1.1.54)
<D2—D1) = 0 (1.1.55)
x (By—E) = 0 (1.1.56)
<E2—E1) _ 612,05 (1.1.57)
iy x (Hy— Hy) = Js (1.1.58)
(HQ—H1> = = (1.1.59)
(G2 —f1) = _%pts (1.1.60)

10



unde pg este densitatea de sarcina electrica de suprafata, jg este densitatea
superficiala de curent electric, iar i, este versorul normalei la suprafata de
separare dintre cele doua medii.

Pentru un domeniu arbitrar din spatiu, de volum V, limitat de Suprafata
S, in care exista o densitate de sarcini electrice p si curenti electrici j care
genereaza un camp electric E respectiv un camp magnetic H densitatea
volumica a energiei campului electromagnetic este:

]. — g . d — 1 —, —
w:we+wm:fE-D+H-B):§(5E2+NH2) (1.1.61)

5

iar energia W a campului electromagnetic din volumul V va fi:
1 = -
W= / wdV = f/ (eE? + plH?)dv (1.1.62)
1% 2Jv

Pentru a ajunge la teorema de conservare a energiei campului electromag-
netic, vom defini vectorul Poynting S:

S=ExH (1.1.63)

Teorema de conservare a energiei campului electromagnetic sau teorema
lui Poynting ne spune ca, scaderea energiei campului electromagnetic in
unitatea de timp se poate exprima prin puterea disipata prin efect Joule S;
si puterea transportata Sg:

ow

unde:
S; = [ pi*dv
1%
(1.1.65)
Sg — f S dA
s

1.2 Probleme propuse

1.1 Se considera trei cuarci in interiorul unui proton. Doi cuarci "up” au
sarcina electrica ¢y = 2e/3 iar cuarcul "down” ¢_ = —e/3. Presupunand ca
distanta dintre cei trei cuarci este r = 1,5 x 107'%m, gésiti marimea fortelor
rezultante ce actioneaza asupra fiecarui cuarc din partea celorlalti:

11



a). 39,4N; 45,51N; 22,76N
b). 39,4N; 45,51N; 45,51N
c). 39,4N; 39,4N; 22 76N
d). 39,4N; 39,4N; 39,4N

e). 45,51N; 45 51N; 45,51N

1.2 Se considera urmatoarele patru configuratii de linii de camp din Figl.2.

(a)
,,r""yf | T

R

i
;

7
|

Fig.1.2

Presupunand ca nu exista nici o sarcina in regiunile desenate, sa se indice
care dintre configuratii descrie un posibil camp electrostatic:

a).a; b). b; ¢). ¢; d). d

1.3 Se considera configuratiile de campuri electrice date in figura Fig.1.3.
Considerand ca un camp este solenoidal daca div ' = 0si irotational daca
rot £/ = 0, alegeti care din urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

campurile a) gi ¢) sunt solenoidale iar b) este irotational
. campul b) este solenoidal iar a) gi ¢) sunt irotationale

campurile a) gi b) sunt solenoidale iar ¢) este irotational
. campurile b) i ¢) sunt solenoidale iar a) este irotational

sz

12



e). campul a) este solenoidal iar b) si ¢) sunt irotationale

(a) (b)

J

Fig.1.3

1.4 Intensitatea campului electric in jurul unei sarcini electrice ¢, situata in
plasma unei descarcari luminiscente este:

Feo 9 (T
drregr? exp(=3)7F

unde A— constanta. Densitatea de sarcina din jurul sarcinii considerate este:

&

g\—/

p(r) = — %= exp(—3)
.0
_47rsg>\r2 exp(—%)

. nu se poate determina exact

- p(r) = — ;5= exp(—%)

e

@)
~—

Se gtie ca, in coordonate sferice, operatorul "nabla”are expresia:

1, 1 9, 19
(T “ ) + rsin@%(sme'aw * r2sin29%a@

13



1.5 Intensitatea campului electric intr-un punct determinat de vectorul de
pozitie 7 = 7(x,y, z) are expresia:

E =div(A-7)+7
unde ff(a, b, c)— vector constant. Care din urmatoarele afirmatii sunt false?

a). campul este irotational;

b). potentialul campului este V' = —A.F— %7‘2;
c¢). densitatea de sarcina in vecinatatea punctului considerat este p = 3eo;

d). toate afirmatiile sunt corecte

1.6 In punctele Asi B din figura Fig.1.6 sunt plasate sarcinile electrice
—q §i respectiv 3¢ unde ¢ = 107C. Stiind ca distanta a = 0,5m si ci
1/4me = 9 x 10 Nm?/C?, alegeti afirmatiile corecte:

a). potentialul creat in punctul O este 36 x 103V;

b). forta cu care sarcina 3q actioneaza asupra celei din punctul A este
27 x 103N

c). intensitatea campului electrostatic creat in punctul J de sarcina din A
este —18 x 103N/C; R: a). b; b). ¢; ¢). a; d). toate; e). nici una.

1.7 Doua sarcini electrice punctiforme ¢ si ¢, sunt plasate la distanta d una
de alta. O a treia sarcinina punctiforma, @,se aseaza la distanta 3d/4 de
sarcina ¢ pe linia ce uneste sarcinile ¢ si ¢o. Forta rezultanta ce actioneaza
asupra sarcinii @) este nula daca sarcina ¢; este mai mare decat g¢o de: a).
3/4 ori; b). 4/3 ori; ¢). 9 ori; ¢). 1/9 ori; d). 2 ori; e). 3 ori

1.8 Doua corpuri punctiforme cu sarcinile +2¢ si —q¢ sunt plasate de-a lun-
gul axei Oz una in punctele 1 = 1,5m, respectiv x5 = 3m. In ce punct
potentialul creat de ele este nul?

a). 2,5m; b). 2m; ¢). —2m; d). 0,3m; e). —3,5m.

1.9 Un electron si un proton se afla initial in repaus la distanta dunul de
altul. Daca sunt lasate libere, cele doua sarcini se vor intalni:

a). la mijlocul distantei dintre sarcini;
b). mai aproape de electron;

14



Fig.1.6

¢). mai aproape de proton;
d). nu se intalnesc niciodata;

R:a) d; b). a; ¢). b, d). ¢ e).

1.10 O sarcina electrica avand valoarea —q este plasata sau in punctul A
sau in punctul B conform figurii Fig.1.10. In punctul A forta rezultanta este:

a). zero; b). mai mica; c¢). egala; d). mai mare decat forta care actioneaza
asupra sarcinii plasate in punctul B.

R:a). ¢; b). a; ¢). b; d). d; e).

1.11 Se da o distributie liniara de sarcina a carei densitate este \ (dg =
A dl). Sa se gaseasca expresia intensitatii campului electric la distanta r de
distributia de sarcina daca acesta se afla in vid (g,, ).

1.12 Un fir de lungime L incarcat uniform cu densitatea liniara de sarcina A

este agezat de-a lungul axei Ox avand capatul din stanga plasat la distanta
d fata de originea axei. Intensitatea campului electric creat in origine este:

15



9@ . [ ]

Fig.1.10

A
* dmeod(L+d)
AL

[opN
~— ~—

* dmweod(L+d)
AL .
4meod’
A

)

* dneod(L—d)
A

@)
~—

: 47r8()d(L+d)

1.13 Intensitatea campului electric creat de un inel de raza R, incarcat cu
sarcina electrica ¢ intr-un punct situat la distanta z de centrul acesteia, pe
directia axei de simetrie, este:

qz
a). ———————375
) dmeg(224+R2)Y?
qz
b) 4meo(z2+R2)
o) —a
dmeg(22+R2)%/
qz
d) dmeg(22+R2)%/?
q
C). —————373
) dmeg(22+R2)Y/?

1.14 Sa se calculeze intensitatea campului electric creat de un plan infinit
incarcat uniform cu o sarcina cu densitatea superficiala o.

1.15 Intensitatea campului electric creat de un disc de raza R, incarcat cu
sarcina electrica ¢ intr-un punct situat la distanta z de centrul acesteia, pe

16



dl:

- —— -z

L|L] =E.df

Fig.1.13

directia axei de simetrie din plan perpendicular pe disc, este:

a 4

a). o Ve
o L
) s vAiD
2l )
2e0 VZ22+L?

)> i (1 v#7)

o

Q_.O

¢}

1.16 O bucata de material izolator de forma cilindrica este plasata intr-
un camp exterior cu liinile de camp de forma data in figura. Fluxul electric
net prin suprafata cilindrica este:

a). pozitiv; b). negativ; ¢). zero; d). imposibil de determinat; e). infinit

1.17 Un balon sferic contine in centrul sau un mic obiect incarcat elec-
tric cu sarcina pozitiva. Daca se mareste volumul balonului, corpul incarcat
ramanand 1n aceeasi pozitie, fluxul electric prin suprafata balonului creste,
descreste sau ramane constant? Ce se poate spune despre intensitatea cam-

17



j

Fig.1.16

pului electric?

a). fluxul gi intensitatea descresc

b). fluxul ramane constant iar intensitatea descreste
c¢). fluxul descreste iar intensitatea ramane constanta
d). fluxul gi intensitatea raman constante

e). fluxul gi intensitate cresc

1.18 Intensitatea cAmpului electric in interiorul unui conductor (in absenta
altor sarcini electrice interioare independente) este zero cand:

nu exista sarcini exterioare conductorului

. nu exista sarcini pe suprafata conductorului
niciodata

. Intotdeauna

. uneori

RIS

1.19 O sarcina pozitiva q este distribuita uniform pe suprafata unei sfere
dielectrice omogene cu permitivitatea electrica €. Sa se calculeze campul

electric in interiorul sferei gi in afara ei.

1.20 Fie un conductor sferic care contine un exces de sarcina electrica +Q).
Sfera este inconjurata de un invelig sferic concentric conductor care are un

18



exces de sarcina negativa —5@). Cum se redistribuie sarcina pe suprafata
interioara si exterioara a inveligului sferic?

Q0

). —5@ in interior, 0 in exterior

). —2.5@Q) 1n interior, —2.5@) in exterior
). —Q in interior, —4@) in exterior

).

>R SIR"}

+(@ 1n interior, —6() In exterior
e). 0 1n interior, -5(Q) in exterior

1.21 Potentialul unui camp electrostatic este V(z,y,2) = a (xy — 2?) unde

a— const. Cat este proiectia vectorului Epe directia descrisa de vectorul
7= & + 2Z,1n punctul M(7,1,2)?7

V5
704/\/5

«

I

a

=3
]

).

a0

)
)
)

@)
S =

)

1.22 Potentialul creat de un disc de raza R si sarcina electrica ¢ intr-un
punct situat la periferia discului este:

q

5
~

i
b) 47:60%
c). 0;

d) 47:50%
). 14,

1.23 Sa se determine potentialul creat de un dipol (ale carui sarcini ¢ si
—q se afla la distanta 2a) cu momentul dipolar p.

1.24 Potentialul campului electrostatic creat de un dipol de moment dipolar
p aflat in vid, la distanta 7 de dipol, este:

S O

dre, 13

Sa se calculeze intensitatea campului electric la distanta 7 de dipol.

1.25 Capacitatea electrica a unui sistem format din doi conductori sferici
de raze Ry, Ro(R; < Ry)incarcati cu sarcina electrica @), este:
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caeoge

. 47T€0
. 471'80

. 47T80R1R2
. 471'80

Ri+Ro

RiRo
Ro+R1
Ri—Ry

RoRq

1.26 Capacitatea electrica a unui conductor sferic de raza R;,inconjurat de
un strat omogen dielectric de raza Ry(R; < Rs)si permitivitate electrica rel-
ativa e,,incarcat cu sarcina electrica @), este:

Q. 0 T &

¢}

).
).
).
).
).

Ameger R1 Ry .
R2—R, (er—1)’
Ameger R1Ro .

R1+R2 e )
dmeger R1 Ro .

R2+R1 er

dmeger R1 Ry .
Ri+Ra(er—1)
47TEUETR1 R2
R2+R1 (er—1)

1.27 Capacitatea electrica a unui sistem alcatuit din doi conductori cilin-
drici de raze Ry, Ro(R; < Ry)si lungime [ ca figura Fig.1.27, incarcati cu
sarcina electrica @), este:

cacze

. 2meg /1 In(
. 2mleg/ In(

=

2

Pz

)
)
drley/ In(£2)

EU

- 27l (29 In(2))
. 8mleg/ In(

D:J‘:U

2)

1.28 Capacitatea electrica a unui sistem alcatuit din doi conductori sferici
de raze Ry, R2(R; < Rs),incarcati cu sarcina electrica @ siumpluti cu un
material dielectric cu permitivitatea dependenta de raza conform relatiei
e-(r) = a/r,a = const.:

a).
)-
c).
d).

=3

4meg
aln(H2 L) )
47ra
€o In( f )
87raso
In(F2)
8ﬂa€0
a ln(
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Fig.1.27

Amae
e). G0
ln(R—l)

1.29 Energia de interactiune pentru o configuratie de patru sarcini electrice
q, plasate in varfurile unui tetraedru cu latura a este:

3 2
a)' 27rgoa
b). £
7r€02a
4
C)' 2#681%(1
2
d) 47%011
e)' 67'?50a

1.30 Energia de interactiune pentru o configuratie de sarcini electrice g,
plasate in varfurile unui cub cu latura a este:

a). 8¢
TEQQ
b)' :«quza (1 + %)
o) e (1+ 75+ 503)
d). 2 (14 J5+ 55)
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3¢> 1 1
) e (1+ 5+ )
1.31 Energia proprie electrostatica a unei sfere incarcate uniform cu den-
sitatea de sarcina p este:

) G

d) 47;%5?5

e). %

1.32 Se considera forta F = —yz + xy + 32. Energia potentiala electro-

statica este:

3z

—2y? + 327+ 3z
—(y* +2%)

. nu se poate defini;
.0

caeLzse

1.33 Sa se determine campul magnetic B produs de un curent [ care par-
curge un conductor rectiliniu infinit, intr-un punct P, la distanta R de acesta.

1.34 Inductia campului magnetic creat de curentii din figura Fig.1.34 in
punctul O este:

a). B:i(fl 1225)
b). B =% (I %)
o). B=g (4 -5°)
d). B =4 (21, - )
e). B= g (I - &

1.35 Folosind teorema lui Ampere demonstrati care din urmatoarele afirmatii
sunt adevarate pentru inductia campului magnetic B:

a). B = %,uoj -plan infinit; B = ponl - solenoid; B = 1N I - tor
. B=

2nr
b) %uoj -plan infinit; B = %Nonl— solenoid; B = -+ 10N - tor

2mr
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Fig.34

Siorj -plan infinit; B = Spuonl - solenoid; B = 5-pgN1 - tor
%Moj -plan infinit; B = %,uon]— solenoid; B = ﬁ,uONI— tor
%,uoj -plan infinit; B = iyonf— solenoid; B

2
SollwviieY
I

= %MOTN]— tor

unde j—densitatea liniara de curent, n—numar de spire pe unitatea de lungime,
N —numar total de spire si r— raza torului.

1.36 Campul magnetic creat de un conductor de forma celui din Fig.1.36
de raze asi b, strabatut de un curent de intensitate I intr-un punct situat in
centrul figurii este:

a).B:%ﬂ(a—lg—l—blz)
b). B=0

o B =4 (& - 5)
d). B =t (1—})
o B=4(3+3)

1.37 Forta de interactiune dintre un curent liniar /; si un curent I care cir-
cula printr-un cadru dreptunghiular (b, L) aflat la distanta a, conform figurii
Fig.1.37 este:

_ _polilsb
a). B = 2wL(a+b)

_ ;1,0[1[2L(a+b)
b=

— Kofii2
C)' B = 4mra(a+b)
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1
a
=~
b ]
2
L
Fig.1.37

_ polilaL(a—b)
=

— Kofii2
e)' B = 2mra(a+b)

1.38 Fiecare conductor liniar din Fig.1.38 are valoarea I, directia perpendi-
culara pe planul foii si sensul indicat. Calculati circulatia vectorului inductie
magnetica pentru fiecare din contururile a si b :
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Fig.1.38

1.39 Un cablu coaxial de forma unui cilindru plin de raza a inconjurat de un
un conductor cilindric extern, de raze cuprinse intre b si ¢ ca in Fig.1.39, este
parcurs de un curent I care circula prin conductorul exterior si se intoarce
apoi prin conductorul interior. Sa se gaseasca valorile inductiei magnetice in

punctele situate la distantele a, b, ¢ de centrul cablului:

Fig.1.39
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d). B, =
) Ba

, By =
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RS
o

7T'

@

I B, =
,B. =
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‘tm
~
\‘“’

@ Ng_

w“;w
~

Yy
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S

a

1.40 Fie un cablu de lungime [ format dintr-un miez cilindric de raza r; i un
invelig cilindric coaxial cu raze cuprinse intre 7o si 73(r1 < 79 < 13) strabatut
de un curent I care intra prin miez si iese prin invelig. Permeabilitatea mag-
netica a conductorului este piar intre miez si invelis este un mediu dielectric
cu permeabilitate magnetica . Energia magnetica inmagazinata in cablu
este:

2
b). nu se poate calcula

_ 2 pry pr
c). Wi = 5 lﬂo In 72 + (rgf%f I3 = 2(’“:%_37"3)]

_ 12 T T 74 ,UJ’2
a). W, = L {,uolnrf e - 2(3)]

T3—T3
e)' Wm = % |:M01 2+ (TZT}r2>:|

1.41 Sa se calculeze campul magnetic in punctele situate pe axa de sime-
trie a unei spire circulare de raza R, prin care trece un curent de intensitate

I

1.42 Tensiunea electromotoare indusa in bucla dreptunghiulara din Fig.1.42
de dimensiuni bgi L care se deplaseaza cu viteza vin campul magnetic creat
de curentul 7,1n momentul in care bucla a ajuns la distanta a de fir este:

a). e = ”ger a(at?)
b). e = %a(f—ﬁb)
c). e =tk a(gib)
c). e= Mger batD)
d). e= yo%a(;)ib)

1.43 Un fir conductor de forma unei parabole y = kz? este plasat in campul
magnetic constant B ,orientat ca in Fig.1.43. Un alt conductor, AB,se de-
plaseaza cu acceleratia constanta a,fara viteza initiala, deasupra parabolei.
Tensiunea electromagnetica indusa in circuitul conductor este:

= —By,/8a/k

b):B y/k
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Fig.1.42
c). e = —By*\/8a/k
d). e = —Ba/8y/k
e). e= —By\/2a/k

1.44 O bobina plata, construita dintr-un numar mare de infasurari, NV, cu
raza exterioara a,este agezata perpendicular pe inductia unui camp magnetic
care variaza in timp dupa legea: B = By sin wt, By— constant iar w— frecventa
unghiulara (Fig.1.44). Tensiunea electromagnetica maxima indusa in bobina
este:

Emax = %71'&2NBOW

. Cmax = iWQQNBow
emax = Ta>N Byw
. max = Ta’N?Byw

. Cmax = %T(‘CLQNBOLU

RIS

1.45 O bobina cu N spire si sectiune S este plasata in interiorul unui solenoid
care creaza campul magnetic variabil B = By sin wt, By— constant. Bobina
se roteste cu frecventa unghiulara w in jurul axei sale. Tensiunea electromag-
netica indusa in bobina este:

a). e=—NSBytanwt
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y
1
A B
y=kx’
>
X
Fig.1.43
b). e = —3NSBysin 2wt
c). e=—NSBjcoswt
d). e = —1NSBycos 2wt
e). e=—3;NSBysinwt

1.46 Poate fi considerat vectorul A = A, (22 + y?) 2 potentjial vector al vec-
torului inductie B creat de un cablu cilindric de razi rq parcurs de curentul
de intensitate [ intr-un punct din interiorul conductorului? Cat este valoarea
constantei Agin caz afirmativ?

a). nu poate fi

b) da ; Ag 4’?,{2
c). da; Ag = 2“737,[0
d). da; Ay = 424

1.47 Daca intensitatea campului electric in vid variaza dupa legea:
E = Eycos [w(t — az)] -9

unde Ej, a— constante, atunci intensitatea campului magnetic generat, variaza
dupa legea:
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Fig.1.44

a). ]—2 = _QT? coslw(t —az) - & + (const.)x
b). H = —O‘TLEO cos [w(t —az)] -y

). H= —z—ﬁ) cos [w(t —az)] -2 + (const.)x
d). H= WEO cos [w(t — az)] 7

—

e). H= O‘EO cos[ (t—az)]-2
1.48 Daca inductia campului magnetic in vid si J = 0, p = 0 variaza dupa
legea:

B = Bysin (wt — kx) - & 4+ Boky cos (wt — kz) - §

unde By, k— constante, atunci intensitatea campului electric generat este de

a). £ = ——’ZBoy cos (wt — kx) - 2
5 gho
b). E = —LgBoy cos (wt — kx) - 2
- , WE0HO
c). E= LEBU‘” sin (wt — kx) - &
o weoto
B A~
d). B =—_b cos(wt — kz) - §
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e). B = —-2Login (wt — kx) - 2
€010

1.49 Printr-un solenoid cu raza sectiunii R circula un curent electric care de-
termin& un camp magnetic ce variaza in timp dupa legea B = at3, a — const.
Curentul de deplasare variaza in functie de distanta r de la axa solenoidului
dupa legea:

a). |7a| = 3agort® (r < R);|ja| = 3agoR?t* (r > R)

b). |ja| = %asortQ (r<R);ljal =0(r> R)
c). |jal — oo (r < R);l|jal — %OfORTQtQ (r>R)
d) |]d| = 30(60Tt2 (7’ < R) ; ‘]d’ = *Oéé()RtQ (’f‘ > R)

). |gal = faaortQ (r < R);|jal = fagoR t?(r > R)

¢}

1.50 Un condensator plan in vid, cu armaturile de forma unui disc de raza
R este incarcat cu o sarcina electrica care creaza un camp electric ce variaza
in timp dupa legea E = 3t2, 3—const. Campul magnetic ce apare are inductia
magnetica depenta de distanta r de centrul condensatorului masurata in plan
paralel cu armaturile data de legea:

a) gopofBrt? (r < R); B = 60u06R72t2 (r> R)
b) eopoSrt (r < R); B=0(r > R)
)

. B=
. B=
. B —oo(r < R); B =38s0uo™t* (r > R)
. B
. B

o

)

o,

= gopofrt (r < R); B = eouoﬁ%Qt (r > R)
e) = eouofr*t(r < R); B = 6gu06f—§t (r > R)

1.51 Marimea vectorului Poynting creat la distanta r de axa unui fascicul
rectiliniu de protoni, cu densitatea linira de sarcina A, in deplasare cu viteza
v este:

a). 5= #
b). 5= 4”2505
C) S = 4j\rsor2

2
d) S = 471')2\607‘2
e). S= W

1.52 Sa se demonstreze ca un camp magnetic stationar admite un potential
vector de forma:

I R
A:§< xr)
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1.53 Stiind ca potentialul vector determinat de un moment magnetic dipolar
m este:

—— o ML X T

A(r) = 4 73

sa se calculeze campul magnetic corespunzator. Se va considera ca momentul
magnetic m este orientat pe directia Oz.

1.54 Sa se determine campul magnetic in interiorul si in exteriorul unui
cilindru de raza R prin care circula un curent de densitate 7, stiind ca liniile
de camp sunt cercuri concentrice in plane perpendiculare pe axa cilindrului.

1.55 intr-o regiune din spatiu exista un camp magnetic paralel cu axa Oz si
variabil in timp dupa legea sinusoidala:

B = B,sin(w t)
Sa se determine campul electric Ela distanta r de axa Oz.

1.56 Fie un condensator plan-paralel cu placile circulare de raza R. Conden-
satorul este conectat la un generator de curent alternativ astfel incat sarcina
de pe placile condensatorului variaza in timp dupa legea:

q = ¢osin(w t)

Sa se calculeze campul magnetic in punctele aflate la distanta r de axa con-
densatorului cand:

a). <R
b). r> R

1.57 Fie un condensator plan format din doua discuri de raza a, aflate la
distanta d una fata de cealalta, conectat la o diferenta de potential alterna-
tiva U. La frecventa mica, intensitatea campului electric la fiecare moment
este uniforma si are expresia E, =E, exp(iwt). Sa se calculeze:

a). inductia B; a campului magnetic asociat campului electric £}
b). sa se arate ca intensitatea Fy a campului electric indus prin variatia

campului magnetic By, depinde de r si sa se calculeze valoarea ei pentru
r=20
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¢). circulatia vectorului E, de-a lungul conturului T (Fig.1.57) si sa se de-
duca expresia lui F,
d). valoarea lui r pentru care £ = 0.

—‘—CE ; T ———
| £} | |
d d ? - ] '(PQ)
n i |
) [
a
Fig.1.57

1.58 Fie o sfera de raza r acoperita cu o substanta radioactiva care emite
radial, izotrop, particule cu sarcina ¢, obtinandu-se un curent electric radial
de aceeasi intensitate in toate directiile. Daca notam cu ¢(r) sarcina electrica
din interiorul sferei, cu j(r) densitatea de curent electric radial si cu E (r)
intensitatea campului electric, se cere:

a). si se exprime j(r) in functie de ¢(r)

b). si se exprime E(r) in functie de ¢(r)

¢). sa se calculeze inductia campului magnetic produs de curenti, utilizand
ecuatiile lui Maxwell

1.59 Sa se calculeze modul in care variaza in timp densitatea de sarcina

intr-un punct oarecare al unui mediu avand conductivitatea o i permitivi-
tatea relativa ¢,.
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1.60 Sa se arate ca daca un camp electromagnetic, definit prin vectorii
E, = E\(Ft) si H = Hy(Ft) verifici ecuatiile lui Maxwell intr-un mediu
lipsit de curenti electrici si de sarcini electrice libere, aceste ecuatii sunt veri-
ficate gi de un camp definit prin vectorii Eg(r t) \/> H,(7,t) si respectiv

ngt \[Elrt

1.61 Sa se arate ca prezenta substantei, caracterizata prin polarizarea P si
magnetizarea M, este echivalenta cu existenta unei distributii suplimentare
de sarcini electrice si de curenti electrici.

1.62 Fie o suprafata de separare dintre (z = 0) doua medii. Toate campurile
sunt uniforme spatial in ambele medii si independente de timp. Mediile sunt
caracterizate prin marimile oy, €1 §i 1 = o, respectiv o, €9 §i o = . 1In
mediul (1) densitatea de curent este:

jl = ]xﬁx + jyﬁy + ]zﬁz
unde j,, jy, j. sunt constante. Sa se calculeze:

a). intensitatea campului electric £, din mediul (2)
b). densitatea superficiala de sarcina ps in planul z = 0

1.63 a) Sa se scrie ecuatiile Maxwell pentru campul electromagnetic intr-un
mediu cu permitivitatea electrica €, permeabilitate magnetica p si conduc-
tivitate electrica o. Sa se exprime puterea dP disipata prin efect Joule in
elementul de volum dV in functie de intensitatea campului electric E si de
conductivitatea o.

b) Sa se arate ca in regim sinusoidal intensitatea campului electric E , inductia
magnetica g, densitatea de sarcina p si densitatea de curent electric j sunt
nule in volumul unui conductor perfect.

1.3 Solutii

1.1 Forta de interactiune dintre cei doi cuarci pozitivi este
2 2
_ 0d+ _ gde”
F..=9x10 §—9><10 W_%’E)IN
iar forta de interactiune dintre un cuarc pozitiv si unul negativ este:
2

%
9 _ g4 10°25 — 92 76N
r 9r2

F. =9x10°

+
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Fortele de interactiune au directia dreptei ce unegte sarcinile electrice (plasate
in varfurile unui triunghi echilateral), si sensul conventional de la sarcina
pozitiva spre cea negativa. Pentru a gasi forta totala ce actioneaza asupra
fiecarui cuarc din partea celorlalti, aplicam principiul superpozitiei. Asupra
cuarcilor pozitivi actioneaza doua forte intre care este un unghi de 120°.

Fy, = JF? +F? +2F,_F, cos120°
9% 10 x 2 x (1,6 x 10719)° 1
_ 99X X ><(,><2 ) At1—ok
9 x (1,5 x 10-19) 2
— 394N

Forta totala ce actioneaza asupra cuarcului negativ corespunde rezultantei
dintre vectorii fortelor datorate cuarcilor pozitivi, forte ce fac intre ele un
unghi de 60°.

F. = \JF? +F? +2F,_F,_ cos60°
9% 10° x 2 x (1,6 x 10719)* | 1
_ 9 X 2x (1,6 x 2 ) L+142)
9 x (1,5 x 10-15) 2
— 39,4N

Sistemul format din cei trei cuarci formeaza un sistem stabil, rezultanta
fortelor ce actioneaza asupra sistemului fiind zero.
Raspunsul corect este d)

1.2 Aplicam teorema circulatiei campului electrostatic de-a lungul unui con-
tur inchis:

fﬁii:o

Daca alegem contururi inchise de forme convenabile (marcate punctat in cele
patru configuratii de camp conform Fig.1.2.r.), constatam urmatoarele:

e in cazul a), liniile de camp sunt orientate radial, deci perpendiculare pe
conturul circular ales. Totusi nu este posibila schimbarea sensului campului
in centrul figurii mai ales ca in acel punct nu exista nici o distributie de
sarcini care ar putea determina acest lucru

e in cazul b), liniile de camp sunt orientate simetric fata de conturul inchis;
circulatia totala a vectorului intensitate de-a lungul conturului este zero da-
torita simetriei
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Fig.1.2.r

e in cazul ¢), liniile de camp sunt mai dese in partea stanga, ca urmare,
conform conventiei acceptate in descrierea geometrica a campului, valoarea
intensitatii este mai mare in aceasta parte fata de partea dreapta; rezulta o
circulatie totala nenula

e in cazul d), liniile de caAmp sunt orientate de-a lungul unui contur inchis si
dau astfel o valoare totala diferita de zero a circulatiei

Raspunsul corect este b)

1.3 Un camp solenoidal este definit de conditia diferentiala:
divE =0
sau de conditia integrala:
f E-ds=0
ceea ce Inseamna ca nu exista un flux net prin nici o suprafata inchisa aleasa

in interiorul campului. Simetriile din cele trei reprezentari ne sugereaza sa
alegem suprafete inchise de forma celor date in figura Fig.1.3.r.:
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Fig.1.3.r

e unei sfere concentrice cu liniile de camp - pentru cazul (a)
e paralelipiped cu sectiunea de forma data in cazul (b)
e paralelipiped cu sectiunea data in cazul (c)

Se observa ca liniile de cAmp sunt concentrice cu suprafata sferei (cazul (a)),
adica E||dssi ca urmare:

— —

@a:fﬁdg:ﬂszo
Pentru cazul b):
@sz{E.d§¢o

deoarece fluxul liniilor care care intra si care ies prin baze nu sunt egale
(valoarea lui E creste cu distantal).

in cazul c), fiecare linie care intra prin baza inferioara iese prin cea superioara
si ca urmare fluxul total este nul.

@c:fé.dgzo

Ca urmare campurile descrise de configuratiile a) si ¢) sunt solenoidale. Un
camp irotational este definit de conditia diferentiala:

rotk =0

sau de conditia integrala:



ceea ce Inseamna ca circulatia vectorului de-a lungul oricarui contur inchis
ales 1n interiorul campului este nul.
Considerand contururi inchise de forma celor date in Fig.1.3.r., se constata:

r, = %E-dF:E-QWT#O
r, — ]{E-df:o
r, — fﬁ-dméo

Ca urmare, campurile descrise de configuratiile a) gi ¢) sunt rotationale iar
b) este irotational.
Raspunsul corect este a)

1.4 Simetria radiala a campului ne permite calculul divergentei in coordonate
sferice:

divE = V.EZLQ<T2E):

(2 n 2 n 1) q ( T)

e — J— J— - ex .

3 A/ dweg P A
r

e )
dregAr? A

Aplicam teorema lui Gauss sub forma diferentiala:

divE = 1
€0

de unde rezulta imediat ca:
P = E()VE

Folosind rezultatul gasit pentru divergenta la punctul a), se obtine:

_ 9 e
p(T’) - 47T>\T2 eXp( )\)

ceea ce Insemna ca , in jurul sarcinii electrice, se formeaza un nor de sarcini
de semn contrar a carui densitate scade exponential pe masura ce creste
departarea fata de sarcina.

Raspunsul corect este a)
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1.5 Campul electric descris de vectorul E este electrostatic daci:

rotE =0
Deoarece
div(A-7) = 676:6 (az) i + é‘? (by)§+ 5 (c2) 2
= ar+by+cz=A
atunci:
div(A-P)+7F=(a+2)2+(b+y)j+ (c+2)2
Ca urmare:
z U z
rotE = a% % % =0

a+x b+y c+z

Campul este irotational, deci afirmatia a) este corecta.
Deoarece campul este conservativ se poate defini o marime fizica scalara astfel

ncat:

2
Vi—V, = / 7 (div(A-7) +7) - di

1
_ —1/(2+f) 7= (—/T«F— ;ﬂ)j

noindent Daca consideram drept referinta punctul 7 = 0, pentru care V; =
0, se poate defini potentialul intr-un punct ca:

H\w

L
V= A i oy
T 27”

Afirmatia b) este adevarata. Folosim in continuare teorema lui Gauss:

divE = 2 = p= eodivE
€0

= ¢godiv (div(ff- ) + F)
= codiv|(a+z)T+ (b+y)y+(c+2)Z

0 .0 .0 .
p = eo[ax(a+x)x+ay(b+y)y+8z(c+z)z

p = e(1+1+1)
p = 3eo
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Afirmatia c) este corecta.
Raspunsul corect este d)

1.6 Potentialul creat in O este dat de suma potentialelor create de sarcinile
din Arespectiv din B.

V(O) = VA<O) + VB(O) =

—q 3q 2q
V(0) = =
( ) 4drea  4drwea drea
2 x 1076C
V() = 9x10°Nm2C22 2" Y _ 36 % 10°V
0,5m

Ca urmare afirmatia a) este corecta.
Forta cu care sarcina plasata in B actioneaza asupra sarcinii din punctul
Aeste:

(—=9)(3¢)
Fa = dme(2a)?

3 x (1076)2C?
Fy = —9x10°Nm2C~2 X ) = - 27Tx 103N

4 x (0,5)*m?
Intensitatea campului electrostatic creat de sarcina —qin punctul J este:

—q
E = — =
dmteg(a? 4 a?)
10-%C

E = —9x 10°Nm202———
X0, 5)Pme

=18 x 10°N/C

Ca urmare toate variantele sunt adevarate, deci raspunsul corect este e)

1.7 Egaland fortele care actioneaza asupra sarcinii () se obtine:

@ 0@

4dme <34—d>2 - 4dme (%)2

Rezulta raportul celor doua sarcini:

[
q2

=9
Raspunsul corect este c¢)

1.8 Potentialul intr-un punct oarecare, z, situat pe axa Ox agezata pe
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dreapta ce uneste cele doua corpuri, este determinat de suma potentialelor
create de fiecare sarcina:

Vo= Vith=

2q q
vV = — =0=
dreg(x — x1)  Admeg(xe — )
2wy —2x) = (x—x1) =
229 + 21 2x3m+1,5m
T = 3 = 5 =2,bm

Raspunsul corect este a)

1.9 Conform principiului actiunii si reactiunii, forta cu care electronul atrage
protonul este egala si de sens opus cu forta cu care protonul atrage electronul.
Ar parea astfel ca ciocnirea celor doua particule se va produce la mijlocul
distantei dintre ele. Aceasta observatie este insa falsa deoarece masa pro-
tonului fiind de 2000 ori mai mare decat cea a electronului, acceleratia lui
este de 2000 ori mai mica. Ca urmare ciocnirea se va produce in imediata
vecinatate a protonului.

F, Mele
— = =1=
F, s
Me
a P —
D e
my

Varianta corecta este c)

1.10 Conform Fig.1.10.r., forta rezultanta care actioneaza asupra sarcinii
plasate in punctul A este diferita de zero si orientata pe directia AB. Daca
sarcina este plasata in punctul B forta rezultanta este zero.

Réaspunsul final este d)

1.11 Fie o drepta normala la fir, in orice punct O al acestuia (fig.1.11.1.r).
Oricarui element de fir dl situat la sanga punctului O 1i corespunde un ele-
ment de fir dl’, egal, situat simetric fata de O, la dreapta. Daca densitatea
liniara de sarcina a firului este A, atunci sarcinile elementare dq = Adl si
dq’ = Mdl' vor genera, in punctul P situat pe normald, campurile dE si
dE' ale ciror componenete paralele cu firul se anuleaza. Componentele nor-
male la fir se compun scalar si dau campul electric generat de fir in orice
punct din spatiu. Deci, campul electric generat de firul infinit, incarcat
uniform cu sarcina electrica, este normal la fir gi radial in jurul oricarui
punct O al firului (Fig.1.11.2.r). Pentru a calcula valoarea campului elec-
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9 @ - B - @ 7
H‘B= 0
Fig.1.10.r

tric, vom inchide, imaginar, o portiune a firului cu o suprafata cilindrica
gaussiana, coaxiala cu firul (Fig.1.11.3.r). La distanta r de axa cilindrului,
pe suprafata lui laterala, E are aceeasi valoare gi este orientat perpendic-
ular pe fir. Pe suprafetele bazelor cilindrului gaussian, E este perpendic-
ular pe normala, iar fluxul electric prin aceste suprafete este nul, deoarece
bp(baze) = E(S, + Sp)cos90° = 0. Fluxul prin suprafata laterala este
Op(lateral) = E - S, = E - 2mrL si reprezinta fluxul total prin suprafata
cilindrului. Conform legii lui Gauss pentru campul electric vom avea:

j{ Fiids = 1L
€o

AL

E(27TTL) = 57

Pe de alta parte daca vom considera firul de lungime L, atunci sarcina q
continuta in suprafata gaussiana este ¢ = A - L care , inlocuita in relatia de
mai sus va conduce la determinarea campului electric:

A

E =
2me,r

1.12 Se imparte sarcina totala a firului in sarcini electrice elementare, de
forma unor segmente de lungime dz. Folosind reprezentarea din Fig.1.12.r,
se poate scrie:
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Fig.1.11.1.r

Fig.1.11.2.r

dg = \dx

Intensitatea campului electric creat in punctul O de aceasta sarcina elemen-
tara este pe directia axei Ox gi are sensul inspre axa negativa daca distributia
de sarcina este pozitiva. Marimea intensitatii campului elementar este:

dq Adx

dE = =
dreg(d +x)?  dmeg(d + x)?

iar a campului total creat in punctul O de catre intreaga distributie este:

L

5 _/L Mz )\/ dx
B / dreg(d+ )2 dmeg / (d+ z)?
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Vo ¢
= *m :;p-: s=p ¥y =
i
r Yy v"'\ ]
Fig.1.11.3.r
A ( 1 +1>_ AL
© dmeg \ d+ L d)  4weed(L + d)

Raspunsul corect este b)

1.13 Calculam intensitatea campului electric elementar creat de sarcina in-
finitezimala:

dq = \dl
in punctul situat la distanta z de centrul inelului:
Adl

dE = -~
4dreqr?

Vectorul intensitate este orientat pe dreapta suport ce uneste sarcina elemen-
tara de punctul de interes.

Daca se considera sarcina elementara diametral opusa si se sumeaza vectorial
se observa anularea componentelor perpendiculare pe axa Oz.

Rezultanta celor doi vectori elementari este determinata doar de suma com-
ponentelor orientate de-a lungul axei verticale Oz. Aceasta observatie ne
permite ca, prin extrapolare, sa adunam doar componentele vectorilor ele-
mentari orientate de-a lungul axei verticale:

dE, = dFE cosf = ﬂcosQ
4dme ol 2
Folosind relatiile geometrice:
z

z
cosf = - =

r VR R
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A
—_— [ T ]
dE O d X dg= A
Fig.1.12.r

vom exprima totul in functie de distanta zsi de raza Rpentru a integra in
final dupa dl. Se obtine:

JE. — Azdl -
Arey (22 + R2)Y
Ca urmare:
2R 2R
E = [ ap.- A2 7 [ d
J dmeg (22 + RV 4
A2 R qz

Areg (22 + R?)*?  dreg (22 4+ R2)*?

Raspunsul corect este d)

1.14 Pe baza unui rationament asemanator problemei precedente se ajunge
la concluzia ca in orice punct campul electric este orientat normal la plan.
Pentru a calcula acest camp vom alege ca suprafata gaussiana un cilindru
pe care planul il sectioneaza normal, in doua jumatati (fig.1.14.r). Lungimea
cilindrului se alege astfel incat bazele sale sa treaca prin punctele in care vrem
sa calculam campul. Fie 40 densitatea superficiala de sarcina a planului si
S aria bazelor cilindrului. Fluxul campului electric prin aria laterala este
nul (E este paralel cu suprafata laterald). Fluxul prin bazele cilindrului va fi
Op(baze) = E - (Sp, + Sp). Pe de alta parte, asrcina din interiorul cilindrului
gaussian este ¢ = +05. Utilizand in continuare legea lui Gauss vom obtine:

o
2¢,
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Fig.1.13.r

1.15 Vom rezolva aceasta problema folosind rezultatul problemei anterioare
impreuna cu toate consideratiile facute. Discul poate fi construit prin ada-
ugarea de inele elementare. Ag adar, vom determina intensitatea campului
electric intr-un punct de pe axa verticala, sumand algebric componentele in-
tensitatilor elementare de-a lungul axei verticale, create de fiecare inel care
construieste discul.

Intensitatea campului electrostatic elementar produs de un inel de raza rsi
grosime dr este:

dqz o2mzrdr

dE = 3/2
Ameg (22 +12) Ameg (22 +12)

3/2

45



Fig.1.14.r

Integrand de la r = 0la r = R se obtine valoarea finala:

5 o_ /dE:a27rz/ rdr
dmeg S (22 4 12)

J— 1 —
N z 22+L2 N

2%( _M%+LJ
Dupa cum se constata, daca z — oo, K — %.Cu alte cuvinte, in puncte
foarte indepartate de suprafata discului efectul distributiei de sarcini nu de-

pinde de forma acesteia.
Réaspunsul corect este ¢)

3/2

1.16 Teorema lui Gauss nu poate fi aplicata decat in cazuri ce prezinta
simetrii, adica atunci cand configuratia liniilor de camp si in consecinta vec-
torul intensitate camp electric, au o orientare cunoscuta. Ea afirma faptul ca
fluxul liniilor de camp printr-o suprafata inchisa este determinat de sarcina
inchisa in acea suprafata.

fﬁdﬁ:g

Deoarece suprafata cilindrica nu inchide nici o sarcina sau distributie de
sarcini, fluxul net prin ea este zero.
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Raspunsul corect este c)

1.17 Raspunsul corect al acestei probleme se gaseste cu ajutorul teoremei
lui Gauss.

o4
€
unde:
@:]{E-dﬁ

si al observatiei ca, in puncte din exteriorul unei distributii sferice, campul
electric este creat este acelasi cu al unei sarcini punctiforme, plasata in centrul
distributiei:

= q R
b= ineR?

Agadar, pe masura ce raza balonului creste, valoarea intensitatii scade cu in-
versul patratului razei. Deoarece valoarea fluxului printr-o suprafata inchisa
nu depinde decat de valoarea sarcinii inchisa in acea suprafata, iar sarcina
electrica ramane aceeagi, valoarea fluxulu nu se modifica. Produsul dintre
suprafatd (care creste cu patratul razei) si intensitatea campului (scade cu
inversul patratului razei) se mentine constant.

Réaspunsul corect este b)

1.18 in interiorul unui material conductor la echilibru electrostatic, E =
O indiferent de sarcina electrica de pe suprafata sau exteriorul conductorului.
Acest lucru inseamna ca regiunea din interiorul unui conductor este neutra
din punct de vedere electric adica lipsesc sarcinile electrice necompensate:

p=20

Absenta campului electric in interiorul unui conductor conduce la observatia
ca aceasta regiune este echipotentiala. Aceste fenomene stau la baza ecranarii
electrostatice, care permite izolarea din punct de vedere electric a oricarui
corp de influenta campurilor electrice exterioare. in practica un invelis con-
ductor este realizat de o plasa (retea) metalica sufiecient de densa.
Raspunsul corect este d)

1.19 Fie un strat sferic de sarcina pozitiva cu densitatea superficiala +o.

Fie a raza stratului sferic (Fig.1.19.1.r). Pentru a calcula campul electric
intr-un punct din exteriorul stratului de sarcina P, vom imagina o suprafata
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Fig.1.19.1.r

gaussiana sferica S, de raza r. concentrica cu stratul sferic. Campul elec-
tric are aceeasi valoare pe suprafata S, si este normal la suprafata. Fluxul
campului prin suprafata S, este, conform definitiei lui:

by = E, - 4mr?

iar sarcina electrica din interiorul suprafetei S, este Q = o - 4ma®. Aplicam
in continuare legea lui Gauss gi vom obtine expresia campului electric in
exteriorul stratului de sarcna:

Q

- 2
4me,r?

Ee

Deci, campul electric generat de o sarcina () distribuita uniform intr-un strat
sferic de raza a este acelasi cu campul electric generat de sarcina () daca ea
ar fi o sarcina punctiforma situata in centrul stratului sferic.

Pentru a calcula campul intr-un punct P; din interiorul stratului de sarcina,
vom imagina o suprafata gaussiana sferica S; de raza r; si concentrica cu
stratul sferic. Cum se vede din figura, in interiorul suprafetei S; nu exista
sarcini electrice, deci @ = 0, astfel incat F;(4nr?) = 0. Deoarece raza r; # 0
rezulta ca F; = 0. in Fig.1.19.2.r. este aratata dependenta de r a campului
electric generat de stratul sferic.

1.20 Regiunea din interiorul invelisului conductor aflat la echilibru electros-
tatic este caracterizata de un camp electrostatic nul indiferent de sarcina de
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pe suprafata sau exteriorul acestuia. Alegem asadar o suprafata gaussiana de
forma sferica in interiorul invelisului sferic (Atentie! E # 0 in spatiul dintre
cei doi conductori!) gi aplicam teorema lui Gauss. Rezulta

5oj{ﬁ-d§:():@+qmt
Adica:
Qint = _Q

Pe suprafata interioara se distribuie sarcina electrica —(¢) . Folosind prin-
cipiul conservarii sarcinii electrice gasim sarcina care ramane pe suprafata
exterioara a invelisului sferic conductor:

Qint T Qext = _5Q

ext

Raspunsul corect este c)

1.21 Vom determina mai intai vectorul intensitate camp electric:

E = —gradV
oV, v v

ox oy ™
= —a(yz +zy — 222)

~

z

Proiectia vectorului intensitate pe directia vectorului 7(1,0,2)se calculeaza
cu ajutorul produsului scalar:
o E-7
PI“ E; = =
’
= —a(y —42)
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Valoarea acestei proiectii in M (7,1, 2) este:

PrE;=—a(l —8) =Ta

Raspunsul corect este b)

1.22 Vom alege conform figurii Fig.1.22.r. elemente de sarcina cuprinse intre
doua arce delimitate in planul discului de cercuri cu centrul in punctul A de
raze putin diferite (r,r + dr). Daca definim densitatea superficiala de sarcina

electrica:
q

T TR
sarcina electrica a elementului de suprafata considerat este:
dqg = o-ds
= o-MN -dr
= o-(2r0)-dr
Potentialul creat de un astfel de element de sarcina in punctul A este:
1 dqg
drteg 1
1 o-(2rf)-dr
4meg r

o
— 0-d
27’[‘60( T)

av =

Vom gasi contributia total aa elementelor care costruiesc discul prin inte-
grarea dupa unghiul fde la 7/2 la 0, de aceea folosim unele considerente
geometrice pentru a-1 elimina pe dr. Din AAM S dreptunghic in M (deoarece
subintinde un arc de lungime egala cu jumatate de cerc) se observa ca:

r
cosf) = ﬁ:r—QRcosé’
dr = —2Rsinfdf

Potentialul total creat de tot discul in-tr-un punct situat la periferie este:

Vo= —/dV_—— 0 sin 0d6
TE
w/2 w/2
R
= —W;[—@cos@—sine]?r/z
Ro q

TEQ 7T2R€0
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Fig.1.22.r

Réaspunsul corect este a)

1.23 Conform principiului superpozitiei, potentialul creat de cele doua sarcini
ale dipolului electric in punctul P (Fig.1.23.r.) este egal cu suma potentialelor
celor doua sarcini:

1 1 —
VeV 41— 2 (_) q T2—T1

dme, \r1 T2 dme, 1179

Daca punctul in care calculam potentialul este departe de centrul dipolului
(r > 2a) atunci:

rro X~ 7’2
Deoarece:
ry — 11 =~ 2acosf
expresia potentialului V' devine:

v q 2acosf pcost 1 pr

dre, 12 dre,r?2 4dme, 13

1.24 Pentru a determina campul electric creat de un dipol electric aflat
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Fig.1.23.r

in vid, vom utiliza proprietatea de conservativitate a campului electrostatic,

adicd E = —VV. Dacil tinem cont de expresia potentialului electriv V' creat
de dipol cu momentul dipolar p, vom obtine pentru camp:
E=-VV=-— V=
4re, <r3>
Pentru a calcula V (%) vom nota cu A = prsgi cu B = %3 Se poate

demonstra ca:
V(AB) = AVB + BV A

Deci, pentru cazul nostru vom obtine:
or . 1 1 .
\ (7,3> = (Pr) v (7,,3> + 5V (")
Vom calcula in continuare V (%3)

V(@) am () g () e a(E) e
)T or\s) dy \r3 W o \s)

Deoarece:

a<1) — _ié 2+ 2+ 2__3£
or \r3) 4 Oz Ty 7D
0 /1 3y
i)
3<1) _ 3=
oz \r3) rd
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va rezulta:

v 1y _Sxé'x +3ye, +3ze, 3
r3) rd b

in continuare vom calcula V (p7):

—

V(pr) = V(ap, + ypy + 2p.) = Py + py€y + D€, =P

Astfel, campul electric creat de un dipol va avea expresia:

P 1 [3(57‘_')77_17]
4me,

7o 73

1.25 Capacitatea electrica a unui sistem de doi conductori incarcati cu sarcina
electrica () este:

Q

C:
Vi—V,

unde V] — V5 este diferenta de potential dintre acestia.
Vi—Vy = / B-dr

Folosim observatiile conform carora campul electric in exteriorul unei distri-
butii sferice este acelasi ca si cel al unei distributii punctiforme cu sarcina
egala, plasata in centrul sferei, adica:

Q

dregr?

Ey
iar campul electric in interiorul unui conductor este zero, adica
E2 = 0

Se obtine:

Vo [Qd _Q (1_1>
! 2 _R 47T€07“2 N 47T€0 Rl R2
1

Capacitatea electrica a condensatorului sferic este:

R Ry

C = dreg—2—
7T€0R2_R1
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Raspunsul corect este c)

1.26 Capacitatea electrica este marimea ce caracterizeaza un conductor din
punct de vedere al proprietatii de a acumula sarcina electrica si are definitia:

Q

v

unde V este potentialul acestuia. Deoarece nu este definita decat diferenta de
potential dintre doua puncte, pentru a gasi potentialul intr-un punct trebuie
sa consideram o referinta careia sa-i atribuim potentialului, prin conventie,
valoarea zero. De obicei acest punct de referinta se alege la infinit, acolo
unde valoarea fortei de interactiune (si implicit a intensitatii cAmpului) tinde
spre zero.

Ry
V:—/E-dF

Separam aceasta integrala in doua cantitati, corespunzatoare intervalelor
(—o0, R2) si (R2, R1) pentru care valorile lui £ sunt date de expresii diferite:

R2 Ry
V:—/El-df—/ﬁg-df
o0 R2

Campul electric in exteriorul unei distributii sferice este acelasi ca si al unei
distributii punctiforme cu aceeasi sarcina plasata in centrul sferei, adica:

Q

El=—
4regr?

in regiunea umpluta cu dielectric, intensitatea campului electric se schimba
datorita faptului ca avem un alt mediu, cu permitivitatea electrica €. Daca
aplicam teorema lui Gauss pentru dielectrici rezulta:

D -4mr* = Q

Folosind relatia de legatura dintre inductia campului electric si intensitate,
rezulta:

D= 6087»E1
adica:
El - 7Q
4mepe,r?
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Rezulta:

R R
Vo Q [dr Q "dr
 Adre S r2  4dmege, ! r2

Q

(ot
N dmeg \ Ry  &.Ry er Ry

S Ay
N 47T80€r R2 Rl

Capacitatea electrica a conductorului este:

47T€0€r Rl RQ

¢= Ro+ R, (e, — 1)

Raspunsul corect este e)

1.27 Intre cei doi cilindri creazi camp doar cilindrul interior, pentru cilin-
drul exterior campul electric in acest spatiu fiind zero. Deoarece liniile de
camp pentru acest sistem au simetrie cilindrica, alegem o suprafata inchisa de
forma unui cilindru de raza r si generatoare [ care sa inchida cilindrul interior.
Aplicarea teoremei lui Gauss conduce la:

El < 2mrl = 9
€0
adica:
Q

L 2mrleg

Diferenta de potential dintre conductori este conform definitiei:

Q fdr_ Q@ | R

27leg r o 2nleg HE
Ry

Vi— Vo=

Capacitatea electrica a unui condensator cilindric este:

- 27Tl€0

C =
ln(%)

Raspunsul corect este b)
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1.28 Aplicarea teoremei lui Gauss pentru cazul unei distributii sferice umplute
cu material dielectric conduce la:

D-4mr? =Q
adica:
Q
D —
42

Deoarece:

D=¢cy,FE=FE=

Eolr
Ca urmare:
Q o Q

E =

4rr2e0e,(r)  4dmracgy

Diferenta de potential dintre conductori este conform definitiei:

Q [dr_ Q | R

= n—
draeg P dracy Ry
1

R>
Vl—VQ:/Edr:
Ry

Capacitatea electrica a sistemului devine:

Q  dmag
Vi—Va  In(f2)

C:

Réaspunsul corect este e)

1.29 Energia electrostatica a unei configuratii de sarcini electrice se cal-
culeaza cu ajutorul formulei:

W= EZ%VL'
2=

unde g;— sarcinile electrice iar V;— potentialele create de toate sarcinile elec-
trice g; j+; In punctul in care este plasata sarcina ¢;, adica:

n
Vi= > Vy
=1,

In cazul configuratiei din problema, toate sarcinile electrice sunt egale si
datorita simetriei si potentialele create de sarcini in colturile tetraedrului vor
fi egale.

Vi=Wo=V;=V,
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1ar

Vi = Vig+Vig+Viy

1 1 3q
W = —-4q9V == -4q-
2 a 2 q drega
_ 3¢
N 2mega

Raspunsul corect este a)

1.30 Energia electrostatica pentru configuratia de sarcini electrice se cal-
culeaza cu ajutorul formulei:

1 8
WZ*ZQz’Vi
24

unde g;— sarcinile electrice iar V;— potentialele create de toate sarcinile elec-
trice g; j+; In punctul in care este plasata sarcina ¢; adica:

8
Vi= >V
=1

in cazul configuratiei din problema, toate sarcinile electrice sunt egale ca
urmare:

Simetria problemei conduce la observatia ca potentialele in toate colturile
cubului sunt egale. Ca urmare vom calcula potentialul creat de toate sarcinile
in unul din varfurile cubului:

Vi=3Vi,+3Vig+ Vp

unde V;,— potentialul creat de sarcinile plasate la distanta a, V14— potentialul
creat de sarcinile plasate diagonal opus pe fetele laterale, adica la distanta
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av/2iar Vp— potentialul creat de sarcina diagonal opusa cubului, adica la

distanta v/2a2 + a2 = av/3. Se obtine:

q q q
Vi=3 +3 +
! drega 47r€0a\/§ 47r€0a\/§

Energia electrostatica a configuratiei devine:

q 3q° 1 1
w="1 3y = 1
2 " rega < V2 3V3

Raspunsul corect este d)

1.31 Energia proprie electrostatica a unei sfere incarcate uniform cu sarcina
electrica se poate calcula ca lucrul mecanic necesar pentru a aduce de la
infinit sarcini electrice i a construi distributia data. Sa presupunem ca am
construit deja un miez sferic de raza rsi aducem langa acesta, sarcinile de
pe o patura sferica de grosime dr. Potentialul electric creat de miezul sferic
de raza r1in punctele in care sunt aduse sarcinile din patura sferica este:

4_.3
T Aregr dmegr 3€0

Energia electrostatica pentru acoperirea sferei cu primul invelis este:

pr’
dWw = deatura Viniez = (P . 47TT‘2d’I") . 3—
€0

p*4mrtdr
380

Energia electrostatica totala pentru constructia intregii sfere se gaseste ”su-
mand” in mod continuu toate aceste contributii, adica:

R 2 B 215
W:/MV:WM/#W:MWR
0 380 0 1580

Raspunsul corect este d)
1.32 Energia potentiala se poate defini doar pentru campuri conservative,

pentru care lucrul mecanic al fortei nu depinde de drumul urmat ci doar de
pozitia initiala si finala a misgcarii, astfel ca, pe un contur inchis:

%ﬁwﬁ=0
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ceea ce Inseamna ca:
VxF=0

in coordonate carteziene, operatul diferential "rot=V x ” are expresia:

Ty z
rotF = VxF=|g & &
F, F, F,
T gy z
o 9 0 5 .
-y z 3

Deoarece conditia nu este indeplinita nu se poate defini energia potentiala.

Raspunsul corect este d)

1.33 Campul magnetic creat de elementul de conductor dzx, prin care trece
curentul 7, la distanta r de conductor (Fig.1.33.r) este tangent la linia de
camp care este circulara si perpendiculara pe conductor. Expresia campului

magnetic este data de legea Biot-Savart-Laplace:

ol dx sin 6

4 r?

dB =

Fig.1.33.r

Inductia magnetica B este aceeagi pentru toate elementele de curent, la
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aceeasi distanta de conductor si are aceeasi orientare.
netic creat de intreg conductorul va fi:

B ol /+°O dx sin 0
CoAn ) r2
Daca tinem cont ca:
r = va2+ R?
R
sinff = ———
VTR
dx B x
/ (:B2 4 a2)3/2 - a2(:1:2 4 a2)1/2

atunci se poate calcula campul magnetic total:

B

ol /+°° R dx ol
Cdm e (22 4+ R2)32 T 27R

Deci, campul mag-

1.34 Valoarea inductiei create de cei doi curenti in punctul O este data
de superpozitia campurilor magnetice create de fiecare curent luat separat.

B =B, + B,

Campul magnetic creat de curentul I; inteapa planul foii in punctul O
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(Fig.1.34.r). Simetria acestui curent ne permite sa calculam valoarea lui
By cu ajutorul teoremei lui Ampere.

Bl - 2ma = /,60[1
De aici rezulta ca:
I
By = Hof1
2ra

Curentul I, are insa o forma care nu ne permite sa aplicam teorema circulatiei
vectorului B,de aceea vom determina pe Bs pe calea clasica, adica cu ajutorul
teoremei lui Biot-Savart.

— Mo Igdfx T

dB2 e —

4T 3

Deoarece dl x 7 = 0in puncte colineare cu conductor parcurs de curent,
componentele lui I, orientate pe directie radiala, nu contribuie la valoarea
campului magnetic, deoarece campul produs de ele este nul. Ca urmare,
valoarea lui Bjeste determinata doar de regiunea de forma arcului de cers
cu deschiderea 6.

Aplicand regula burghiului gasim ca sensul acestui vector B, este opus lui
él, astfel ca valoarea rezultanta a inductiei magnetice devine:

B — Bl — BQ
unde:
Iopio Irpiof
B, — / B — / -
2 / 4ma? dma
Se obtine:

Raspunsul corect este b)
1.35 Se poate considera ca un plan infinit se poate construi din conduc-

tori liniari infiniti ca in figura Fig.1.35.r si consideram ca sensul curentilor
iese din planul hartiei.
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Fig.1.35.1.r

Sa alegem un contur de forma unui dreprunghi ca cel din Fig.1.35.r, care
inconjura o portiune de lungime L din plan. Conform teoremei lui Ampere:

§Bdl= o (L)

Avand in vedere orientarea vectorului inductie (data de regula burghiului
drept) si indicata in figura, termenii din circulatie care corespund laturilor
perpendiculare pe plan sunt nule, astfel ca integrala pe conturul inchis se
reduce la:

féwﬁ:BL+O+BL+O:uMﬂA

Campul magnetic creat de un plan infinit este:

1 .
B = —poj

2

Dupa cum se observa aceasta valoare este constanta pentru orice departare
fata de plan.

Sa consideram in continuare cazul unui solenoid cu n spire pe unitatea de
lungime. Alegem suprafata inchisa (numita contur Amperian) de forma celei
punctate in Fig.1.35.2.r, adica doua segmente paralele cu inductia inchise de
doua segmente perpendiculare. In interiorul solenoidului campul magnetic
este orientat, pentru sensul indicat al curentilor, spre dreapta. In exterior,
valoarea inductiei este zero.

%éwi:BL+O+O+0:uMnm[
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B=0

Fig.1.35.2.r

Campul magnetic creat de un solenoid este:

1
B = iuon[

Pentru cazul unei bobine cu N spire (tor), conturul Amperian este de forma
unui cerc, ca in Fig.1.35.3.1.

Fig.1.35.3.r

Un tor este de fapt o bobina care are capetele lipite. Directia inductiei
campului magnetic se gaseste cu regula mainii drepte. Circulatia acestui
vector de-a lungul conturului ales, care coincide cu linii de camp magnetic
este:

fé-df:B-%r:MO(NI)
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Campul magnetic creat de un tor este:

poN T
2rr

B =

Raspunsul corect este a)

1.36 Contributia la valoarea inductiei in centrul figurii este data doar de
segmentele din conductor de forma semicercurilor de raza asi b. Segmentele
de-a lungul razelor nu creaza amp magnetic, deoarece, pentru ele:

dix 7=0

Deoarece sensul curentului este contrar pe cele doua semicercuri, valorile
inductiilor create sunt opuse ca sens. Campul rezultant devine:

mm-n -t (fA-TH) -l (1)

Raspunsul corect este b)

1.37 Forta de interactiune cu care conductorul [y actioneaza asupra unui
element dls din conductorul parcurs de curentul I, este:

dﬁ = Ile_é X él

unde él— este inductia campului magnetic creat de curentul /; in locul in
care este situat elementul de lungime dly din conductorul 2. Se observi ci
pentru conductori paraleli cu vectorul inductie, forta de interactiune este
zero. In cazul de fatd, pentru laturile perpendiculare pe fir (CD, DA), forta
de interactiune este nula.

Fop=Fpa=0
Forta totala devine:
F = Fap+ Fop

Inductia magnetica creata de un conductor liniar se determina foarte simplu
cu ajutorul teoremei lui Ampere, alegand un contur inchis de forma unui cerc
perpendicular pe fir (conturul coincide cu linia de camp!):

B1 S2Tr = ,uoll

I
B, — Mol
2rr
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Se obtine:

., - = poly oy
F = Fuyp+F :/Idl——/[dli
B+ Fop *ora 2 227r(a—i—b)
L L
_ Moh]z/dl_ poli1o /dl_,uohsz (1_ 1 )
2ra / 27r(a+b)0 2m a a+b
. M0]1]2Lb
~ 2ma(a+b)

Réaspunsul corect este e)

1.38 Circulatia campului magnetic pentru cele doua contururi trebuie de-
terminata cu ajutorul teoremei lui Ampere scrisd pentru cazul general:

k=1

I sunt curentii inchigi de conturul ales. Acestia trebuie sumati algebric
(tindnd cont de sensul acestora).

Sa accepta drept conventie de notatie pentru curentii care ies din planul fi-
gurii cercuri colorate si pentru curentii ce intra in planul foii, cercuri marcate
cu X.

Pentru cazul conturului a,avand in vedere sensul de parcurgere indicat in
Fig.1.38, se obtine:

B-dl = po(I—1-1)

Pentru cazul conturului b, avand in vedere sensul de parcurgere indicat in
Fig.1.38, se obtine:

(fédf: po(I — I+ —1)
b

FB-a = 0

b
Raspunsul corect este d)

1.39 Simetria cilindrica a problemei ne permite aplicarea teoremei lui Ampere,
alegand contururi inchise de forma unor cercuri cu centrul pe axa cablului, de
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aceeasi forma cu a liniilor de camp. Circulatia vectorului B este determinata
de curentul (sau curentii) Inchis (inchisi) in contur, I..

elnzonar==c:

B.-2mc = pol
Kol
2mc

einzonar==b:

By-2nb = pol

pol
B, = —
b 2mh

einzonar=a:

B,-2ma = po(l —1)

Raspunsul corect este c)

1.40 Calculam mai intai valoarea inductiei campului magnetic in jurul con-
ductorului, cu ajutorul teoremei lui Ampere. Densitatile de curent prin cei
doi conductori vor fi:

A |
= r?
I
J2 =
)
o <1y
B-2nr = pjnr? =
B = L1l
2 i

o7 <1 <Ty
B 2mr = pol =
1
B — Mo, 2

2T r



0y <1 <Ty

B -2mr = u{[—jﬂ@?—r%)] =
PRt

21 rr3—r3

o3 < T

B-2rmr = pl—-1)=
B =0

Energia magnetica inmagazinata in cablu este:
Wy = [ i - Bav

unde

—

B:,uﬁ

Alegem elementul de volum de forma unei paturi cilindrice de raza r, pentru
care valoarea campului magnetic este constant ca valoare si are expresia
determinata mai sus:

dV = 2xlrdr

Se obtine:

r3
2
W, = QWZ/HBCZT— 7TZ/BQTdT

T1 3
pl o / 3 MO/ 1 / s 2\21
= —I dr+— [ —dr+ ——= — —d
27 [T% 0 re H T1 " T (7% - T%)Q (r3 ' ) r '

w5 | o ra r§ r3 T% ]
= —] m=2+— _In=>——2
47 [ poore (r3— r§)2 ry  2(r3 —rj)

Raspunsul corect este ¢)

1.41 Fie o spira de raza R (Fig.1.41.r) prin care trece un curent de inten-
sitate I. Fie punctul P in care vrem sa calculam campul magnetic, aflat la
distanta 7 de un element de spira dl perpendicular pe vectorul 7 si la distanta
x de centrul spirei. Campul magnetic dB este perpendicular pe planul for—
mat de vectorii dl si 7 si se poate descompune in doua componente: dB,
normala la spira (de-a lungul axei de simetrie) si dB, perpendiculaa pe axa
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Fig.1.41.r

de simetrie. Componentele dB, ale tuturor elementelor de spira dl vor da
o rezultanta nula avand sensuri contrarii. Vor ramane doar contributiile de
la componentele dgl, iar campul total B , In punctul P va fi suma tuturor
acestor contributii avand directia axei de simetrie i sensul dat de regula
burghiului drept. Pentru a calcula elementul de camp magnetic vom aplica
legea Biot-Savart-Laplace (1.1.18):

ol dl sinm/2

dB =
47 r?
Vom exprima componenta dB; prin unghiul 0 (vezi fig.1.41.r):

I 6 dl
dB; = dBcosf = /;Lf cos 5

T T
Deoarece:

r = VR?+ a2
R
VR

cosf =

atunci campul magnetic total va fi:

ol R dl
B= de -
L (R2 + x2)3/2
Daca r > R atunci:
2
B Mo IR
2 23
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De asemenea, daca vrem sa calculam campul magnetic in centrul sferei (z =
0) atunci campul magnetic va avea valoarea:

ol
2R

B

1.42 Tensiunea electromagnetica ce apare in bucla dreptunghiulara este de-
terminata de variatia fluxului magnetic prin suprafata aceasteia.

=~
i A r E
| |
b i v ¥
dr T
D ¢
L
Fig.1.42.r
dd
e=——
dt

Datorita deplasarii fata de firul parcurs de curent electric,bucla intalneste
un camp magnetic cu inductie din ce in ce mai mica. La distanta r de fir,
inductia magnetica este:

_ ol

B(r) 2mr

si este orientata pe directie perpendiculara pe planul foii cu sensul intepand
foaia.

Pentru a calcula fluxul total prin cadru, vom alege o suprafata elementara
de forma unui dreptunghi cu arie dS = Ldr situat la distanta r de firul con-
ductor (Fig.1.42.r). Vom suma, apoi in mod continuu, dupa toate fluxurile
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prin aceste suprafete elementare, considerand calatura cea mai apropiata se
afla, la momentul ¢, la distanta x.

I
> — /B yas = [ Bl pg, _“0 L/
27r7“
27r x

Deoarece cadrul se migca cu viteza v, fluxul variaza in timp prin intermediul
variabilei © = x(t). Considerand viteza constantd, in intervalul de timp
dt cadrul se deplaseaza pe distanta dux:

dr = vdt

Ca urmare, diferentiind relatia fluxului total, se obtine variatia fluxului total
prin cadrul plasat la distanta x fata de fir, ca urmare a deplasarii lui pe
distanta dzx:

ib - [L()]L x |xdr — (x4 b)dx
2r z+b x?
pol ~ bdx
= folp 00T
21 z(x +b)

impér‘gind relatia la dt se obtine tensiunea indusa in cadru:

[LQIL bv
27 x(x +b)

In pozitia corespunzatoare lui = a valoarea tensiunii electromotoare indusa
in cadru este:

. ILLDIL bv
27 ala+b)

Raspunsul corect este ¢)

1.43 Fluxul magnetic prin circuitul format din conductori este variabil din
cauza suprafetei care creste in timp prin deplasarea conductorului AB.
Fluxul magnetic prin suprafata elementara este, conform Fig.1.43.1:

dd(t) = B-dS(t) = 2Bady =

= ZB[dy ZB[dy



y
A
A T B
/
dy |
y=kx®
>
X
Fig.1.43.r
Tensiunea ce apare in circuit este:
dd d® dy
e = —_—
dt dy dt
y dy
= —2B,/=—
k dt

Deoarece acceleratia este constanta si deplasaarea se face fara viteza initiala,
vom folosi ecuatia lui Galilei:

dy

— /2
dt awy

Se obtine:
)
e = —QBHE\/Qay

e = —Bywij

Raspunsul corect este a)
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1.44 Sa consideram pentru inceput cazul unei spire de raza r. Tensiunea elec-
tromagnetica indusa intr-o spira este determinata de fluxul magnetic variabil
datorita inductiei magnetice.

(t) = B(t)mr? = ar’Bysinwt
dp = 7r’wBycoswtdt
_39 _

e(r) = i —7r?wBy cos wt

Deoarece spirele care formeaza bobina sunt in serie, tensiunea electromag-
netica totala, indusa in toata bobina este data de suma acestor inductii
individuale. Deoarece sunt foarte multe spire pe unitatea de raza a bobinei,
lucram in aproximatia continua, considerand ca pe distanta dr exista un
numar de spire:

N
dn = —dr
a
In care tensiunea indusa este:
N
Se = —e(r)dr = ——mr?wBy cos wtdr
a a

Sumand in mod continuu toate aceste contributii date de elemetele care cons-
truiesc bobina, gasim:

N a

e = /56 = ——7nwhBy COSWt/?“QdT

0 @ 0
N

= —gCLQWWBo cos wt
maxima a tensiunii totale induse este:
_ 2
e=—a“mwBy
3
Raspunsul corect este e)
1.45 Fluxul magnetic prin bobina este variabil in timp datorita a doua cauze:

e variaza unghiul dintre suprafata bobinei si inductia creata de solenoid
(bobina se roteste):

® = NBS coswt
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e variaza inductia magnetica creata de solenoid:

® = NSBjsinwtcoswt

NSB
o = 5 0 gin 2wt

Tensiunea electromagnetica indusa in bobina este:

dd 1
s —§N5B0 cos 2wt

e =
Raspunsul corect este d)

1.46 Daci A este potential vector pentru vectorul B definit ca:
B = rotA
atunci:
divB = div (Totff) =0
Exprimam operatorul "rot” in coordonate carteziene:

B = rotA=VxA

A R
_ 0 96 9
- AO oxr Oy 0z
0 0 a2+9?

= 24)(y-2—x-7)

Dupa cum se observa imediat:

divB = g (rotf_f) + g (rot%f)y

ox ¢ Oy
9, 9,
= 5, 24oy), + 3y (2407), =0

A— poate fi un potential vector.
Daca folosim teorema lui Ampere si alegem un contur inchis de forma unui
cerc coaxial cu firul, de raza r < rg, se obtine:

B-2nr = pojmr?
1

i = —
7rd
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adica:
_ olr
21

Deoarece marimea vectorului B este:

B = 2A0\/y2 + x? = 2AOT

Ca urmare:
polr
2A =
or 273
ol
Ay =
0 4mrd

Raspunsul corect este d)

1.47 Un camp electric variabil in timp va genera un camp magnetic. Acesta
se determina din ecuatia lui Maxwell:

- 0B
VX FE=——
ot
unde, pentru vid:
é = /L()FI
Daca exprimam rotorul in coordonate carteziene, se obtine:
Ty z
VxFE = % a% %
0 FE O
oFE . 0F | OE .
pu— —_—— x —_— Z P —
0z ox 0z

A

= —Ewasin|w(t —az)] - &

Ca urmare, directia vectorului inductie magnetica (ca si a vectorului intensi-
tate a campului magnetic) este orientat de-a lungul axei Oz. Vom determina
in continuare marimea intensitatii campului magnetic.

OH
po—— = Fowasin [w(t — az)]
ot
Prin integrarea in raport cu timpul se gaseste:
E
o = /sin [w(t — «az)]dt
Ho

oY

= ———cos|w(t — az)] + const.
Ho
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Vectorul intensitate camp magnetic are expresia:

- E SN
H=—""%cos w(t—az)] &+ (const.)
Ho

xT

Réaspunsul corect este a)

1.48 Un camp magnetic variabil in timp genereaza un camp electric, conform
ecuatiei lui Maxwell:

. . 0D
H=J+ —
V X +8t

In cazul vidului si a absentei curentilor de conductie si de deplasare:

J =0
[j = é‘()E)
g ,uoﬁ
iar ecuatia Maxwell devine:
= OE
VxB= —
oMo ot

Ca urmare, folosind legea de variatie a inductiei campului magnetic data de

problema, se obtine:
dy - '
. B, ox
Yy si

= k*Bokysin (wt — kz) - 2

—

VxB =

SR
(@] SD‘Q.) N>

Asadar vectorul ”V x B” are doar componeta nenula doar de-a lungul axei
Oz, la fel cum va avea si vectorul %—If. Revenind in ecuatia lui Maxwell, gasim:

OE KB
— = Oysin(wt—kx)-é
ot Eolho

Dupa integrarea in raport cu timpul se obtine:

k*B
E = i /sin (wt — kx) dt
Eoto
k*B
= TP s (wt — kx) + const.
Weo o
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Ca urmare vectorul intensitate este egal pana la o constanta cu:

kQBOy

Weo o

E=— cos (wt — kx) - 2

Raspunsul corect este b)

1.49 Densitatea curentului de deplasare este:

Y5,

Jd = It

unde, inductia campului electric este:
D = 60E

Vectorul Ese determind din ecuatia lui Maxwell referitoare la circulatia
campului electric, fiind determinat de variatia in timp a campului magnetic:
]{E = - [98 43
ot

Sa alegem un contur de forma unui cerc cu raza r, cu centrul pe axa solenoidu-
lui.

Campul electric este rotational (tangent in fiecare punct la contur) iar campul
magnetic In interiorul solenoidului are directia paralela cu axa (normal pe
suprafata inchisa de conturul ales). Ca urmare, cele doua integrale (cea cur-
bilinie si cea de suprafata) sunt imediate:

e pentrur < R

3
E - 2mr = —§ozt27rr2:>
3
E = ——art?
1
e pentrur > R
E-2rr = ——at’7rR?=
3 R?
E = —Za—+¢?
r

Revenind in expresia curentului de deplasare:

- OF

= En——
Jd 082&
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gasim cele doua expresii pentru marimea curentului de deplasare:
- 3
r < R: ‘jd’ = Zaeortz

- 3 R?
r > R: ‘jd’ = Zaeg—t?
4 r
Raspunsul corect este e)
1.50 Vectorul B se determing din ecuatia lui Maxwell referitoare la circulatia

campului magnetic pe un contur inchis, fiind determinat de variatia in timp
a campului electric (teorema lui Ampere):

L OF -
Bedl'=zopo [ S - dS
j{ oMo ot
Sa alegem un contur de forma unui cerc cu raza r, cu centrul pe axa conden-
satorului. Campul magnetic in interiorul condensatorului este constant de-a
lungul conturului si orientat tangent {in orice punct la acesta iar campul
electric este orientat normal pe suprafata inchisa de conturul ales. Se obtine:

e pentrur < R

B-2mr = eouo2Btrr® =
B = eopoprt

e pentrur > R

B-2mr = eopo2BtrR? =
R2
B = 50M0ﬁ7t

Raspunsul corect este d)

1.51 Marimea vectorului Poynting este data de definitia:
S = ’E x H ’
Campul electric creat de fascicul se determina cu ajutorul teoremei lui Gauss:
fﬁd§:i
€0

Daca se alege o suprafata inchisa de forma unui cilindru cu generatoarea L si
cu raza bazei r, atunci sarcina electrica inchisa in aceasta suprafata este:

q= AL
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unde A— densitatea liniara de sarcina electrica. Deoarece liniile de camp
electric sunt orientate radial, ele vor iesi perpendicular prin suprafata laterala
a cilindrului, astfel ca teorema lui Gauss devine:

AL

E-2mrL = —

€o
Rezulta ca valoarea intensitatii campului electric creat la distanta r de axa
fasciculului este:

E = A
2mwegr

Teorema lui Ampere ne spune ca, pentru un contur inchis, pe care sa il alegem
de forma unui cerc de raza r exista relatia:

2nrH =1
Rezulta ca valoarea intensitatii campului magnetic creat la distanta r de axa
fasciculului este:

I
H=—
2rr

unde intensitatea campului electric este:

dqg Adl
I = —= — = v
dt dt
Cele doua campuri sunt orientate perpendicular astfel ca vectorul Poynting
este perpendicular pe planul format de E'si H si are marimea

Raspunsul corect este d)
1.52 Pentru a demonstra ca un camp magnetostatic admite potentialul vec-
tor A = %(B X ), vom proiecta aceasta relatie pe cele trei directii Ox, Oy,

Oz si vom obtine:

1
A, = =(Byz— B.y)

2
1

A, = §(Bzx—sz)
1

A, = g(Bxy—Byac)
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Daca vom exprima rotA pe componente:

- 0A, 0A
(VXA)m - ay_Tj:Bx
- 0A, O0A,
(VXA)y 9z oz =By

04, B 0A,

(vxff)z = o By =B,

atunci:

o

V x A=

1.53 Fie m = meé, momentul de dipol magnetic. Vom calcula in conti -
nuare produsul vectorial:

m X 7= —mye, + maxe,

Componentele potentialului vector A vor fi atunci:

A = Moy
43
[LoMT

A —

Y 473

A, = 0

Pentru a calcula campul magnetic va trebui calculata expresia rotorului apli-
cat potentialului vector A:

- 0A, 0A, pom3zz
B, = (VXA)mzﬁy_azzélﬂ ro
_ 0A, B 0A.  pom 3yz
vy 0z or 4w b

B »n  0A, DA, pu,m3z®—r?

B. = (VXA)Z_Gx_ay_ZLW rd

B, = (VxA4)

Astfel, expresia finala a campului magnetic B va fi, in functie de momentul
de dipol magnetic m:

= o | 3(mP)T M
B=Hte _n
4 o r3
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1.54 Pentru a calcula campul magnetic in interiorul cilindrului, se va aplica
legea lui Ampeére pe un contur circular cu centrul pe axa cilindrului si per-
pendicular pe axa. Fie r raza conturului circular din interiorul cilindrului,

deci r < R:
74 Bdl'= p, / 7d3
C s

7{ = 27r /dgzm“2
c s

Deci, conform legii lui Ampere campul magnetic in interiorul cilindrului va

fi:

unde:

HoJT
2

B =

Pentru a calcula campul magnetic in exteriorul cilindrului vom aplica legea
lui Ampere pe un contur circular cu raza r > R:

211 B = pi,jmR?
de unde rezulta:

f1oj R?
2r

B =

1.55 Pentru a calcula campul magnetic vom aplica legea lui Faraday, legea
inductiei electromagnetice pe un contur circular de raza r perpendicular pe
axa Oz:

L4
Bdl = -2
f B ==

unde
® = BS = B, sin (w t) %Edf: 2mrE
Astfel, conform legii lui Faraday rezulta:
21rE = —7mr? Byw cos (w t)
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iar campul electric va avea expresia:

1
E = —§TBOW cos (w t)

1.56 Fie un contur circular cu centrul pe axa cilindrului. Vom aplica legea
lui Ampeére si vom obtine:

§ Bar= [ ©Zd3
s Ot
Daca raza conturului exte r < R atunci campul magnetic va fi:

1 dE
B:*ooi
Q'ugrdt

Pentru a calcula 2€ vom tine cont ca, pentru un condensator plan campul

dt
electric este:

4 4
E_soA_eoAsm(Wt)

unde A = 7R? este aria armaturilor condensatorului. Campul magnetic B,
la distanta r de condensator va fi:

_ Hoowr

27 R2

cos (w t)

Daca r > R, campul magnetic va avea expresia:

t
5 — Holow COS (wt)
2mr

1.57 a) Din Fig.1.57.r se observa ca inductia magnetica El este tangenta

la curba I';. Conform legii Ampere-Maxwell:

< OF,

V X By = €oltg——
1= Eold ot

Cu ajutorul formulei Stokes vom transforma integrala pe suprafata din rot B,
intr-o integrala pe o curba inchisa I';:

/S<V X él)dgz gldf

Iy
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—‘—CE ; T———
| Et i l
d i - ] Y(Pz)
ry @& | !
n i |
) [
a
Fig.1.57.r

astfel incat legea lui Ampere-Maxwell va lua forma:

3 Bodi = 95/ B, -i,dS

Dupa efectuarea integrarii vom obtine:

1 LO0F
gm“ a—tl = B 27r

Daci se tine cont de datele problemei, E;, = Eoexp[iwt], campul magnetic
asociat campului electric F; va fi:

B, = 5. bl werpliwt]

b) Pentru a afla cmpul electric E, indus vom utiliza legea lui Faraday:

deci, Fy = E5(r) si nu mai este uniform. Pentru » — 0 se observa ca By = 0,
deci si Fy = 0.

82



c) Campul electric total dintre armaturi este format din suma celor doua
campuri: aplicat si indus, £ = F; + E>. Vom aplica legea Faraday sub forma
integrala campului total:

L) o0
Edl:——/BdS_——
Ty ot Js ! ot
Astfel:
Eidl =0 Ebdl = —Fsy(r) -d
F2 FZ

Fluxul campului magnetic él, care traverseaza un strat de grosime d, aflat
la distanta r de de axa, este d® = By(r) - d - dr, deci:

o= d/r By(r)-d dE weTpliwt] /Tr dr = %r 2B, expliwt]
0 T2 0 2c?

Daca aplicam legea lui Faraday, cu termenii explicitati deja, vom obtine
expresia campului electric Ea(r):

(U2T2

12 = E,expliwt]

Ey(r) =

d) Pentru a a calcula valoarea lui r pentru care intensitatea campului electric
total se anuleaza vom pune conditia E = E1 + E2 =0:

2,.2
E = (1 - Z;) Eqexplivt] =0

— = —
w

1.58 a) Pentru a calcula densitatea de curent electric radial ;‘, vom aplica
legea de conservare a sarcinii electrice de densitate volumica p (ecuatia de
continuitate), din interiorul sferei:

/<v3+ap>dv_o
1% 0

Vom explicita pe rand cei doi termeni ai integralei:
/ Vidv = / jdS = 4mr? - (r)
s

dp _dq
/ aV = dt
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Deci:

_ 1 dg(r)
drr?  dt

J(r) =
b) Se pleaca de la expresia curentului electric de deplasare jg4:

OF 3((1(7“))_ e, dg

ld = Eo—— = Ep— = =
Ja ot ot \ 4mr? Are,r? dt

—j(r)

Deci, densitatea curentului total este nula:

oFE

b= ite, 22 0
J+1a=J+ 9
de unde rezulta:
o
4re r?

c¢) Pentru a calcula inductia caAmpului magnetic B produs de curenti, vom
utiliza legea Ampere-Maxwell si vom tine cont de rezultatele anterioare :

_ . OE
B — o ] o~ :O
V x I (j+5 (%)

—B =0

1.59 Pentru a calcula modul in care variaza in timp densitatea de sarcina in
functie de o si €, vom pleca de la ecuatia de continuitate si respectiv legile
de material Maxwell:

de unde rezulta:

Lo Ty
9

— p(t) = pocap {—Zt}

po fiind densitatea de sarcina la momentu ¢ = 0.

84



1.60 Campurile FE, (7,t) si B, (7, t) satisfac ecuatiile Maxwell pentru mediul
considerat:

- oH,
B o= &t
V x 1 ) It
. OE,
i o= 2t
V X 1 e ot
VE; = 0
Vﬁl — O

Vom incerca in continuare sa vedem daca si campurile Fy si By satisfac
ecuatiile Maxwell de mai sus:

. 0B,
VxE = ——2
R ot
_ OE,
VxH = e—2
— X 2 13 815

ultima relatie fiind o relatie Maxwell. La fel se poate demonstra si pentru
celelalte relatii Maxwell:

- dD,
VxHy = —
e ot
— 0H,
VXxFEy = —pu——-
Vs Y
vgg - 0
—>VE_;2 =
si
VD, = 0
—>Vﬁ2 =0

Campurile (El, 1:71) si (Eg, 1:72) se numesc campuri duale.

1.61 Vom scrie ecuatiile Maxwell in vid:

. 0B
VXE+— = 0
BT

. oE .
V X B — e, = o]
HoE ot HoJ

VB = 0

- 1
VE = —p

€o
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Vom scrie acum ecuatiile Maxwell generale, in prezenta substantei in camp
electromagnatic:

. OB
VXxE+— = 0
Y
. 9D S
H_2= _
V x Y Jj
VB 0
vD P

in prezenta substantei in camp electromagnetic se definesc vectorii de po-
larizare P si respectiv de magnatizare M prin relatiile:
P = — e, F

M = = —H

Flw

astfel incat ecuatiile Maxwell generale devin:

. 0B
VXxE+>" =0
Bt
q OE . 0P .
VXB—Mogoa = MO<]+8't+VXM)
VB = 0
— 1 —
VE = f<p—VP>

€o

Daca se compara acest ultim sistem de ecuatii cu cele scrise in vid se observa
ca prezenta substantei in camp electromagnatic este echivalenta cu existenta
unei densitati de sarcina electrica —V P si a densitatilor de curent electric
P _: : v
i 81 respectiv V. x M.

1.62 a) In mediul (1) campul electric E; este, conform legii Maxwell de
material:

4:‘7:1 1

E = — (Jralle + Jryily + JoT1z)
01 01

Daca se tine cont de conditia la limita:

ﬁnX(EQ—El):O
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se va obtine:

1.
E2£B = El:r = — =z
01
B B 1.
2y — 2z — Ul.]ly

Din conditia la limita aplicata densitatii de curent electric j

R - 805
Un(]Z _]1) = —W

unde aa%f = 0 deoarece toate campurile sunt uniforme spatial si independente

de timp. Astfel va rezulta:

J2z = 1z = Jz — EQz = — = )22
09 09

in concluzie se poate scrie intensitatea campului electric in regiunea (2):

- 1, o .
EQ - a(]lmux +.]1yuy) + ;lezuz

b) Daca vom utiliza conditia la limita scrisa pentru inductia electrica D:
i, (Dy — D1) = ps
rezulta densitatea superficiala de sarcina:

€2 . €1 . . €2 €1
pPs = DQZ - Dlz = <’52E’22 - <glE‘lz = —Nz— —JNz = J1z < -
02 01 02 01

1.63 a) Vom scrie ecuatiile Maxwell generale:

ﬁ 1
VE = —p
19
VB = 0
. 0B
VxE = ——
x ot
. . OE
B = e
VX “(‘“Lgat)
i = oFE
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Puterea disipata prin efect Joule la trecerea curentului electric printr-un con-
ductor de lungime [ si secriune A se va scrie:

ol .
S; =RI* = Z(jQAZ)
iar pe unitatea de volum va fi:
Sj Sj -2 L, 2
= = —= = _ — — E
p v Al Pl U] o

b) in regim sinusoidal % = iw gl vom avea:
V x FE=—iwB

Cum pentru un conductor perfect campul electric este nul in interiorul aces-
tuia, va rezulta, conform legii Gauss cd si sarcina electrica este nuld. Con-
form legii Faraday va rezulta ca B =0. Din legea de material D=¢E=0
rezulta ca vactorul inductie electrica D = 0 in interiorul unui conductor.
Pentru a afla densitatea de curent j vom apela la legea Ampere-Maxwell
1y =V x B - Eu%—f = 0 din care rezultd ci j = 0.
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2 Unde electromagnetice

2.1 Breviar

In cazul mediilor dielectrice (neconductoare) omogene si izotrope
cum ar fi vidul, aerul, apa, sticla etc. caracterizate prinj =0, p=0, o =0,
ecuatiile Maxwell devin:

divE = 0 (2.1.1)
divH = 0 (2.1.2)
q OH
tE = —pu— 2.1.3
70 W o (2.1.3)
ﬂ OF
tH = 2= 92.1.4
70 ST ( )

Aplicand rotorul ecuatiei (2.1.4), prelucrand ambii membrii ai ecuatiei i
tinand cont de egalitatea matematica:

rot(rot H) = grad(div H) — A H (2.1.5)

si respectiv de ecuatia (2.1.3), se va obtine ecuatia undelor electromag-
netice ce se propaga intr-un mediu omogen si izotrop caracterizat prin ¢ si
[, scrisa cu ajutorul vectorului H:

O*H
oy

A H =0 (2.1.6)

Ecuatia undelor electromagnetice scrisa cu ajutorul vectorului E are forma:

0’FE

AE— etz =0 (2.1.7)

Daca se tine cont acum de ecuatia generala de propagare a undelor:

1 0°U(7t)

AV(F 1) = =5

—0 (2.1.8)

unde U (7, t) se numeste functie de unda iar v reprezinti viteza de propa-
gare a undelor in mediul respectiv, atunci, comparand ecuatia (2.1.7) cu
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ecuatia (2.1.8) vom obtine, pentru viteza de propagare a undelor electro-
magnetice, urmatoare expresie:

, 1 1 1

V= — —v=
el VEI /Bl llofly
C

1 1
v = =
VEolto \/Ertlr  \/Erflr

(2.1.9)

1

VEolo
magnetice in vid si reprezinta chiar viteza de propagare a luminii in vid

determinata experimental de catre fizianul francez Fizeau. Concluzia ime-
diata a lui Maxwell a fost ca lumina este de natura electromagnetica.

unde ¢ = = 3 10® m/s este viteza de propagare a undelor electro-

Pentru un mediu dielectric (nemagnetic)

mzlﬁv:J% (2.1.10)
Se defineste indicele de refractie n al mediului :
n=E —v=— (2.1.11)
n

Forma solutiilor pentru undele electromagnetice armonice plane este:

E(Ft) = E,e
(2.1.12)
A7) = H, e

unde w este pulsatia sursei, iar k este vectorul de unda si are expresia:

.2
k:£5§ (2.1.13)

S este versorul directiei de propagare a undei electromagnetice. Intre marimile
k, w si v exista relatia:

w w
k=— = — 2.1.14
’U_>U k ( )

unde v reprezinta aici viteza de faza a undelor electromagnetice gi este
egala cu cea de propagare.
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Proprietatile undelor electromagnetice.

e Unda electromagnetica este o unda transversala, adica vectorii £ si H
sunt perpendiculari pe directia de propagare:

E13 H15% (2.1.15)

e Vectorii E si H sunt perpendiculari unul pe celalalt:

E = — /M) (2.1.16)
£

A = JSGExE) (2.1.17)
1

e Energia transportata de undele electromagnetice in unitatea de timp prin
unitatea de suprafata este data de modulul vectorului Poynting:

S| = |E x H| = f@x (5% E)| :\FE%; (2.1.18)
p H

|§|=|E><ﬁ|=—\/ﬁl(§’>< ﬁ)xﬁ|=\/ﬂH2§ (2.1.19)
g £

si respectiv:

e Vibratiile vectorilor E' si H sunt in faza, adica valorile lor maxime si minime
se produc in aceleagi puncte din spatiu:

VEIE| = vl (2.1.20)

o Intensitatea I a undelor electromagnetice este definita prin relatia:

[ =<| S |>=<|E x H| >=
g

|
JEE? < sin?(wt — kz) >= - B2, |5 (2.1.21)
p 2 U
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Daca unda electromagnetica plana cade sub un unghi de incidenta ¢ pe o
suprafata, atunci intensitatea undei devine:

1
I==]SE?cosi (2.1.22)
2\ p

sau, scrisa cu ajutorul campului magnetic:

1
I= 2\/ZH3 cosi (2.1.23)

Daca o unda electromagnetica plana progresiva patrunde intr-un material
dielectric (in general), pe portiunea z, atunci vectorul E(z), la distanta z de
punctul de incidenta va fi:

E — E_Toei(wt—fcz) _ EOG_%XZGi(wt_%n)
unde  E,(2) = Ey|._pe™ ¢ ¥ (2.1.24)
unde n este indicele real de refractie al dielectricului, iar x este coeficientul de

absorbtie al materialului. Intensitatea I, datorita fenomenului de absortie
va avea expresia:

[ = Le aX% = [eh (2.1.25)
unde
2
p=" (2.1.26)
C

reprezinta coeficientul liniar de absorbtie.
Reflexia si refractia

Din punct de vedere cantitativ reflexia gi transmisia undelor electromagne-
tice la suprafata de separare dintre doua medii optice se caracterizeaza prin
coeficientii Fresnel 7| si r| .

Fie doua medii dielectrice omogene 1 si 2, optic transparente, caracterizate
respectiv €9 §i prin permeabilitatile magnetice i si respectiv pg. Vitezele de

propagare ale undelor electromagnetice prin cele doua medii vor fi v; = ﬁ
1

. De asemenea, daca tinem cont ca mediile sunt dielectrice, in-
VE212

dicii de refractie se pot exprima ca fiind n; = ¢/vq si respectiv ny = ¢/vs.

§l Vg =
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Pentru a calcula coeficientii Fresnel vom pleca de la definitia acestora:

By  _Fu

= E” e Eij_
(2.1.27)

Ey Es

b = FH t, = EiJ_

unde L, Ey) si Ly reprezinta componentele amplitudinilor intensitatilor
campului electric paralele cu planul de incidenta pentru unda incidenta,
reflectata si respectiv refractata; E,, Fy, si FEs, reprezinta componentele
amplitudinilor intensitatilor campului electric perpendiculare pe planul de
incidenta pentru unda incidenta, reflectata si refractata.

Forma vectorului electric pentru cele trei unde va fi:

Eincident = E€ZUJ( “1 )
= - ; t,ﬂ
reflectat — Elew( “1 ) (2128)
5 PR
Erefractat E2€M( v2 )

Directiile de propagare ale celor trei unde sunt caracterizate de versorii:
§: (sini, 0, cos1) 1 : (sini, 0, — cos i) Syt (sinr, 0, cosr)

iar coeficientii Fresnel au expresia:

oo tglizmr) o sin(i—r)
H tg(i + 1) + sin(i + )
(2.1.29)
b 2sinr cost b 2sinr cost
= sin(i + r) cos(i — r) = sin(i 4 )

Pentru incidenta normala 0° < i < 5°, 0° < r < 5°, coeficientii Fresnel
devin:

Nno1 — 1 " 2
T, = =
| nop + 1 | nop + 1
(2.1.30)
Nop — 1 " 2
T = — =
+ Moy + 1 + No1 + 1

93



unde ng; = ”f este indicele de refractie relativ al mediului 2 fata de mediul 1.

T m
Factorii Fresnel de reflexie R si respectiv de transmisie 7" se definesc astfel:
R — ]Teflectat T — [refractat (2 1 31)

[incident [incident

unde Lincidents Ireficctat S1 Irefractar T€Prezinta intensitatea undei incidente, re-
flectate si respectiv refractate ce cad normal pe suprafata de separare dintre
cele doua medii. Daca vom lua in considerare definitia intensitatii unei unde
electromagnetice sub forma (2.1.22) precum si expresia vectorului intensitate
electrica pentru cele trei unde (2.1.28), atunci factorii Fresnel se pot scrie sub

forma:
E? g [pycosr B2 mngcosr B2
R=—- T=,—/— === —2 2.1.32
E? lo \l €1 cosi B2 ny cosi E? ( )

Se poate arata simplu ca:

R+T=1 (2.1.33)

ceea ce exprima legea conservarii energiei in procesul de reflexie si refractie:
I=5L+1 (2.1.34)

adica, intensitatea undei incidente ce cade pe suprafata de separare dintre
doua medii dielectrice este egala cu suma intensitatilor undelor reflectate si
refractate.

Daca unda incidenta este liniar polarizata (vezi paragraful urmator), astfel
incat vectorul E vibreazd intr-un plan orientat sub unghiul « fata de planul
de incidenta, atunci avem:

E| = Ecosa E, = Esina E? :Eﬁ—l—E’i (2.1.35)
iar intensitatea undei incidente se poate scrie astfel:
[:[H—I-IJ_ (2.1.36)

unde
2 Lje o . .2 L je o -
Iy =1Tcos” o=, [—Ejcosi I, =1Isin“a=—,|—E7 cosi (2.1.37)
2\ 2\ p
Analog se obtin expresiile pentru intensitatea I; a undei reflectate si respectiv

94



15 a undei refractate:

1 [€1 . 1 [€1 .

Il” = 5 IE%” COS1? IIJ_ = 5 IE%H COS 1 (2138)
1 1

Iy = X /ZE% cosT I, = 5 /ZESH cosT (2.1.39)

Astfel, se ajunge la urmatoarele expresii pentru factorii Fresnel R si T"

Ly tg* (i—r) Ly sin®(i—r)
I Iy tg* (i+r) LT sin?(i + 1) ( )
Iy sin 2r sin 21 Iy, sin2rsin2:
2 I sin?(i +r)cos?(i —r) A sin?(i + r) ( )

Din aceste relatii rezulta sinplu:
Ry+T)=1 R +T =1 (2.1.42)

ceea ce Inseamna ca, pe langa egalitatea (2.1.36) mai avem indeplinite urma-
toarele doua egalitati:

I” :[1“ —|—[2H I, =5L,+1 (2.1.43)

In cazul unei incidente normale factorii Fresnel devin:

No1 — 1)2 47’1,21

I L <n21 1 I L1 (ngy +1)?

(2.1.44)

Reflexie totala

Daca n; > ns , adica lumina trece dintr-un mediu mai dens optic intr-altul
mai putin dens, atunci se poate defini unghiul de incidenta limita i;,,
pentru care r = 7/2:

sin ilim N9 N9

_ 2 inig, = — = 2.1.45
sin90°  ny s ny n21 ( )

Pentru unghiuri de incidenta mai mari decat unghiul limita 7y, se produce
fenomenul de reflexie totala, adica unda refractata nu mai trece in cel de-al
doilea mediu si se intoarce in mediul din care a venit.
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Polarizarea undelor electromagnetice

Starea de polarizare a undelor electromagnetice este data de modul
de orientare a vectorului E in spatiu si timp.

Planul in care oscileazi vectorul electric E se numeste plan de vibratie, iar
planul in care oscileaza vectorul magnetic H se numeste plan de polarizare.
O unda electromagnetica este total polarizata daca vectorul electric E are
aceeasi directie in orice punct din spatiu si la orice moment de timp. Lumina
alcatuita din unde electromagnetice in care vectorii E si H oscileazi uniform
in toate directiile posibile din spatiu, se numegte lumina nepolarizata sau
lumina naturala. Sursele de lumina obignuite emit unde electromagnetice
care in general sunt partial polarizate.

Daca unda electromagnetica se propaga in lungul axei Oz, atunci compo-
nentele campului electric vor fi:

E, = E,cos(wt—kz)
E, = E, cos(wt—kz+9) (2.1.46)
E, =0

Prin eliminarea timpului in sistemul de ecuatii 2.1.46 vom obtine ecuatia
descrisa de vectorul electric, proiectata in planul Oy, numita si ecuatia
traiectoriei:

E? E! _E,E .
=t E;/ — 2E Ey cos§ = sin® § (2.1.47)
ox oy or

oy

adica ecuatia unei elipse.
Discutie
e Daca § = Z unda electromagnetica este polarizata circular stanga

2

e Daca 6 = =< unda este polarizata circular dreapta

e Daca § = 2mm,m = 0,1,2.... — cosd = +1 atunci unda este polarizata
liniar stanga si are ecuatia F, = g’”
oy

e Daca 6 = (m+ 1)m,m = 0,1,2.... — cosd = —1 atunci unda este po-

larizata liniar dreapta si are ecuatia F, = }é‘”E
oy
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Pentru o unda electromagnetica polarizata exista, intr-un plan perpendi-
cular pe directia ei de propagare (pan de vibratie), doua directii privilegiate
perpendiculare intre ele dupa care vectorul electric E ia valoare maxima si
respectiv minima. Corespunzator si intensitatea undei va fi maxima, I,,4,,
si respectiv minima, I,,;,. Se defineste gradul P de polarizare al undei
electromagnetice:

I — I
L — 2.1.48
]max +Imzn ( )

Discutie

e Daca P = 0 lumina nu este polarizata (lumina naturala )
e Daca 0 < P < 1 lumina este partial polarizata

e Daca P = 1 lumina este total polarizata

Procedee de polarizare

a.) prin reflexie si refractie

Exista un unghi de incidenta numit unghi Brewster notat iz, pentru care
undelele electromagnetice reflectate sunt total polarizate (contin numai com-
ponenta Ej, cealalta fiind nula):

iptr=_ —tgig= 2 =ny (2.1.49)
2 ny

iar undele refractate sunt partial polarizate.
b). polarizare eliptica prin birefringenta

Fenomenul de birefringenta sau dubla refractie a fost descoprit in 1669 de
catre profesorul danez Erasmus Bartholin pentru spatul de Islanda (CaCOj)
gl consta in producerea a doua raze refractate, raza ordinara (o) si cea ex-
traordinara (e), pentru o singura raza incidenta. Fenomenul este caracteristic
cristalelor anizotrope si a fost studiat ulterior de catre fizicianul danez Chris-
tian Huygens.

Daca lumina se propaga perpendicular pe axa optica a unui cristal uniax,
diferenta indicilor de refractie (n, — n.) are valoarea maxima. Undele elec-
tromagnetice polarizate in plane perpendiculare se vor propaga pe aceeasi
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directie cu vitezele v, = ¢/n, si respectiv v, = ¢/n. si vor iesi din cristalul
de grosime d, cu diferenta de faza:

_27r

p = (o —ne)d (2.1.50)

c.) efectul electrooptic patratic (Kerr) si efectul magnetooptic patratic

Pentru cristalele care poseda un centru de simetrie s-a stabilit efectul elec-
trooptic patratic, adica anizotropia optica este data de relatia:

Ne — Ny = DE? (2.1.51)

unde b este o constanta de proportionalitate. Daca proba se afla intre placile
unui condensator, atunci intre raza ordinara si raza extraordinara se reali-
zeaza o diferenta de faza:

_27r

LY

(ne — no)d = 2;de2 = 27 BdE? (2.1.52)
unde B = b/ se numeste coeficientul Kerr, iar d reprezinta grosimea probei.
Cotton si Mouton au descoperit ca, un camp magnetic transversal provoaca
birefringenta unui mediu izotrop. Sub actiunea campului magnetic extern
substanta capata proprietatile unui cristal uniax, cu axa optica pe directia
liniilor de camp magnetic iar:

ne —ny = CAH? (2.1.53)

unde C' este o constanta dependenta de proprietatile mediului, iar H este
intensitatea campului magnetic extern.

d.) polarizarea rotatorie

Fenomenul de polarizare rotatorie consta in rotirea planului de polarizare
a luminii de catre anumite substante numite medii optic active.
Exista medii optic active care rotesc planul de polarizare spre dreapta obser-
vatorului si acestea se numesc dextrogire, si exista substante optic active
ce rotesc planul de polarizare spre stanga si se numesc levogire.
Unghiul de rotatie al planului de polarizare este proportional cu grosimea d
a probei:

a = [ald (2.1.54)
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unde [a] reprezintd puterea rotatorie specifica si depinde de lungimea
de unda a undelor electromagnetice monocromatice (dispersie rotatorie)
precum si de natura mediului.

Pentru solutiile unor substante optic active (zaharul) ce prezinta activitate
optica moleculara, relatia (2.1.53) capata forma:

a = [a)Cd (2.1.55)

unde C este concentratia solutiei, adica masa de substanta optic activa din
unitatea de volum. Pe baza relatiei (2.1.54) se poate determina concenratia
unei solutii, iar aceasta metoda polarimetrica are avantajul legat de rapidi-
tatea si precizia cu care se pot face masuratorile.

In 1846 Faraday descopera ca un mediu izotrop devine optic activ daca este
plasat intr-un camp magnetic intens, cu liniile de camp paralele cu directia
de propagare a luminii.

Acest fenomen este cunoscut sub numele de efectul Faraday si a fost prima
dovada experimentala a legaturii intre lumina si campul electromagnetic.
Unghiul de rotatie al planului de polarizare este dat de relatia:

a=VdH (2.1.56)

unde H este intensitatea campului magnetic, d este grosimea stratului stra-
batut de lumina iar V' este o constanta ce depinde de natura substantei
(constanta Verdet).

Interferenta undelor electromagnetice

Fenomenul de interferenta se obtine atunci cand se compun unde care se
suprapun intr-un domeniu din spatiu produncand maxime si minime de in-
tensitate. Undele care prin compunerea lor produc fenomenul de interferenta
se numesc coerente. Fie doua surse de lumina monocromatice S; si Ss; fie
P un punct din spatiu aflat la distanta r; si respectiv ry de cele doua surse,
unde se produce interferenta. Tinand cont de definitia intensitatii unde-
lor electromagnetice precum si de medierea temporald a functiei cos? relatia
devine:

L. o L P
E? = E% + E% + 2E, E, cos [Tﬂ(m —r1) + ¢

2
[:[1+[2+2 [1[2 < COS [;(7”2—7“1)4—90] > (2157)
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Observatii:

e Daca defazajul ¢ dintre cele doua unde monocromatice este o functie
aleatoarea de timp, atunci media temporala din relatia 2.1.57 va fi nula:

2 1/ 2
< cos [;(rg —r1) + ¢ >= ;/0 cos [%(7"2 —r)+eldt=0 (2.1.58)

In acest caz termenul al treilea din relatia 2.1.56 devine zero iar intensitatea
totala in punctul P va fi I = [} + I, adica undele sunt necoerente si prin
suprapunerea lor nu se produce interferenta.

e Daca diferenta de faza ¢ este constanta in timp, cele doua surse emit
unde coerente (sunt corelate in faza), iar prin suprapunerea lor se produce
fenomenul de interferenta:

2
[ =1+ I, + 2115 cos [%(m —71) + ] (2.1.59)

Vom considera in continuare ca diferenta de faza este nula ¢ = 0, ceea ce
nu afecteaza tabloul franjelor de interferenta , ci numai deplasarea lor globala.

Discutie:

e Daca
2m A
oS 7(7“2 —r)=1—>ry—r=m\= 2m§, m=0,£1,4+2,...(2.1.60)

intensitatea undelor in punctul P este maxima:

[=lna =5+ L+2/IL = (I + /1) (2.1.61)

e Daca
2m A

intensitatea undei rezultante este minimas:

I=lpin="+1—2/Ll= (/I - /1)’ (2.1.63)
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In conditiile in care undele elecromagnetice se propaga intr-un mediu cu
indicele de refractie n > 1, diferenta de drum ro — r; trebuie inlocuita cu
diferenta de drum optic:

T2

Al =n(ry — 1) Al = / n dr (2.1.64)
T1

Locul geometric al punctelor din spatiu in care intensitatea undei rezultante

este maxima sau minima, reprezinta franje de interferenta care sunt lu-

minoase respectiv intunecoase. In general, locul geometric al franjelor de

interferenta este dat de relatia:

ro — 11 = const. (2.1.65)

ceea ce reprezinta ecuatia unor hiperboloizi cu doua panze si cu focarele in
sursele de unde punctiforme S si Ss.

Dispozitive de interferenta

1. Dispozitivul Young se bazeaza pe divizarea frontului de unda ce provine

de la o sursa coerenta de lumina S.

Conform celor discutate anterior rezulta ca vom obtine franje de intensitate

maxima (franje luminoase) si respectiv franje de intensitate minima (franje

intunecoase).

Distanta dintre doua maxime sau minime consecutive se numeste inter-

franja si se noteaza cu ¢:

. AD
T

unde D este distanta de la surse la ecranul de interferenta, iar d este distanta

dintre surse.

(2.1.66)

2a. Lama cu fete plan paralele este un dispozitiv de interferenta de
forma unei lame de grosime d cu indice de refractie nq gi cu suprafetele plan
paralele. Figura de interferenta se poate obtine fie prin fenomenul de reflexie
fie prin refractie. Unda incidenta provine de la o sursa aflata intr-un mediu
cu indicele de refractie ny.

Pentru ny > ny (mediul ”2” este mai dens optic decat mediul 71”) diferenta
de drum optic dintre cele doua raze care interfera prin reflexie este:

Al = 2nsdcosr — /2 (2.1.67)
In planul focal al lentilei L se vor obtine franje luminoase daca:

2ngcosr — A2 =2mA/2, m=0,1,23... (2.1.68)
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si respectiv franje intunecoase daca:
2ngcosT — N2 =02m+1)\/2, m=0,1,2,3... (2.1.69)

Tabloul de interferenta este o familie de cercuri (maxime i minime succesive)
numite inelele lui Haidinger.

Interferenta cu ajutorul lamelor cu fete plan paralele se poate observa si in
lumina transmisa.

Diferenta de drum optic se poate exprima, in acest caz, prin relatia:

Al = 2nyd cosr (2.1.70)

Pentru obtinerea franjelor de maxima intensitate se impune conditia:
2ned cosT = 2mA\/2 (2.1.71)
iar pentru obtinerea franjelor de minima intensitate este satisfacuta conditia:

2nod cosr = (2m + 1)\ /2 (2.1.72)

2b. Pana optica este formata din doua plane transparente ce formeaza
un unghi « intre ele.

Planul de focalizare a franjelor se afla in interiorul penei, practic pe suprafata
acesteia, deci franjele sunt localizate pe lama. Pentru unghiuri « suficient de
mici, expresia interfranjei obtinuta cu pana optica este:

A

1 =
2ans

(2.1.73)
unde ny este indicele de refractie al mediului cuprins intre cele doua plane.

2c. Lama de grosime variabila este formata din stratul de aer (cu in-
dicele de refractie ny) dintre suprafata convexa a unei lentile plan-convexe
(cu indicele de refractie ny si raza R) si suprafata plana a unei lame plan
paralele de sticla (cu indicele ng). Simetria sferica a lamei de aer conduce
la un tablou de interferenta format dintr-o familie de cercuri concentrice de
raza r,,m = 0,1,2,3,4..., numite inelele lui Newton. Prin reflexie, inelele
lui Newton au in centru un minim de interferenta.

Pentru cazul ny > ny, raza inelelor Newton este data de relatia:

T'm = ”fn);(m —1) (2.1.74)
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Pentru valori pare ale lui m avem franje de maxima intensitate, iar pentru
valori impare ale lui m avem minime de intensitate.

3. Interferometrul Fabry-Pérot este un interferometru cu fascicule mul-
tiple si este constituit din doua placi de sticla sau cuart P; si P, cu fetele
paralele gi slab argintate. Distanta d dintre placi poate fi variata in mod
controlat.

Diferenta de drum opticintre doua fascicule consecutive este:

Al = 2dcosr (2.1.75)

unde r este unghiul de refractie, iar conditia de maxime principale este data
de relatia:
2d cosr = mA m=0,+1,+2, ... (2.1.76)

Daca unghiul r este constant, in planul focal al lentilei L, pe ecranul F,
se formeaza o curba de interferenta (un cerc). In cazul unei surse largi de
lumina, curbele de interferenta vor fi cercuri concentrice (inele).

Prin derivarea relatiei 2.1.75 se obtine:

) Ar m
—2dsinTAr = mA\ — N

(2.1.77)

marime ce reprezinta dispersia unghiulara a interferometrului.
Largimea unghiulara Ar corespunzatoare la doua maxime succesive de inter-
ferenta rezulta din relatia 2.1.75:

—2dsinrAr = Am, Am=1 Ar= QdC)\OST‘ (2.1.78)
Utilizand relatiile 2.1.76 si 2.1.77 rezulta:
)2
A= (2.1.79)
care, pentru o incidenta normala (i = 0,r = 0) devine:
22
AN\ = oY (2.1.80)

Aceasta ultima expresie reprezinta constanta interferometrului ce da
domeniul de dispersie al acestuia. Pentru d = 0.5 em si A = 5 - 10 %cm,
rezulti, AX = 0.25 A. Deoarece domeniul de dispersie al interferometrului
Fabry-Pérot este de ordinul de marime al lungimii liniilor spectrale, acesta
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poate fi utilizat ca analizor al formei liniilor spectrale.
Difractia undelor electromagnetice

Difractia reprezinta un ansamblu de procese optice care apar la propagarea
undelor prin medii ce contin neomogenitati (obstacole, fante, etc) cu dimen-
siuni liniare de acelagi ordin de marime cu lungimea de unda. Evaluarea
repartitiei intensitatii luminoase in aria de difractie se face luand in con-
siderare caracteristicile geometrice i optice ale neomogenitatilor. La baza
explicarii fenomenului de difractie precum si al reflexiei si refractiei sta prin-
cipiul Huygens-Fresnel.

Difractia Fresnel printr-o fanta circulara

Fie o deschidere circulara de raza p aflata la distanta R de sursa puncti-
forma. Daca notam cu r, distanta de la orificiu la ecramul de observatie,
atunci, pe baza metodei zonelor Fresnel se poate exprima raza zonelor Frenel
care se obtin prin difractie:

Rr,
=m
R+r,

P2, (2.1.81)

unde m reprezinta numarul zonei Fresnel, m = 1,2,3.... N (/N numarul total
de zone).

Difractia Fraunhofer printr-o fanta dreptunghiulara

Vom considera difractia unei unde plane monocromatice pe o fanta drep-
tunghiulara foarte ingusta de largime b si de lungime [ > b. Intensitatea
luminii difractate sub un unghi « este data de expresia:

2
I,=1, (sin2 <7T2b sina> / (7;1) sin a) ) (2.1.82)

unde I, este intensitatea undei electromagnetice incidente pe fanta.
Imaginea de difractie este formata dintr-un maxim central de difractie
obtinut din conditia:

bsina=0 (m=0) (2.1.83)
minime de difractie obtinute prin conditia:

bsina = mm m=+1,42, 43, ... (2.1.84)
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si respectiv maxime secundare de difractie obtinute prin conditia:

bsina = (2m 4+ 1)A/2  m = +1,42, 43, ... (2.1.85)

Retele de difractie plane

Retelele de difractie plane, prin transmisie, se obtin prin trasarea unor trasa-
turi (zgarieturi) fine, drepte, paralele si echidistante pe suprafata unei placi
confectionata dintr-un material dielectric transparent. Reteaua de difractie
se caracterizeaza prin constanta retelei d = L/N, unde L reprezinta lun-
gimea retelei, iar N reprezinta numarul de fante distribuite pe lungimea L.

Procesul de difractie pe o retea consta din doua fenomene:

e difractia luminii pe fiecare fanta dreptunghiulara de largime b
e interferenta fasciculelor multiple difractate de fiecare fanta

Intensitatea luminoasa totala intr-un punct, ca urmare a suprapunerii celor
doua fenomene va fi:

B sin? (%b sin a) sin® (NT”d sin a)
fo=tlo (”71’ sin a)2 sin? (”Td sin a) (2.1.86)

Tabloul distributiei intensitatii in functie de unghiul « este format din maxime
principale si secundare de interferenta, minime de interferenta, maxime si
minime de difractie.

Discutie:

a. pentru fenomenul de interferenta

Pozitiilor extremelor intensitatii luminoase se pot obtine din extremele functiei

I, prin derivare la ® = ”ds%. Prin derivare ajungen la urmatoarele doua
ecuatii:
d
sin (N% sina) = 0 (2.1.87)
d d
N tg(% sina) = tg(N% sin «v) (2.1.88)
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Pentru ca ecuatia (1.9.29) sa fie satisfacuta trebuie ca:

d
%sina: %w m=0,1,2,3... (2.1.89)
Daca m/N este un numar intreg, adica m/N = n,n = 0,1,2,3,.. (m =
0, N,2N,3N,...), atunci se obtine conditia de maxime principale de interferenta:

A
sin a, =ny n=0,1,23,.. (2.1.90)
n=0—sina,=0 maxim central
A
n=1—sino = g maxim de ordin 1
A
n=2—sinwy = 23 maxim de ordin 2
A
n=3—sinag = 33 maxim de ordin 3 etc

Daca m/N nu este un numar intreg, atunci intensitatea luminoasa va avea
un minim. Deci, intre doud maxime consecutive (n = 0 gi n = 1 de exemplu)
se gasesc N — 1 minime de interferenta (n = 1/N,2/N,3/N, ... (N —1)/N).
Ecuatia 2.1.87 reprezinta conditia de obtinere a maximelor secundare de
interferenta de intensitate mult mai mica decat a maximelor principale. Intre
doua maxime principale se gasesc N — 2 maxime secundare.

b. pentru fenomenul de difractie

Pozitiile maximelor gi minimelor de difractie se pot obtine prin derivarea

intensitatii 1, la ¢ = ”bb% Se vor obtine urmatoarele doua solutii:
) A
sin ay, :kg k=0,1,2,3, ... (2.1.91)
. A
sinay, = (2k + 1)% (2.1.92)

Solutia 2.1.91 defineste pozitiile minimelor de difractie, iar solutia 2.1.92 de-
fineste pozitiile maximelor de difractie.

Difractia radiatiei X

Fizicianul german Max Theodor Felix von Laue a demonstrat, in 1912, posi-
bilitatea utilizarii cristalelor naturale, cu constanta retelei de ordinul 10~°
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m ca retele de difractie tridimensionale pentru razele X.
Fie doua plane cristaline P; si P» pe care cade un fascicul monocromatic de
radiatii X (raze Rontgen). Diferenta de drum dintre cele doua raze este:

AL = 2dsinf (2.1.93)

unde d este distanta dintre cele doua plane cristaline, iar 6 este unghiul facut
de unda incidenta cu planul cristalin pe care cade. Directiile dupa care se
obtin maximele de interferenta sunt date de conditia:

2dsin @ = mA (2.1.94)

Aceasta relatie este cunoscuta sub denumirea de legea Wulf-Bragg pentru
difractia pe cristale gi are aplicatii atat in analiza structurala cu raze X cat
si in analiza spectrala a radiatiilor X.

2.2 Probleme propuse

2.1 O unda electromagnetica plana monocromatica se propaga in vid dupa
axa Oz. Componentele vectorului intensitate camp electric de-a lungul celor
trei axe carteziene sunt:

E, Eoy, cos(kz —wt + ¢1)
E, = Eycos(kz —wt+ p2)
E. =0

Vectorul Poynting este:

a). S=-2F2.j
b). §=2E2 i
0. §=1 (E2+E2) 2
d). §==<(E2+E2)-2
e). =4 (E2+E2) 2

2.2 Care este intensitatea undei electromagnetice care se propaga in vid
cu vectorul intensitate camp electric:

E = Eycos kx coswt - g

a). ﬁEg sin 2k sin 2wt
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o

). = E2sin 2kx

4wu
c). 0
d). g Eg sin 2wt
e). 4f#0 2

2.3 Care este intensitatea undei electromagnetice care se propaga in vid
cu vectorul intensitate camp electric:

E = onefazel(wtsz) .3

unde Fy, — const.,i?> = —1.
G _ k—ia g2

a). SL— o E*-g

b). §=kiap?.

c). 0

d). §=Fttlepz. 2

e). §=FEHaE?. g

2.4 O unda electromagnetica plana se propaga in vid astfel incat intensi-
tatea campului variaza dupa legea:

E = (2 + Eg,fj — 52)ellet=s+32)]

Intensitatea campului magnetic corespunzator undei este:

a). (5@ 4 g — 22) ™0
b). /1o (504 + 6§ — 2z) ol
o) |/ (5 + 65 — 22)
d). /2 (502 + 67) e

\/:; ay ilwt—(y+32)]
e). /100 (—22)e

2.5 O unda electromagnetica armonica plana se propaga in vid, astfel incat
campul electric este de forma:

—

E _ Eoyei(wt—kz)
Vectorul de undi are expresia k = 31, + 4@, (m™?), iar Eoy =24, (V/m).
a). sa se arate ca directia de propagare e cuprinsa in planul zOz si sa se
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calculeze unghiul dintre directia de propagare si axa Oz; care este lungimea
de unda si frecventa undei?

b). sa se determine campul magnetic H al undei

c). care este intensitatea undei?

2.6 O unda electromagnetica plana, liniar polarizata, de forma Ey = Eoy
cos (wt — kx) se propaga in vid de-a lungul axei Oz. Amplitudinea campului
electric este E,, = 50 mV/m, iar frecventa undei este v = 100 M H z. Se cere:

a). valoarea eficace a densitatii curentului de deplasare

b). intensitatea undei, campul magnetic H , vectorul Poynting S
c). tensiunea electromotoare indusa intr-un cadru metalic de forma unui
patrat de latura [ = 50 em aflat in planul zOy.

2.7 O unda electromagnetica stationara avand F = FE,coskx X coswt se
afla de-a lungul axei Ox, in vid. Sa se determine:

a). inductia magnetici B(x,t)

b). vectorul Poynting

c). intensitatea undei

Aplicatie numerica: E, = 1.5 V/m;w = 1.2-10° Hz.

2.8 Se considera o unda stationara de-a lungul axei Ox, pentru care in-
tensitatea campului electric este de forma:

E = E, cosmx cos ny cos wt i,

Sa se determine:

a). intensitatea campului magnetic
b). vectorul Poynting
c). intensitatea undei

2.9 O unda electromagnetica ce se propaga de-a lungul axei Oz este descrisa
de:

E = 25 cos (wt — kz) @y + 4 cos (wt — kz + m/6) i@,(V/m)

Sa se determine:

a). ecuatia traiectoriei descrisa de varful vectorului £
b). sensul de polarizare al undei
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¢). semiaxele a si b ale elipsei de polarizare
d). unghiul dintre semiaxa mare a elipsei si axa Ox

2.10 Care este starea de polarizare a undei electromagnetice descrise de
ecuatiile:
E, = Fcos(wt—kz)

E, = FEcos(wt—kz+ Z)

&

g\—/

nepolarizata
. eliptic polarizata
liniar polarizata
. circular polarizata
. nu se poate da un raspuns

eo

@
~—

2.11 Se considera un set de trei polarizori plasati coaxial. Polarizorul 1
are axa de transmitere verticala iar polarizorul 3 orizontala. Polarizorul 2
este plasat intre cei doi i are axa de transmitere orientata sub unghiul de
45 fatd de axa verticald. Un fascicul de lumind nepolarizatd de intensitate
Iy cade pe acest sistem dinspre polarizorul 1. Lumina transmisa prin sistem
are intensitatea: a). zero; b). 11o; ¢). 11o; d). £1p; €). Iy

2.12 Un fascicul de lumina nepolarizata trece prin doi polarizori a caror
axe de transmitere fac intre ele un unghi de 30°. Ce fractiune din intensi-
P Lo . 3. 1. 3. 3
tatea undei incidente este transmisa: a). zero; b). 3; ¢). g; d). §;e). 3
2.13 Un fascicul de lumina nepolarizata trece printr-un sistem de patru po-
larizori cu unghiul dintre doud axe consecutive de transmitere de 30°. Ce
fractiune din intensitatea undei incidente este transmisa: a). zero; b). & ¢).
27. d) 27. e) 3
128" 4 640 ©) B
2.14 O unda electromagnetica plana vine din mediul vid (eg, o) si cade
normal pe suprafata de separare a unui mediu caracterizat de constantele
deg, po- Ce fractiune din puterea incidenta se reflecta si ce fractiune se trans-
o . 1.8. 2 6. 15, 35
mite: a). zero,1; b). 5;5:¢). 5,5 d)- 65 ) %3
2.15 Sa se scrie relatiile Fresnel luand in considerare proprietatile magne-
tice ale celor doua medii. Sa se cerceteze posibilitatea polarizarii totale prin
reflexie.
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2.16 O raza de lumina strabate o lama de sticla cu fete plan-paralele, aflate
in aer. Sa se determine relatiile dintre coeficientii Fresnel de reflexie si de
transmisie la interfata aer-aticla si sticla-aer.

2.17 Un fascicul monocromatic de lumina nepolarizata, cade sub un unghi
0; pe o lama de sticla de grosime d = 3 ¢m si de indice de refractie n = 1.5,
aflata in aer. Se cere:

a). sa se calculeze deviatia laterala a fasciculului emergent fata de directia
celui incident pentru 6; = 30°,45°,60°, 90°

b). sa se determine gradele de polarizare ale radiatiilor reflectate, trans-
mise in sticla si emergente din sticla, pentru 6 = 0°,30° 45° 6g,60°,90°
(0p = unghiul Brewster)

2.18 Prin agezarea unui ecran compact prevazut cu doua fante inguste in
calea undei initiale, se pot produce doua unde coerente cand:

sursa initiala este o unda plana monocromatica

. sursa initiala este lumina alba si in fata ei se aseaza o fanta foarte ingusta
intotdeauna

. 1n cazul a)

. In cazurile a) i b)

caeLzse

2.19 Intr-un experiment de tip Young pentru care distanta dintre planul
celor doua fante si ecran este D = 2m, se foloseste o unda monocromatica cu
A = 589nm. Cunoscand ca distanta de la franja centrala pana la minimul de
ordin 10 este 7,26mmsa se determine distanta dintre fante: a). 1,09 mm;
b). 2,07 mm; c). 0,73 mm; d). 1,54 mm; e). 3,76 mm.

2.20 Intr-un experiment de tip Young pentru care distanta dintre cele doua
fante este d = 0,120cmiar cea dintre planul fantelor si ecran este D =
120em, se foloseste o unda monocromatica cu A = 600nm. Care este distanta
fata de maximul central pentru care intensitatea luminii scade la un sfert din
acesta: a). 1,19 cm; b). 0,02 cm; ¢). 0,73 cm; d). 1,24 c¢m; e). 0,76 cm

2.21 Daca intr-un experiment de tip Young cu distanta dintre fante 2a si dis-
tanta dintre planul fantelor gi ecran D, se ridica sursa initiala (cu lungimea

A) pe distanta y paralel cu planul fantelor, atunci:

a). interfranja ramane aceeasi iar franja centrala coboara pe distanta %)\
b). interfranja ramane aceeasi iar franja centrala urca pe distanta %)\
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¢). interfranja ramane aceeagi iar franja centralda coboara pe distanta a
d). interfranja raméane aceeasi iar franja centrala urca pe distanta a
e). tabloul de interferenta ramane neschimbat

2.22 Intr-un experiment de tip Young se foloseste o sursa de lumina monocro-
matica cu lungimea A. Distanta dintre fante este 2a iar distanta dintre planul
fantelor i ecran D. Daca se roteste ecranul cu unghiul § fata de pozitia
initiala, atunci:

a). interfranja ramane aceeasi
b). interfranja se mareste 7' = ;22
2a cos 3
AD
C)> = 2

. interfranja se micsgoreaza i’ = 2= cos [
d). interfranja se mareste i’ = % tan 8
e). interfranja se micgoreaza i’ = ’\TD sin 3
2.23 Intr-o experienta de interferenta realizata cu oglinda Lloyd (Fig.2.23),
unda luminoasa directa de la sursa S interfera cu cea reflectata de oglinda O.
Franjele de interferenta se observa pe ecranul E situat la distanta D de sursa
S iar interfranja are valoarea i. Care este valoarea lungimii de unda a luminii
folosite daca indepartand sursa de planul oglinzii pe distanta h, interfranja
scade de nori.
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2.24 Lumina se propaga din mediul cu indicele de refractie ny = 1,361
intr-un mediu cu ny = 1.461. Raportul vitezele de propagare in cele doua
medii (vy/v2) este: a). 1.99; b). 1.07; ¢). 0.93; d). 0.51; e). 0.76.

2.25 O unda monocromatica cu lungimea de unda A = 500nm cade pe
un paravan prevazut cu doua fante dreptunghiulare inguste, cu largimea
a = 0,05nm separate la o distanta d = 0, 20nm. Cate maxime de interferenta
se vor observa pe lungimea ocupata de maximul central de difractie: a). 5;
b). 2; ¢). 4;d). 3;¢e). 1.

2.26 Se considera o pana optica de aer cu una din fete fixa, iar cealalta
se poate deplasa paralel cu ea insasi, departandu-se de prima. Pana este ilu-
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minata cu lumina monocromatica avand A = 500 nm. Unghiul penei optice
este «.

a). cum se poate masura deplasarea fetei mobile ?

b). care este deplasarea minima a fetei mobile ce se poate masura intr-o ast-
fel de experienta stiind ca deplasarea minima a franjei ce poate fi apreciata
este 1/4 7

c). ce se iIntampla daca se variaza unghiul penei si care este unghiul minim
care poate fi pus in evidenta ?

d). cum se poate masura cu ajutorul penei optice planeitatea unei suprafete ?

2.27 Intr-o experientd de tip Wiener, un fascicul de lumind monocromatica,
liniar polarizata, cade normal pe o oglinda de argint pe care s-a aplicat un
strat de emulsie fotografica. Se produc undele stationare. Lumina actioneaza
asupra bromurii de argint din emulsie gi o descompune; apar straturi peri-
odice innegrite, pentru care descompunerea substantei este maxima, deci
vectorul luminos are valoare maxima. Primul strat innegrit apare la distanta
d de suprafata oglinzii. Se cere:

a). sa se obtina expresia undei electrice rezultante (obtinuta prin supra-
punerea undei incidente cu cea reflectata)

b). sa se obtina expresia undei magnetice rezultante

c). sa se calculeze valoarea medie a vectorului Poynting rezultant

d). sa se stabileasca ecuatiile nodurilor i ventrelor; sa se determine distanta
dintre un nod si un ventru

e). sa se arate ca vectorul camp electric are caracter de vector luminos
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f). stiind ca A = 500 nm, sa se calculeze la ce distanta d de suprafata oglinzii
apare primul maxim

g). sa se calculeze diatanta dintre un nod si un ventru daca statul de emulsie
depus pe placa de sticla face un unghi ¢ = 1’ cu suprafata oglinzii

2.28 Se considera un interferometru Fabbry-Peérot avand urmatoarele ca-
racteristici: distanta dintre lamele de sticla este d = 102 em; factorul de
reflexie al unei lame este R = 0.9. Se utilizeaza lumina monocromatica avand
lungimea de unda A = 500 nm. Se cere:

a). sa se stabileasca dependenta dispersiei unghiulare de unghiul de incidenta
b). sa se stabileasca dependenta domeniului dispersiv (constanta aparatului)
de unghiul de incidenta

c). sa se calculeze puterea de rezolutie a aparatului

d). sa se determine numarul efectiv de fascicule care interfera

2.29 O retea de difractie de lungime L = 5 ¢m, cu constanta retelei n = 500
trasaturi/mm, este iluminata normal cu un fascicul paralel de lumina de
lungime de unda A = 0.5 pm. Sa se calculeze:

a). ordinul maxim de difractie

b). unghiul de difractie pentru primele doua ordine

¢). dispersia unghiulara in primele doua ordine

d). puterea de rezolutie si intervalul spectral liber in ordinul intai

2.3 Solutii
2.1 Vectorul Poynting este:
S=FExH

Trebuie sa calculam mai intai vectorul intensitate camp magnetic. Pentru
aceasta vom folosi ecuatia lui Maxwell:

- 0B
VXE=——
ot
unde:
B = ILL()H
Dupa scrierea rotorului in coordonate carteziene:
T i z 5
0 d ) . " .
o oy 0s | = g (Bul+ By + B.2)
Ey(2) Ey(z) 0



si identificarea componentelor se obtine:

_9B. _ _90E,
ot 0z

_8By B _(3E’gC
ot 0z
0B,

o =Y

In relatiile de mai sus s-a tinut cont de dependenta doar de z a componentelor
E,si E,. Se observa ca pentru componenta B, nu exista variatie temporala,
ca urmare:

B.(t) = B,(t = 0) = const.

Efectuand operatiile de derivare in raport cu z rezulta:

B

_aat“" = —kEy,sin(kz — wt + ¢9)
B

_aaty = —kEysin(kz —wt + 1)

Integram apoi in raport cu timpul si gasim componentele B, si B, :
k
B, = —Ey,cos(kz —wt+ ¢2) + B,(t =0)
w

k
B, = ;Eoy cos(kz —wt + 1) + By(t = 0)

Daca consideram constantele de integrare nule, adica:

B.(t = 0)=0
Byt = 0)=0
B.(t = 0)=0
se obtine:
1
B, = -FE
Pt
1
By - EEI
B, =0

Revenim in relatia de definitie a vectorului Poynting.

A A
S=—|E B, 0|=—(E2+E}) 2
HoC 1 B B 0 HoC

8
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se observa ca acesta este pe directia axei Oz.
Réaspunsul corect este ¢)

2.2 Intensitatea undei este data de variatia in timp a vectorului Poynting:

I—;/S(t)dt—;/)ﬁxﬁ)dt

Sa calculam mai intai, cu ajutorul primei ecuatii a lui Maxwell, vectorul
intensitate camp magnetic.

0B

EF-_22
V x T

Tinem cont de faptul ca vectorul E este orientat pe directia axei Oy iar
marimea lui depinde de coordonata .

T gy z 9
iy b5 | =, (Bal + Byj+ Bi2)
0 E O
0B,
— = 0
ot
0B,
it T
ot
0B, oF )
-2 = _%:kEosmk’xcoswt

Deoarece componentele pe axele Ox, Oy sunt constante in timp, ramane vari-
abila in timp doar componenta dupa axa Oz,care, dupa integrarea ultimei
ecuatii, conduce la:

B, = kEysinkx / cos wtdt
k
= —Epsinkzsinwt + B,(t = 0)
w

Considerand, pentru simplitate, toate constatele de integrare zero, s-a obtinut
urmatoarea expresie pentru vectorul intensitate camp magnetic:

H = —FEysinkxsinwt - 2
WHo

Vectorul Poynting este:

Wy
I
ey}
X
T
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deci directia este perpendiculara pe planul format de cei doi vectori. Deoarece

= E-§
= H-Z

aufilleo]

este evident faptul ca vectorul Poynting este orientat pe directia axei Ox.
S=|ExH| i=EH i

Inlocuind expresiile cele doua intensitati, se obtine:

S

= E3 sin 2k sin 2wt
dwfto

Dupa medierea vectorului Poynting pe durata unei perioade se obtine inten-
sitatea undei.

R i t+T
I =— / Sdt = E3 sin 2kx / sin 2wtdt = 0
T / AT wpg J

Raspunsul corect este b)

2.3 Vectorului Poynting este:

T y Z
9 % o |_ 0B
ox oy 0z |
E(z) 0 0 ot
adica:
0B,

= Eo, (o + k) e~ OFelwi—k2)

Integrand in raport cu timpul se gaseste valoarea lui B,.

B, = —FEy (a+ik) e_o‘ze_ikz/ei‘”tdt

(« + ik) ooz gilwt—k2)
w

k —1a ,
= Eyye~ etk 1 const.
w

+ const.
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Pentru simplitatea calculului consideram toate constantele de integrare nule.
Asgadar s-a obtinut:

Vectorul Poynting este

S=-(EB.)-j=
Raspunsul corect este a)

2.4 Ecuatia generala a unei unde plane monocromatice este de forma:
E _ E’O@i(Wt_E.’F)

unde k— vectorul de unda, definit ca:

unde k— este versorul directiei de deplasare a suprafetelor de faza constanta.
In coordonate carteziene, amplitudinea intensitatii este:

Ey = Eou + Eoy§) + Eoy2
iar produsul scalar are expresia:
k7= kot + kyy + k.2
Prin identificarea formulei generale cu expresia problemei, rezulta:

Eor = 2;Ep, =5
ky = 0iky=1;k, =3
Deocamdata nu se poate spune nimic despre componenta Fy,a campului
electric. Putem folosi insa o proprietate deosebit de importanta a unde-
lor plane §i anume transversalitate acestora. Deoarece F, H, k formeaza un
triedru drept,
Elk=FE k=0

si in plus:



Ultima relatie este ugor de demonstrat cu ajutorul ecuatiei lui Maxwell pentru
vid:

- oB
E=_=
V x oy

Operatorul rotor aplicat undei plane (cu amplitudinea constanta in timp)
este echivalent cu operatia matematica:

VX — —ikx

iar derivata in raport cu timpul asociata undei plane corespunde marimii:

0 )
— — 1w
ot
Asgadar:
—ikxE = —iwB
— k A —
B = —(kxFE
= (k= E)
— 1 ~ —
H = — (k; x E)
CHo
— 80 ~ —
H = —(kx E
Mo ( )
Ca urmare:
EOmk::v + EOyky + EOzkz =0
adica:

04+ Fpy +15 = 0=
E()y - —15

Directia versorului k£ se determina din definitia:

ko= k_ by 7+ b
B R) (k2 k)
13
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Valoarea intensitatii campului magnetic este:

- Ty z
e 0 1 3 ifwt— 3z
H = /7 0 = = eilwt—(y+32)]
Ol2 —15 5
_ €0 50 L 6 §— 2 P ei[wt*(y+3z)]
Mo \ /10 v/10 v 10
€0 A N Ay ilwt—(y+32)]
= 50 67 — 2
10/ (502 4+ 6y — 22) e

Raspunsul corect este b)

2.5 Directia de propagare a undei este data de vectorul k care, conform
expresiei lui se afla in planul zOz. Unghiul # facut de directia de propagare
cu axa Oz este:

tad k, 3 \ 2 2w
= — = = —> = ————= —1mM
Tk T JE24+ k2D
Frecventa va fi:
v="S223910° Hz
A

b).

7 0 /- = o E Fj _ - - ; _

fe [ By = |22 EXE) g0 sit, + 6a)eiterk)

Ho fo Kk

de unde se observa ca H C 20z

c).

I:<@xﬁh:§A—ﬁ§t—)

2.6 a). Fie o unda electromagnetica plana, liniar polarizata de forma:
E = Eoy cos (wt — kx)
Densitatea curentului de deplasare este, conform legii Ampere-Maxwell:

—

Ja = 505 = —5Owﬁoy sin (wt — kx)
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avand amplitudinea j,q = €,wE,,. Valoarea eficace este definita ca radacina
patrata din valoarea medie a patratului densitatii curentului de deplasare in
timp de o perioada:

1 T
jefz'cace - “ TA jgdt = \/§7TV€OEOy =0.2 mA/m2

b). Se pleaca de la definitia vectorului Poynting S=ExH , precum si de la
expresia campului magnetic in functie de campul electric:

H = iEoy cos (wt — k)
\ #to

Deci, vectorul Poynting va avea expresia:

S = \ /;ZEfy cos® (wt — kx)§

Se tine apoi cont cd media temporals a functiei cos? este % vom obtine, pentru
intensitatea undei, expresia:

- 1 /e, w
I =<|S|>==|2E —
2\ o Y m?
¢). Fluxul elementar al inductiei magnetice B= ,uoﬁ prin suprafata elemen-
tara dA = Idx (vezi figura) va fi d® = p,Hldz, iar fluxul total prin cadrul
patratic va avea expresia:

!
D = puol, /iEoy/ cos (wt — kx)dx
Ho o

_ Eoy/Eolto
B k

[— sinwt + sin (wt — kl)]

Deci, tensiunea electromotoare induca va fi:

¢
Cindus = _aat = [E,y[coswt — cos (wt —wl/c) (V)

2.7 a). Vom alege campul electric de-a lungul axei Oy, E = Eyi,. Din
ecuatiile Maxwell

. OB
E=——
V x oy
. OF
VXH_&OE
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rezults B = B.u, si:

0E, _ 0B,
or ot
Ok, _ _ 20B:
ot Ox
Daca vom tine cont ca £, = E,, cos kx cos wt vom obtine:
0B,
5% kEo, sin kx cos wt
0B E
2 = Y2 s krsinwt
ox c?

Din ultimele relatii rezulta expresia inductiei magnetice:
E
B, = —sinkrsinwt = 5-10"?sin 0.4z sin 1.2 - 10% (T)
c

b). Se pleaca de la definitia vectorului Poynting S=ExH si, daca tinem
cont de directiile vectorilor electric si magnetic, rezulta ca vectorul Poynting
va fi orientat pe directia Oux:

1 1 B2
S, = E,H, = —FE,B, = ~—2sin 2kx sin 2wt (W/m?)
o 4 cp
c). Intensitatea undei este, conform definitiei / =< S, > si va fi zero pentru

ca media sinusului pe o perioada este nula.

2.8 a). Din legea inductiei V x E = —u% vom gasi:
o0E, 0H, 0H, OF OH,
_— = _— = O Yy = —
0= "o o or o

Deoarece E, = E,cosmx cosny cospzcoswt vom gasi urmatoarele compo-
nente ale campului magnetic:

H, = — a €OS M cos Ny sin pz sin wt
Hw
H, =0
m ) .
H, = —F,sinmxcosny cos pz sinwt
Hw
Dar, din ecuatia Maxwell V x H= 5%—? rezulta:
0H,
=0
dy
_8HZ N oH, saEy
ox dz ot
0H,
=0
dy
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ceea ce conduce, tinand cont de expresiile campului magnetic, la urmatorul
set de ecuatii:

mn

—FE,sinmxsinny cospzsinwt = 0
fw
m2 4+t = e’
pn . . .
—FE,cosmxsinnysinpzsinwt = 0
fw

De asemenea, daca vom tine cont si de celelalte doua ecuatii Maxwell divE =
0 si divH = 0, vor rezulta urmatoarele doua ecuatii:

or,

5 =nk,cosmxsinnycospzcoswt = 0
)
0H, n oH, 0
Ox 0z

Se observa ca, pentru a fi verificate toate ecuatiile deduse, trebuie ca n = 0.
Deci, componentele campului magnetic vor fi urmatoarele:

H, = —ﬁcosmxsinpzsinwt
Hw

H, = 0
m ) .

H, = —FE,sinmxcospzsinwt
Jw

b). Vectorul Poynting S = E x H va avea doar doud componente:

m
S, = EH, = 4—E§ sin 2ma cos? ny cos® ny cos? pz sin 2wt
fw
S, = -E,H, = %Eﬁ cos® mx cos? ny sin 2pz sin 2wt
LW

¢). Deoarece valoarea medie, pe o perioada, a functiei sin 2wt este nula,
rezulta ca < S, >=< S, >= 0, deci intensitatea undei este nula.

2.9 a). Deoarece diferenta de faza dintre cele doua componente ale cAmpului
electric este § = 7/6, rezulta ca unda este polarizata eliptic stanga avand
axele proprii orientate dupa axele O¢ si respectiv On ce fac unghiul ¢ cu
axele Ox si respectiv Oy.

b). Ecuatia elipsei in axele de coordonate Oy este data de relatia:

2
E: B, | EE,

_l’_
Egac Egy Eo:ony

cos§ = sin® & (2.3.95)
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cu componentele:

E, = E,cos(wt—kz)
E, = E, cos(wt—kz+9)

Fata de noile coordonate orientate de-a lungul axelor elipsei, componentele
campului electric scrise cu ajutorul componenteleor £, si E,, vor avea forma:

Ee = FEgcosp+ LEysing
E, = —E;sinp+ E,cosp

Daca notam prin a si b semiaxele elipsei, atunci ecuatia elipsei in sistemul de
coordonate £On va fi:

2 2
Ef E”] =1
a> b
ceea ce arata ca aceste componente, fata de noile axe vor pot fi scrise sub
forma:

E¢ = acos (wt — kz + 0,) = acos (wt — kz) cos ), —
asin (wt — kz)sin 4,
E, = bsin (wt — kz + J,) = bsin (wt — kz) cos J, +

cos (wt — kz)siné,

Pentru a determina semiaxele elipsei vom inlocui expresiile pentru FE, si
respectiv E, in expresiile componentelor F¢ si E:

E¢ = E,,; cos (wt — kz) cos o + E,y, cos (wt — kz) cosdsin g —
Eoysin (wt — kz) sin 0 sin ¢
E, = —E,; cos (wt — kz)sin ¢ + E,, cos (wt — kz) cos § cos ¢ —

E,, sin (wt — kz)sind cos ¢

Identificand expresiile pentru E¢ si F, din cele doua seturi de ecuatii vom
obtine urmatoarele relatii:

acosd, = FEycosp+ E, cosdsing
asind, = FEy,sindsinp
bcosd, = FEoy,sindcosp

bsind, = FEosing — E,,cosdcosy

124



In urma efectuarii unor calcule asupra acestui set de 4 ecuatii vom obtine
urmatorul sistem de doua ecuatii cu doua necunoscute, a si b:
2,12 _ 2 2
a+b° = E; +E,
ab = Ey,E,,sind
din care se pot determina cele doua semiaxe ale elipsei.

c¢). Daca se folosesgte din nou setul de 4 ecuatii, se poate obtine urmatoarea
relatie:

Eop cosp + Eyycosdsing E,ysind cos ¢

E,ysindsin g - E,.sin @ — E,,cosdcosp
de unde se poate determina unghiul ¢:

2B Eoy

————=—cosd
2 _ R2
Ez, — E3,

tg2¢p =

2.10 Dupa cum se constata din ecuatia undelor, acestea se propaga pe
directia Oz cu aceeasi frecventa dar sunt defazate cu unghiul /4. Pentru
a gasi starea de polarizare a undei rezultante vom elimina timpul din aceste
doua ecuatii. In acest fel vom gasi locul geometric descis de varful vectorului
intensitate E. Folosim relatia trigonometrica:

cos(a+b) = cosacosb — sinasinb
Ca urmare:
cos [(wt — kz) + d] = cos (wt — kz) cosd — sin (wt — kz)sind
Folosind expresia:

E, = FEcos(wt—kz)=

E,
cos(wt — kz) = =
E 2
in(wt —kz) = (/1—(—
sin(w z) ( E)

Din expresia:

E, = Ecos(wt — kz +9)
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rezulta:
E
t—kz40)= -~
cos(w z+0) 5
Deci,

E, FE, E.\?
Eyzfcosé— 1—(E) sin &

Dupa rearanjarea expresiei (prin ridicare la patrat gi ordonarea termenilor)
rezulta expresia generala:

E.N\® (EN® _E.E, -
(E) +(E> —2 [ cosd = sin“ d

care este ecuatia unei elipse cu axele inclinate fata de sistemul de axe zOy.

Pentru cazul problemei, § = 7, se obtine:
(5 (5 - -
E E Ez 2

™

care este ecuatia unei elipse cu axele inclinate cu unghiul § = 7 fata de sis-
temul cartezian de coordonate.
Raspunsul corect este b)

2.11 Atunci cand lumina nepolarizata trece printr-un polarizor, intensitatea
el se Injumatateste:

1

[ - *[0

2
Aceasta relatie are loc indiferent de orientarea axei de transmitere a pola-
rizorului. Daca lumina polarizata de intensitate I, trece printr-un polarizor
cu axa de transmitere orientata sub unghiul ¢ fata de axa de polarizare a
luminii atunci intensitatea ei devine:

I = Iycos® ¢

In cazul problemei propuse, daca ar fi existat doar polarizorii 1 si 3 lumina
transmisa prin sistem ar fi fost zero deoarece acestia sunt orientati in cruce
(directiile de transmitere la 90°). Pentru c& exista si polarizorul 2, orientarea
fasciculului polarizat de filtrul 1 va devia dupa axa sa de transmitere a fil-
trului 2. Astfel, in polarizorul 3 va intra un fascicul sub un unghi de 45° fata
de axa de polarizare orizontala a acestuia si va iegi un fascicul polarizat
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orientat dupa axa orizontala. Ca urmare lumina transmisa nu poate fi zero.
Daca exprimam totul in functie de intensitatea Iy a radiatiei incidente, avem:

e dupa trecerea luminii nepolarizate prin polarizorul 1 ea se polarizeaza pe
directie verticala si are intensitatea:

1
_[1 - 5_[()

e dupa trecerea luminii polarizate prin polarizorul 2 ea se polarizeaza pe
directia unghiului ¢ si are intensitatea:

1 1
I, =1 cos® o = <I)
2 1 COS (,D 2 0 2

e dupa trecerea luminii polarizate prin polarizorul 3 ea se polarizelza pe
directie orizontala verticala si are intensitatea:

T 1 1\ 1
b= neos'(G—9) = ((30) 3) 3

Ca urmare, intensitatea luminii transmise prin sistemul de polarizori este:

1
13 - g_[(]

Raspunsul corect este d)

2.12 Dupa trecerea prin primul polarizor, lumina nepolarizata se polarizeaza
pe directia axei polarizorului, intensitatea ei devenind:

1
Il - 5_[0

Conform legii lui Malus, intensitatea luminii polarizate care trece printr-un
polarizor cu axa de transmitere orientata sub unghiul ¢ fata de directia de
polarizare a fasciculului incident este:

2
1 1 3 3
I, = I, cos? Y= 5]0 cos?30° = 510 <\/_>

Raspunsul corect este e)

2.13 Dupa trecerea prin primul polarizor, lumina nepolarizata se polarizeaza
pe directia axei polarizorului, intensitatea ei devenind:

1
.[1 - 5[0
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Conform legii lui Malus, intensitatea luminii polarizate care trece printr-un
polarizor cu axa de transmitere orientata sub unghiul ¢ fata de directia de
polarizare a fasciculului incident este:

I = Iycos®* ¢

Ca urmare, intensitatile luminii polarizate dupa trecerea prin fiecare din cei
patru polarizori sunt:

1

I, = Ilc052<,0:§lo(5052300
1

I; = ]200324,0:§Iocos4300

1
I, = [4(:082@:5[00056300

() -=

Ca urmare:

1 1
I—z = 50086 300 =

DO | —

Raspunsul corect este c)

2.14 Din legile reflexiei si refractiei rezulta ca la incidenta normala:

nisinf; = nosinf, =0, =0

unde #‘;— unghi de reflexie gi #,—unghi de refractie. Indicii de refractie ai
celor doua medii sunt:

:

_ 50#0:1
VEolo

SRV, Eh

U2 \/m

2.15 a). Cazul E = E, C (zOy)

C
n = —
U1

[e=]

=2

Ecuatiile de continuitate la suprafata de separare dintre cele doua medii se
refera la componentele tangentiale la aceasta suprafata (xOy), sau perpen-
diculare pe planul de incidenta (zOz):

E\+E, = Ey
Hw+Hlx H2z
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Daca vom exprima componentele campului magnetic cu ajutorul unghiurilor
de incidenta si refractie, vom obtine sistemul:

E,+E
(H) — Hyj) cosi

Eyy

Hyjcosr

Vom tine cont in continuare de proprietatea undelor electromagnetice prin

care campurile electric gi magnetic (intensitatile lor) sunt perpendiculare re-
ciproc:

Asfel, sistemul de ecuatii devine:

E,+E, = Es
(HEEL—MEEH)COSZ' \/EEMCOST
M1 M1 o
Pentru a exprima coeficientul Fresnel r; = =+

7 vom rezolva sistemul anterior,
de unde va rezulta urmatoarea expresie:

/- cost — /£ cosr
- M1 2
1= = : €2
cos1 + CosT
M1 12

Pentru determinarea lui t, = %f vom folosi acelasi sistem, de unde rezulta:

2,/ cosi
w1
tl f—

fe1r ; g2
i cos 1 + s Ccos T

b). Cazul E = EH C (zOz)

Ecuatiile de continuitate pentru componentele campului electromagnetic vor
fi:

Ejcosi— Eyjcost = FEyjcosr

H, +H,, = Hy

Daca vom exprima componentele magnetice in functie de cele electrice vom
obtine urmatorul sistem de ecuatii:

Ej cosi — Eyjcost

Eyjcosr

13 g g
\/*IEHM/*IEH\ = \/iEw
H1 H1 K2
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De unde, prin rezolvare vor rezulta cei doi coeficienti Fresnel:

/22 cost — /=L cosr
w2 K1

\/gcosi—f— £l cosr
H2 238

2, /5L cosi
t” — H1
\/Qcosi + /= cosr
B2 w1

Pentru a obtine polarizare totala prin reflexie trebuie sa punem conditia ca

r| = 0, adica:
&2 . €1
—cost— ,/—cosr =10
j25) 1

Unghiul 75, sub care are loc reflexia se determina din legea Snell-Descartes
scrisa pentru aceste medii:

Ve SINT = y/eapg SinT

=

si din conditia:

|

gL +1r=

Din rezolvarea acestor ecuatii rezulta:

tgip, = 62(52#1 - 61#2)
51(52M2 - 51/11)

Daca este indeplinita aceasta conditie, lumina reflectata este polarizata total
perpendicular pe planul de incidenta. Pentru cazul mediilor dielectrice pu, =
[o = [, se obtine expresia cunoscuta pentru unghiul Brewster:

. €2 N2
€1 ny

2.16 Vom nota prin n; indicele de refractie al aerului, §i prin ns indicele
de refractie al sticlei. Fie (ry, ;) coeficientii Fresnel la suprafata de separare
aer-sticla, si (re,ty) coeficientii Fresnel la suprafata de separare sticla-aer.
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Vom considera numai cazul E = Ej|. Deci, expresia coeficientilor Fresnel va
fi:

_ tgi—)
o= tg(i + )
tg(r —1
T tggrﬂ'; -
—7r = r5=R
T 2sinrcost
sin (i +r) cos (1 — 1)
ty = 2sinicosr
sin (i 4 r) cos (r — 1)
—tity = T

Din legea de conservare a energiei undelor electromagnetice R + 71T = 1 va
rezulta:

t1t2:1—7’%:1—7’g

Acelasi rezultat se obtine si pentru cazul E=E,.

2.17 a). Pentru a calcula deviatia laterala [ a fasciculului emergent din
lama cu fete plan-paralele fata de cel incident, vom exprima aceasta deviatie
in functie de grosimea d a lamei precum si unghiurile ¢ si r:
da .

l= L (i—r)
Din legea Snell-Descartes sini = msinr se poate calcula unghiul r; se in-
troduce apoi in relatia pentru determinarea lui [, care va lua diverse valori
corespunzatoare unghiurilor de incidenta i.
b). Pentru a calcula gradul de polarizare al radiatiilor reflectata, refractata
si emergenta din sticla vom pleca de la definitia intensitatii unei unde si
respectiv a gradului de polarizare:

]:1\/?E2
2\ p

I —
p - -4
I+ 1,

Deorece unda incidenta este nepolarizata, conform definitiei gradului de po-
larizare — By = Ej .
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Vom nota prin r si ¢ coeficientii Fresnel pentru suprafata aer-sticla, si prin
t' coeficientul de transmisie la suprafata sticla-aer. Pentru unda reflectata la
suprafata aer-sticla, gradul de polarizare va avea expresia:

Protioe = J—— %
reflec T2

Pentru unda transmisa in placa de sticla, gradul ei de polarizare are expresia:

2 —t2
Pirans = tgﬁ
[REERSE
Componentele campului electric sunt diferire in sticla: By = t)£; By =

t E;.
Gradul de polarizare pentru unda emergenta din placa va avea expresia:
By |* — [t B [P TP —T7

Pemer -
LB P B TR+ TR

Se va tine cont in continuare de expresiile coeficientilor si respectiv factorilor
Fresnel in functie de unghiurile ¢ si r si apoi se poate calcula gradul de po-
larizare pentru fiecare unda in parte.

2.18 Efectele de interferenta sunt caracteristice tuturor tipurilor de unde.
Obtinerea unei figuri de interferenta cu o distributie stationara specifica a
densitatilor de flux, caracterizata de maxime si minime (franje de interferenta)
este conditionata de proprietatea de coerenta. Doua unde sunt coerente daca
au aceeasi frecventa si o diferenta de faza constanta in timp.

Daca sursa initiala este monocromatica, agezarea unui paravan opac prevazut
cu doua fante inguste in calea undei, transfoma undele emergente prin fanta
in unde coerente, deoarece provin de la aceeasi sursa si au o diferenta de faza
constanta in orice punct din cAmpul de interferenta (zona in care se supra-
pun).

In cazul luminii albe lucrurile sunt mai complicate, In sensul ca emiterea
luminii este realizata la nivel microscopic (de catre dipoli electrici), procesul
de emisie este individual si total necorelat. Lumina este emisa in trenuri de
unde care dureaza un timp limitat (circa 10785s). Se pot pune insi in evidenta
franje de interferenta si in acest caz daca se ageaza in fata sursei un para-
van opac suplimentar, prevazut cu o fanta foarte ingusta. Aceasta va asigura
conditia ca trenurile de unda ce ajung la nivelul fantelor urmatoare s aprovina
de la o aceeasi regiune din apropierea sursei si deci sa fie coerente spatial si
temporal. Schimbarea fazei la nivelul primei fante atrage dupa sine si schim-
barea fazei la nivelul fantelor urmatoare astfel ca tabloul de interferenta se
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pastreaza stationar.

Daca deschiderea fantei agezata in calea luminii albe se mareste treptat,
maximele de interferenta scad ca valoare iar minimele nu mai sunt nule,
pana cand, pentru o anumita deschidere nu mai exista nici o diferenta intre
maximele gi minimele de interferenta adica nu se mai disting franjele, lu-
minarea fiind practic uniforma. Undele care interfera trec de la limita de
de coerenta totala la cea de incoerenta totala. Orice situatie realizata intre
aceste limite corespunde coerentei partiale.

Raspunsul corect este e)

2.19 Diferenta de drum dintre undele care interfera este:

_da,

Ar =
"=

unde, s-a notat distanta dintre cele doua surse cu d. Impunem conditia de
minim de interferenta considerand ca minimul al 10-lea corespunde lui m =

9:

A
Se obtine:
dxlo A
= (2:9+1) =
D ( +1) 2
A 19 589 x 10~ %m 19
d e D—i =
210 2 7.26 x 10-3m
= 1,54mm

Raspunsul corect este d)

2.20 Intensitatea undei rezultante in planul de interferenta pentru fante
inguste (d << \) este:

kA
I = Iy COS? (- T oy COS> (Wd sin 8>
2 A
Deoarece d << D :
. Yy
0 ~tg) ==
sin g o)

unde y—distanta fata de centrul ecranului unde este indeplinita si conditia de
maxim de interferenta (Ar = 0) adica se obtine maximul central. Se obtine:

I o [ md
= COS e
T \D"
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Yy = —— arccos

d Lnax
~ 600 x 10~"em x 120cm
¥y = 7 x 0,120cm 3
y = 0,02cm

Raspunsul corect este b)

2.21 Daca se ridica sursa pe distanta yatunci apare o diferenta de drum
suplimentara, inaintea planului fantelor, pentru undele care interfera in orice
punct P, de pe ecran.

Fig.2.21.r

AT = (SSQ + SQP) — (551 + Slp)
Deoarece se considera ca distanta dintre planul surselor si ecran, respec-
tiv S este foarte mare, in urma efectuarii acestor diferente prin considerente

geometrice (prin agezarea varfului compasului in punctele P, respectiv S si
delimitarea punctelor S si S) se obtine:

SS, = S8,
SS, = S8,
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Ar = SiSQ + SQSé
2asin @ 4 2a sin 6
2atan @ + 2atan @

Y T
~ 2a(=+ —
a<d+ D>

Conditia de maxim de interferenta conduce la:

Q

Q

Qa(CyZerD’”") —mA\m=0,1,2, ..

Punctele situate la distanta x,, sunt puncte de maxim de interferenta, adica:

Interfranja este distanta dintre doua maxime (minime) consecutive, ca ur-
mare:

vt = Tm— Tm—-1
_ Ay Ay
Y
2

Maximul central se gaseste din conditia ca diferenta de drum dintre undele
care interfera sa fie zero (m = 0):

Yy o
Ar = 0=2 ( ):o
r 0= 2a d+D
B D

Ca urmare, interfranja ramane neschimbata ca valoare iar franja centrala
v . D

coboara pe distanta Zy.

Raspunsul corect este a)

2.22 Daca consideram, pentru simplitate franja centrala (luminoasa) in punc-
tul P,, si urmatoarea franja luminoasa in punctul P, se observa ca interfranja
se mareste.




Fig.2.22.r

unde 7—interfranja pentru pozitia verticala a ecranului, adica:

D

] = ——
2a
Raspunsul corect este b)
2.23 Diferenta de drum dintre cele doua raze este:

Ar = (SI+IE)—SE
= (S'I+IE)-SE
S'E— SE

Din diferenta geometrica a celor doua drumuri, gasita prin agezara compa-
sului cu varful in E gi delimitarea segmentului £P = E'S se obtine:

Ar=SP+FEP—-ES=SP
Din triunghiul dreptunghic SS’P se observa ca:

Ar = 2dsin 0
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Pentru unghiuri mici, tinand seama si de dimensiunile corespunzatoare tri-
unghiului OEC rezulta :

. Tk
0 ~tg) = —
sin g D

Daca in punctul C'se afl aun maxim de interferenta:
Ty
Ar =2d— = kXN k=0,1,2..
r D ) 7 Y

Adica:

D
= — =0,1,2...
T 2dk’)\,k’ 0, s

Maximul urmator, de ordin k + 1, se gaseste in pozitia:

D
Tht1 2 (k"‘ ))\,k 0, s

De unde rezulta valoarea interfranjei:

. D
Zzﬂikﬂ—l‘k:ﬁ)\

Daca se ridica sursa pe distamta h valoarea noii interfranje devine:

D
-/ — A
T n)
Raportul interfranjelor devine:
1 ¢ d
n i d+h

si ne permite sa calculam distanta de la sursa la oglinda:

h

d:n—l

Ca urmare, valoarea lungimii de unda este:
2t h
A= —
Dn—1

Raspunsul corect este a)
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2.24 Viteza de propagare a luminii intr-un mediu caracterizat de indicele
de refractie n este:

c

v=—

n

Raportul vitezelor de propagare ale luminii in mediile caracterizate de indicii
de refractie nq si nq este:

U1 . C Mo . %)
(%) N ny c n ny
1,461
= ! = 1
1,361 07

Réaspunsul corect este b)

2.25 Primul maxim de difractie se obtine din conditia:

n = 1= asinf =\

Q| >

sinf =

Pentru ca el sa coincida cu cel de-al m — lea maxim de interferenta, trebuie
ca:

dsinf = mA\
sin 6 m—)\
d

Identificand cele doua expresii ale lui sin €, se obtine:

A mA

a d
d 0,2nm

m = _—= — =
a 0,05bnm

Raspunsul corect este c)

2.26 a). Fie o pana de sticla formata din fetele OA si OB (Fig.2.26.1).
La iluminarea penei 1n pozitia 1 se formeaza un anumit sistem de franje. In
timpul deplasarii lamei OB, franjele se deplaseaza catre varful penei, astfel
incat franja din pozitia I corespunzatoare grosimii d a penei in pozitia 1 se va
gasi in pozitia I corespunzatoare aceleeasi grosimi d a penei, pentru pozitia

2.
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\
o / Pl
”w
z
~
Fig.2.26.r

Deplasarea Ai a franjei se poate masura. Unghiul « fiind cunoscut, rezulta
ca deplasarea lamei OB este data de relatia:

s = Aisini ~ aAi

b). Conditia de obtinere a doua maxime succesive se va scrie:

2nd,, — A\/2 = 2m\/2
2ndy,1 — A2 = 2(m+1)\/2

De unde, pentru ungiuri o mici se poate exprima diferenta dintre cele doua
maxime succesive:

dm-&-l_dm_%zza
, A

— )= —

2na

Deoarece deplasarea minima a franjei ce poate fi apreciata este:
) 1
(Al)min = E

atunci deplasarea minima corespunzatoare fetei mobile va fi:

i A

Smin = (AL pin = @— = —

min ( )mzn 4 N
¢). Din expresia interfranjei i = ﬁ se observa ca pentru cazul cand unghiul
scade interfranja va creste pana cand Ai = [ (lungimea penei). Rezulta
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atunci:

A A
Gmin = oni S
Aceasta ultima relatie exprima conditia de paralelism optic dintre cele doua
suprafete.
d). Se pot evidentia deformatiile unei suprafete daca se ia ca etalon o alta
suprafata gi se masoara interfranja i; denivelarile mai mici decat A/8 nu pot
fi masurate.

2.27 Fie planul Oz planul de incidenta; vectorul camp electric este per-
pendicular pe planul de incidenta si propaga pe directia Oz. La suprafacta
de separare dintre aer si oglinda are loc o reflexie totala cu introducerea unui
defazaj egal cu 7; in urma interferentei dintre unda incidenta si reflectata se
formeaza o unda stationara. Expresiile undei electrice incidente, reflectate si
respectiv rezultante vor fi:

Eine = E,cos(wt—kz)
Erefiec = E,cos(wt+kz+m)
E,.. = 2E,cos(wt+m/2)cos(kz—1/2)
= 2FE,cos (wt +7/2)sinkz
Se observa ca unda rezultanta, unda stationara este formata din noduri

(Ere. = 0) si ventre (E,., = 2E,).
Pozitia nodurilor se obtine din conditia:

sinkz=0—kz=mnr m=0,1,2,3,...
de unde rezulta

noduri __
m =m

A

2

Observatie: pentru m = 0 — z = 0 ceea ce inseamna ca primul nod (minim
pentru E) se obtine chiar pe suprafata oglinzii metalice. Pentru m =1 —
2 = %, deci distanta dintre doua noduri consecutive este Ax = %
Pozitia ventrelor se obtine din conditia:

sinkz=1—kz = (2m+1)g

de unde rezulta

m

A
Zventre — (277’1, + 1)Z
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observatie: pentru m = 0 — 2z, = %, iar pentru m =1 — z = % deci,
A

distanta dintre doud ventre consecutive va fi Az = 3.
b). Pentru a afla campul magnetic rezultant vom utiliza relatia 2.1.17 astfel
incat vo obtine:

Hye: = Hine + Hrefl = iEﬁg COs (CUt — kZ) + &Eo CcoSs (wt + k262396)
\ Mo \/ Mo

=2, /&Eo coswtcoskz
Mo

Pentru a determina pozitia nodurilor campului magnetic (H = 0) vom pune
conditia:

coskz =0 — kz = (2m+1)z

> DN

N Z;Lfduri — (2m + 1)1

Pentru m = 0 — 24 = %, deci primul nod se formeaza la distanta Ax = %
de oglinda metalica.

Pentru a determina pozitia ventrelor (H = 2 Z—"EO) vom pune conditia:

coskz=1—kz=mnm

A
_ Zventru = m=

" 2

Se observa ca, pentru m = 0 — z, = 0, deci primul ventru se formeaza pe
suprafata oglinzii metalice. Pentru m =1 — 2; = %, deci Az = %
¢). Daca vom tine cont de definitia vectorului Poynting pe care-1 vom media:

< S>=< E,o, X Hpe, > =

< 2E, cos (wt + g) sinkz - 2F, o coswtcoskz > =
\ o

Eg“i <sin2wtsin2kz > = 0
Ho

e). Vectorul electric E are nodul pe suprafata oglinzii, deci un minim, iar
innegrirea emulsiei are loc atunci cand exista un ventru al undei stationare,
ceea ce corespunde unui ventru al campului electric.

f). Primul maxim apare la distanta d = 4 = 125 nm.
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g). Daca vom nota cu d' distanta dintre un nod si un ventru de-a lungul
suprafetei planului, atunci:

cosp =

2.28 a). Dispersia unghiulara este data de formula:

do

Dy =
dA

unde « reprezinta unghiul de incidenta. Deoarece diferenta de drum op-
tic dintre doua fascicule care interfera si determina aparitia maximelor de
intensitate, este:

Al = 2dcosa = kX

prin diferentierea acestei relatii la v si A se obtine:

k 1

" 2dsin o ~ A

—2dsinada = kd\ — D, =

b). Pentru a determina domeniul dispersiv (constanta aparatului) vom pleca
de la exprimarea distantei unghiulare dintre inelele din ordine vecine cores-
punzatoare aceleagi lungimi de unda, prin derivarea la A si k a conditiei de
maxim:

—2dsin aAa = AAE

Deoarece Ak = 1 rezulta

A

 2dsina

Ao =

Pe de alta parte, utilizand conditia de maxim de interferenta precum si ex-
presia derivata a ei la « gi A, se obtine:

AN

Ao =———
« Atga

Prin egalarea celor doua expresii ale lui A« se ga seste domeniul dispersiv al
aparatului:

/\2

A= ——
2d cos «
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c). Se poate alege drept criteriu de rezoluitie spectrald, distanta dintre
maximele de intensitate egala cu semilargimea unei franje de interferenta
a interferometrului.

Intensitatea luminii transmise este data de relatia Airy:

a-rp
(1 - R)2+4Rsin?p/2"°

-[t:

unde [, este intensitatea incidenta iar ¢ este diferenta de faza introdusa de
interferometru, iar R este factorul de reflexie. Pentru ¢ = ¢, intensitatea
I = %Ia (semilatimea franjelor) care, conform formulei Airy devine:

1 (1— R)?
-1, = - 2 I,
2 (1 — R)?2+4Rsin” p,/2

de unde se obtine:

1—
sin g, /2 = Q\/é%

Diferenta de faza dintre doua fascicule care interfera este:

47
= —dcosa
LD
Puterea de rezolutie este definita:
% A
Rez=— =|—
dp |(5)\
Tinand cont de formula Airy precum si de ordinul maxim al spectrului m = 2—;1

rezulta:

d). Puterea de rezolutie poate fi scrisa sub forma:
Rez =mN

unde N reprezint/u a numarul efectiv de fascicule (numarul de fascicule de
lumina avand o intensitate care asigura aceeasi putere de rezolutie ca si
succesiunea infinita de fascicule, de intensitate descrescatoare).

_27?\/§
1-R

N

143



2.29 a).Maximele principale de interferenta se obtin din conditia:
dsina = mA

unde d = % este constanta retelei. Ordinul maxim de difractie se obtine
pentru pentru sinp = 1:

SN Pmae 1
Mmas =~ = o

b). Din ecuatiile urmatoare rezulta cele doua unghiuri corespunzatoare max-
imului de ordin 1 si respectiv 2:

sinp; = nA— @ = arcsin (nA)
sins = 2n\ — py = arcsin (2n\)

¢). Pentru a obtine expresia dispersiei unghiulare vom diferentia conditia de
maxim:

de — nm tgp
d\  cosy A

Deci,
Ci;i\l = 1.7min/nm
62'0; = 4 min/nm

d). Puterea de rezolutie in ordinul 1 este:

A

- — — — . 4
(A =N=nL=25-10

Reteaua poate rezolva in ordinul 1 doua linii separate prin A\ = 0.02 nm,

iar intervalul spectral liber )\ (definit ca diferenta dintre doua lungimi de
unda pentru care pozitiile maximelor de ordine diferite se suprapun) va fi:

O = A =500 mn
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3 Originile mecanicii cuantice

3.1 Breviar

Radiatia termica este radiatia emisa de toate corpurile incalzite la o anu-
mita temperatura si care transporta energie sub forma de caldura.

Marimile fizice caracteristice ale radiatiei termice:

1. Fluxul energetic ¢ se defineste prin raportul dintre energia radiata
dFE si timpul corespunzator dt.

_dE
Cdt
Unitatea de masura in sistemul international (S7) de unitati este Wattul,
deci are dimensiuni de putere: [®]g; = W.

Deoarece fluxul energetic cuprinde radiatii cu diferite lungimi de unda si
depinde si de temperatura, se definegte fluxul spectral ¢(\, T):

o (3.1.1)

O(T) = /Ooo o\, T)dA (3.1.2)

2. Radianta energetica R este definita prin raportul dintre fluxul energetic
emis de o suprafata elementara:
dd w
R=— [R]SI Y
s m

Se poate introduce puterea spectrala de emisie r(\,T) care este functia
de repartitie a energiei radiate de o suprafata aflata la temperatura 7', in
functie de A:

(3.1.3)

R(\) = /OOO r(\, T)dA (3.1.4)

3. Puterea de absorbtie a unui corp se defineste ca raportul dintre fluxul
radiatiei absorbite si fluxul radiatiei incidente:

(I)abs
A= 3.1.5
(I)inc ( )
iar puterea spectrala de absobtie:
Pabs (>\7 T)
a(\,T) = ———"—= (3.1.6)
) SOinc<)\7 T)
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4. Densitatea volumica a energiei radiatiei w(7T) este definita ca
fiind energia campului electromagnetic dIV ce strabate elementul de volum

dV:
AW

S dv
Se poate introduce densitatea volumica spectrald a energiei p(A,7T)
prin relatia:

w [w]s; = J/m? (3.1.7)

w(T) = /OOO o\, T)dA (3.1.8)

5. Intensitatea radiatiei termice [ (intensitatea energetica) ce se propaga
in interiorul unghiului solid d€2 dintr-o incinta se defineste prin relatia:

do

I=— 3.1.9
70 (3.1.9)

sau, cu ajutorul densitatii volumice a energiei radiatiei:
dI = 2240 (3.1.10)

 dn
unde c este viteza luminii in vid. Fluxul energetic emis de elementul de arie
AS aflat pe suprafata incintei, sub unghiul 6 si in interiorul unghiului solid

dSQ este:
we we _
d® = dIAS cosf = ZAS cos 0dS2 = 4—AS cosfsinfdfdy  (3.1.11)
T T

Fluxul total emis de elementul de arie AS, in toate directiile va fi:
we 71'/2 . 27 we
¢ = —AS/ cos 0 sin 6df dp = —AS (3.1.12)
4m 0 0 4
Daca se tine cont de definitia radiantei energetice (3.1.3) vom obtine:

R(T) = Sw(T) — r(\,T) = ip()\, T) (3.1.13)

=0

6. Stralucirea energetica B reprezinta raportul dintre intensitatea ener-
getica dI a unei suprafete dS din jurul unui punct si aria d.S cos « a proiectiei
acestei suprafete pe un plan perpendicular pe directia de unghi 6:

B dl
~ dScosf

(3.1.14)
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Legile clasice ale radiatiei termice sunt urmatoarele:

1. Legea lui Kirchhoff arata ca, raportul dintre puterea spectrala de
emisie r(A, T') si puterea spectrala de absorbtie a(\,T") este o functie numai
de lungimea de unda A si de temperatura, si este independenta de natura
corpului emitator:

r(AT)

a(\,T)
Se definegte corpul negru ca fiind corpul ce absoarbe toate radiatiile inci-
dente, independent de A si de T', deci:

= f\T) (3.1.15)

a(\,T) =1 (3.1.16)

Densitatea volumica spectrala de energie poate fi exprimata si in functie de
frecventa respectiv de pulsatie:

p(N,TYdN = p(v, T)dv = p(w, T)dw (3.1.17)

2. Legea Stefan-Boltzmann stabileste o relatie intre radianta energetica
R si temperatura T, relatie valabila insa numai pentru corpul negru:

R(T) = oT* (3.1.18)

Aceasta formula a fost dedusa in cadrul termodinamicii, iar constanta o are
valoarea o = 5.672 1078 W/m? K~ gi a fost dedusa in cadrul fizicii cuantice.

3. Legile lui Wien se refera la expresia densitatii volumice spectrale de
energie in functie de frecventa radiatiei. Wien a demonstrat, in 1893 ca
densitatea volumica spectrala de energie este data de relatia:

p(\,T) = v*F(v/T) (3.1.19)

unde F(v/T) este o functie de argumentul indicat, dar forma explicita a
acestei functii nu poate fi dedusa in cadrul fizicii clasice.

Daca se deriveaza aceasta ultima relatie la A si, tindnd cont de (3.1.15) vom
obtine:

p(\,T)

e, =0 A T=b (3.1.20)
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ceea ce reprezinta legea de deplasare Wien. Constanta b poate fi deter-
minata numai din datele experimentale; s-a obtinut b = 0.28978 1072 mK.
Marimea A, reprezinta lungimea de unda pentru care pA, T') este maxima. In
1896 Wien a propus urmatoarea formula empirica pentru densitatea volumica
spectrala de energie a radiatiei termice a corpului negru:

p(v,T) = cyvie /T (3.1.21)

unde ¢ si ¢ sunt constante care se determina pe baza comparatiei cu datele
experimentale. Aceasta lege descrie densitatea volumica spectrala dar, s-a
constatat ca este valabila numai la frecvente mari ale radiatiei ter-
mice.

4. Formula Rayleigh-Jeans pentru densitatea volumica spectrala:

8r?

p(v,T) = kT (3.1.22)

c3

formula valabila la frecvente relativ mici ale radiatiei termice.

Deci, in cadrul fizicii clasice nu se poate obtine o formula unitara pentru
densitatea volumica spectrala de energie a radiatiei termice in concordanta
cu datele experimentale.

5. Ipoteza si formula Planck - in 1900 fizicianul german Planck face
ipoteza epocala, ipoteza ce reprezinta inceputul fizicii cuantice, i anume:
energia undelor stationare din interiorul incintei aflate la temperatura T este
cuantificata, adica poate lua numai anumite valori discrete:

E, =ne n=01,23,.. (3.1.23)

iar € = hv este cuanta de energie (h = 6.63 - 1073* Js). Formula lui Planck
pentru radiatia termica a corpului negru se poate exprima sub formele:

Smwhy? 1

p(v,T) = T (3.1.24)
8mhe 1

pANT) = 5 e (3.1.25)
hw? 1

pw,T) = (3.1.26)

2m2e3 phw/2nkT _ |

si sunt in corcondanta cu datele experiemnatale.
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Efectul fotoelectric extern consta in absorbtia unui foton de catre elec-
tronii din metal. Pe baza acestei ipoteze se obtine legea conservarii energiei:

mv®/2 = hv — By — AFE (3.1.27)

unde AF este energia pierduta de electroni prin ciocniri pana ajung la
suprafata metalului, iar F,.;,. reprezinta energia de extractie, energia minima
pentru ca electronii sa fie scosi din metal. Pentru electronii care nu pierd e-
nergie prin ciocniri (AE = 0) se obtine cunoscuta formula a lui Einstein
pentru efectul fotoelectric extern:

mvgwx/2 = hv — Ee:ctr (3128)

Pentru U = U, (tensiunea de stopare) avem:

h E.ir h
mv, /2 =eU,=hv — Eepyy — Uy = —1 — et — 2y Geztr  (3.1.29)
e

max e e

unde Qegyr = Eeg” reprezinta potentialul de extractie pentru fotocatodul con-
siderat.

Efectul Compton - Procesul de imprastiere a radiatiilor X este analizat de
Compton ca un proces de interactie intre radiatiile X si electronii corpului,
in urma caruia fotonul (radiatia X) este difuzat sub un unghi 6 iar electronul
(de recul) este impragtiat sub un unghi ¢ cu viteza ¥ (vezi figura). S-a con-
siderat ca electronul se afla in repaus inainte de ciocnire fiind caracterizat de
masa de repaus m,,.

Legile de conservare pentru impuls si energie aplicate acestui proces (rela-
tivist) conduc la urmatoarele relatii:

hv, + myc? = hv + mc? (3.1.30)
h h
Yo 2 080 + mucosy (3.1.31)
c c
h
0= " sinf — mvsing (3.1.32)
c

Rezolvarea acestui sistem de ecuatii conduce la expresia variatiei lungimii de
unda AN = X — \,:
h
AN =2

meC

sin® /2 (3.1.33)

Daca se noteaza

Ao = =0.0242 A (3.1.34)

mMyC
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Schema vectoriala a procesului de interactie

cunoscuta sub denumirea de lungime de unda Compton pentru 6 = 7/2,
atunci variatia A\ se poate scrie:

AN = 2)\¢sin?0/2 (3.1.35)

Cu ajutorul aceluiasi sistem de ecuatii se poate calcula de asemenea si energia
electronului de recul E.:
Av
I/O
E. AN 2X\csin®6/2
hv, Ao +AXN A, +2)\csin?6/2

(3.1.36)

E. =mc® — myc® = hv, — hv = hAv = hy,

(3.1.37)

Spectre atomice; structura atomilor - ansamblul lungimilor de unda
ale radiatiilor monocromatice corespunzatoare unei unde electromagnetice
formeaza spectrul undei considerate.

In 1885, fizicianul elvetian Balmer a stabilit, empiric, ca lungimile de unda
ale liniilor spectrale emise, in domeniul vizibil, de catre atomii de hidrogen
pot fi calculate cu formula:

1 11
D::R( - ) m=3,4,5... (3.1.38)

A 22 m?
unde 7 reprezinta numarul de unda, adica numarul lungimilor de unda cuprinse
intr-o anumita unitate de lungime. Marimea R este constanta Rydberg si
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are valoarea experimentala:
Regp.r = 1.0967776 107 m ™" (3.1.39)

Ansablul liniilor spectrale ale caror lungimi de unda se pot calcula cu ajutorul
unei formule formeaza o serie spectrala. Astfel, pentru atomul de hidrogen
se pot calcula seriile spectrale ale acestuia cu formula:

N 1 1 1

Seriile spectrale ale atomului de hidrogen sunt:

e Seria Lyman, n = 1,m > 1 - domeniul ultraviolet

e Seria Balmer, n =2, m > 2 - domeniul vizibil

e Seria Pashen, n = 3, m > 3 - domeniul infrarogu

e Seria Brackett, n = 4, m > 4 - domeniul infrarogu indepartat
e Seria Pfund, n = 5,m > 5 - domeniul infrarogu mai indepartat

Conform formulei lui Balmer (3.1.40) numarul de unda o se poate scrie ca o
diferenta de doi termeni spectrali:

N R R

Pornind de la acestaa relatie, Ritz a enuntat principiul de combinatie
care afirma ca: diferenta a doua numere de unda apartinand aceleasi serii
spectrale reprezinta, de asemenea, un numar de unda a unei linii spectrale
care poate fi emisa de atom, dar care apartine altei serii spectrale.

Modelul nuclear al atomului - fizicianul englez Rutherford a efectuat,
in 1911, experiente de imprastiere a particulelor o pe foite metalice de aur
(Au) in scopul obtinerii de informatii referitoare la structura atomului. Con-
cluziile au condus la modelul planetar sau modelul nuclear al atomului
propus de catre Rutherford.

Se poate demonstra, prin calcule, ca daca N este numarul de particule «
incidente pe unitatea de arie a suprafetei difuzante, iar d/Ny este numarul de
particule a deviate sub un unghi cuprins intre € si 6 + df si in unghiul solid
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d) = sin 0dfdyp, atunci este valabila urmatoarea relatie:

dNy 1 Ze2 ' dQ
- sin*6/2

p— (3.1.42)
unde FE este energia particulei « incidente; Z este numarul de ordine al
atomului difuzant; e - sarcina electrica a electronului; Ze - sarcina electrica a
nucleului; do reprezinta sectiunea eficace diferentiala de imprastiere,
are dimensiunea unei arii gi reprezinta aria unei suprafete din jurul nucleului
pe care particulele a trebuie sa cada pentru a fi imprastiate in unghiul solid
ds.

Relatia (3.1.42) reprezinta formula lui Rutherford pentru difuzia parti-
culelor .. Valabilitatea acestei formule a fost verificata de catre Geiger in
anul 1913. Datele experimentale ulterioare au aratat ca raza nucleului este
conectata de numarul atomic de masa A prin relatia:

Tnucleu = 7'0141/3 To = (14 — 15) 107 m (3143)

Teoria lui Bohr pentru atomii hidrogenoizi - urmarind sa explice spec-
trele de linii ale atomului de hidrogen observate experimental, Bohr introduce
doua postulate:

Postulatul 1: Pot exista in atom numai acele orbite electronice pentru care
momentul cinetic orbital al electronului 7,,, in miscarea sa in jurul nucleului,
este un numar intreg de h:

\L,| = movnrn = nh n=12734,. (3.1.44)

unde n este un numar natural, denumit numar cuantic principal.
Orbitele pe care se migca electronii gi care satisfac conditia (3.1.44) se numesc
orbite stationare.

Viteza electronilor pe orbitele Bohr:

Ze? 1

= ———— 3.1.45
Y 2he n ( )

unde ¢ este permitivitatea electrica a mediului.

Raza r, a orbitelor Bohr:
gh? 1,

= — 3.1.46
" Tmee2 Z " ( )
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Energia totala a atomilor hidrogenoizi este cuantificata:

4
et 1
8c2h?2 n?

E, = (3.1.47)

deci exista un numar infinit de nivele energetice.

Energia de ionizare - energia minima necesara pentru a scoate electronul
din atomul aflat in starea fundamentala (n = 1). Pentru atomul de hidrogen:

myet

B =
! 8e2h?

= —1353 ¢V (3.1.48)

Postulatul 2: in procesul de emisie sau de absorbtie a luminii de catre atomi
sub forma de cuante de energie hv,,,, atomul trece dintr-o stare stationara
cu energia F,, in alta stare stationara de enegie E,,:

c myZ%e* /1 1
hvpn = h— :Em—En:oi — - 3.1.49
v /\mn 8€gh2 <n2 m2> ( )
sau: . S 1 .
meZ°e
. Amn  8e2hdc (n2 m2> ( )

Astfel s-a ajuns la formula Balmer obtinuta pe baza teoriei Bohr, pentru
atomii hidrogenoizi; valoarea teoretica a constantei Rydberg pentru atomul
de hidrogen este:

mee?

_ _ 7, -1
Riconst = goafsg = L09T373 107 m (3.1.51)

Natura ondulatorie a particulelor - fizicianul francez de Broglie extinde
ipoteza lui Einstein de caracter dual al luminii asupra particulelor materiale
in general: migcarea oricarei particule (electron, proton, molecula, etc) este
caracterizata de o unda asociata numita unda de Brogile, cu lungimea de
unda:

A=t ot (3.1.52)

si cu vectorul de unda

s
k== 1.
; (3.1.53)



Pentru o unda armonica plana, unda de Broglie asociata particulei cuantice
libere (F, = 0), are expresia:

Up(z,t) = Ae '@he) = feilwi=TFa) (3.1.54)

Relatiile de nedeterminare Heisenberg - se refera la imposibilitatea
determinarii simultane cu o precizie oricat de buna a pozitiei si impulsului
unei microparticule:

AzAp, >
AyAp, > (3.1.55)

AzAp, >

NSO S| S

Un caz particular al relatiilor de nedeterminare este cel cunoscut sub numele
de relatia de incertitudine energie-timp, care se scrie sub forma:

h
TAE > 3 (3.1.56)

3.2 Probleme propuse

3.1 Sa se stabileasca relatia dintre radianta energetica R si stralucirea ener-
getica B in cazul corpului negru.

3.2 Sa se exprime puterea spectrald de emisie r(v, T') pentru legile lui Wien
si Rayleigh-Jeans in scara lungimilor de unda.

3.3 Sa se demonstreze ca din formula lui Planck rezulta urmatoarele legi
termodinamice:

a). legea de deplasare a lui Wien
b). legea Stefan-Boltzmann

c). legea lui Wien

d). legea lui Rayleigh-Jeans

3.4 Sa se calculeze temperatura 7' a Soarelui cunoscand ca presiunea p a

péturilor sale interioare este de 6 - 10” atm (p = ¥).
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3.5 Sa se calculeze temperatura initiala T, a unei cavitati pline cu radiatie ter-
mica, daca la cresterea temperaturii initiale de n = 2 ori, presiunea radiatiei
termice de echilibru variaza cu Ap = 3.8 - 1072 N/m?.

3.6 Sa se calculeze energia totala a unei radiatii termice care trece in timpul
t = 1 min printr-o suprafata S = 1 em?, daca strilucirea energetica este
B =10% W/m?.

3.7 Fie doua surse de radiatie termica; una are temperatura 77 = 2500 K, iar
cealalta temperatura T,. Sa se determine temperatura 75 a celei de-a doua
surse, daca lungimea de unda corespunzatoare maximului puterii de emisie
a sa este cu A\ = 0.5 um mai mare decat lungimea de unda a primei surse.

3.8 O bila de cupru de raza r = 0.6 cm se afla intr-un recipient vidat
mentinut la o temperatura apropiata de zero absolut. Temperatura initiala a
bilei este T,, = 300 K. Considerand suprafata bilei drept un corp negru, sa se
determine timpul 7 dupa care temperatura sa scade de n = 2 ori. Se cunosc:
densitatea cuprului pc, = 8.9 g/cm? si caldura sa specificd co,, = 0.39 J/gK .

3.9 De cate ori cregte stralucirea spectrala By a unei radiatii termice cu
lungimea de unda A = 6000 A din spectrul unui corp negru, atunci cand
temperatura acestuia creste de la T} = 2000 K pana la To = 2500 K.

3.10 Radianta energetica a unui corp absolut negru este R = 250 kW /m?. S&
se calculeze lungimea de unda la care densitatea volumica spectrala p(\, 1)
a radiatiei este maxima.

3.11 Utilizandu-se o fotocelula cu catod de cesiu iluminat cu radiatii de
diferite lungimi de unda, s-au obtinut urmatoarele rezultate: pentru radiatia
cu lungimea de unda A\; = 0.4 um tensiunea de stopare a fost Uy = 1.19 V|
iar pentru Ay = 0.5 pm tensiunea de stopare a fost Uy = 0.57 V. Sa se
calculeze constanta lui Planck A si lungimea de unda de prag A\, pentru cesiu.

3.12 Sa se determine viteza maxima a electronilor extrasi de la suprafata
argintului iradiat cu radiatii v de lungime de unda A = 0.001 nm. Energia
de extractie este F ., = 4.7 eV.

3.13 Energia de legatura a unui electron in atomul de plumb este E.,; =

9-10* eV. La iradierea plumbului cu o anumitd radiatie electromagnetica
sunt emisi electroni care descriu o traiectorie circulara cu raza R = 0.25 m
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intr-un camp magnetic de inductie B = 1072 T'. Se cere:

a). impulsul gi energia cinetica pentru electronii emisi
b). energia fotonilor absorbiti
Se neglijeaza efectul de recul al ionilor de plumb.

3.14 Pragul efectului fotoelectric al unui fotocatod de cesiu este situat la
Ao = 6000 A. Se trimite asupra fotocatodului un fascicul luminos monocro-
matic cu A = 5000 A. Si se calculeze:

a. energia, impulsul si masa de miscare (relativista) a radiatiei

b. viteza maxima cu care electronii parasesc fotocatodul

c. valoarea potentialului de franare

3.15 O cuantd cu A = 2300A elibereazd un fotoelectron de pe suprafata
unui electrod de platind (F..; = 5.29 eV). Daca fotonul incident face un
unghi #; = 30° cu normala la suprafata placii de platina, iar fotoelectronul
expulzat face un unghi 65 = 60°, sa se calculeze inpulsul total primit de placa
in acest proces.

3.16 Un foton cu A, = 0.14 cade pe un electron cu masa de repaus m, =
9-1073! kg. S& se calculeze:

a). variatia relatriva a lungimii de unda a radiatiei %\

b). energia fotonului difuzat

¢). unghiul ¢ pe care-1 face electronul de recul cu directia fotonului incident.

3.17 Pentru un fascicul incident de raze X, cu lungimea de unda \, = 0.1A4,
s-a constatat ci deplasarea Compton este A\ = 0.024A. Si se calculeze:
a). unghiul @ sub care sunt difuzati fotonii

b). energia transferata electronilor de recul

3.18 Sa se calculeze valoarea deplasarii Compton, daca lungimea de unda
a fotonului incident este A\, = 0.03A, iar viteza electronului de recul este
v=0.6"c.

3.19 Se studiaza cu ajutorul unui spectrograf cu retea prin transmisie, spec-
trul de emisie in vizibil al hidrogenului:

a). stiind ca linia H, are lungimea de unda \, = 6565A, si se determine

constanta Rydberg Ry
b). care este lungimea de unda a liniei H,
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c¢). cunoscand liniile spectrale \g = 48634 si s = 4103 A, si se giseasci,
aplicand principiul de combinatie al termenilor spectrali al lui Ritz, cea de-a
doua linie spectrala din seria Brackett

d). spectrul hidrogenului este studiat cu o retea avand n = 10? trasaturi/mm;
fasciculul de raze cade normal pe retea. Sa se calculeze cosf, unde 6 este
unghiul format de normala la retea cu razele difractate in spectrul de ordinul
m = 1 pentru linia H,.

3.20 Sa se calculeze raza orbitei de ordin m a atomului de hidrogen, daca
tranzitia electronului de pe orbita m pe orbita n = 2 este insotita de emisia
unei cuante de radiatie cu lunginea de unda A = 4870A.

3.21 Un atom de hidrogen emite un foton corespunzator primei linii spectrale
din seria Lyman. Care este viteza atomului in urma emisiei? Masa atomului
de hidrogen este m = 1.007 u.a.m. (lu.a.m. = 1.66 107" kg)

3.22 Sa se exprime energia totala F; a atomului de hidrogen in starea fun-
damantala in functie de constanta Rydberg Ry si sa se calculeze potentialul
V' de ionizare al atomului.

3.23 Un atom de hidrogen excitat ajunge in starea fundamentala prin emisia
succesuva a doua linii spectrale cu lungimile de unda \; = 128.19 nm si
Ay = 102.57 nm. Sa se determine energia starii excitate si numarul cuantic
principal al acestei stari.

3.24 Sa se gaseasca expresia lungimii de unda de Broglie pentru o particula
cu masa m care se deplaseaza cu viteza termica a distributiei Maxwell, la o
temperatura 7.

3.25 Sa se calculeze lungimea de unda de Broglie asociata:

a). unui electron care are viteza v = 100 m/s

b). unui electron emis intr-o dezintegrare (3 cu energia cinetica Fy = 3.65 MeV
c). unei particule a emisa de nucleul Po*!? cu energia cineticd Ey = 5.305 MeV.
3.26 Sa se calculeze lungimea de unda de Broglie asociata:

a). unei bile cu masa m = 2 g, care se misca cu viteza v = 500 m/s

b). unui foton cu energia e =1 MeV

c¢). unui electron cu energia cinetica relativista E. = 1 MeV, cu masa de

repaus m, = 9 - 1073 kg.
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3.27 Care este variatia lungimii de unda de Broglie asociata unui electron
ce se deplaseazd in vid cu viteza v, = 6 - 10° m/s dupa ce patrunde intr-un
metal al carui potential intern este U = 15 V7

3.28 Sa se obtina relatia care leaga lungimea de unda de Broglie asociata
unei particule relativiste de tensiunea acceleratoare U a acestora. Sa se par-
ticularizeze pentru cazul nerelativist.

3.29 Un fascicul monoenergetic de electroni ce au energia cinetica E, =
48 eV, cade pe suprafata unui monocristal de nichel. Primul maxim de in-
tensitate se obtine pentru directia # = 72° fata de normala la cristal. Sa se
calculeze lungimea de unda de Broglie asociata electronilor:

a). teoretic, cu ajutorul formulei de Broglie

b). experimental, cu ajutorul formulei Bragg, daca echidistanta retelei este
d=0091-10"1m.

3.30 Cu ajutorul relatiilor de incertitudine Heisenberg sa se calculeze en-
ergia totala a electronului situat cel mai aproape de nucleu, in cazul unui
atom hidrogenoid cu numarul de ordine Z.

3.31 Tinand cont de proprietatile ondulatorii ale electronului, sa se gaseasca
legatura dintre nedeterminarile Ap, si Az in impuls si coordonata, daca Ax
este deternimata de latimea d a fantei prin care trece fasciculul de electroni.

3.32In experienta Frank-Hertz atomii de hidrogen sunt adusi in prima stare
excitata cu ajutorul unui fascicul de electroni. Experimental s-a observat ca
energiile electronilor care au dat nastere acestor tranzitii nu mai sunt egale,
desi fasciculul initial a fost monoenergetic. Sa se explice acest fenomen, stiind
ca viata starilor excitate este foarte scurta. Stiind ca fluctuatiile care apr in
energia electronilor sunt de ordinul AE ~ 107% eV sa se evalueze durata
medie de viata a atomilor excitati.

3.3 Solutii

3.1 Se plecaca de la definitia radiantei energetice:

Ao

k=15
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care, integrata va conduce la fluxul total emis de suprafata radianta S a
corpului negru, in toate directiile:

®=S5R

Pe de alta parte, plecand de la expresia stralucirii energetice B:

dl
B=——
dS cos 0

si tinand cont de definitia intensitatii luminoase:

dd

dl = ~—
dQ

se poate exprima fluxul total emis de suprafata S a corpului negru, in toate
directiile:

d® = BS cosfdS) = BS cosfsinfdy
2 /2
—>®:BS/ dgp/ cosfsinfdf = BSn
0 0

Din cele doua expresii ale fluxului total rezulta relatia ceruta:

R=n-B

3.2 Deoarece energia radiata F cuprinsa in intervalul de lungimi de unda
(A, A+ d\) trebuie sa fie egala cu energia radiata cuprinsa in intervalul
corespunzator de frecvente (v, v + dv), atunci:

r(A\,T)d\ =r(v,T)dv

Se tine cont in continuare de relatia dintre lungimea de unda si frecventa,
A = ¢ — |d\| = 5dv, astfel incat puterea spectrala de emisie 7(v,T) se
poate scrie:

d\ c
T(”? T) = r()‘aT)E = ﬁr()VT)

Vom utiliza relatia dintre puterea spectrala de emisie (A, T") si densitatea
volumica spectrala p(A, T') pentru corpul negru:

r(v,T) = Ep(u, T)
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Asrfel legea Wien (3.1.21) exprimata prin puterea spectrala de emisie r(\, T')
va lua forma:

2 2

r(\T) =r(v, T)L - %f)(% T)- i e e T = const N0 e eonst/AT
c c

Legea Rayleigh-Jeans (3.1.22) devine:

2 2 28 2 2 4 2
r()\,T):r(u,T)%zgp(mT)-y—:y— e =Tk = o =

c 4 3 3 A4
2reN"kT

3.3 a). Vom utiliza formula Planck sub forma (3.1.25) si vom afla pozitia
maximului acestei distributii:

d |8mh 1
lwc 1120

d\ | A5 ehe/XRT _
Daca notam prin x = ;}C—‘}, in urma derivarii se obtine ecuatia transcendenta:

re®

ex—lz

5

care admite singura solutie reala x = 4.965. Astfel se poate calcula produsul:

he

= =0.2 1072 mK
65T 0.28986 1072 m

Am T’

relatie care reprezinta chiar legea de deplasare Wien.
b). Vom apela la definitia radiantei energetice (3.1.4) si respectiv la legea
Planck sub forma (3.1.24). Vom nota prin z = Z—; si se calculeaza radianta:

o 3
R:87Th/ v v
0

C3 e%_l
SrkiT* oo g3
R= / d
- Ah3 Jo er—1 v

Integrala care trebuie calculata poate fi dezvoltata in serie sub forma:

3 3

/ x dx:/ re dx:/ e (14+e ™ +e > + .. )dx
o e’ —1 0o 1—e™® 0
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Integrala se reduce la o suma de integrale de tipul:
I, = / e ™dr  (n=1,2,3,...)
0

care, daca se tine cont de definitia functiei I se poate calcula si este egala
cu:

6
In:ﬁ

S ./L'3 7T4

dr = 6(14..) = =

—>/0 =00+ ) =1¢

Astfel se ajunge la expresia radiantei:

8rkiT*

oS T oT*!
c3h? 15

care reprezinta chiar legea Stefan-Boltzmann.

c¢). Pentru a ajunge la legea lui Wien valabila la frecvente mari vom uti-
liza formula Planck unde vom impune restrictia hv > kT ceea ce implica:
Smwhy3

e—hu/kT

ehl//kT > 1 — ,0(1/, T) _ =

care reprezinta formula empirica Wien.

d). Pentru a ajunge la formula Rayleigh-Jeans valabila la frecvente mici,
se pleaca de la formula Planck impunand restrictia hv < kT ceea ce conduce
la:

hv 82
]fiT - p(”’ T) = C3

ehl//k:T1 + LT

care reprezinta legea Rayleigh-Jeans.

3.4 Deoarece w = %B si B = % va rezulta expresia presiunii in functie

de radianta:

4
=—R
b 3¢
Apelam la legea Stefan-Boltzmann R = oT* astfel incat presiunea devine:

4 3
p=—0oT" > T={25=2.10" K
3¢ 4o
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3.5 Vom exprima presiunea in functie de temperatura ca in problema prece-
denta:

_4 4 _4 44 . _4 4 4
po= 50T, p—ngoﬁﬁp—p po—ia(n T,

De unde rezulta:

3.6 Conform definitiei fluxului de energie radiata (3.1.1), a radiantei energe-
tice (3.1.3) precum si a stralucirii energetice (3.1.14) vom obtine:

b=7BS - E=7nBSt=1.89J

3.7 Conform legii de deplasare Wien:

bT,
AmiTi = Ot + ATy = b — Ty = m = 1750 K

3.8 Vom utiliza definitia fluxului energetic (3.1.1), a radiantei energetice
(3.1.3) precum si legea Stefan-Boltzmann:

B dE_mch_43 dT

T odt dt 3 Pat
d =oT*S = dnr’cT?

Egaland cele doua expresii ale fluxului energetic rezulta timpul 7 cerut de
problema:

_1rpe (To 1rpe

T4T = =T, 3> - 1)

TT3, To/n 90 °
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3.9 Vom tine cont de relatia dintre radianta energetica R si stralucirea ener-
getica B, B = R/7 ceea ce conduce la urmatoarea expresie pentru stralucirea
spectrala B(A,T):

dR — p(\T)
BOAT) = =% —=
AT =24 ™
_hc
L BT pATe) e oL

BT pAT)  oxem g

3.10 Se foloseste legea Stefan-Boltzmann precum si legea de deplasare Wien:

A =b/T =by/c/R =2 pm

3.11 Se utilizeaza legea Einstein a efectului fotoelectric extern:

o e _he o he he
TN TN A,

de unde rezulta:

1 1 el (Ur — Us) —34
U —Up) =he(———) = h= — 6611
6( 1 UQ) C(/\l /\2>—> C()\l—)\g) 6.6 0 Js
Mo (Ur — Us)
- MUy — MUy Hm

3.12 Energia fotonilor incidenti este ¢ = ¢ = 1.24 MeV, deci electronii

)
emisi vor fi electroni relativigti pentru care m = ﬁ Vom aplica legea
—ve/c

de conservare a energiei pentru efectul fotoelectric extern:

€= Ee:ctr + Eo (

1
S
/1 —0v2/c? )

De asemenea vom exprima energia de repaus E, = m,c? si, cunoscand ener-
gia de extractie se poate determina viteza maxima electronilor emisi.

3.13 a). Pentru a afla impulsul si energia cinetica a electronilor emisi vom
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apela la definitia impulsului si respectiv la faptul ca forta Lorentz este egala
cu forta centripeta:

mv2

?:qu p=mv=qBR=4-10"**kgm/s

p2

— FE. = — =0.549 MeV
2m

b). Energia fotonilor absorbiti se determina din legea Einstein pentru efectul
fotoelectric extern:

hv = Eepr + E. = 0.639 MeV

3.14 a). Pentru a afla impulsul, energia si masa relativista a radiatiei vom
apela la urmatoarele formule:

S hy:h;::sg?-long
h h
p = %:X2132410727kgm/8
h —35

b). Pentru a afla viteza maxima a electronilor vom aplica legea Einstein
pentru efectul fotoelectric extern:

Eertr = he/A; he/X\ = he/X + mev? /2

2he (1 1
Sy = ) =383-10°
v \/me <)\ )\O) 3.83-10° m/s

c). Potentialul de franare e afla din egalarea energiei cinetice maxime cu
energia de stopare:

3.15 Pentru procesul de interactie foton-electronul din placa vom aplica legea
de conservare a impulsului (Fig.3.15.r):

ﬁ:ﬁf_ﬁe
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et Or

Fig.3.15.r

unde py = % iar p, = mv. Din legea de conservare a energiei rezuulta:

2
v = \//\(hc — EeytrN)

m

astfel, impulsul total primit de placa este:

h?  2m 1/2 o7
p=\/p2+1}= [AQJFA(hc—AEW)] = 21102 kgm/s
unde m = 9.1-1073! kg iar constanta Planck h = 6.62 - 1073 Js.

3.16 a).Din formula efectului Compton:

AN

AX=X— )\, =2Asin’6/2 — = 2A /X, sin?0/2 = 0.24

o

b). energia fotonului difuzat este:

gth:@ he he

= - =1.6-107"J
A XA+ AN N, +2Asin?0/2

¢). procesul de interactie foton-electron pentru efectul Compton este reprezen-
tat in Fig. 3.16.r.
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Fig.3.16.r

Se scrie legea de conservare a impulsului proiectata pe cele doua directii
Oz si Oy:

hv, hv
= —cosf+pcosy
c c
hv
0 = —sinf —psingp
c
de unde, daca facem raportul celor doua relatii va rezulta:
sin 6
lgp = ——
Yo —cost

Vom tine cont de expresia lui A\ de la punctul a) astfel incat:

2sin /2 cos /2
1 —cosf +2A/\,sin* /2

tgp =

3.17 a). Se foloseste formula efectului Compton:

AN =2Asin*0/2 — sinh/2 = ?X\HQIQOO
b). Energia electronilor de recul este, conform legii de conservare a energiei:
11 A=A 2hcA sin? /2
E.=h(v,—v)=h (_>:h ° — =
(o —v) =he (3= = 3 ) = M3 = 0 1 oA sm?6/2)

3.84-1071 J
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3.18 Vom utiliza legea de conservare a energiei pentru efectul Compton re-
lativist:

hv, + myc® = hv + mc?

precum si variatia masei cu viteza m = m,/y/1 — 32. Va rezulta:

A .
A)\ — h/)\—o - 0013514
MoloC 1
1/y/1-p2

3.19 a). Pentru H,, m = 3 in relatia Balmer (3.1.38), de unde:
36
R=—~1.09737-10" m™!
S5
b). Pentru H,, m = 5, iar din relatia Balmer rezulta:

A, = 4342 A

c¢). Conform relatiei Balmer cele doua lungimi de unda ale hidrogenului pot
fi exprimate astfel:

1 1 1
N i (3~ )
1 1 1
N Bo (5 )

A doua linie din seria Brackett se ga seste cu ajutorul principiului de combi-

natie Ritz:
11 11
&4@—@>—M‘M

Ashs
X5 — As

> >

d). Din relatia sin @ = nk\; rezulta:

cosf =1/1 —sin?6 =~ 0.901
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3.20 Din relatia lui Balmer generalizata (3.1.40) rezulta:

2 )\anH

T Ry — 2

Introducem expresia lui m in expresia razei de ordin m:

m2h? h2An’Ry

T immez M Am?me?(ARy — n?)

—84 A

T'm

3.21 Se foloseste relatia lui Balmer generalizata pentru care n =1 i m = 2.

Rezulta A = %. Din legea de conservare a impulsului pentru atomul de
H

hidrogen rezulta:

3Ryh 3Ruh
4H =mv —ov= 4;; ~ 3.25m/s

3.22 Energia totala a atomului de hidrogen este data de relatia (3.1.47).
Tinand cont de expresia constantei Rydberg (3.1.51), energia totala a atom-
ului de hidrogen in starea fundamentala n = 1 se poate exprima:

Ey = Rych =13.53 eV

Potentialul de ionizare, potentialul minim la care trebuie accelerat electronul
pentru a parasi atomul va fi:

V:&:13.53V
e

3.23 Conform relatiei 3.1.49, energia starii excitate este:

AL+ Ao

E*—FE —h
LT

iar nu,arul cuantic principal corespunzator este n = 5.

3.24 Lungimea de unda de Broglie va fi:




3.25 a). Lungimea de unda de Brolie asociata electronului este:

h
Ap=— =2396-10""m
muv

b). Lungimea de unda asociata electronului (relativist) provenit din dezinte-
grarea [J este:

he

= =03-107%m
VE(Er +2mc)

Ap

¢). iar lungimea de unda asociata particulei « este:
h

A= ——o=79-10""
2m0E2 m

3.26 a). Lungimea de unda de Broglie este:

h
Ag=—=6.62-10"*m
muv

b). In cazul unui foton masa de repaus este zero iar impulsul va fi p = £ deci,
lungimea de unda de Broglie va avea expresia:

h
A= 2 =20 _1949.107 2 m
p €

unde 1MeV = 10%V = 1.6 - 10719J.
¢). Pentru o particula relativista avem:

E? = p*c + m2cY E =m,*+ E,
1

— p=—\/EE, + 2m,c?

p C\/ (E, + 2m,c2)

3.27 Lungimea de unda de Broglie asociata electronului in vid este:

h

mu,

Ao =

In metal miscarea electronului este accelerata de potentialul pozitiv al nu-
cleelor si al potentialului intern:

U
ma = eE = = v = v§+2ad:\/v§+26U/m

d
h h

—>/\:—:

mv- . m2v2 + 2meU
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iar variatia ceruta va fi:

A=), —A=335-10""m

2.28 Impulsul relativist este:

— = 22
p= 2 mic

unde energia particulei este data de expresia:
E =m,?+eU

Astfel, impulsul relativist se poate exprima prin tensiunea de accelerare U:

mec? + el )? /
p= \/( 2 =1/2meelUy |1+ —— 2m 02

Lungimea de unda de Broglie va avea atunci expresia:

h 1
V2m.eU \/1

Ap =

2m c2

In cazul nerelativist termenul Q;UCQ — 0 poate fi neglijat si vom obtine:

h
Ao =
2meU

3.29 a). Deoarece:
E. =48 eV < myc® = 0.511 MeV
rezulta ca electronul se migca nerelativist, iar viteza lor este:

2F. h h

—S A= — =

m mv  +/2mkE,
b). Din formula Wulf-Bragg:

=1.75-10""9m

v =

2dsinf = n\ — \=2dsinf =1.73-107"m
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Observatie: Concordanta dintre valoarea teoretica si cea experimentala pen-
tru lungimea de Broglie ne arata ca ipoteza lui de Broglie este bine verificata
de experienta Davisson si Germer.

3.30 Pentru atomii hidrogenoizi, electronii sunt nerelativisti, energia totala
a electronului in campul nucleului este:

2 Z2
E:pi_i
2m r

Considerand ca ceilalti electroni nu ecraneaza campul nuclear, impulsul este:

h
pA -
-
Astfel, energia totala devine:
g Wz
2mr? r

Pentru electronul aflat cel mai aproape de nucleu, energia totala este minima
si deci:
dE B2 . mZ 2et

dr - mJZe? - oh?

3.31 Conform Fig.3.31.r, Az este de ordinul deschiderii d, iar Ap, este de

ordinul /\Sﬁm. Pe de alta parte, din relatia Wulf-Bragg A\ = 2dsin «, deci:
h h h
ina=— — Ap, = — — AxlAp, ~d— = =
e R R Y Al

deci este de ordinul constantei Planck.

3.32 Starea excitata este realizata in timp cu precizia At ~ 7, unde 7 este
durata medie de viata a atomilor de hidrogen. Energia starii excitate este
determinata ,conform relatiei de nedeterminare (3.1.56), cu precizia AE:

h h
AE> — —7>——=31-10"5
27 T 2AF
Deci, in energia atomilor excitati, datorita vietii foarte scurte, apar fluctuatii
AFE apreciabile care determina largimea liniilor spectrale. Aceste fluctuatii

sunt prezente si in energia electronilor care au dat nastere tranzitiilor.
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N,
p— .?fl“*"
0

Fig.3.31.r

4 Mecanica cuantica nerelativista

4.1 Breviar

Mecanica cuantica, ca teorie coerenta a comportarii microparticulelor a aparut
in doua forme diferite:

e mecanica matriciala a lui Heisenberg (1925)
e mecanica ondulatorie a lui Schrodinger (1926)

Ecuatia diferentiala propusa de catre Schrodinger este satisfacuta de functia
de unda ¥(7,t), asociatd unei microparticule aflate intr-un camp potential
U(7,t): ,

m‘N’é:’t) - —;nA\II(F, t) + U(F, ) (7, 1) (4.1.1)
numita ecuatia Schrodinger temporala - un postulat fundamental al
mecanicii cuantice.

Daca microparticula se gaseste intr-un camp potential stationar (U = U(7))
atunci functia de unda asociata microparticulei se poate scrie ca un produs

de doua functii, una temporala si cealalta spatiala:

() = e nE0(F) (4.1.2)
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unde functia V() satisface ecuatia Schrodinger atemporala (indepen-

denta de timp):
2

_;nM(F) + UMW) = B U(F) (4.1.3)

Solutia ecuatiei (4.1.3) este functia U(7) care se numeste functie de unda
proprie. Prin rezolvarea ecuatiei (4.1.3) se poate determina energia £ a mi-
croparticulei corespunzatoare starilor stationare precum si functiile de unda
corespunzatoare acestor stari.

Referitor la semnificatia fizica (statistica) a functiei de unda ¥, Max
Born sugereaza (1926) ca, din cunoagterea lui ¥ se pot extrage legi statistice
referitoare la comportamentul microparticulelor, adica:

VUV = |U]2dV = dP (4.1.4)
determina probabilitatea ca microparticula, careia i s-a asociat functia de

unda W (x,y, z,t) sa se gaseasca, la momentul ¢ in regiunea din spatiu dV =
dxdydz, din jurul punctului (z,y, 2).

dpP
V2= — 4.1.5
o = — (4.1.5)

reprezinta densitatea de probabilitate de localizare a microparticulei in spatiu-
timp.

Observatii

1. Pentru ca marimile de interes fizic, care se extrag din functia de unda
sa aibe sens, trebuie ca functiile de unda ¥ sa indeplineasca urmatoarele
conditii:

e sa fie uniforme

e marginite

e continue

e cu derivate partiale continue

e integrabile in modul patrat

Ele formeaza o clasa a functiilor de unda definita pe spatiul Hilbert al
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functiilor integrabile in modul patrat.

2. Prin cunoasterea functiei de unda ¥, conform statisticii, se pot deter-
mina valorile medii pentru orice marime fizica f(z,y,z) ce caracterizeaza
microparticula:

flz,y, 2 /+OO /%o/ “(7) f(z,y, 2)V(r)dzdydz (4.1.6)

Un operatorA (asociat unei marimi fizice) ce actioneaza pe clasa functiilor
de unda din spatiul Hilbert, defineste o corespondenta care asociaza fiecarei
functii de unda ¥ o functie de unda ® apartinand aceleasi clase.

Ecuatia: R
AV =qaqV¥ (4.1.7)

se numete In matematica ecuatia cu valori proprii. Solutiile acestei
ecuatii, ¥ se numesc functiile proprii ale operatorului hermitic (autoad-
junct) A (fl = A*) , iar valorile lui a reprezinta valorile proprii ale opera-
torului A. Pentru operatorii hermitici valorile proprii sunt numere reale, iar
valorile marimilor fizice sunt chiar valorile proprii ale operatorilor asociati
observabilelor (marimilor).

In general, fiind dati doi operatori A si B, produsul acestora nu este co-
mutativ, adica: AB # BA. Se defineste comutatorul acestor operatori,
marimea:

A A A A

[A,B] = AB — BA (4.1.8)

si are urmatoarele proprietati:

Daca comutatorul a doi operatori asociati la doua marimi fizice este nul,
atunci cele doua marimi fizice sunt compatibile, deci au valori simultan de-
terminate in starea caracterizata de functia U. Daca comutatorul este diferit
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de zero, atunci marimile fizice sunt incompatibile, deci nu au valori simul-
tan determinate intr-o stare cuantica data.

Intre operatorii corespunzatori coordonatelor si impulsurilor generalizate ale
unui sistem cuantic exista urmatoarele relatii de comutare:

4.2 Probleme propuse

4.1 Se dau operatorii A, B si C'. S& se demonstreze urmitoarele relatii:

4.2 Sa se calculeze valorile comutatorilor: [z, p,|, [Z,Dy], [Z, D2)-

4.3 Sse demonstreze urmatoarele relatii:

~

o, 2] =0;  [l.9] = ihz; (I, 5] = —ihg

Uas D) = 05 [las By] = ihpo; [l D] = —ihp,

~ ~

o by = ihls;  [ly, 1] = —ihl,
unde l}, Zy si [, sunt componentele momentului cinetic.

4.4 5a se verifice cu ajutorul rezultatelor de la problema precedenta cd, daca
notam l+ =, + @l si =1, l sunt valabile relatiile:

~

[, 0] =2nl; [l 0] =nhly  [.,0.]=—hi_

B 002l
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4.5 S& se arate ca valoarea medie a unei observabile A care comuta cu hamil-
tonianul H si nu depinde explicit de timp, este nula.

4.6 Sa se arate ca in cazul unei particule cuantice de masa m si impuls p,,
care se misca intr-un camp potential U(x) sunt valabile relafiile Ehrenfect:

< >= i< > i< >_—<8£>
Po ==y =% a P o

4.7 Sa se determine functiile proprii normate si valorile proprii ale opera-
torului impulsului p,.

4.8 Folosind principiul general de corespondenta sa se scrie ecuatia Schrodinger:

a.) pentru o particula aflata intr-un potential scalar U(7).

b.) pentru o particula relativista libera

c.) pentru o particula de sarcina electrica e aflata intr-un camp electro-
magnetic care deriva dintr-un potential vector /T(F, t) si un potential scalar

(7, 1).

4.9 O particula cuantica de masa m si de impuls p se deplaseaza intr-un
potential constant U,. Sa se determine solutia generala a ecuatiei Schrodinger
dependente de timp si sa se particularizeze in cazul in care deplasarea are
loc de-a lungul axei Ox.

4.10 Sa se determine spectrul de energii si functiile proprii corespunzatoare,
pentru o particula care se poate migca liber in intervalul (0, L) al axei Ozx.

4.11 Sa se determine spectrul de energii si functiile proprii corespunzatoare
ale unei particule, in conditiile in care energia potentiala este:

Uz) = { Uo > 8 i z 8 treapta de potential

Sa se particularizeze apoi pentru U, — 0 si pentru U, — oc.

4.12 Sa se determine spectrul energetic al starilor legate pentru o particula
aflata in groapa de potential:

+o00 <0
Ulk)=}X -U, 0<zx<a
0 z>a
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4.13 Sa se calculeze reflectanta R gi transparenta T a unei particule de
energie F pentru cazul barierei de potential:

0 <0, z>a
U(x):{UO 0<z<a

4.14 Sa se demonstreze urmatoarele proprietati ale solutiilor ecuatiei Schrodinger
in cazul unui camp de forta periodic U(x) = U(x + na), n € Z:

a). Pentru fiecare valoare a parametrului F exista doua solutii liniar in-
dependente (solutii Floquet) Wy (z) si Uy(z), care se bucura de proprietatea:

unde A; si Ay sunt constante cu proprietatea A Ay = 1.

b). In cazul in care E este valoare proprie atunci [A;| = [Xo| = 1

c¢). La energiile admise corespund functii proprii de forma:

U (K, z) = (K, ) —ESKSE
a a

unde u( K, x) este o functie periodica u(K,x+na) = u(K,z), n € Z (teorema
lui Bloch)

d). Spectrul de energii consta din benzi de energie care se obtin prin ex-
plicitarea conditiei |A;| = 1.

4.15 Sa se aplice rezultatele problemei precedente la cazul campului de forta
Kroning-Penney:

U, 0<zx<a
U(I)_{ 0 a<z<b

culU(x+nc)=U(x),c=a+b
4.16 Sa se determine functiile si valorile proprii ale energiei pentru un os-

cilator liniar armonic de sarcina ¢ aflat intr-un camp electric omogen de
intensitate £.
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relatia:

4.17 Sa se arate ca In starea cuantica n a oscilatorului armonic liniar exista

ANxAp = <n+ ;) h

unde Az = /< Ax? >, 1 Ap = /< Ap? >,,.

4.18 Utilizand relatia de incertitudine sub forma:

2 2 h
<pt><axt>> —

4.3 Solutii

sa se evalueze energia starii fundamentale a unui oscilator armonic liniar
4.1

[AB,C] = (AB)C —

C —C(AB)= ABC — CAB + ACB - ACB =
\(BC) + (AC — CA)B = A[B,C] + [A,C)|B
Analog se demonstreaza si cea de-a doua relatie.

4.2 Explicitam comutatorul [Z, p.|:

A A

A A

[T, po| = TPy — Pul = x(—z’hai) - (—z'hg)x

ox
Aplicam comutatorul (operator) asupra unei functii de stare W

— —zh(q:ai — gf@x)‘l] = _Zh(ngi _ a(gx‘y)> _
(e 0r — 2 0% )= i [£ 5] = i
Analog se demonstreaza urmatoarele relatii:
[, D] = ih; [2,p.] = ih
Deoarece:
[Z,py] = TPy — DyT = x(—zhgy) — (—thZJ)x = _m(gc;y _ aaym)
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. L, 0¥ O(xW) ov ov
v =— I —— R

)=0
se poate scrie in general ca:

o [ih =g

De asemenea, se pot demonstra analog urmatoarele relatii:

4.3 Vom folosi rezultatele de la problema precedenta, definitia momentu-
lui cinetic precum si proprietatile comutatorilor:

A

[l:m'@] - [gﬁz - 2231/7:%] - [gﬁzai] - 213317:%]
= [9,2]p. + 9[p:, 2] — [2,2]py — Z[Dy, 2] = 0

[l:mg] = [gﬁz - éﬁyag] = [Qﬁzag] - éﬁyag]
= [y7y]ﬁz + ?J[ﬁz,ﬂ] - [évg]ﬁy - 2[ﬁy,ﬂ] =1h2

[lw, 2] = [ypz - 2]5% 2] = [Qﬁza 2] - éﬁyv ’é]

[0, 2]p= + 0[P, 2] — [, 2Dy — 2[Dy, 2] = —ihy
[Zxaﬁx] = [[Qﬁz - éﬁwﬁx] = [gaﬁx]ﬁz + g[ﬁzaﬁx] - [éaﬁz]ﬁy - é[ﬁy?ﬁz] =0
[lmaﬁy] = Hgﬁz - éﬁyaﬁy] = [@ﬁy]ﬁz + g[ﬁzaﬁy] - [&ﬁy]ﬁy - é[ﬁyaﬁy] - Zhﬁz

~

[lxaﬁz] = [gﬁz — éﬁyaﬁz] = [g>f)z]ﬁz + @[ﬁzaﬁz] - [évﬁz]ﬁy - 2[25347232'] = _ihﬁy

el = [0 — 2Py, 2De — 2P2) = [UD2, 2Da) + 2Dy, 2P2) = iR,
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A~

(o l] = [9P: — 2Dy, 2Dy — GPa] = (9, Dy]D= + Z[Dy, Y1Pa
= —ih(3p, — &p,) = —ihl,
Aceste relatii precum si analoagele lor obtinute prin permutari circulare, se

pot scrie sub forma condensata cu ajutorul unui tensor antisimetric de ordin
trei, likla i, k, [ = 1, 2, 3:

[Zz,ffk] = thl;p 2, [L’ﬁk] = ihl;pD [Zz, Zk] — ihlil,

4.4 Vom utiliza rezultatele obtinute la problema precedenta:
(05, 03] = ihlial,

astfel incat vom obtine:

~

(14, 1] = [lp + iy, Iy — il,) = [ls, L]

- Z[Zxa Zy] + i[iyv Zx] + [Zw Zy] = 2hiz
o, 14] = [lay Lo + i) = [la, la) + i[l, I,) = Ry

Analog se demonstreaza si celelalte relatii cerute de problema.

4.5 Valoarea medie a unei marimi fizice A (observabile), conform fizicii statis-
tice, scrisa cu ajutorul operatorului asociat observabilei este:

<A>= / T AUV
1%
Vom deriva la timp aceasta valoare medie:

d<A> [ ov
a  Jv ot
Cu ajutorul ecutiei Schrodinger dependenta de timp precum si a celei complex
conjugate va rezulta:
ov 1 ov* 1 -
— == =——(HY)"
at  ih ot zh( )

X A _OU
Aw / i / A%
v+ [ wSSway + [ e ASav

Dar H = H* (hermitic) astfel incat vom putea exprima valoarea medie a
observabilei A derivata la timp prin relatia:

d< A>

22 _7/ o A\IJdV+/ \II*—\IdeJr /\II*AFI\I/dV
174

_ <f>+ /\1/ A, H|wav
ih
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Revenind la observabila A vom putea scrie ecuatia generala care da variatia
in timp a valorii medii a observabilei A este:

A A 1 -
=Lz Q—>+—<p@ﬂ>

dt ot
Daca operatorul asociat observabilei comuta cu hamiltonianul, adica [A H | =
0 si de asemenea valoarea sa medie nu depinde explicit de timp, < %‘t‘ =0

rezulta:

d< A>

=0
dt

In aceasta situatie, observabila A este, prin analogie cu mecanica clasica o
constanta de miscare.

4.6 Vom particulariza ecuatia generala de la problema precedenta care ne
da variatia in timp a mediei unei observabile. Pentru cazul in care vom alege

A = x, tinand cont ca x nu depinde explicit de timp (@ = 0), va fi satisfacuta
relatia:
d<zx> 1 -
—— = —<1,H]>
dt th ]

In cazul nostru, al unei particule ce se migca in campul potential U(z),
hamiltonianul asociat particulei va fi:

52
H:p—x—l-U(a:)

2m
Vom obtine in continuare:
e 1) = (o 22 4 0 = e g = O,
De unde rezulta:
< p o md <z >
dt

Daca alegem A = p, si vom aplica ecuatia generala de dependenta de timp,
vom obtine:
d < pg > 1 .
7]) = — < N
dt th



Dar

~9 &
o Pr e e O0U(2)
s ) = [ 22 4 D)) = [, U @) = 0=
d<p,> oU (z)
I T

Teoremele lui Ehrenfest constituie o ilustrare a principiului de corespondenta
si arata ca valorile medii ale impulsului si coordonatelor satisfac relatii iden-
tice cu legea lui Newton.

4.7 Deoarece operatorul asociat impulsului este p, = —iha%, atunci ecuatia
cu valori proprii corespunzatoate este:

—th— =p¥
ar P
unde p este valoarea proprie a operatorului impulsului si este o constanta.
Solutia ecuatiei cu valori proprii va fi:

U(z) = Newt”

Aceasta functie proprie trebuie sa fie marginita, deci valoarea proprie p va fi
un numar real. Orice valoare reala p € (—oo, +00) este acceptata ca valoare
proprie, deci spectrul impulsului este continuu in intregime. Constanta de
normare N o vom determina din conditia de normare impusa fuctiei proprii,
sub forma:

/+OO \I}*(p/7 IL‘)‘I’(}?, l‘)dx — 5(]9 . p/>

—00

+oo 7 /
— N*(p’)N(p)/ en™ @) dy = §(p — p)

—00

Dar,dupa cum se stie:

+oo @ /
/ en* PP dy = 2xhé(p — p')

—00

In conditia de normare vom integra in raport cu p:

400 400
2rhN*(p') /_ N(p)o(p —p')dp = /_ S(p—p)dp=1
de unde rezulta valoarea constantei de normare N:
N 1
27h
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Funtia proprie normata in scara parametrului p va avea forma:

1 .
U(p,x) = ﬁehp

4.8 a). Energia unei particule nerelativiste aflate intr-un potential U(7)
este, conform teoriei clasice:

P
E=—+U(T)
2m
Conform principiului de corespondenta, fiecarei marimi dinamice clasice i se

asociaza un operator:

0
E — ih—:
! ot’

Marimii p* = p? + p2 + p? i se asociazd operatorul:

p— —ih grad;  U(T) — U(F)

0? 0*  0?

72— —hA = B (== + = + —
b (83:2 + oy? + 822>

Astfel, energiei totale E a particulei nerelativiste aflate in campul potential
scalar U(r) i se asociaza operatorul:

OV (7,1 h? N
ith———— = [—— A+ U(P)]V(F t
o = [ A+ U] )
care reprezinta chiar ecuatia Schrodinger temporala pentru o particula nere-
lativista.

b). Pentru o particula relativista se va pleca de la relatia dintre energia
si impulsul spatial al particulei:

2 _ 22 2 4
E* =p°c +m,c

Daca vom tine cont de forma operatorilor care se asociazaa marimilor fizice
prezente in formula, vom obtine urmatoarea ecuatie:

0
—h i — = —RPAEAT
ot?
ecuatie care se mai poate scrie si sub forma:
mc

(m + (h)Q) U7, 1) = 0
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unde N = cﬁ@ -+ A reprezinta operatorul d’Alembert asociat particulei rela-
tiviste. Ecuatia obtinuta este cunoscuta sub numele de ecuatia Klein-Gordon
si are acelagi rol ca si ecuatia Schrodinger, doar ca se aplica particulelor re-

lativiste.

c¢). Din punct de vedere clasic, energia unei particule aflate intr-un camp
electromagnetic care deriva din potentialul vector A si cel scalar ¢ este:

Conform principiului de corespondenta, obtinem urmatoarea ecuatie in mecanica
cuantica:

8\11(7’ t) 1

Py [Zm( 1hV — fA) + e| V(7 t)

ih

Daca vom tine cont de dezvoltarea:

vom obtine ecuatia finala:

= 2 e2 A2
z’haqj(g’t) - [—;A + @Ag ad + zhdz .

+ e|V(7, t)

4.9 Vom scrie ecuatia Schrodinger temporala pentru acest caz:

\Ij—* 2
W) _ " gty + 0,07 1)

ih ot 2m

Vom cauta solutia acestei ecuatii sub forma

W(7, 1) = () f(t)

prin metoda separarii variabilelor. Inlocuind aceasta solutie in ecuatia Schro-
dinger de mai sus vom gasi urmatoarele doua ecuatii:

Ldf
fod ~ R

—;m(mufﬂ/m — CU(P)
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unde C' este o constanta. Solutiile celor doua ecuatii vor fi:

J) = foetC () = Aer

Deoarece
15w 1 i5w
NerP" = —ﬁp en
va rezulta:
_Q
Y iu,=c
2m

Deci, p este chiar impulsul particulei, iar C' este energia sa totala. Solutia
ecuatiei temporale va fi:

U(r t) = Ae%[ﬁf—(%wo)ﬂ

Aceasta solutie verifica conditiile de marginire si continuitate pe tot spatiul,
pentru orice valori pozitive ale energiei C', deci spectrul energetic este con-
tinuu. Conform principiului suprapunerii starilor, rezulta ca solutia generala
poate fi scrisa sub forma:

+o0 PR 2
W) = [ AR Gy
—00

Deoarece energia potentiala este definita pana la o constanta aditiva arbi-
trard, se poate alege U, = 0; se noteaza k = £ si solutia generala devine:

400 - .7 ihk2 -
W(7 1) = / A(R) e Btk

—00
si descrie un pachet de unde atagat particulei cuantice.
4.10 Potentialul in care se misca particula este de forma:

0 0<x<L
U(x):{ oo z € (—00,0)U (L, +00)

Vom scrie ecuatia Schrodinger atemporala pentru intervalul (0, L):

AT
2m  dx?

= EV(x)

cu proprietate ca ¥(z) = 0 pentru z € (—o0,0) U (L, 4+00).
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a). £>0
Vom nota cu:

2mE

k= 2

Orice solutie continua a ecuatiei unidimensionale Schrodinger (ecuatie dife-
rentiala de ordin doi) se poate scrie:

U(z) = Asinkz + Bceoskzr; x € (0,L)

Impunand conditia de continuitate a solutiei la capetele intervalului:

va rezulta B = ( precum si ecuatia:
sinkLzOHkn:n%, ne N*

Astfel, valorile pe care le poate lua energia formeaza un spectru discret:

ne& N*

Fiecarei energii F, 1i corespunde functia proprie:

2
U, (z) = \/;sin mr%

Constanta \/% a fost determinata din conditia de normare:

/OL U (2)V,(z)dr =1

b). E=0
Solutia ecuatiei Schrodinger atemporale este de forma:
V(z)=Az+ B

Daca se aplica conditia de continuitate la capetele intervalului, va rezulta
A =0si B = 0, ceea ce conduce la solutia F = 0. Aceasta solutie nu
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Fig. 4.10.1.r

apartine insa spectrului de energii.
c). E<0

Solutia ecutiei Schrodinger unidimensionale va fi in acest caz:

2m|E
W)= Ce 4 Do,y =2

Dar, nici aceasta solutie nu indeplineste conditiile de continuitate decat pen-
tru C'=0si D = 0, astfel incat nu exista valori proprii negative.

Spectrul de energii este, pentru o particula libera ce se misca pe axa Ox in
intervalul (0, L), un spectru discret si este reprezentat grafic in Fig.4.10.1. In
Fig.4.10.2 sunt redate grafic functiile proprii corespunzatoare valorilor pro-
prii.

4.11 Graficul energiei potentiale este redat in Fig.4.11.1.r.
Vom studia doua cazuri, si anume: a). 0 < £ < U, b). E > U,.

a). 0 < E<U,
Ecuatia Schrodinger pentru cele doua regiuni z < 0 si x > 0 va fi:
n? d*;
—— = EVU <0
2m dx? ot
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n =1 pmo=d
/__-\N. /\/‘\/.
Fig. 4.10.2.r
R d2U
o T W, = EU, x>0
2m  dx?

unde ¥; si ¥ sunt functiile proprii ale energiei; ele trebuie sa fie continue,
marginite gi cu derivata continua, deci:

V;(0) =W (0) W (0) = Wi, (0)
Vom nota prin:

2mE
h2

=~
Il

Astfel, ecuatia Schrodinger pentru cazul < 0 (regiunea I) se poate scrie sub
forma:
d*U;
dx?

+ k0 =0
ce admite solutia generala:
U;(z) = Ae™ + Be ™™ (x < 0) oricare ar fi E>0

unde A si B sunt constante ce se vor determina pe parcurs. Aceasta solutie,
dupa cum se vede are o comportare oscilatorie. Pentru cazul z > 0 (regiunea
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Fig. 4.11.1.r

IT) vom face urmatoarea notatjie:

avand solutia generala:
Ui(x) =Ce™X* 4+ DeX* (x> 0)

Solutia aceasta are o comportare exponentiala si, pentru a indeplini conditia
de marginire (sa fie functie proprie) trebuie ca, pentru z — oo functia sa se
anuleze — D = (. Astfel, solutia generala pentru z > 0 devine:

\IfU:C'e_Xx (iL‘>O>

Aplicam 1n continuare conditiile de continuitate pentru cele doua solutii din
cele doua regiuni precum si pentru derivatele lor, astfel incat vom obtine un
sistem de doua ecuatii cu trei necunoscute A, B si C:

A+B = C
ik(A—B) = —chiC
Vom exprima doua din aceste necunoscute in functie de a treia:
k—1i 2
B=-—"X4 _ 2
k+ix k4 iy
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Notam in continuare prin A" = kAA .
+ix

doua regiuni se va exprima sub forma:

Functia proprie a energiei pentru cele

Ui(z) = Ak+ix)e™ + (k—ix)e ™ 2<0
\I/[](ZL‘) = 2kAe™X* z>0

Se observa ca, daca A’ este un numar real, atunci solutia construita este
reala. Este convenabil sa se introduca ungiul «, definit prin:

a=arg(k +ix)

pentru care functiile sin si cos au expresia:

. X k | E
Sl v = W COS ¥ — W = Uo

Astfel, functia proprie nedegeneratd a energiei pentru cazul cand energia par-
ticulei cuantice este 0 < E < U, are forma:

U,(x) = Ncos(kx + ) x <0
E

U(z) = N Ue*X‘E x>0

O functie proprie ¥(x) este reprezentata in Fig.4.11.2.r.

Fig.4.11.2.r
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Functia W(x) nu este integrabila in modul patrat. Constanta N poate fi de-
terminata dintr-o conditie de ortonormare in sens generalizat.

b). E>U,
Pentru cazul acesta, ecuatia Schrodinger unidimensionala este:
>V
d;,,al +EY, = 0 2<0
av
TI; + KQ‘IIII =0 x>0
x
unde
K — 2m<E2— Uo)
h

Deci, pentru x < 0 ecuatia Schrodinger isi pastreaza expresia. Solutiile celor
doua ecuatii vor fi:

Uy(z) = Ae™ 4 Be ke r <0
Uy(r) = Ce™* 4+ Dem™* x>0

Daca impunem conditiile de continuitate si marginire, vom obtine urmatorul
sistem de doua ecuatii cu patru necunoscute:

A+B = C+D
k(A—B) = K(C - D)

Doua din cele patru necunoscute A, B, C' si D se pot exprima prin celelalte
doua, deci, din punct de vedere matematic ecuatia Schrodinger admite doua
functii proprii liniar independente pentru o valoare proprie £ > U,. Pentru
aplicatii sunt importante cazurile A = 0 si respectiv D = 0 pentru care cele
doua functii liniar independente sunt:

U (x) = Ne e 2 <0
R = gk + K)e ™ " — (k — K)e' "] 2> 0
MI(k+ K)e*t* + (k- K)e™™*] 2 <0

_ ) K
Vi) = { Me"s 2> 0

unde M gi N sunt constante. In concluzie, valorile proprii £ > U, sunt
degenerate de ordinul doi si orice functie proprie este o combinatie liniara a
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functiilor proprii W, (x) si Wy/(x).

Daca U, — oo se va realiza doar situatia F < U, pentru care functia proprie
va lua forma:

\I/(a:):{ Nsinkzx z <0

0 >0

Aceasta functie descrie migcarea unei particule care intalneste un perete im-
penetrabil.

Daca U, — 0 va ramane doar cazul £ > U,. iar functiile proprii se pot
scrie sub forma:

Uy(z) = e Upp(x) = e ke
solutii corespunzatoare particulei libere, x € (—o0, +00).

4.12 Starile legate se obtin pentru cazul in care energia este negativa, —U, <
E <0, iar ecuatia cu valori proprii (ecuatia Schrodinger) este:

dQ\I/[ 2m

du? —?|E|\P[ =0 x>a
dQ‘If[[ 2m
W—F?[UO—IE”\IJH =0 I<zx<a

Vi = 0 z <0

Cu urmatoarele notatii:

2m

2m
a= (5B 8= (U, — B
h h
functiile proprii vor fi de forma:

U= A1e®® + Bie ™™ z>aq
U(z) =4 V= Aysinfz+ Bycosfr 0<z<a
V=0 <0

Din conditia de anulare a functiei de unda la infinit rezulta A; = 0. Deci,
probabilitatea w = |¥(x)|* de a gisi particula in domeniul III este nula, iar
in domeniul T scade exponential cu cregterea lui x (Fig.4.12.1.1).

Din conditiile de continuitate in punctele z =0 i x = a:

d\I/][(a,) _ d\I/[(CL)
dx dx

U(0)=0; Yy(a) =Y (a);
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Fig. 4.12.1.r

deducem B, = 0 si:

Agsinffa = Bje
BAycosfa = —aBie”

aa

Vom impati ultimele doua ecuatii si vom obtine ecuatia transcendenta:
Betg(Ba) = —a
Vom introduce noile variabile:
X = fa Y =aa
astfel incat ecuatia transcendenta devine:
X ctg(X) =-Y

Se observa de asemenea ca:
2m
X2 + Y2 = ?Uo

adica valorile proprii ale energiei date de:

I

2
2ma? Y

E=—

se obtin grafic prin intersectia curbei date de ecuatia transcendenta cu ”cer-
cul” de raza (fig.4.12.2.r):



0 w2 T 3n/2 2n Sn2 am

Fig. 4.12.2.r

¢ o y - 2,2 VI o
Se observa ca, daca R < 7, adica a*U, < hg—; nu exista stari legate; conditia
de existenta a cel putin unei stari legate este:
him?

2
U, >
@ 8m

4.13a). 0<E<U,

Ecuatia Schrodinger, pentru cele trei zone (Fig.4.13.r) este:

LU, 2
g B = 0 2<0
AV, 2
- hif(Uo “EW; = 0 0<a
PV 2
dxéll + hirgE\I/]H =0 r>a

iar solutia generala va avea expresia:

\If](l’) = Ale““ + Ble_”“‘
\If(l‘) = \I/][(ﬁ) =  AyeX® 4+ Boe X
\I/]]](l‘) = Ag@ikm + B3€—ilm
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unde

2mE 2m
VTR TR
Vom considera ca particula se deplaseaza din zona I spre zona III (de la
stanga spre dreapta pe axa Ox). Coeficientii Ay, B si Aj reprezinta unda
incidenta, unda refelctata si respectiv unda transmisa prin bariera. Deoarece
in zona III nu avem unda refelctata, — B3 = 0.
Conditiile de continuitate pentru functie si pentru derivata ei in punctele de
delimitare a zonelor, z =0 i x = a:

(Uo - E)

d¥;(0) _ d¥;(0)

‘I/I(O) — \I’[[(O)

dz dzx
d¥ir(a d¥irr(a
‘I’H(G) = \I’HI(G) é;( ) = ;I;( )

conduc la urmatorul sistem de patru ecuatii cu cinci necunoscute:
A1+ By = Ay + By
ik(Ay — By) X(Ay — By)
AxeX? + Boe X4 Agetke
x(AgeXa — Boe ™) = ikAge*e

Pentru a calcula reflectanta R a barierei de potential, care este definita prin
relatia:

R = A,
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By

va trebui sa exprimam raportul yh din sistemul de continuitate. Din primele
doua ecuatii ale sistemului vom exprima pe A, si respectiv By in functie de
Al §1 Bll

Ay = (A1 + By)x + ik(A; — By)]

1
2x

1 )
B2 = a [(Al -+ Bl)X — Z]{Z(Al — Bl)]

iar din ultimele doua ecuatii ale sistemului de continuitate, prin eliminarea
lui A3 vom obtine inca o ecuatie:

Ag(ikeXI—XT) = — By(~X4jfeX?)

Am obtinut astfel trei ecuatii cu patru necunoscute; ne interezeza insa ra-
portul %‘. Prin inlocuiri si prin impartire la A; vom obtine urmatoarea
expresie pentru raportul cerut:

B (R xP)(eX — e
Ay exa(k4ix)? — e xa(k —iy)?

Reflectanta barierei de potential va fi, conform definitiei:

By

B 2 B (k2 + X2)2<€Xa _ e—xa)Q
= A1

R - 2
[exa(k +ix)? — emxa(k — ix)?]]

Tinand cont de expresiile pentru & gi x precum si de faptul ca sh(a) =
(e* — e~)/2, reflectanta va avea expresia finala:

B U,sh(xa)
~ U2sh2(xa) + 4E(U, — E)

iar transparenta bariereir de potential va fi:

EE(U, — E)

T'=1-R=
U2sh?(xa) +4E(U, — E)

£0

Deoarece T # 0, particula va trece prin bariera cu o anumita probabilitate,
chiar daca energia ei, din punct de vedere clasic pare insuficienta pentru
penetrarea barierei (efect tunel). Efectul tunel este considerabil numai daca
xa ~ 1. Daca larimea barierei a este sufucient de mare incat a > i, atunci
probabilitatea de penetrare a barierei scade.

b). E> U,
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Ecuatia Schrodinger va fi:

dQ\I/[ 2m
s +?E\I’[ =0 z <0
d\I/][ 2m
A2 ‘F?(E—UO)\I}[[ =0 Oga
dz\I/]]] 2m
dr? + ?E\IJIII =0 T >a

iar solutia generala va avea expresia:

\I/](ZL‘) = Aleikw + Bleiikx
V() =1 ¥n(z) = A"+ Bye X
\I/[[[(LL') = Age““ + Bge_““

si admite solutia generala:

\Ij](l') = Aleikzx + B1€_ikx
‘I/(.I') = \If][(l‘) = Ageiqx + 3267iqx
\IJ[[[(ZE) = Age“” + Bgeiikx

2mE 2m(E — U, .
b= e 1= (h2 L ix

Deci, dupa cum se observa se pot utiliza rezultatele anterioare, cu deosebirea
ca, in loc de y vom pune iq. Astfel, reflectanta R si transparenta 1" vor avea
expresiile:

unde

U, sin? (qa)
U2sin® (qa) + 4E(E — U,)
4E(Ey,)
U2sin® (qa) + 4E(E — U,)

R

£0

T' = 1-R=

Se observa ca, in acest caz (E > U,) reflectanta este diferita de zero, desi,
conform mecanicii clasice ar trebui sa fie zero.

Bariera va deveni absolut transparenta daca sin (¢qa) = 0 adica ga = nm, (n =
1,2,3....). Aceasta situatie se realizeaza atunci cand in interior iau nastere
unde materiale stationare (rezonanta).

4.14 a). Fie ¥(z) o solutie a ecuatiei Schrodinger corespunzatoare energiei
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potentiale U(z). Vom inlocui in ecuatia Schrédinger pe z cu z + a si vom
obtine ca:

() = (e +a)

reprezinta de asemenea o functie proprie (satisface ecuatia cu valori proprii).
Cele dous functii, ¥(z) si U(zr) = ¥(z + a) sunt, in cazul general, liniar-
independente. Orice solutie a ecuatiei Schrodinger, continua si cu derivata
continua, se poate exprima ca o combinatie liniara a doua solutii liniar-
independente u;(z) si repectiv us(x):

U(z) = cruy(z) + cous(x)

Pentru demostrarea proprietatii a) va trebui sa determinam coeficientii ¢; si
co astfel incat sa fie indeplinita conditia:

U(r+a) = \V(x

deci, functiile W(z) si ¥(x) si fie proportionale. Tinand cont de uy(z) si
us(x) conditia de proportinalitate se va scrie:

c1U1(x) + catia(x) = Mcyug () + cous(x))

Dar, @1(x) gi t(z) fiind solutii ale ecuatiei Schrédinger, se pot exprima prin
uy(x) si ug(z):

() = aui(r) + Bug(x)
() = ~ui(z) + dus(z)

Oricare ar fi solutiile uy(x) si us(x), numerele o, 3, v, d respecta conditia:

ad—py=1

conditie ce rezulta din proprietatea de independenta de z a wronskianului a
doua solutii liniar-independente ale ecuatiei Scgrodinger corespunzatoare la
aceeasi valoare a prametrului £ din ecuatie. Pentru a determina numerele «
si 6, marimi de care avem nevoie, plecam de la expresia solutiilor % si iy In
care facem pe x = 0, si din derivatele lor in care punem pe z = 0:

1 (0+a) = wui(a) = aui(0) + Buz(0)
diy(0+a)  dui(a) adul(()) +6du2(0)

dx a de dx dx
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(0 +a) = wus(a) = yu1(0)+ dus(0)

dix(0+a) _ du(a) _ dus(0) | cdus(0)
dx B iz dz dx

Din acest sistem de patru ecuatii vom exprima pe « si 9:

u1(a)us(0) — ui(a)us(0)
W12

ur(0)uy(a) — uy (0)us(a)
W12

unde Wiy este wronskianul celor doua solutii u; si us:
Wiz = u1(0)u5(0) — u2(0)uy (0)
Pentru determinarea coeficientilor ¢; si co vom apela la conditia de proportionalitate:

acy +vc = A
Ber +0ca = Ay

care reprezinta un sistem omogen de ecuatii pentru determinarea coeficientilor
c1 §i co. Solutia nebanala admisa de sistem este:

M —(a+HA+1=0

ce admite la randul ei solutiile \; si As. Proprietatea de proportionalitate ar
fi posibila daca:

unde \; si Ay au proprietatile:

Ay =1
)\14‘)\2 = Oé+6

Este important de observat ca suma a4+ ¢, deci gi A; + As nu depinde decat de
valoarea parametrului E si nu depinde de solutiile particulare u;(z) si us(x)
de care ne servim la rezolvarea problemei.

Pentru fiecare valoare a lui A sistemul sistemul coeficientilor ne furnizeza o
valoare pentru raportul coeficientilor ¢; §i ¢o, si deci, o functie W(x) care
satisface conditia de periodicitate. Vom nota prin W;(z) si Wa(x) solutiile
corespunzatoare lui \; si respectiv lui A\y. Aceste solutii se numesc solutii
Floquet si sunt liniar-independente. Deci, in concluzie putem afirma ca orice
solutie a ecuatiei Schrodinger in cazul unui camp periodic, se poate exprima
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ca o combinatie de solutii Floquet.

b). La punctul anterior am considerat solutiile continue gi cu derivata con-
tinua; ele exista pentru orice valoare a parametrului £ din ecuatie. Functiile
proprii ale energiei trebuie sa fie marginite; asemenea solutii nu exista insa
pentru orice valoare a lui E. Solutiile Floquet sunt nemarginite pentru
r — 400 sau r — —00, cu exceptia cazului in care |A;| = [\ = 1. Cum
insa produsul lor \; A\ = 1 rezulta ca, valorile posibile ale energiei sunt numai
acelea pentru care:

N =1

c). Daca E este valoarea proprie a energiei, atunci, conform punctului b)
vom putea scrie:

. . ™ T
/\1 = GZKQ; /\2 = G_ZKa, K € [_*7 *]
a a

Vom indexa cu K solutia Floquet corespunzatoare lui A;, Vg(z). Dar,
functia:

ug(r) = e KW ()
se bucura de proprietatea:
ug(r + a) = ug(x)
Deci, functiile proprii ale energiei de tip Floquet sunt de forma:
Up(r) = e ug(z) cu ug(r+a)=ug(r)
ceea ce reprezinta chiar teorema Bloch.

d). Daca |[A| =1, si numai in acest caz, avem:
1
A+ -] <2
A+l <
unde \ este o functie de energie. Pe de alta parte, de la punctele anterioare

stim ca \ + % = a + 0. Astfel, conditia de inegalitate de mai sus se poate
scrie:

IF(E) <1
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Valorile lui £ pentru care este satisfacuta aceasta ultima inegalitate formeza
portiuni compacte pe axa energiei, numite benzi de energie. Ele sunt sepa-
rate prin intervale in care conditia nu este indeplinita, numite zone interzise.
Deci, spectrul de energii al unei particule aflate intr-un camp periodic are o
structura de benzi.

4.15 Vom studia doua cazuri:
a). 0 < E<U,

In acest caz (Fig. 4.15.r) solutia generala a ecuatiei Schrodinger pe inter-
valul (0,a + b) este:

nin.

a atb

Fig. 4.15.r

(z) = Cish(kix) + Coch(kiz) 0<a
W= Dy cos(kx)+ Dysin(kz) a<z<a+b

unde
2 o— F 2mFE
fey = m([;‘f ) L — 77;_:2
Pentru simplitate vom alege
u(z) = sh(kx) 0<z<a
us(x) = ch(kix) 0<z<a
Impunand conditia de continuitate a functiilor si a derivatei lor in z = a vom
gasi, dupa transformari simple:
k
u(z) = sh(kia)cosk(x —a)+ fch(/ﬁa) sink(r —a) a<z<a+b
k
ug(z) = ch(kia)cosk(z —a)+ fsh(k;la) sink(r —a) a<z<a+b
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Folosind expresia wronskianului 1W/;5 din problema precedenta vom gasi Wi, =
—ky, iar pentru functia f(E) expresia:

1.k k
f(E) = ch(kia) cos kb + 5(?1 - k—)sh(k‘la) sin kb
1

b). E > U,

Vom lucra cu solutii particulare la fel ca i in cazul a):

ui(x) = sinkyx 0<z<a
us(z) = coskxr <z<a
: ko .
uy(z) = sinkgacosk(r —a)+ = o8 keasink(z —a) a<z<a+b
k
ug(z) = cosksacosk(z —a)— fsinkgasink(:c —a) a<z<a+b
unde
2m(E - U,)
b=\
Astfel, vom gasi pentru f(F) expresia:
1k k
F(E) = cos kyacos kb — = (= 4 —) sin kya sin kb
2k ko

4.16 Pentru un oscilator liniar armonic de sarcina ¢ aflat in campul elec-
tric F, ecuatia Schrodinger va avea forma:
W du k qF

Tomare tal T s (B

q2 E2
2k

Ju

Vom nota prin 2’ = z — ¢£ noua variabila, astfel incat ecuatia Schrodinger
k ) ¥
devine:
2 12
RS du ko,

Tomdgr Tt e= W

unde
q2 E2

=F
w + ok
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Ecuatia obtinuta este chiar ecuatia unui oscilator liniar armonic, deci valorile
proprii pentru W vor fi:

1
W, = (n+ E)hw w= :l
1 q*E?
— E, (n+§)ﬁw— 5%

Spectrul de energii este In intregime discret si rezulta prin deplasarea cu

22 . . . e . . .
—% a spectrului de energii al oscilatoruli liniar armonic. Deci, valorii
proprii E, 1i corespunde functia proprie:

E
Uy () = Nne_%QQ(x_T)QHn(O‘(x B q?))

4.17 Deoarece functiile de unda ale oscilatorului liniar armonic au paritati
bine determinate, se poate observa ca in orice stare cuantica este valabila
relatia:

<x>p,=<p>,=0

Deci,
<A1’ >, = <2?>, —<z>i=<a®>,
<Ap? >, = <p’>,
Cum 1nsa:
E h
) n
<zt >, = =(n+1/2)—
" mw? ( /)mw

<p*>, = mE,=(n+1/2)mhw
In concluzie se poate scrie:
AzxAp = (n+1/2)h

Se poate observa ca functia de unda corespunzatoare starii fundamentale a
oscilatorului minimalizeaza relatia de nedeterminare (AxAp = %) Deci, in
aceasta stare se realizeaza simultan, cu cea mai mare precizie coordonata si
impulsul.

4.18 Valoarea medie a energiei este:

<p>> mw
<H>=2P~_ < 2
2m 2
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unde m este masa oscilatorului, iar w este pulsatia sa proprie. Din relatia de
incertitudine va rezulta:

2

<p?>> >

4 < g2

care, inlocuita in expresia energiei medii va rezulta:

K2 mw?
< H >= <x?>= f(<a?>
8m<x2>+ 2 . fl<a®>)

Vom alege pe < x? > astfel incat si corespundd minimului energiei, deci s
fie indeplinita conditia:
df (< z% >) h mw?

= — :O
d<a?> 8m(< a2 >)2Jr 2

9 h
—< Ly >= —
2mw

Inlocuim aceasta valoare in expresia lui f si vom obtine energia starii funda-
mentale:

_w

E,
2

ceea ce coincide cu rezultatul general E,, = (n + 1/2)hw cand n = 0.
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