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1 Câmpul electromagnetic

1.1 Breviar

Forma de existenţă a materiei din jurul unui corp ı̂ncărcat electric cu sarcina
Q sau, mai general a unei distribuţii volumice de sarcină ρ = dQ

dV
, aflată ı̂n

repaus sau ı̂n mişcare, prin intermediul căreia se transmit interacţiunile elec-
trice se numeşte câmp electric.

Câmpul electric se caracterizează prin următoarele mărimi fizice:

Intensitatea câmpului electric notată cu ~E, mărime vectorială ce satis-
face legea lui Gauss valabilă atât pentru cazul staţinar ∂ρ

∂t
= 0, cât şi pentru

cazul nestaţionar ∂ρ
∂t
6= 0 :

div ~E =
ρ

ε
(1.1.1)

unde ε reprezintă permitivitatea electrică a mediului şi caracterizează pro-
prietăţile electrice ale acestuia.

Fluxul electric Φe este definit pentru o suprafaţă ı̂nchisă ca fiind:

Φe =
∮

~E · d~S (1.1.2)

unde S reprezintă suprafaţa gaussiană ce delimitează volumul V din spaţiul
ı̂n interiorul căruia este cuprinsă distribuţia de sarcină ρ.

Conform teoremei lui Gauss, fluxul electric se mai poate scrie:

Φe =
1

ε

∫

V
ρ dV (1.1.3)

Observaţii

• Ecuaţia (1.1.1) ne arată că sarcinile electrice (sau distribuţia volumică
ρ) reprezintă sursele câmpului electric

• Divergenţa este un operator matematic ce se aplică unei funcţii vectori-
ale şi are expresia, ı̂n coordonate carteziene:

div ~E =
∂

∂x
Ex +

∂

∂y
Ey +

∂

∂z
Ez = ∇ ~E (un scalar) (1.1.4)
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• Teorema lui Gauss sub forma div ~E = ρ
ε

reprezintă una din ecuaţiile fun-
damentale ale teoriei câmpului electromagnetic a lui Maxwell.

• Se introduce vectorul ~D care se numeşte inducţie electrică şi care
se exprimă prin relaţia:

~D = ε ~E = εoεr
~E (1.1.5)

Această ecuaţie reprezintă legea de material pentru câmpul electric,
pentru medii liniare, omogene şi izotrope. Teorema Gauss sub formă dife-
renţială (1.1.1) se mai scrie atunci sub forma:

div ~D = ρ (1.1.6)

Potenţialul electric notat cu ϕ(x, y, z) este o mărime scalară şi este definit,
ı̂ntr-un punct din câmpul electric aflat la distanţa r de sursă, prin relaţia:

ϕ(r) =
∫ ∞

r

~E · d~l =
∫ ∞

r
E dl cosα =

∫ ∞

r
E dr (1.1.7)

iar diferenţa de potenţial dintre două puncte aflate la distanţele r1 şi respectiv
r2 de sursă va fi atunci:

ϕ1 − ϕ2 =
∫ r2

r1

E dr (1.1.8)

Observaţii

• Pentru cazul staţionar câmpul electric este un câmp conservativ (rot ~E =
0), deci câmpul poate fi descris prin gradientul unei funcţii scalare, potenţialul
electric ϕ:

~E = −grad ϕ = −∇ϕ (1.1.9)

• Gradientul este un operator matematic ce se aplică unei funcţii scalare şi
are expresia, ı̂n coordonate carteziene:

grad ϕ =
∂ϕ

∂x
~i +

∂ϕ

∂y
~j +

∂ϕ

∂z
~k = ∇ϕ (1.1.10)
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• Dacă se ţine cont de relaţiile (1.1.1.) şi (1.1.9) se va obţine ecuaţia Poi-
sson satisfăcută de potenţialul electric ϕ:

div(−gradϕ) =
ρ

ε
⇒4ϕ = −ρ

ε
(ecuaţia Poisson) (1.1.11)

S-a ţinut cont de faptul că divergenţa aplicată unui gradient reprezintă
laplaceanul 4:

div(grad) = 4 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
(1.1.12)

Ecuaţia Poisson permite calcularea potenţialului electric ı̂ntr-un punct ~r oare-
care al câmpului electric creat de o distribuţie de sarcină ρ. După calcularea
potenţialului, se poate determina apoi şi intensitatea câmpului electric, ı̂n
punctul respectiv, conform relaţie (1.1.9)

Circulaţia vectorului ~E pe o curbă ı̂nchisă Γ este definită ca fiind:

CE =
∮

Γ

~E · d~l (1.1.13)

Pentru câmpurile conservative ı̂nsă
∮
Γ

~E · d~l = 0, deci circulaţia lui ~E este
zero, sau, scrisă cu ajutorul rotorului:

rot ~E = 0 (1.1.14)

Observaţii

• Rotorul este un operator matematic ce se aplică unei funcţii vectoriale
şi are expresia:

rot ~E =




~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ex Ey Ez


 = ∇× ~E (un vector) (1.1.15)

• Din punct de vedere fizic, rot ~E = 0 reprezintă condiţia suficientă pentru
ca un câmp vectorial să fie conservativ, adică să poată fi descris de gradientul
unei funcţii potenţiale.

• Ecuaţia rot ~E = 0 reprezintă una din ecuaţiile fundamentale din teoria
Maxwell a câmpului electromagnetic pentru cazul staţionar.
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Ecuaţia de continuitate a curentului electric reprezintă legea de conservare
a sarcinii electrice şi are forma:

∇~j = −∂ρ

∂t
(1.1.16)

unde~j reprezintă densitatea de curent. Conform legii de conservare a sarcinii,
fluxul densităţii de curent printr-o suprafaţă ı̂nchisă este egal cu viteza de
scădere ı̂n timp a sarcinii din interiorul suprafeţei, −∂ρ

∂t
.

Observaţii

• Pentru cazul staţionar (câmpurilor statice) ∂ρ
∂t

= 0, deci div~j = 0.

• Pe baza teoriei electronice a conductibilităţii electrice, densitatea de curent
~j se poate exprima cu ajutorul unei constante ce caracterizează proprietăţile
intrinseci ale unui conductor şi care se numeşte conductibilităte electrică
σ:

~j = σ ~E (1.1.17)

Ecuaţia (1.1.17) reprezintă legea lui Ohm sub formă locală, este o lege
de material şi este una din relaţiile fundamentale Maxwell.

Forma de existenţă a materiei din jurul unui magnet sau al unui conduc-
tor prin care trece curent electric şi prin intermediul căreia se transmit
interacţiunile magnetice se numeşte câmp magnetic.

Câmpul magnetic se caracterizează prin următoarele mărimi fizice:

Intensitatea câmpului magnetic d ~H generat de un element d~l al unui
conductor prin care circulă un curent electric de intensitate I, la distanţa ~r
de conductor este dată de legea Biot-Savart-Laplace:

d ~H =
I

4π

d~l × ~r

r3
(1.1.18)

Inducţia magnetică ~B este o mărime vectorială ce caracterizează capaci-
tatea câmpului magnetic de a acţiona asupra unei sarcini de probă qo aflată
ı̂n mişcare cu viteza ~v ı̂n câmpul magnetic. Se constată că asupra sarcinii qo

apare o forţă laterală ~F iar inducţia magnetică este definită prin relaţia lui
Lorentz:

~F = qo~v × ~B (1.1.19)
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unde ~F , ~v şi qo sunt mărimi măsurabile.

Observaţie: Între intensitatea magnetică ~H şi inducţia magnetică ~B, pentru
medii liniare, omogene şi izotrope există relaţia:

~B = µ ~H = µoµr
~H (1.1.20)

unde µ reprezintă permeabilitatea magnetică a mediului şi caracterizează
proprietăţile magnetice ale mediului, iar µo = 4π 10−7 H

m
este permeabili-

tatea magnetică a vidului.

Fluxul magnetic Φm printr-un element de suprafaţă d~S din spaţiu este
definit conform relaţiei:

Φm =
∫

S

~B · d~S (1.1.21)

Teorema lui Gauss pentru câmpul magnetic spune că fluxul magnetic prin
orice suprafaţă ı̂nchisă este nul, adică:

div ~B = 0 (1.1.22)

Observaţii

• Ecuaţia (1.1.22), valabilă atât pentru câmpuri staţionare cât şi pentru
câmpuri nestaţionare ne arată că nu există sarcini magnetice (monopoli mag-
netici) care să creeze câmpul magnetic.

• Ecuaţia div ~B = 0 ne arată că liniile de câmp magnetic sunt ı̂nchise şi
nu diverg niciodată.

• Ecuaţia div ~B = 0 ne conduce la concluzia că putem exprima câmpul mag-
netic ca rotorul unei funcţii vectoriale, adică ~B = rot ~A, unde ~A se numeşte
potenţial vector.

Circulaţia vectorului ~H pe un contur ı̂nchis Γ ce mărgineşte o suprafaţă
S din spaţiu, străbătută de curenţii Ii, i = 1, N este :

CH =
∮

Γ

~H · d~l =
N∑

i=1

Ii (1.1.23)

Dacă se ţine cont de faptul că:

N∑

i=1

Ii =
∫

S

~j · d~S (1.1.24)
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atunci relaţia (1.1.23) devine:

∫

S
rot ~H · d~S =

∫

S

~j · d~S

⇒ rot ~H = ~j sau rot ~B = µ~j (1.1.25)

Observaţii

• Ecuaţia (1.1.25) ne arată că densitatea de curent~j reprezintă sursa câmpului
magnetic.

• Ecuaţia (1.1.25) reprezintă, de asemenea, o alta formulă fundamentală a
teoriei electromagnetismului a lui Maxwell pentru regim staţionar (∂ρ

∂t
= 0).

• Dacă se utilizează ı̂n continuare definiţia potenţialului vector ~A (Ax, Ay, Az)

( ~B = rot ~A), precum şi relaţia (1.1.25) vom obţine un sistem de trei ecuaţii
cu derivate parţiale ce permit calcularea potenţialului vector:

∂2Ax

∂x2
+

∂2Ax

∂y2
+

∂2Ax

∂z2
= −µjx

∂2Ay

∂x2
+

∂2Ay

∂y2
+

∂2Ay

∂z2
= −µjy (1.1.26)

∂2Az

∂x2
+

∂2Az

∂y2
+

∂2Az

∂z2
= −µjz

cu condiţia de etalonare ı̂ndeplinită:

div ~A = 0 (1.1.27)

• Toate ecuaţiile din sistemul (1.1.26) sunt analoage cu ecuaţia Poisson4ϕ =
−ρ

ε
:

4Ax = −µjx

4Ay = −µjx (1.1.28)

4Az = −µjz

Dacă se cunoaşte densitatea de curent ~j din spaţiu, se poate determina
potenţialul vector ~A şi apoi inducţia magnetică ~B, respectiv intensitatea
câmpului magnetic ~H.
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Inducţia electromagnetică este un fenomen fizic descoperit de Faraday şi
constă ı̂n apariţia unui curent electric indus ı̂ntr-un circuit ı̂nchis, respectiv
a unei tensiuni electromotoare induse (tem) ei atunci când are loc o variaţie
a fluxului magnetic Φm printr-o suprafaţă limitată a circuitului ı̂nchis:

ei = −
(

∂Φm

∂t

)
(1.1.29)

Dacă se ţine cont de definiţia (1.1.21) a fluxului magnetic, precum şi de
teoria lui Maxwell conform căreia existenţa tensiunii electromotoare induse
ei implică existenţa ı̂n circuit a unui câmp electric de intensitate ~E

ei =
∮

Γ

~E · d~l (1.1.30)

atunci se obţine legea lui Faraday:

∫

S
rot ~E · d~S = −

∫

S

∂ ~B

∂t
· d~S

⇒ rot ~E = −∂ ~B

∂t
(1.1.31)

Observaţii

• Legea lui Faraday sub forma (1.1.31) ne spune că liniile de câmp elec-
tric induse sunt linii ı̂nchise, spre deosebire de cazul câmpului electrostatic
(rot ~E = 0), iar câmpul indus se numeşte câmp electrodinamic.

• Ecuaţia (1.1.31) ne arată că variaţia ı̂n timp a câmpului magnetic ∂ ~B
∂t

(câmp magnetic nestaţionar) reprezintă cauza apariţiei câmpului elec-

trodinamic ~E

• Pentru cazul ı̂n care avem variaţii ı̂n timp ale câmpului electric ∂ ~E
∂t

(câmp
electric nestaţionar) Maxwell introduce un termen suplimentar ı̂n ecuaţia
(1.1.25) corespunzător aşa numitului fenomen de inducţie magnetosta-
tică, astfel ı̂ncât să fie satisfăcută ecuaţia de continuitate (1.1.16). Legea
obţinută este legea Ampère-Maxwell:

rot ~B = µ~j + εµ
∂ ~E

∂t
(1.1.32)

unde ~j este curentul de conducţie iar ~jd = ε∂ ~E
∂t

este curentul de deplasare
caracteristic pentru materialele polarizabile.
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Acum putem concluziona sistemul de ecuaţii Maxwell care exprimă legile
câmpului electromagnetic pentru medii liniare, omogene şi izotrope
sub formă diferenţială:

div ~E =
ρ

ε
legea lui Gauss pentru câmpul electric (1.1.33)

div ~B = 0 legea lui Gauss pentru câmpul magnetic (1.1.34)

rot ~E = −∂ ~B

∂t
legea lui Faraday (1.1.35)

rot ~B = µ~j + εµ
∂ ~E

∂t
legea Ampère-Maxwell (1.1.36)

la care se adaugă legile de material pentru medii liniare, omogene şi
izotrope:

~D = ε ~E ; ~B = µ ~H ; ~j = σ ~E (1.1.37)

precum şi ecuaţia de continuitate:

∂ρ

∂t
+ div ~j = 0 (1.1.38)

Ecuaţiile Maxwell sub formă integrală sunt:
∮

S

~E · d~S =
1

ε
Σiqi =

1

ε

∫

V
ρ dV (1.1.39)

∮

S

~B · d~S = 0 (1.1.40)
∮

Γ

~E · d~l = − ∂

∂t

∫

S

~B · d~S (1.1.41)
∮

Γ

~B · d~l = µ
∫

S

~j · d~S + εµ
∂

∂t

∫

S

~E · d~S (1.1.42)

Observaţii

• Ecuaţiile Maxwell ı̂n vid au forma:

div ~E =
ρ

εo

legea lui Gauss pentru câmpul electric (1.1.43)

div ~B = 0 legea lui Gauss pentru câmpul magnetic (1.1.44)

rot ~E = −∂ ~B

∂t
legea lui Faraday (1.1.45)

rot ~B = µo
~j + εoµo

∂ ~E

∂t
legea Ampere-Maxwell (1.1.46)
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• În cazul prezenţei substanţei ı̂n câmpul electromagnetic se definesc vectorii
de polarizare ~P şi respectiv de magnetizare ~M prin relaţiile:

~P = ~D − εo
~E

(1.1.47)

~M =
~B

µo

− ~H

astfel ı̂ncât ecuaţiile Maxwell (1.1.33-1.1.36) devin:

div ~E =
1

ε

(
ρ− div ~P

)
legea lui Gauss pentru câmpul electric(1.1.48)

div ~B = 0 legea lui Gauss pentru câmpul magnetic (1.1.49)

rot ~E = −∂ ~B

∂t
legea lui Faraday (1.1.50)

rot ~B = µo


~j +

∂ ~P

∂t
+ rot ~M


 + εoµo

∂ ~E

∂t
legea Ampère (1.1.51)

• Dacă avem două medii omogene şi izotrope caracterizate prin mărimile
( ~E1, ~D1, ~B1, ~H1, µ1, ε1) şi respectiv ( ~E2, ~D2, ~B2, ~H2, µ2, ε2) atunci, la suprafaţa
de separare dintre cele două medii, condiţiile la limită care descriu com-
portarea vectorilor câmpului electromagnatic sunt:

( ~B2 − ~B1) · ~un = 0 (1.1.52)

~un ×
(

~B2 − µ2

µ1

~B1

)
= µ2

~jS (1.1.53)

( ~D2 − ~D1) · ~un = ρS (1.1.54)

~un ×
(

~D2 − ε2

ε1

~D1

)
= 0 (1.1.55)

~un × ( ~E2 − ~E1) = 0 (1.1.56)

~un ·
(

~E2 − ε1

ε2

~E1

)
=

1

ε2

ρS (1.1.57)

~un × ( ~H2 − ~H1) = ~jS (1.1.58)

~un ·
(

~H2 − µ1

µ2

~H1

)
= = 0 (1.1.59)

~un · (~j2 −~j1) = −∂ρS

∂t
(1.1.60)
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unde ρS este densitatea de sarcină electrică de suprafaţă, ~jS este densitatea
superficială de curent electric, iar ~un este versorul normalei la suprafaţa de
separare dintre cele două medii.

Pentru un domeniu arbitrar din spaţiu, de volum V , limitat de suprafaţa
S, ı̂n care există o densitate de sarcini electrice ρ şi curenţi electrici ~j care
generează un câmp electric ~E respectiv un câmp magnetic ~H, densitatea
volumică a energiei câmpului electromagnetic este:

w = we + wm =
1

2
( ~E · ~D + ~H · ~B) =

1

2
(ε ~E2 + µ ~H2) (1.1.61)

iar energia W a câmpului electromagnetic din volumul V va fi:

W =
∫

V
wdV =

1

2

∫

V
(ε ~E2 + µ ~H2)dV (1.1.62)

Pentru a ajunge la teorema de conservare a energiei câmpului electromag-
netic, vom defini vectorul Poynting ~S:

~S = ~E × ~H (1.1.63)

Teorema de conservare a energiei câmpului electromagnetic sau teorema
lui Poynting ne spune că, scăderea energiei câmpului electromagnetic ı̂n
unitatea de timp se poate exprima prin puterea disipată prin efect Joule Sj

şi puterea transportată SS:

−∂W

∂t
= Sj + SS (1.1.64)

unde:

Sj =
∫

V
ρ~j2dV

(1.1.65)

SS =
∮

S

~S · d ~A

1.2 Probleme propuse

1.1 Se consideră trei cuarci ı̂n interiorul unui proton. Doi cuarci ”up” au
sarcina electrică q+ = 2e/3 iar cuarcul ”down” q− = −e/3. Presupunând că
distanţa dintre cei trei cuarci este r = 1, 5× 10−15m, găsiţi mărimea forţelor
rezultante ce acţionează asupra fiecărui cuarc din partea celorlalţi:
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a). 39,4N; 45,51N; 22,76N
b). 39,4N; 45,51N; 45,51N
c). 39,4N; 39,4N; 22,76N
d). 39,4N; 39,4N; 39,4N
e). 45,51N; 45,51N; 45,51N

1.2 Se consideră următoarele patru configuraţii de linii de câmp din Fig1.2.

Fig.1.2

Presupunând că nu există nici o sarcină ı̂n regiunile desenate, să se indice
care dintre configuraţii descrie un posibil câmp electrostatic:

a).a; b). b; c). c; d). d

1.3 Se consideră configuraţiile de câmpuri electrice date ı̂n figura Fig.1.3.
Considerând că un câmp este solenoidal dacă div ~E = 0 şi irotaţional dacă
rot ~E = 0, alegeţi care din următoarele afirmaţii sunt adevărate:

a). câmpurile a) şi c) sunt solenoidale iar b) este irotaţional
b). câmpul b) este solenoidal iar a) şi c) sunt irotaţionale
c). câmpurile a) şi b) sunt solenoidale iar c) este irotaţional
d). câmpurile b) şi c) sunt solenoidale iar a) este irotaţional
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e). câmpul a) este solenoidal iar b) şi c) sunt irotaţionale

Fig.1.3

1.4 Intensitatea câmpului electric ı̂n jurul unei sarcini electrice q, situată ı̂n
plasma unei descărcări luminiscente este:

~E = − q

4πε0r2
exp(− r

λ
)r̂

unde λ− constantă. Densitatea de sarcină din jurul sarcinii considerate este:

a). ρ(r) = − q
4πλr2 exp(− r

λ
)

b). 0
c). − q

4πε0λr2 exp(− r
λ
)

d). nu se poate determina exact
e). ρ(r) = − q

4πλr
exp(− r

λ
)

Se ştie că, ı̂n coordonate sferice, operatorul ”nabla”are expresia:

∇~a =
1

r2

∂

∂r

(
r2ar

)
+

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θ · aθ) +

1

r2 sin2 θ

∂

∂ϕ
aϕ
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1.5 Intensitatea câmpului electric ı̂ntr-un punct determinat de vectorul de
poziţie ~r = ~r(x, y, z) are expresia:

~E = div( ~A · ~r) + ~r

unde ~A(a, b, c)− vector constant. Care din următoarele afirmaţii sunt false?

a). câmpul este irotaţional;

b). potenţialul câmpului este V = − ~A · ~r − 1
2
r2;

c). densitatea de sarcină ı̂n vecinătatea punctului considerat este ρ = 3ε0;
d). toate afirmaţiile sunt corecte

1.6 În punctele A şi B din figura Fig.1.6 sunt plasate sarcinile electrice
−q şi respectiv 3q unde q = 10−6C. Ştiind că distanţa a = 0, 5m şi că
1/4πε = 9× 109Nm2/C2, alegeţi afirmaţiile corecte:

a). potenţialul creat ı̂n punctul O este 36× 103V ;
b). forţa cu care sarcina 3q acţionează asupra celei din punctul A este
−27× 10−3N ;
c). intensitatea câmpului electrostatic creat ı̂n punctul J de sarcina din A
este −18× 103N/C; R: a). b; b). c; c). a; d). toate; e). nici una.

1.7 Două sarcini electrice punctiforme q1 şi q2 sunt plasate la distanţa d una
de alta. O a treia sarcinină punctiform ă, Q, se aşează la distanţa 3d/4 de
sarcina q1 pe linia ce uneşte sarcinile q1 şi q2. Forţa rezultantă ce acţionează
asupra sarcinii Q este nulă dacă sarcina q1 este mai mare decât q2 de: a).
3/4 ori; b). 4/3 ori; c). 9 ori; c). 1/9 ori; d). 2 ori; e). 3 ori

1.8 Două corpuri punctiforme cu sarcinile +2q şi −q sunt plasate de-a lun-
gul axei Ox una ı̂n punctele x1 = 1, 5m, respectiv x2 = 3m. În ce punct
potenţialul creat de ele este nul?

a). 2, 5m; b). 2m; c). −2m; d). 0, 3m; e). −3, 5m.

1.9 Un electron şi un proton se află iniţial ı̂n repaus la distanţa d unul de
altul. Dacă sunt lăsate libere, cele două sarcini se vor ı̂ntâlni:

a). la mijlocul distanţei dintre sarcini;
b). mai aproape de electron;
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Fig.1.6

c). mai aproape de proton;
d). nu se ı̂ntâlnesc niciodată;
R: a) d; b). a; c). b, d). c; e).

1.10 O sarcină electrică având valoarea −q este plasată sau ı̂n punctul A
sau ı̂n punctul B conform figurii Fig.1.10. În punctul A forţa rezultantă este:

a). zero; b). mai mică; c). egală; d). mai mare decât forţa care acţionează
asupra sarcinii plasate ı̂n punctul B.

R: a). c; b). a; c). b; d). d; e).

1.11 Se dă o distribuţie liniară de sarcină a cărei densitate este λ (dq =
λ dl). Să se găsească expresia intensităţii câmpului electric la distanţa r de
distribuţia de sarcină dacă acesta se află ı̂n vid (εo, µo).

1.12 Un fir de lungime L ı̂ncărcat uniform cu densitatea liniară de sarcină λ
este aşezat de-a lungul axei Ox având capătul din stânga plasat la distanţa
d faţă de originea axei. Intensitatea câmpului electric creat ı̂n origine este:
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Fig.1.10

a). λd
4πε0d(L+d)

b). λL
4πε0d(L+d)

c). λL
4πε0d

;

d). λL
4πε0d(L−d)

e). λ
4πε0d(L+d)

1.13 Intensitatea câmpului electric creat de un inel de rază R, ı̂ncărcat cu
sarcina electrică q ı̂ntr-un punct situat la distanţa z de centrul acesteia, pe
direcţia axei de simetrie, este:

a). qz

4πε0(z2+R2)1/2

b). qz
4πε0(z2+R2)

c). q

4πε0(z2+R2)3/2

d). qz

4πε0(z2+R2)3/2

e). q

4πε0(z2+R2)1/2

1.14 Să se calculeze intensitatea câmpului electric creat de un plan infinit
ı̂ncărcat uniform cu o sarcină cu densitatea superficială σ.

1.15 Intensitatea câmpului electric creat de un disc de rază R, ı̂ncărcat cu
sarcina electrică q ı̂ntr-un punct situat la distanţa z de centrul acesteia, pe
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Fig.1.13

direcţia axei de simetrie din plan perpendicular pe disc, este:

a). σ
2ε0

z√
z2+L2

b). σ
2ε0

L√
z2+L2

c). σ
2ε0

(
1− z√

z2+L2

)

d). 4σ
16ε0

(
1− z√

z2+L2

)

e). 0

1.16 O bucată de material izolator de formă cilindrică este plasată ı̂ntr-
un câmp exterior cu liinile de câmp de forma dată ı̂n figură. Fluxul electric
net prin suprafaţa cilindrică este:
a). pozitiv; b). negativ; c). zero; d). imposibil de determinat; e). infinit

1.17 Un balon sferic conţine ı̂n centrul său un mic obiect ı̂ncărcat elec-
tric cu sarcină pozitivă. Dacă se măreşte volumul balonului, corpul ı̂ncărcat
rămânând ı̂n aceeaşi poziţie, fluxul electric prin suprafaţa balonului creşte,
descreşte sau rămâne constant? Ce se poate spune despre intensitatea câm-
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Fig.1.16

pului electric?

a). fluxul şi intensitatea descresc
b). fluxul rămâne constant iar intensitatea descreşte
c). fluxul descreşte iar intensitatea rămâne constantă
d). fluxul şi intensitatea rămân constante
e). fluxul şi intensitate cresc

1.18 Intensitatea câmpului electric ı̂n interiorul unui conductor (̂ın absenţa
altor sarcini electrice interioare independente) este zero când:

a). nu există sarcini exterioare conductorului
b). nu există sarcini pe suprafaţa conductorului
c). niciodată
d). ı̂ntotdeauna
e). uneori

1.19 O sarcină pozitivă q este distribuită uniform pe suprafaţa unei sfere
dielectrice omogene cu permitivitatea electrică ε. Să se calculeze câmpul
electric ı̂n interiorul sferei şi ı̂n afara ei.

1.20 Fie un conductor sferic care conţine un exces de sarcină electrică +Q.
Sfera este ı̂nconjurată de un ı̂nveliş sferic concentric conductor care are un
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exces de sarcină negativă −5Q. Cum se redistribuie sarcina pe suprafaţa
interioară şi exterioară a ı̂nvelişului sferic?

a). −5Q ı̂n interior, 0 ı̂n exterior
b). −2.5Q ı̂n interior, −2.5Q ı̂n exterior
c). −Q ı̂n interior, −4Q ı̂n exterior
d). +Q ı̂n interior, −6Q ı̂n exterior
e). 0 ı̂n interior, -5Q ı̂n exterior

1.21 Potenţialul unui câmp electrostatic este V (x, y, z) = α (xy − z2) unde

α− const. Cât este proiecţia vectorului ~E pe direcţia descrisă de vectorul
~r = x̂ + 2ẑ, ı̂n punctul M(7, 1, 2)?

a).
√

5
b). 7α/

√
5

c). 2α
d). 1;
e). 0

1.22 Potenţialul creat de un disc de rază R şi sarcină electrică q ı̂ntr-un
punct situat la periferia discului este:

a). q
π2Rε0

b). 1
4πε0

q
R

c). 0;
d). 1

4πε0

4q
R2

e). 4qR
4πε0

1.23 Să se determine potenţialul creat de un dipol (ale cărui sarcini q şi
−q se află la distanţa 2a) cu momentul dipolar ~p.

1.24 Potenţialul câmpului electrostatic creat de un dipol de moment dipolar
~p aflat ı̂n vid, la distanţa ~r de dipol, este:

V =
1

4πεo

~p~r

r3

Să se calculeze intensitatea câmpului electric la distanţa ~r de dipol.

1.25 Capacitatea electrică a unui sistem format din doi conductori sferici
de raze R1, R2(R1 < R2) ı̂ncărcaţi cu sarcina electrică Q, este:
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a). 4πε0R1R2

b). 4πε0
R1+R2

R2R1

c). 4πε0
R1R2

R2−R1

d). 4πε0
R1R2

R2+R1

e). 4πε0
R1−R2

R2R1

1.26 Capacitatea electrică a unui conductor sferic de rază R1 ,̂ınconjurat de
un strat omogen dielectric de rază R2(R1 < R2) şi permitivitate electrică rel-
ativă εr ,̂ıncărcat cu sarcina electrică Q, este:

a). 4πε0εrR1R2

R2−R1 (εr−1)
;

b). 4πε0εrR1R2

R1+R2εr
;

c). 4πε0εrR1R2

R2+R1εr
;

d). 4πε0εrR1R2

R1+R2(εr−1)
;

e). 4πε0εrR1R2

R2+R1 (εr−1)

1.27 Capacitatea electrică a unui sistem alcătuit din doi conductori cilin-
drici de raze R1, R2(R1 < R2) şi lungime l ca figura Fig.1.27, ı̂ncărcaţi cu
sarcina electrică Q, este:

a). 2πε0/l ln(R2

R1
)

b). 2πlε0/ ln(R2

R1
)

c). 4πlε0/ ln(R2

R1
)

d). 2πl/
(
ε0 ln(R2

R1
)
)

e). 8πlε0/ ln(R2

R1
)

1.28 Capacitatea electrică a unui sistem alcătuit din doi conductori sferici
de raze R1, R2(R1 < R2) ,̂ıncărcaţi cu sarcina electrică Q şi umpluţi cu un
material dielectric cu permitivitatea dependentă de rază conform relaţiei
εr(r) = α/r, α = const.:

a). 4πε0

a ln(
R2
R1

)

b). 4πα

ε0 ln(
R2
R1

)

c). 8παε0

ln(
R2
R1

)

d). 8παε0

a ln(
R2
R1

)
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Fig.1.27

e). 4παε0

ln(
R2
R1

)

1.29 Energia de interacţiune pentru o configuraţie de patru sarcini electrice
q, plasate ı̂n vârfurile unui tetraedru cu latura a este:

a). 3q2

2πε0a

b). q2

πε0a

c). 4q2

2πε0a

d). 2q2

4πε0a

e). q2

6πε0a

1.30 Energia de interacţiune pentru o configuraţie de sarcini electrice q,
plasate ı̂n vârfurile unui cub cu latura a este:

a). 8q2

πε0a

b). 3q2

πε0a

(
1 + 1√

2

)

c). 3q2

4πε0a

(
1 + 1√

2
+ 1

3
√

3

)

d). 3q2

πε0a

(
1 + 1√

2
+ 1

3
√

3

)
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e). 3q2

πε0a

(
1 + 1√

2
+ 1√

3

)

1.31 Energia proprie electrostatică a unei sfere ı̂ncărcate uniform cu den-
sitatea de sarcină ρ este:

a). ρ2R5

15ε0

b). ρ2R5

4πε0

c). 4ρ2R5

5πε0

d). 4πρ2R5

15ε0

e). 4πρ2R5

5ε0

1.32 Se consideră forţa ~F = −yx̂ + xŷ + 3ẑ. Energia potenţială electro-
statică este:

a). 3z
b). −1

2
y2 + 1

2
x2 + 3z

c). −(y2 + z2)
d). nu se poate defini;
e). 0

1.33 Să se determine câmpul magnetic ~B produs de un curent I care par-
curge un conductor rectiliniu infinit, ı̂ntr-un punct P , la distanţa R de acesta.

1.34 Inducţia câmpului magnetic creat de curenţii din figura Fig.1.34 ı̂n
punctul O este:

a). B = 1
2π

(
I1 − I2θ

2a

)

b). B = 1
2πa

(
I1 − I2θ

2

)

c). B = 1
2π

(
I1
a
− I2aθ

2

)

d). B = 1
2πa

(
2I1 − I2θ

2

)

e). B = 1
2πa

(
I1 − I2θ

4

)

1.35 Folosind teorema lui Ampère demonstraţi care din următoarele afirmaţii
sunt adevărate pentru inducţia câmpului magnetic B:

a). B = 1
2
µ0j -plan infinit; B = µ0nI - solenoid; B = 1

2πr
µ0NI - tor

b). B = 1
2r

µ0j -plan infinit; B = 1
2
µ0nI - solenoid; B = 1

2πr
µ0NI - tor
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Fig.34

c). B = 1
2
µ0rj -plan infinit; B = 1

2
µ0nI - solenoid; B = 1

2r
µ0NI - tor

d). B = 1
2
µ0j -plan infinit; B = 1

2π
µ0nI - solenoid; B = 1

2πr
µ0NI - tor

e). B = 1
2
µ0j -plan infinit; B = 1

2π
µ0nI - solenoid; B = 1

2π
µ0rNI - tor

unde j−densitatea liniară de curent, n−număr de spire pe unitatea de lungime,
N−număr total de spire şi r− raza torului.

1.36 Câmpul magnetic creat de un conductor de forma celui din Fig.1.36
de raze a şi b, străbătut de un curent de intensitate I ı̂ntr-un punct situat ı̂n
centrul figurii este:

a). B = µ0I
4

(
1
a2 + 1

b2

)

b). B = 0

c). B = µ0I
4

(
1
a2 − 1

b2

)

d). B = µ0I
4

(
1
a
− 1

b

)

e). B = µ0I
4

(
1
a

+ 1
b

)

1.37 Forţa de interacţiune dintre un curent liniar I1 şi un curent I2 care cir-
culă printr-un cadru dreptunghiular (b, L) aflat la distanţa a, conform figurii
Fig.1.37 este:

a). B = µ0I1I2b
2πL(a+b)

b). B = µ0I1I2L(a+b)
2πab

c). B = µ0I1I2Lb
4πa(a+b)
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Fig.1.36

Fig.1.37

d). B = µ0I1I2L(a−b)
2πab

e). B = µ0I1I2Lb
2πa(a+b)

1.38 Fiecare conductor liniar din Fig.1.38 are valoarea I, direcţia perpendi-
culară pe planul foii şi sensul indicat. Calculaţi circulaţia vectorului inducţie
magnetică pentru fiecare din contururile a şi b :

a). Γa = µ0I, Γb = 0
b). Γa = 3µ0I, Γb = 4µ0I
c). Γa = 4µ0I, Γb = 4µ0I
d). Γa = −µ0I, Γb = 0
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e). Γa = 0, Γb = 0

Fig.1.38

1.39 Un cablu coaxial de forma unui cilindru plin de rază a ı̂nconjurat de un
un conductor cilindric extern, de raze cuprinse ı̂ntre b şi c ca ı̂n Fig.1.39, este
parcurs de un curent I care circulă prin conductorul exterior şi se ı̂ntoarce
apoi prin conductorul interior. Să se găsească valorile inducţiei magnetice ı̂n
punctele situate la distanţele a, b, c de centrul cablului:

Fig.1.39

a). Ba = 0, Bb = 0, Bc = µ0I
2πc

b). Ba = µ0I
2πc

, Bb = 0, Bc = µ0I
2πc

c). Ba = 0, Bb = µ0I
2πb

, Bc = µ0I
2πc
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d). Ba = µ0I
2πa

, Bb = µ0I
2πb

, Bc = µ0I
2πc

e). Ba = µ0I
πa

, Bb = µ0I
2πb

, Bc = µ0I
2πc

1.40 Fie un cablu de lungime l format dintr-un miez cilindric de rază r1 şi un
ı̂nveliş cilindric coaxial cu raze cuprinse ı̂ntre r2 şi r3(r1 < r2 < r3) străbătut
de un curent I care intră prin miez şi iese prin inveliş. Permeabilitatea mag-
netică a conductorului este µ iar ı̂ntre miez şi ı̂nveliş este un mediu dielectric
cu permeabilitate magnetică µ0. Energia magnetică ı̂nmagazinată ı̂n cablu
este:

a). Wm = I2

2π
µ ln r3

r1

b). nu se poate calcula

c). Wm = I2

2π

[
µ0 ln r2

r1
+

µr4
3

(r2
3−r2

2)
2 ln r3

r2
− µr2

3

2(r2
3−r2

2)

]

d). Wm = I2

2π

[
µ0 ln r2

r1
+ µr3

(r2
3−r2

2)
ln r3

r2
− µr2

3

2(r2
3−r2

2)

]

e). Wm = I2

2π

[
µ0 ln r2

r1
+

µr2
3

2(r2
3−r2

2)

]

1.41 Să se calculeze câmpul magnetic ı̂n punctele situate pe axa de sime-
trie a unei spire circulare de rază R, prin care trece un curent de intensitate
I.

1.42 Tensiunea electromotoare indusă ı̂n bucla dreptunghiulară din Fig.1.42
de dimensiuni b şi L care se deplasează cu viteza v ı̂n câmpul magnetic creat
de curentul I, ı̂n momentul ı̂n care bucla a ajuns la distanţa a de fir este:

a). e = µ0IL
2π

av
a(a+b)

b). e = µ0I
2πL

b2v
a(a+b)

c). e = µ0IL
2π

bv
a(a+b)

c). e = µ0IL
2π

av
b(a+b)

d). e = µ0IL
4

bv
a(a+b)

1.43 Un fir conductor de forma unei parabole y = kx2 este plasat ı̂n câmpul
magnetic constant ~B, orientat ca ı̂n Fig.1.43. Un alt conductor, AB, se de-
plasează cu acceleraţia constantă a, fără viteză iniţială, deasupra parabolei.
Tensiunea electromagnetică indusă ı̂n circuitul conductor este:

a). e = −By
√

8a/k

b). e = −B
√

ay/k
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Fig.1.42

c). e = −By2
√

8a/k

d). e = −Ba
√

8y/k

e). e = −By
√

2a/k

1.44 O bobină plată, construită dintr-un număr mare de ı̂nfăşurări, N, cu
raza exterioară a,este aşezată perpendicular pe inducţia unui câmp magnetic
care variază ı̂n timp după legea: B = B0 sin ωt, B0− constant iar ω− frecvenţa
unghiulară (Fig.1.44). Tensiunea electromagnetică maximă indusă ı̂n bobină
este:

a). emax = 1
2
πa2NB0ω

b). emax = 1
4
πa2NB0ω

c). emax = πa2NB0ω
d). emax = πa2N2B0ω
e). emax = 1

3
πa2NB0ω

1.45 O bobină cu N spire şi secţiune S este plasată ı̂n interiorul unui solenoid
care crează câmpul magnetic variabil B = B0 sin ωt, B0− constant. Bobina
se roteşte cu frecvenţa unghiulară ω ı̂n jurul axei sale. Tensiunea electromag-
netică indusă ı̂n bobină este:

a). e = −NSB0 tan ωt
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x

y

y=kx
2

v

A B

Fig.1.43

b). e = −1
2
NSB0 sin 2ωt

c). e = −NSB0 cos ωt
d). e = −1

2
NSB0 cos 2ωt

e). e = −1
2
NSB0 sin ωt

1.46 Poate fi considerat vectorul ~A = A0 (x2 + y2) ẑ potenţial vector al vec-

torului inducţie ~B creat de un cablu cilindric de rază r0 parcurs de curentul
de intensitate I ı̂ntr-un punct din interiorul conductorului? Cât este valoarea
constantei A0 ı̂n caz afirmativ?

a). nu poate fi
b). da ; A0 = µ0I

4πr2

c). da; A0 = µ0I
2πr0

d). da; A0 = µ0I
4πr2

0

1.47 Dacă intensitatea câmpului electric ı̂n vid variază după legea:

~E = E0 cos [ω(t− αz)] · ŷ
unde E0, α− constante, atunci intensitatea câmpului magnetic generat, variază
după legea:
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Fig.1.44

a). ~H = −αE0

µ0
cos[ω(t− αz) · x̂ +

(−−−→
const.

)
x

b). ~H = −αE0

µ0
cos [ω(t− αz)] · ŷ

c). ~H = −ωE0

αµ0
cos [ω(t− αz)] · x̂ +

(−−−→
const.

)
x

d). ~H = −ωE0

αµ0
cos [ω(t− αz)] · ŷ

e). ~H = αE0

µ0
cos [ω(t− αz)] · ẑ

1.48 Dacă inducţia câmpului magnetic ı̂n vid şi ~J = 0, ρ = 0 variază după
legea:

~B = B0 sin (ωt− kx) · x̂ + B0ky cos (ωt− kx) · ŷ
unde B0, k− constante, atunci intensitatea câmpului electric generat este de
forma:

a). ~E = −kB0y
ε0µ0

cos (ωt− kx) · ẑ
b). ~E = −k2B0y

ωε0µ0
cos (ωt− kx) · ẑ

c). ~E = k2B0y
ωε0µ0

sin (ωt− kx) · x̂
d). ~E = − B0

ε0µ0
cos (ωt− kx) · ŷ
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e). ~E = − B0

ε0µ0
sin (ωt− kx) · ẑ

1.49 Printr-un solenoid cu raza secţiunii R circulă un curent electric care de-
termină un câmp magnetic ce variază ı̂n timp după legea B = at3, α− const.
Curentul de deplasare variază ı̂n funcţie de distanţa r de la axa solenoidului
după legea:

a). |jd| = 3αε0rt
2 (r < R) ; |jd| = 3αε0R

2t2 (r > R)
b). |jd| = 3

4
αε0rt

2 (r < R) ; |jd| = 0 (r > R)

c). |jd| → ∞ (r < R) ; |jd| → 3
4
αε0

R2

r
t2 (r > R)

d). |jd| = 3αε0rt
2 (r < R) ; |jd| = 3

4
αε0

R
r
t2 (r > R)

e). |jd| = 3
4
αε0rt

2 (r < R) ; |jd| = 3
4
αε0

R2

r
t2 (r > R)

1.50 Un condensator plan ı̂n vid, cu armăturile de forma unui disc de raz ă
R este ı̂ncărcat cu o sarcină electrică care crează un câmp electric ce variază
ı̂n timp după legea E = βt2, β−const. Câmpul magnetic ce apare are inducţia
magnetică depentă de distanţa r de centrul condensatorului măsurată ı̂n plan
paralel cu armăturile dată de legea:

a). B = ε0µ0βrt2 (r < R) ; B = ε0µ0β
R2

r
t2 (r > R)

b). B = ε0µ0βrt (r < R) ; B = 0 (r > R)
c). B →∞ (r < R) ; B = 3

4
βε0µ0

R2

r
t2 (r > R)

d). B = ε0µ0βrt (r < R) ; B = ε0µ0β
R2

r
t (r > R)

e). B = ε0µ0βr2t (r < R) ; B = ε0µ0β
R4

r2 t (r > R)

1.51 Mărimea vectorului Poynting creat la distanţa r de axa unui fascicul
rectiliniu de protoni, cu densitatea liniră de sarcină λ, ı̂n deplasare cu viteza
v este:

a). S = λ2

4π2vε0r2

b). S = λv
4πε0r

c). S = λ2v2

4πε0r2

d). S = λ2v
4π2ε0r2

e). S = λv2

4π2ε0r2

1.52 Să se demonstreze că un câmp magnetic staţionar admite un potenţial
vector de forma:

~A =
1

2

(
~B × ~r

)

30



1.53 Ştiind că potenţialul vector determinat de un moment magnetic dipolar
~m este:

~A(~r) =
µo

4π

~m× ~r

r3

să se calculeze câmpul magnetic corespunzător. Se va considera că momentul
magnetic ~m este orientat pe direcţia Oz.

1.54 Să se determine câmpul magnetic ı̂n interiorul şi ı̂n exteriorul unui
cilindru de rază R prin care circulă un curent de densitate j, ştiind că liniile
de câmp sunt cercuri concentrice ı̂n plane perpendiculare pe axa cilindrului.

1.55 ı̂ntr-o regiune din spaţiu există un câmp magnetic paralel cu axa Oz şi
variabil ı̂n timp după legea sinusoidală:

B = Bo sin(ω t)

Să se determine câmpul electric ~E la distanţa r de axa Oz.

1.56 Fie un condensator plan-paralel cu plăcile circulare de rază R. Conden-
satorul este conectat la un generator de curent alternativ astfel ı̂ncât sarcina
de pe plăcile condensatorului variază ı̂n timp după legea:

q = qo sin(ω t)

Să se calculeze câmpul magnetic ı̂n punctele aflate la distanţa r de axa con-
densatorului când:

a). r ≤ R
b). r > R

1.57 Fie un condensator plan format din două discuri de rază a, aflate la
distanţa d una faţă de cealaltă, conectat la o diferenţă de potenţial alterna-
tivă U . La frecvenţă mică, intensitatea câmpului electric la fiecare moment
este uniformă şi are expresia ~E1 = ~Eo exp(iωt). Să se calculeze:

a). inducţia ~B1 a câmpului magnetic asociat câmpului electric ~E1

b). să se arate că intensitatea ~E2 a câmpului electric indus prin variaţia

câmpului magnetic ~B1, depinde de r şi să se calculeze valoarea ei pentru
r = 0
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c). circulaţia vectorului ~E2 de-a lungul conturului Γ2 (Fig.1.57) şi să se de-

ducă expresia lui ~E2

d). valoarea lui r pentru care ~E = 0.

Fig.1.57

1.58 Fie o sferă de rază r acoperită cu o substanţă radioactivă care emite
radial, izotrop, particule cu sarcina q, obţinându-se un curent electric radial
de aceeaşi intensitate ı̂n toate direcţiile. Dacă notăm cu q(r) sarcina electrică

din interiorul sferei, cu ~j(r) densitatea de curent electric radial şi cu ~E(r)
intensitatea câmpului electric, se cere:

a). să se exprime ~j(r) ı̂n funcţie de q(r)

b). să se exprime ~E(r) ı̂n funcţie de q(r)
c). să se calculeze inducţia câmpului magnetic produs de curenţi, utilizând
ecuaţiile lui Maxwell

1.59 Să se calculeze modul ı̂n care variază ı̂n timp densitatea de sarcină
ı̂ntr-un punct oarecare al unui mediu având conductivitatea σ şi permitivi-
tatea relativă εr.
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1.60 Să se arate că dacă un câmp electromagnetic, definit prin vectorii
~E1 = ~E1(~r, t) şi ~H1 = ~H1(~r, t) verifică ecuaţiile lui Maxwell ı̂ntr-un mediu
lipsit de curenţi electrici şi de sarcini electrice libere, aceste ecuaţii sunt veri-
ficate şi de un câmp definit prin vectorii ~E2(~r, t) = −

√
µ
ε
~H1(~r, t) şi respectiv

~H2(~r, t) =
√

ε
µ

~E1(~r, t).

1.61 Să se arate că prezenţa substanţei, caracterizată prin polarizarea ~P şi
magnetizarea ~M , este echivalentă cu existenţa unei distribuţii suplimentare
de sarcini electrice şi de curenţi electrici.

1.62 Fie o suprafaţă de separare dintre (z = 0) două medii. Toate câmpurile
sunt uniforme spaţial ı̂n ambele medii şi independente de timp. Mediile sunt
caracterizate prin mărimile σ1, ε1 şi µ1 = µo, respectiv σ2, ε2 şi µ2 = µo. ı̂n
mediul (1) densitatea de curent este:

~j1 = jx~ux + jy~uy + jz~uz

unde jx, jy, jz sunt constante. Să se calculeze:

a). intensitatea câmpului electric ~E2 din mediul (2)
b). densitatea superficială de sarcină ρs ı̂n planul z = 0

1.63 a) Să se scrie ecuaţiile Maxwell pentru câmpul electromagnetic ı̂ntr-un
mediu cu permitivitatea electrică ε, permeabilitate magnetică µ şi conduc-
tivitate electrică σ. Să se exprime puterea dP disipată prin efect Joule ı̂n
elementul de volum dV ı̂n funcţie de intensitatea câmpului electric ~E şi de
conductivitatea σ.
b) Să se arate că ı̂n regim sinusoidal intensitatea câmpului electric ~E, inducţia

magnetică ~B, densitatea de sarcină ρ şi densitatea de curent electric ~j sunt
nule ı̂n volumul unui conductor perfect.

1.3 Soluţii

1.1 Forţa de interacţiune dintre cei doi cuarci pozitivi este

F++ = 9× 109 q2
+

r2
= 9× 109 4e2

9r2
= 45, 51N

iar forţa de interacţiune dintre un cuarc pozitiv şi unul negativ este:

F+− = 9× 109 q+q

r2
= 9× 109 2e2

9r2
= 22, 76N
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Forţele de interacţiune au direcţia dreptei ce uneşte sarcinile electrice (plasate
ı̂n vârfurile unui triunghi echilateral), şi sensul convenţional de la sarcina
pozitivă spre cea negativă. Pentru a găsi forţa totală ce acţionează asupra
fiecărui cuarc din partea celorlalţi, aplicăm principiul superpoziţiei. Asupra
cuarcilor pozitivi acţionează două forţe ı̂ntre care este un unghi de 120◦.

F+ =
√

F 2
++

+ F 2
+− + 2F+−F++ cos 120◦

=
9× 109 × 2× (1, 6× 10−19)

2

9× (1, 5× 10−15)2

√
4 + 1− 2

1

2

= 39, 4N

Forţa totală ce acţionează asupra cuarcului negativ corespunde rezultantei
dintre vectorii forţelor datorate cuarcilor pozitivi, forţe ce fac ı̂ntre ele un
unghi de 60◦.

F− =
√

F 2
+− + F 2

+− + 2F+−F+− cos 60◦

=
9× 109 × 2× (1, 6× 10−19)

2

9× (1, 5× 10−15)2

√
1 + 1 + 2

1

2

= 39, 4N

Sistemul format din cei trei cuarci formează un sistem stabil, rezultanta
forţelor ce acţionează asupra sistemului fiind zero.
Răspunsul corect este d)

1.2 Aplicăm teorema circulaţiei câmpului electrostatic de-a lungul unui con-
tur ı̂nchis:

∮
~E · −→dl = 0

Dacă alegem contururi ı̂nchise de forme convenabile (marcate punctat ı̂n cele
patru configuraţii de câmp conform Fig.1.2.r.), constatăm următoarele:

• ı̂n cazul a), liniile de câmp sunt orientate radial, deci perpendiculare pe
conturul circular ales. Totuşi nu este posibilă schimbarea sensului câmpului
ı̂n centrul figurii mai ales că ı̂n acel punct nu există nici o distribuţie de
sarcini care ar putea determina acest lucru
• ı̂n cazul b), liniile de câmp sunt orientate simetric faţă de conturul ı̂nchis;
circulaţia totală a vectorului intensitate de-a lungul conturului este zero da-
torită simetriei
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Fig.1.2.r

• ı̂n cazul c), liniile de câmp sunt mai dese ı̂n partea stângă, ca urmare,
conform convenţiei acceptate ı̂n descrierea geometrică a câmpului, valoarea
intensităţii este mai mare ı̂n această parte faţă de partea dreaptă; rezultă o
circulaţie totală nenulă
• ı̂n cazul d), liniile de câmp sunt orientate de-a lungul unui contur ı̂nchis şi
dau astfel o valoare totală diferită de zero a circulaţiei
Răspunsul corect este b)

1.3 Un câmp solenoidal este definit de condiţia diferenţială:

div ~E = 0

sau de condiţia integrală:

∮
~E · d~s = 0

ceea ce ı̂nseamnă că nu există un flux net prin nici o suprafaţă ı̂nchisă aleasă
ı̂n interiorul câmpului. Simetriile din cele trei reprezentări ne sugerează să
alegem suprafeţe ı̂nchise de forma celor date ı̂n figura Fig.1.3.r.:
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Fig.1.3.r

• unei sfere concentrice cu liniile de câmp - pentru cazul (a)
• paralelipiped cu secţiunea de forma dată ı̂n cazul (b)
• paralelipiped cu secţiunea dată ı̂n cazul (c)

Se observă că liniile de câmp sunt concentrice cu suprafaţa sferei (cazul (a)),

adică ~E‖d~s şi ca urmare:

Φa =
∮

~E · d~s = ~E · ~S = 0

Pentru cazul b):

Φb =
∮

~E · d~s 6= 0

deoarece fluxul liniilor care care intră şi care ies prin baze nu sunt egale
(valoarea lui ~E creşte cu distanţa!).
ı̂n cazul c), fiecare linie care intră prin baza inferioară iese prin cea superioară
şi ca urmare fluxul total este nul.

Φc =
∮

~E · d~s = 0

Ca urmare câmpurile descrise de configuraţiile a) şi c) sunt solenoidale. Un
câmp irotaţional este definit de condiţia diferenţială:

rot ~E = 0

sau de condiţia integrală:
∮

~E · d~r = 0
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ceea ce ı̂nseamnă că circulaţia vectorului de-a lungul oricărui contur ı̂nchis
ales ı̂n interiorul câmpului este nul.
Considerând contururi ı̂nchise de forma celor date ı̂n Fig.1.3.r., se constată:

Γa =
∮

~E · d~r = E · 2πr 6= 0

Γb =
∮

~E · d~r = 0

Γc =
∮

~E · d~r 6= 0

Ca urmare, câmpurile descrise de configuraţiile a) şi c) sunt rotaţionale iar
b) este irotaţional.
Răspunsul corect este a)

1.4 Simetria radială a câmpului ne permite calculul divergenţei ı̂n coordonate
sferice:

div ~E = ∇ · ~E =
1

r2

∂

∂r

(
r2E

)
=

=
1

r2
2rE +

∂E

∂r

= −
(

2

r3
+

2

r3
+

1

λr

)
q

4πε0

exp(− r

λ
)

= − q

4πε0λr2
exp(− r

λ
)

Aplicăm teorema lui Gauss sub formă diferenţială:

div ~E =
ρ

ε0

de unde rezultă imediat că:

ρ = ε0∇ ~E

Folosind rezultatul găsit pentru divergenţă la punctul a), se obţine:

ρ(r) = − q

4πλr2
exp(− r

λ
)

ceea ce ı̂nsemnă că , ı̂n jurul sarcinii electrice, se formează un nor de sarcini
de semn contrar a cărui densitate scade exponenţial pe măsură ce creşte
depărtarea faţă de sarcină.
Răspunsul corect este a)
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1.5 Câmpul electric descris de vectorul ~E este electrostatic dacă:

rot ~E = 0

Deoarece

div( ~A · ~r) =
∂

∂x
(ax) x̂ +

∂

∂y
(by) ŷ +

∂

∂z
(cz) ẑ

= ax̂ + bŷ + cẑ = ~A

atunci:

div( ~A · ~r) + ~r = (a + x) x̂ + (b + y) ŷ + (c + z) ẑ

Ca urmare:

rot ~E =

∣∣∣∣∣∣∣

x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂xy

∂
∂z

a + x b + y c + z

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Câmpul este irotaţional, deci afirmaţia a) este corectă.
Deoarece câmpul este conservativ se poate defini o mărime fizică scalară astfel
ı̂ncât:

V1 − V2 = −
2∫

1

~E · d~r = −
2∫

1

(
div( ~A · ~r) + ~r

)
· d~r

= −
2∫

1

(
~A + ~r

)
· d~r =

(
− ~A · ~r − 1

2
r2

)2

1

noindent Dacă considerăm drept referinţă punctul ~r1 = 0, pentru care V1 =
0, se poate defini potenţialul ı̂ntr-un punct ca:

V = − ~A · ~r − 1

2
r2

Afirmaţia b) este adevărată. Folosim ı̂n continuare teorema lui Gauss:

div ~E =
ρ

ε0

⇒ ρ = ε0div ~E

ρ = ε0div
(
div( ~A · ~r) + ~r

)

ρ = ε0div [(a + x) x̂ + (b + y) ŷ + (c + z) ẑ]

ρ = ε0

[
∂

∂x
(a + x) x̂ +

∂

∂y
(b + y) ŷ +

∂

∂z
(c + z) ẑ

]

ρ = ε0 (1 + 1 + 1)

ρ = 3ε0
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Afirmaţia c) este corectă.
Răspunsul corect este d)

1.6 Potenţialul creat ı̂n O este dat de suma potenţialelor create de sarcinile
din A respectiv din B.

V (O) = VA(O) + VB(O) ⇒
V (O) =

−q

4πεa
+

3q

4πεa
=

2q

4πεa
⇒

V (O) = 9× 109Nm2C−2 2× 10−6C

0, 5m
= 36× 103V

Ca urmare afirmaţia a) este corectă.
Forţa cu care sarcina plasată ı̂n B acţionează asupra sarcinii din punctul
A este:

FA =
(−q)(3q)

4πε(2a)2
⇒

FA = −9× 109Nm2C−2 3× (10−6)2C2

4× (0, 5)2m2
= −27× 10−3N

Intensitatea câmpului electrostatic creat de sarcina −q ı̂n punctul J este:

E =
−q

4πε0(a2 + a2)
⇒

E = −9× 109Nm2C−2 10−6C

2× (0, 5)2m2
= −18× 103N/C

Ca urmare toate variantele sunt adevărate, deci răspunsul corect este e)

1.7 Egalând forţele care acţionează asupra sarcinii Q se obţine:

q1Q

4πε
(

3d
4

)2 =
q2Q

4πε
(

d
4

)2

Rezultă raportul celor două sarcini:

q1

q2

= 9

Răspunsul corect este c)

1.8 Potenţialul ı̂ntr-un punct oarecare, x, situat pe axa Ox aşezată pe
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dreapta ce uneşte cele două corpuri, este determinat de suma potenţialelor
create de fiecare sarcină:

V = V1 + V2 ⇒
V =

2q

4πε0(x− x1)
− q

4πε0(x2 − x)
= 0 ⇒

2(x2 − x) = (x− x1) ⇒
x =

2x2 + x1

3
=

2× 3m + 1, 5m

3
= 2, 5m

Răspunsul corect este a)

1.9 Conform principiului acţiunii şi reacţiunii, forţa cu care electronul atrage
protonul este egală şi de sens opus cu forţa cu care protonul atrage electronul.
Ar părea astfel că ciocnirea celor două particule se va produce la mijlocul
distanţei dintre ele. Această observaţie este ı̂nsă falsă deoarece masa pro-
tonului fiind de 2000 ori mai mare decât cea a electronului, acceleraţia lui
este de 2000 ori mai mică. Ca urmare ciocnirea se va produce ı̂n imediata
vecinătate a protonului.

Fe

Fp

=
meae

mpap

= 1 ⇒

ap =
me

mp

ae

Varianta corectă este c)

1.10 Conform Fig.1.10.r., forţa rezultantă care acţionează asupra sarcinii
plasate ı̂n punctul A este diferită de zero şi orientată pe direcţia AB. Dacă
sarcina este plasată ı̂n punctul B forţa rezultantă este zero.
Răspunsul final este d)

1.11 Fie o dreptă normală la fir, ı̂n orice punct O al acestuia (fig.1.11.1.r).
Oricărui element de fir dl situat la sânga punctului O ı̂i corespunde un ele-
ment de fir dl′, egal, situat simetric faţă de O, la dreapta. Dacă densitatea
liniară de sarcină a firului este λ, atunci sarcinile elementare dq = λdl şi
dq′ = λdl′ vor genera, ı̂n punctul P situat pe normală, câmpurile d ~E şi
d ~E ′ ale căror componenete paralele cu firul se anulează. Componentele nor-
male la fir se compun scalar şi dau câmpul electric generat de fir ı̂n orice
punct din spaţiu. Deci, câmpul electric generat de firul infinit, ı̂ncărcat
uniform cu sarcină electrică, este normal la fir şi radial ı̂n jurul oricărui
punct O al firului (Fig.1.11.2.r). Pentru a calcula valoarea câmpului elec-
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Fig.1.10.r

tric, vom ı̂nchide, imaginar, o porţiune a firului cu o suprafaţă cilindrică
gaussiană, coaxială cu firul (Fig.1.11.3.r). La distanţa r de axa cilindrului,

pe suprafaţa lui laterală, ~E are aceeaşi valoare şi este orientat perpendic-
ular pe fir. Pe suprafeţele bazelor cilindrului gaussian, ~E este perpendic-
ular pe normală, iar fluxul electric prin aceste suprafeţe este nul, deoarece
ΦE(baze) = E(Sb + Sb) cos 90o = 0. Fluxul prin suprafaţa laterală este
ΦE(lateral) = E · Sl = E · 2πrL şi reprezintă fluxul total prin suprafaţa
cilindrului. Conform legii lui Gauss pentru câmpul electric vom avea:

∮
~E~n dS =

q

εo

E(2πrL) =
λL

εo

Pe de altă parte dacă vom considera firul de lungime L, atunci sarcina q
conţinută ı̂n suprafaţa gaussiană este q = λ · L care , ı̂nlocuită ı̂n relaţia de
mai sus va conduce la determinarea câmpului electric:

E =
λ

2πεor

1.12 Se ı̂mparte sarcina totală a firului ı̂n sarcini electrice elementare, de
forma unor segmente de lungime dx. Folosind reprezentarea din Fig.1.12.r,
se poate scrie:
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Fig.1.11.1.r

Fig.1.11.2.r

dq = λdx

Intensitatea câmpului electric creat ı̂n punctul O de această sarcină elemen-
tară este pe direcţia axei Ox şi are sensul ı̂nspre axa negativă dacă distribuţia
de sarcină este pozitivă. Mărimea intensităţii câmpului elementar este:

dE =
dq

4πε0(d + x)2
=

λdx

4πε0(d + x)2

iar a câmpului total creat ı̂n punctul O de către ı̂ntreaga distribuţie este:

E =

L∫

0

λdx

4πε0(d + x)2
=

λ

4πε0

L∫

0

dx

(d + x)2
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Fig.1.11.3.r

=
λ

4πε0

(
− 1

d + L
+

1

d

)
=

λL

4πε0d(L + d)

Răspunsul corect este b)

1.13 Calculăm intensitatea câmpului electric elementar creat de sarcina in-
finitezimală:

dq = λdl

ı̂n punctul situat la distanţa z de centrul inelului:

d ~E =
λdl

4πε0r2
r̂

Vectorul intensitate este orientat pe dreapta suport ce uneşte sarcina elemen-
tară de punctul de interes.
Dacă se consideră sarcina elementară diametral opusă şi se sumează vectorial
se observă anularea componentelor perpendiculare pe axa Oz.
Rezultanta celor doi vectori elementari este determinată doar de suma com-
ponentelor orientate de-a lungul axei verticale Oz. Această observaţie ne
permite ca, prin extrapolare, să adunăm doar componentele vectorilor ele-
mentari orientate de-a lungul axei verticale:

dEz = dE cos θ =
λdl

4πε0r2
cos θ

Folosind relaţiile geometrice:

cos θ =
z

r
=

z√
z2 + R2
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Fig.1.12.r

vom exprima totul ı̂n funcţie de distanţa z şi de raza R pentru a integra ı̂n
final după dl. Se obţine:

dEz =
λzdl

4πε0 (z2 + R2)3/2

Ca urmare:

E =

2πR∫

0

dEz =
λz

4πε0 (z2 + R2)3/2

2πR∫

0

dl

=
λz2πR

4πε0 (z2 + R2)3/2
=

qz

4πε0 (z2 + R2)3/2

Răspunsul corect este d)

1.14 Pe baza unui raţionament asemănător problemei precedente se ajunge
la concluzia că ı̂n orice punct câmpul electric este orientat normal la plan.
Pentru a calcula acest câmp vom alege ca suprafaţă gaussiană un cilindru
pe care planul ı̂l secţionează normal, ı̂n două jumătăţi (fig.1.14.r). Lungimea
cilindrului se alege astfel ı̂ncât bazele sale să treacă prin punctele ı̂n care vrem
să calculăm câmpul. Fie +σ densitatea superficială de sarcină a planului şi
S aria bazelor cilindrului. Fluxul câmpului electric prin aria laterală este
nul ( ~E este paralel cu suprafaţa laterală). Fluxul prin bazele cilindrului va fi
ΦE(baze) = E · (Sb + Sb). Pe de altă parte, asrcina din interiorul cilindrului
gaussian este q = +σS. Utilizând ı̂n continuare legea lui Gauss vom obţine:

E =
σ

2εo
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Fig.1.13.r

1.15 Vom rezolva această problemă folosind rezultatul problemei anterioare
ı̂mpreună cu toate consideraţiile făcute. Discul poate fi construit prin adă-
ugarea de inele elementare. Aş adar, vom determina intensitatea câmpului
electric ı̂ntr-un punct de pe axa verticală, sumând algebric componentele in-
tensităţilor elementare de-a lungul axei verticale, create de fiecare inel care
construieşte discul.
Intensitatea câmpului electrostatic elementar produs de un inel de rază r şi
grosime dr este:

dE =
dqz

4πε0 (z2 + r2)3/2
=

σ2πzrdr

4πε0 (z2 + r2)3/2
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Fig.1.14.r

Integrând de la r = 0 la r = R se obţine valoarea finală:

E =

L∫

0

dE =
σ2πz

4πε0

L∫

0

rdr

(z2 + r2)3/2

=
σz

2ε0

(
1

z
− 1√

z2 + L2

)
=

=
σ

2ε0

(
1− z√

z2 + L2

)

După cum se constată, dacă z → ∞, E → σ
2ε0

.Cu alte cuvinte, ı̂n puncte
foarte ı̂ndepărtate de suprafaţa discului efectul distribuţiei de sarcini nu de-
pinde de forma acesteia.
Răspunsul corect este c)

1.16 Teorema lui Gauss nu poate fi aplicată decât ı̂n cazuri ce prezintă
simetrii, adică atunci când configuraţia liniilor de câmp şi ı̂n consecinţă vec-
torul intensitate câmp electric, au o orientare cunoscută. Ea afirmă faptul că
fluxul liniilor de câmp printr-o suprafaţă ı̂nchisă este determinat de sarcina
ı̂nchisă ı̂n acea suprafaţă.

∮
~E · d~S =

q

ε

Deoarece suprafaţa cilindrică nu ı̂nchide nici o sarcină sau distribuţie de
sarcini, fluxul net prin ea este zero.
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Răspunsul corect este c)

1.17 Răspunsul corect al acestei probleme se găseşte cu ajutorul teoremei
lui Gauss.

Φ =
q

ε

unde:

Φ =
∮

~E · d~S

şi al observaţiei că, ı̂n puncte din exteriorul unei distribuţii sferice, câmpul
electric este creat este acelaşi cu al unei sarcini punctiforme, plasată ı̂n centrul
distribuţiei:

~E =
q

4πεR2
r̂

Aşadar, pe măsură ce raza balonului creşte, valoarea intensităţii scade cu in-
versul pătratului razei. Deoarece valoarea fluxului printr-o suprafaţă ı̂nchisă
nu depinde decât de valoarea sarcinii ı̂nchisă ı̂n acea suprafaţă, iar sarcina
electrică rămâne aceeaşi, valoarea fluxulu nu se modifică. Produsul dintre
suprafaţă (care creşte cu pătratul razei) şi intensitatea câmpului (scade cu
inversul pătratului razei) se menţine constant.
Răspunsul corect este b)

1.18 ı̂n interiorul unui material conductor la echilibru electrostatic, ~E =
0 indiferent de sarcina electrică de pe suprafaţa sau exteriorul conductorului.
Acest lucru ı̂nseamnă că regiunea din interiorul unui conductor este neutră
din punct de vedere electric adică lipsesc sarcinile electrice necompensate:

ρ = 0

Absenţa câmpului electric ı̂n interiorul unui conductor conduce la observaţia
că această regiune este echipotenţială. Aceste fenomene stau la baza ecranării
electrostatice, care permite izolarea din punct de vedere electric a oricărui
corp de influenţa câmpurilor electrice exterioare. ı̂n practică un ı̂nveliş con-
ductor este realizat de o plasă (reţea) metalică sufiecient de densă.
Răspunsul corect este d)

1.19 Fie un strat sferic de sarcină pozitivă cu densitatea superficială +σ.
Fie a raza stratului sferic (Fig.1.19.1.r). Pentru a calcula câmpul electric
ı̂ntr-un punct din exteriorul stratului de sarcină Pe vom imagina o suprafaţă
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Fig.1.19.1.r

gaussiană sferică Se de rază re concentrică cu stratul sferic. Câmpul elec-
tric are aceeaşi valoare pe suprafaţa Se şi este normal la suprafaţă. Fluxul
câmpului prin suprafaţa Se este, conform definiţiei lui:

ΦE = Ee · 4πr2
e

iar sarcina electrică din interiorul suprafeţei Se este Q = σ · 4πa2. Aplicăm
ı̂n continuare legea lui Gauss şi vom obţine expresia câmpului electric ı̂n
exteriorul stratului de sarcnă:

Ee =
Q

4πεor2
e

Deci, câmpul electric generat de o sarcină Q distribuită uniform ı̂ntr-un strat
sferic de rază a este acelaşi cu câmpul electric generat de sarcina Q dacă ea
ar fi o sarcină punctiformă situată ı̂n centrul stratului sferic.
Pentru a calcula câmpul ı̂ntr-un punct Pi din interiorul stratului de sarcină,
vom imagina o suprafaţă gaussiană sferică Si de rază ri şi concentrică cu
stratul sferic. Cum se vede din figură, ı̂n interiorul suprafeţei Si nu există
sarcini electrice, deci Q = 0, astfel ı̂ncât Ei(4πr2

i ) = 0. Deoarece raza ri 6= 0
rezultă că Ei = 0. ı̂n Fig.1.19.2.r. este arătată dependenţa de r a câmpului
electric generat de stratul sferic.

1.20 Regiunea din interiorul ı̂nvelişului conductor aflat la echilibru electros-
tatic este caracterizată de un câmp electrostatic nul indiferent de sarcina de
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Fig.1.19.2.r

pe suprafaţa sau exteriorul acestuia. Alegem aşadar o suprafaţă gaussiană de
formă sferică ı̂n interiorul ı̂nvelişului sferic (Atenţie! ~E 6= 0 ı̂n spaţiul dintre
cei doi conductori!) şi aplicăm teorema lui Gauss. Rezultă

ε0

∮
~E · d~s = 0 = Q + qint

Adică:

qint = −Q

Pe suprafaţa interioară se distribuie sarcina electrică −Q . Folosind prin-
cipiul conservării sarcinii electrice găsim sarcina care rămâne pe suprafaţa
exterioară a ı̂nvelişului sferic conductor:

qint + qext = −5Q

qext = −4Q

Răspunsul corect este c)

1.21 Vom determina mai ı̂ntâi vectorul intensitate câmp electric:

~E = −gradV

= −∂V

∂x
x̂− ∂V

∂y
ŷ − ∂V

∂z
ẑ

= −α(yx̂ + xŷ − 2zẑ)

Proiecţia vectorului intensitate pe direcţia vectorului ~r(1, 0, 2) se calculează
cu ajutorul produsului scalar:

Pr ~E~r =
~E · ~r
r

=

= −α(y − 4z)
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Valoarea acestei proiecţii ı̂n M(7, 1, 2) este:

Pr ~E~r = −α(1− 8) = 7α

Răspunsul corect este b)

1.22 Vom alege conform figurii Fig.1.22.r. elemente de sarcină cuprinse ı̂ntre
două arce delimitate ı̂n planul discului de cercuri cu centrul ı̂n punctul Ade
raze puţin diferite (r, r + dr). Dacă definim densitatea superficială de sarcină
electrică:

σ =
q

πR2

sarcina electrică a elementului de suprafaţă considerat este:

dq = σ · ds

= σ ·MN · dr

= σ · (2rθ) · dr

Potenţialul creat de un astfel de element de sarcină ı̂n punctul A este:

dV =
1

4πε0

· dq

r

=
1

4πε0

· σ · (2rθ) · dr

r

=
σ

2πε0

(θ · dr)

Vom găsi contribuţia total ăa elementelor care costruiesc discul prin inte-
grarea după unghiul θ de la π/2 la 0, de aceea folosim unele considerente
geometrice pentru a-l elimina pe dr. Din ∆AMS dreptunghic ı̂n M (deoarece
sub̂ıntinde un arc de lungime egală cu jumătate de cerc) se observă că:

cos θ =
r

2R
⇒ r = 2R cos θ

dr = −2R sin θdθ

Potenţialul total creat de tot discul ı̂n-tr-un punct situat la periferie este:

V = −
0∫

π/2

dV = −Rσ

πε0

0∫

π/2

θ sin θdθ

= −Rσ

πε0

[−θ cos θ − sin θ]0π/2

=
Rσ

πε0

=
q

π2Rε0
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Fig.1.22.r

Răspunsul corect este a)

1.23 Conform principiului superpoziţiei, potenţialul creat de cele două sarcini
ale dipolului electric ı̂n punctul P (Fig.1.23.r.) este egal cu suma potenţialelor
celor două sarcini:

V = V1 + V2 =
q

4πεo

(
1

r1

− 1

r2

)
=

q

4πεo

r2 − r1

r1r2

Dacă punctul ı̂n care calculăm potenţialul este departe de centrul dipolului
(r À 2a) atunci:

r1r2 ' r2

Deoarece:

r2 − r1 ' 2a cos θ

expresia potenţialului V devine:

V =
q

4πεo

2a cos θ

r2
=

p cos θ

4πεor2
=

1

4πεo

~p~r

r3

1.24 Pentru a determina câmpul electric creat de un dipol electric aflat
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Fig.1.23.r

ı̂n vid, vom utiliza proprietatea de conservativitate a câmpului electrostatic,
adică ~E = −∇V . Dacă ţinem cont de expresia potenţialului electriv V creat
de dipol cu momentul dipolar ~p, vom obţine pentru câmp:

~E = −∇V = − 1

4πεo

∇
(

~p~r

r3

)

Pentru a calcula ∇
(

~p~r
r3

)
vom nota cu A = ~p~r şi cu B = 1

r3 . Se poate
demonstra că:

∇(AB) = A∇B + B∇A

Deci, pentru cazul nostru vom obţine:

∇
(

~p~r

r3

)
= (~p~r)∇

(
1

r3

)
+

1

r3
∇ (~p~r)

Vom calcula ı̂n continuare ∇
(

1
r3

)
:

∇
(

1

r3

)
=

∂

∂x

(
1

r3

)
~ex +

∂

∂y

(
1

r3

)
~ey +

∂

∂z

(
1

r3

)
~ez

Deoarece:

∂

∂x

(
1

r3

)
= − 3

r4

∂

∂x

√
x2 + y2 + z2 = −3x

r5

∂

∂y

(
1

r3

)
= −3y

r5

∂

∂z

(
1

r3

)
= −3z

r5
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va rezulta:

∇
(

1

r3

)
= −3x~ex + 3y~ey + 3z~ez

r5
= −3~r

r5

ı̂n continuare vom calcula ∇(~p~r):

∇(~p~r) = ∇(xpx + ypy + zpz) = px~ex + py~ey + pz~ez = ~p

Astfel, câmpul electric creat de un dipol va avea expresia:

~E =
1

4πεo

[
3(~p~r)~r

r5
− ~p

r3

]

1.25 Capacitatea electrică a unui sistem de doi conductori ı̂ncărcaţi cu sarcina
electrică Q este:

C =
Q

V1 − V2

unde V1 − V2 este diferenţa de potenţial dintre aceştia.

V1 − V2 =
∫

~E · d~r

Folosim observaţiile conform cărora câmpul electric ı̂n exteriorul unei distri-
buţii sferice este acelaşi ca şi cel al unei distribuţii punctiforme cu sarcină
egală, plasată ı̂n centrul sferei, adică:

E1 =
Q

4πε0r2

iar câmpul electric ı̂n interiorul unui conductor este zero, adică

~E2 = 0

Se obţine:

V1 − V2 =

R2∫

R1

Qdr

4πε0r2
=

Q

4πε0

(
1

R1

− 1

R2

)

Capacitatea electrică a condensatorului sferic este:

C = 4πε0
R1R2

R2 −R1
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Răspunsul corect este c)

1.26 Capacitatea electrică este mărimea ce caracterizează un conductor din
punct de vedere al proprietăţii de a acumula sarcina electrică şi are definiţia:

C =
Q

V

unde V este potenţialul acestuia. Deoarece nu este definită decât diferenţa de
potenţial dintre două puncte, pentru a găsi potenţialul ı̂ntr-un punct trebuie
să considerăm o referinţă căreia să-i atribuim potenţialului, prin convenţie,
valoarea zero. De obicei acest punct de referinţă se alege la infinit, acolo
unde valoarea forţei de interacţiune (şi implicit a intensităţii câmpului) tinde
spre zero.

V = −
R1∫

∞

~E · d~r

Separăm această integrală ı̂n două cantităţi, corespunzătoare intervalelor
(−∞, R2) şi (R2, R1) pentru care valorile lui ~E sunt date de expresii diferite:

V = −
R2∫

∞

~E1 · d~r −
R1∫

R2

~E2 · d~r

Câmpul electric ı̂n exteriorul unei distribuţii sferice este acelaşi ca şi al unei
distribuţii punctiforme cu aceeaşi sarcină plasată ı̂n centrul sferei, adică:

E1 =
Q

4πε0r2

ı̂n regiunea umplută cu dielectric, intensitatea câmpului electric se schimbă
datorită faptului că avem un alt mediu, cu permitivitatea electrică ε. Dacă
aplicăm teorema lui Gauss pentru dielectrici rezultă:

D · 4πr2 = Q

Folosind relaţia de legătură dintre inducţia câmpului electric şi intensitate,
rezultă:

D = ε0εrE1

adică:

E1 =
Q

4πε0εrr2
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Rezultă:

V = − Q

4πε0

R2∫

∞

dr

r2
− Q

4πε0εr

R1∫

R2

dr

r2

=
Q

4πε0

(
1

R2

+
1

εrR1

− 1

εrR2

)

=
Q

4πε0εr

(
εr − 1

R2

+
1

R1

)

Capacitatea electrică a conductorului este:

C =
4πε0εrR1R2

R2 + R1(εr − 1)

Răspunsul corect este e)

1.27 Între cei doi cilindri crează câmp doar cilindrul interior, pentru cilin-
drul exterior câmpul electric ı̂n acest spaţiu fiind zero. Deoarece liniile de
câmp pentru acest sistem au simetrie cilindrică, alegem o suprafaţă ı̂nchisă de
forma unui cilindru de rază r şi generatoare l care să ı̂nchidă cilindrul interior.
Aplicarea teoremei lui Gauss conduce la:

E1 · 2πrl =
Q

ε0

adică:

E1 =
Q

2πrlε0

Diferenţa de potenţial dintre conductori este conform definiţiei:

V1 − V2 =
Q

2πlε0

R2∫

R1

dr

r
=

Q

2πlε0

ln
R2

R1

Capacitatea electrică a unui condensator cilindric este:

C =
2πlε0

ln(R2

R1
)

Răspunsul corect este b)
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1.28 Aplicarea teoremei lui Gauss pentru cazul unei distribuţii sferice umplute
cu material dielectric conduce la:

D · 4πr2 = Q

adică:

D =
Q

4πr2

Deoarece:

D = ε0εrE ⇒ E =
D

ε0εr

Ca urmare:

E =
Q

4πr2ε0εr(r)
=

Q

4πrαε0

Diferenţa de potenţial dintre conductori este conform definiţiei:

V1 − V2 =

R2∫

R1

Edr =
Q

4παε0

R2∫

R1

dr

r
=

Q

4παε0

ln
R2

R1

Capacitatea electrică a sistemului devine:

C =
Q

V1 − V2

=
4παε0

ln(R2

R1
)

Răspunsul corect este e)

1.29 Energia electrostatică a unei configuraţii de sarcini electrice se cal-
culează cu ajutorul formulei:

W =
1

2

n∑

i=1

qiVi

unde qi− sarcinile electrice iar Vi− potenţialele create de toate sarcinile elec-
trice qj,j 6=i ı̂n punctul ı̂n care este plasată sarcina qi, adică:

Vi =
n∑

j=1,j 6=i

Vij

În cazul configuraţiei din problemă, toate sarcinile electrice sunt egale şi
datorită simetriei şi potenţialele create de sarcini ı̂n colţurile tetraedrului vor
fi egale.

V1 = V2 = V3 = V4
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iar

V1 = V12 + V13 + V14

=
q

4πε0

(
1

a
+

1

a
+

1

a

)

=
3q

4πε0a

Energia electrostatică a configuraţiei devine:

W =
1

2
· 4qV =

1

2
· 4q · 3q

4πε0a

=
3q2

2πε0a

Răspunsul corect este a)

1.30 Energia electrostatică pentru configuraţia de sarcini electrice se cal-
culează cu ajutorul formulei:

W =
1

2

8∑

i=1

qiVi

unde qi− sarcinile electrice iar Vi− potenţialele create de toate sarcinile elec-
trice qj,j 6=i ı̂n punctul ı̂n care este plasată sarcina qi adică:

Vi =
8∑

j=1,j 6=i

Vij

ı̂n cazul configuraţiei din problemă, toate sarcinile electrice sunt egale ca
urmare:

W =
q

2

8∑

i=1

Vi

Simetria problemei conduce la observaţia că potenţialele ı̂n toate colţurile
cubului sunt egale. Ca urmare vom calcula potenţialul creat de toate sarcinile
ı̂n unul din vârfurile cubului:

V1 = 3V1v + 3V1d + VD

unde V1v− potenţialul creat de sarcinile plasate la distanţa a, V1d− potenţialul
creat de sarcinile plasate diagonal opus pe feţele laterale, adică la distanţa
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a
√

2 iar VD− potenţialul creat de sarcina diagonal opusă cubului, adică la
distanţa

√
2a2 + a2 = a

√
3. Se obţine:

V1 = 3
q

4πε0a
+ 3

q

4πε0a
√

2
+

q

4πε0a
√

3

Energia electrostatică a configuraţiei devine:

W =
q

2
· 8V1 =

3q2

πε0a

(
1 +

1√
2

+
1

3
√

3

)

Răspunsul corect este d)

1.31 Energia proprie electrostatică a unei sfere ı̂ncărcate uniform cu sarcină
electrică se poate calcula ca lucrul mecanic necesar pentru a aduce de la
infinit sarcini electrice şi a construi distribuţia dată. Să presupunem că am
construit deja un miez sferic de rază r şi aducem lângă acesta, sarcinile de
pe o pătură sferică de grosime dr. Potenţialul electric creat de miezul sferic
de rază r ı̂n punctele ı̂n care sunt aduse sarcinile din pătura sferică este:

Vmiez =
qmiez

4πε0r
=

ρ ·
(

4
3
πr3

)

4πε0r
=

ρr2

3ε0

Energia electrostatică pentru acoperirea sferei cu primul ı̂nveliş este:

dW = dqpatura · Vmiez =
(
ρ · 4πr2dr

)
· ρr2

3ε0

=
ρ24πr4dr

3ε0

Energia electrostatică totală pentru construcţia ı̂ntregii sfere se găseşte ”su-
mând” ı̂n mod continuu toate aceste contribuţii, adică:

W =

R∫

0

dW =
ρ24π

3ε0

R∫

0

r4dr =
4πρ2R5

15ε0

Răspunsul corect este d)

1.32 Energia potenţială se poate defini doar pentru câmpuri conservative,
pentru care lucrul mecanic al forţei nu depinde de drumul urmat ci doar de
poziţia iniţială şi finală a mişcării, astfel că, pe un contur ı̂nchis:

∮
~F · d~r = 0
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ceea ce ı̂nseamnă că:

∇× ~F = 0

ı̂n coordonate carteziene, operatul diferenţial ”rot= ∇× ” are expresia:

rot ~F = ∇× ~F =

∣∣∣∣∣∣∣

x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣

x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−y x 3

∣∣∣∣∣∣∣
= ẑ(−1− 1) = −2ẑ 6= 0

Deoarece condiţia nu este ı̂ndeplinită nu se poate defini energia potenţială.
Răspunsul corect este d)

1.33 Câmpul magnetic creat de elementul de conductor dx, prin care trece
curentul I, la distanţa r de conductor (Fig.1.33.r) este tangent la linia de
câmp care este circulară şi perpendiculară pe conductor. Expresia câmpului
magnetic este dată de legea Biot-Savart-Laplace:

dB =
µoI

4π

dx sin θ

r2

Fig.1.33.r

Inducţia magnetică ~B este aceeaşi pentru toate elementele de curent, la
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aceeaşi distanţă de conductor şi are aceeaşi orientare. Deci, câmpul mag-
netic creat de ı̂ntreg conductorul va fi:

B =
µoI

4π

∫ +∞

−∞
dx sin θ

r2

Dacă ţinem cont că:

r =
√

x2 + R2

sin θ =
R√

x2 + R2

∫ dx

(x2 + a2)3/2
=

x

a2(x2 + a2)1/2

atunci se poate calcula câmpul magnetic total:

B =
µoI

4π

∫ +∞

−∞
R dx

(x2 + R2)3/2
=

µoI

2πR

1.34 Valoarea inducţiei create de cei doi curenţi ı̂n punctul O este dată
de superpoziţia câmpurilor magnetice create de fiecare curent luat separat.

~B = ~B1 + ~B2

Câmpul magnetic creat de curentul I1 ı̂nţeapă planul foii ı̂n punctul O

Fig.1.34.r
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(Fig.1.34.r). Simetria acestui curent ne permite să calculăm valoarea lui
B1 cu ajutorul teoremei lui Ampère.

B1 · 2πa = µ0I1

De aici rezultă că:

B1 =
µ0I1

2πa

Curentul I2 are ı̂nsă o formă care nu ne permite să aplicăm teorema circulaţiei
vectorului B,de aceea vom determina pe B2 pe calea clasică, adică cu ajutorul
teoremei lui Biot-Savart.

d ~B2 =
µ0

4π

I2d~l × ~r

r3

Deoarece d~l × ~r = 0 ı̂n puncte colineare cu conductor parcurs de curent,
componentele lui I2 orientate pe direcţie radială, nu contribuie la valoarea
câmpului magnetic, deoarece câmpul produs de ele este nul. Ca urmare,
valoarea lui B2 este determinată doar de regiunea de forma arcului de cers
cu deschiderea θ.
Aplicând regula burghiului găsim că sensul acestui vector ~B2 este opus lui
~B1, astfel că valoarea rezultantă a inducţiei magnetice devine:

B = B1 −B2

unde:

B2 =

θ∫

0

dB =
I2µ0

4πa2

θ∫

0

adθ =
I2µ0θ

4πa

Se obţine:

B =
µ0

2πa

(
I1 − I2θ

2

)

Răspunsul corect este b)

1.35 Se poate considera că un plan infinit se poate construi din conduc-
tori liniari infiniţi ca ı̂n figura Fig.1.35.r şi considerăm că sensul curenţilor
iese din planul hârtiei.
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Fig.1.35.1.r

Să alegem un contur de forma unui dreprunghi ca cel din Fig.1.35.r, care
ı̂nconjură o porţiune de lungime L din plan. Conform teoremei lui Ampère:

∮
~B · d~l = µ0 (jL)

Având ı̂n vedere orientarea vectorului inducţie (dată de regula burghiului
drept) şi indicată ı̂n figură, termenii din circulaţie care corespund laturilor
perpendiculare pe plan sunt nule, astfel că integrala pe conturul ı̂nchis se
reduce la:

∮
~B · d~l = BL + 0 + BL + 0 = µ0 (jL)

Câmpul magnetic creat de un plan infinit este:

B =
1

2
µ0j

După cum se observă această valoare este constantă pentru orice depărtare
faţă de plan.
Să considerăm ı̂n continuare cazul unui solenoid cu n spire pe unitatea de
lungime. Alegem suprafaţa ı̂nchisă (numită contur Ampèrian) de forma celei
punctate ı̂n Fig.1.35.2.r, adică două segmente paralele cu inducţia ı̂nchise de
două segmente perpendiculare. În interiorul solenoidului câmpul magnetic
este orientat, pentru sensul indicat al curenţilor, spre dreapta. În exterior,
valoarea inducţiei este zero.

∮
~B · d~l = BL + 0 + 0 + 0 = µ0 (nL) I
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Fig.1.35.2.r

Câmpul magnetic creat de un solenoid este:

B =
1

2
µ0nI

Pentru cazul unei bobine cu N spire (tor), conturul Ampèrian este de forma
unui cerc, ca ı̂n Fig.1.35.3.r.

Fig.1.35.3.r

Un tor este de fapt o bobină care are capetele lipite. Direcţia inducţiei
câmpului magnetic se găseşte cu regula mâinii drepte. Circulaţia acestui
vector de-a lungul conturului ales, care coincide cu linii de câmp magnetic
este:

∮
~B · d~l = B · 2πr = µ0 (NI)
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Câmpul magnetic creat de un tor este:

B =
µ0NI

2πr

Răspunsul corect este a)

1.36 Contribuţia la valoarea inducţiei ı̂n centrul figurii este dată doar de
segmentele din conductor de forma semicercurilor de rază a şi b. Segmentele
de-a lungul razelor nu crează âmp magnetic, deoarece, pentru ele:

d~l × ~r = 0

Deoarece sensul curentului este contrar pe cele două semicercuri, valorile
inducţiilor create sunt opuse ca sens. Câmpul rezultant devine:

B = Ba −Bb =
µ0I

4π




πa∫

0

dl

a2
−

πb∫

0

dl

b2


 =

µ0I

4

(
1

a
− 1

b

)

Răspunsul corect este b)

1.37 Forţa de interacţiune cu care conductorul I1 acţionează asupra unui
element d~l2 din conductorul parcurs de curentul I2 este:

d~F = I2d~l2 × ~B1

unde ~B1− este inducţia câmpului magnetic creat de curentul I1 ı̂n locul ı̂n
care este situat elementul de lungime d~l2 din conductorul 2. Se observă că
pentru conductori paraleli cu vectorul inducţie, forţa de interacţiune este
zero. În cazul de faţă, pentru laturile perpendiculare pe fir (CD, DA), forţa
de interacţiune este nulă.

~FCD = ~FDA = 0

Forţa totală devine:

~F = ~FAB + ~FCD

Inducţia magnetică creată de un conductor liniar se determină foarte simplu
cu ajutorul teoremei lui Ampère, alegând un contur ı̂nchis de forma unui cerc
perpendicular pe fir (conturul coincide cu linia de câmp!):

B1 · 2πr = µ0I1

B1 =
µ0I1

2πr
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Se obţine:

~F = ~FAB + ~FCD =
∫

I2dl2
µ0I1

2πa
−

∫
I2dl2

µ0I1

2π(a + b)

=
µ0I1I2

2πa

L∫

0

dl − µ0I1I2

2π(a + b)

L∫

0

dl =
µ0I1I2L

2π

(
1

a
− 1

a + b

)

=
µ0I1I2Lb

2πa(a + b)

Răspunsul corect este e)

1.38 Circulaţia câmpului magnetic pentru cele două contururi trebuie de-
terminată cu ajutorul teoremei lui Ampère scrisă pentru cazul general:

∮
~B · d~l = µ0

n∑

k=1

Ik

Ik sunt curenţii ı̂nchişi de conturul ales. Aceştia trebuie sumaţi algebric
(ţinând cont de sensul acestora).
Să acceptă drept convenţie de notaţie pentru curenţii care ies din planul fi-
gurii cercuri colorate şi pentru curenţii ce intră ı̂n planul foii, cercuri marcate
cu ×.
Pentru cazul conturului a, având ı̂n vedere sensul de parcurgere indicat ı̂n
Fig.1.38, se obţine:

∮

a

~B · d~l = µ0(I − I − I)
∮

a

~B · d~l = −µ0I

Pentru cazul conturului b, având ı̂n vedere sensul de parcurgere indicat ı̂n
Fig.1.38, se obţine:

∮

b

~B · d~l = µ0(I − I +−I)
∮

b

~B · d~l = 0

Răspunsul corect este d)

1.39 Simetria cilindrică a problemei ne permite aplicarea teoremei lui Ampère,
alegând contururi ı̂nchise de forma unor cercuri cu centrul pe axa cablului, de
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aceeaşi formă cu a liniilor de câmp. Circulaţia vectorului ~B este determinată
de curentul (sau curenţii) ı̂nchis (̂ınchişi) ı̂n contur, Ic.

∮
~B · d~l = µ0Ic

B
∮

dl = µ0Ic

B · 2πr = µ0Ic

• ı̂n zona r = c :

Bc · 2πc = µ0I

Bc =
µ0I

2πc

• ı̂n zona r = b :

Bb · 2πb = µ0I

Bb =
µ0I

2πb

• ı̂n zona r = a :

Ba · 2πa = µ0(I − I)

Ba = 0

Răspunsul corect este c)

1.40 Calculăm mai ı̂ntâi valoarea inducţiei câmpului magnetic ı̂n jurul con-
ductorului, cu ajutorul teoremei lui Ampère. Densităţile de curent prin cei
doi conductori vor fi:

j1 =
I

πr2
1

j2 =
I

π(r2
3 − r2

2)

• r < r1 :

B · 2πr = µj1πr2 ⇒
B =

µ

2π
I

r

r2
1

• r1 < r < r2

B · 2πr = µ0I ⇒
B =

µ0

2π
I
1

r
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• r2 < r < r3

B · 2πr = µ
[
I − j2π

(
r2 − r2

2

)]
⇒

B =
µ

2π
I
1

r

r2
3 − r2

r2
3 − r2

2

• r3 < r

B · 2πr = µ(I − I) ⇒
B = 0

Energia magnetică ı̂nmagazinată ı̂n cablu este:

Wm =
∫

~H · ~BdV

unde
~B = µ ~H

Alegem elementul de volum de forma unei pături cilindrice de rază r, pentru
care valoarea câmpului magnetic este constant ca valoare şi are expresia
determinată mai sus:

dV = 2πlrdr

Se obţine:

Wm = 2πl

r3∫

0

HBdr =
2πl

µ

r3∫

0

B2rdr

=
µl

2π
I2


 1

r4
1

r1∫

0

r3dr +
µ0

µ

r2∫

r1

1

r
dr +

1

(r2
3 − r2

2)
2

r3∫

r2

(
r2
3 − r2

)2 1

r
dr




=
µl

4π
I2

[
µ0

µ
ln

r2

r1

+
r4
3

(r2
3 − r2

2)
2 ln

r3

r2

− r2
3

2 (r2
3 − r2

2)

]

Răspunsul corect este c)

1.41 Fie o spiră de rază R (Fig.1.41.r) prin care trece un curent de inten-
sitate I. Fie punctul P ı̂n care vrem să calculăm câmpul magnetic, aflat la
distanţa ~r de un element de spiră d~l perpendicular pe vectorul ~r şi la distanţa
x de centrul spirei. Câmpul magnetic d ~B este perpendicular pe planul for-
mat de vectorii d~l şi ~r şi se poate descompune ı̂n două componente: d ~B1

normală la spiră (de-a lungul axei de simetrie) şi d ~B2 perpendiculaă pe axa
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Fig.1.41.r

de simetrie. Componentele d ~B2 ale tuturor elementelor de spiră d~l vor da
o rezultantă nulă având sensuri contrarii. Vor rămâne doar contribuţiile de
la componentele d ~B1, iar câmpul total ~B, ı̂n punctul P va fi suma tuturor
acestor contribuţii având direcţia axei de simetrie şi sensul dat de regula
burghiului drept. Pentru a calcula elementul de câmp magnetic vom aplica
legea Biot-Savart-Laplace (1.1.18):

dB =
µoI

4π

dl sinπ/2

r2

Vom exprima componenta d ~B1 prin unghiul θ (vezi fig.1.41.r):

dB1 = dB cos θ =
µoI

4π

cos θ dl

r2

Deoarece:

r =
√

R2 + x2

cos θ =
R√

R2 + r2

atunci câmpul magnetic total va fi:

B =
∮

dB1 =
∮ µoI

4π

R dl

(R2 + x2)3/2

Dacă r À R atunci:

B =
µo

2

IR2

x3
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De asemenea, dacă vrem să calculăm câmpul magnetic ı̂n centrul sferei (x =
0) atunci câmpul magnetic va avea valoarea:

B =
µoI

2R

1.42 Tensiunea electromagnetică ce apare ı̂n bucla dreptunghiulară este de-
terminată de variaţia fluxului magnetic prin suprafaţa aceasteia.

Fig.1.42.r

e = −dΦ

dt

Datorită deplasării faţă de firul parcurs de curent electric,bucla ı̂ntâlneşte
un câmp magnetic cu inducţie din ce ı̂n ce mai mică. La distanţa r de fir,
inducţia magnetică este:

B(r) =
µ0I

2πr

şi este orientată pe direcţie perpendiculară pe planul foii cu sensul ı̂nţepând
foaia.
Pentru a calcula fluxul total prin cadru, vom alege o suprafaţă elementară
de forma unui dreptunghi cu arie dS = Ldr situat la distanţa r de firul con-
ductor (Fig.1.42.r). Vom suma, apoi ı̂n mod continuu, după toate fluxurile
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prin aceste suprafeţe elementare, considerând că latura cea mai apropiată se
află, la momentul t, la distanţa x.

Φ =
∫

B(r)dS =
∫ µ0I

2πr
Ldr =

µ0I

2π
L

x+b∫

x

dr

r

=
µ0I

2π
L ln

x + b

x

Deoarece cadrul se mişcă cu viteza v, fluxul variază ı̂n timp prin intermediul
variabilei x = x(t). Considerând viteza constantă, ı̂n intervalul de timp
dt cadrul se deplasează pe distanţa dx:

dx = vdt

Ca urmare, diferenţiind relaţia fluxului total, se obţine variaţia fluxului total
prin cadrul plasat la distanţa x faţă de fir, ca urmare a deplasării lui pe
distanţa dx:

dΦ =
µ0I

2π
L

x

x + b

[
xdx− (x + b)dx

x2

]

= −µ0I

2π
L

bdx

x(x + b)

Împărţind relaţia la dt se obţine tensiunea indusă ı̂n cadru:

e =
µ0IL

2π

bv

x(x + b)

În poziţia corespunzătoare lui x = a valoarea tensiunii electromotoare indusă
ı̂n cadru este:

e =
µ0IL

2π

bv

a(a + b)

Răspunsul corect este c)

1.43 Fluxul magnetic prin circuitul format din conductori este variabil din
cauza suprafeţei care creşte ı̂n timp prin deplasarea conductorului AB.
Fluxul magnetic prin suprafaţa elementară este, conform Fig.1.43.r:

dΦ(t) = B · dS(t) = 2Bxdy =

= 2B

√
y

k
dy = 2B

√
y

k
dy
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x

y

y=kx
2

dy

v

A B

Fig.1.43.r

Tensiunea ce apare ı̂n circuit este:

e = −dΦ

dt
= −dΦ

dy

dy

dt

= −2B

√
y

k

dy

dt

Deoarece acceleraţia este constantă şi deplasaarea se face fară viteză iniţială,
vom folosi ecuaţia lui Galilei:

dy

dt
=

√
2ay

Se obţine:

e = −2B

√
y

k

√
2ay

e = −By

√
8a

k

Răspunsul corect este a)
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1.44 Să considerăm pentru ı̂nceput cazul unei spire de rază r. Tensiunea elec-
tromagnetică indusă ı̂ntr-o spiră este determinată de fluxul magnetic variabil
datorită inducţiei magnetice.

φ(t) = B(t)πr2 = πr2B0 sin ωt

dφ = πr2ωB0 cos ωtdt

e(r) = −dφ

dt
= −πr2ωB0 cos ωt

Deoarece spirele care formează bobina sunt ı̂n serie, tensiunea electromag-
netică totală, indusă ı̂n toată bobina este dată de suma acestor inducţii
individuale. Deoarece sunt foarte multe spire pe unitatea de rază a bobinei,
lucrăm ı̂n aproximaţia continuă, considerând că pe distanţa dr există un
număr de spire:

dn =
N

a
dr

ı̂n care tensiunea indusă este:

δe =
N

a
e(r)dr = −N

a
πr2ωB0 cos ωtdr

Sumând ı̂n mod continuu toate aceste contribuţii date de elemetele care cons-
truiesc bobina, găsim:

e =

a∫

0

δe = −N

a
πωB0 cos ωt

a∫

0

r2dr

= −N

3
a2πωB0 cos ωt

maximă a tensiunii totale induse este:

e =
N

3
a2πωB0

Răspunsul corect este e)

1.45 Fluxul magnetic prin bobină este variabil ı̂n timp datorită a două cauze:

• variază unghiul dintre suprafaţa bobinei şi inducţia creată de solenoid
(bobina se roteşte):

Φ = NBS cos ωt
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• variază inducţia magnetică creată de solenoid:

Φ = NSB0 sin ωt cos ωt

Φ =
NSB0

2
sin 2ωt

Tensiunea electromagnetică indusă ı̂n bobină este:

e = −dΦ

dt
= −1

2
NSB0 cos 2ωt

Răspunsul corect este d)

1.46 Dacă ~A este potenţial vector pentru vectorul ~B definit ca:

~B = rot ~A

atunci:

div ~B = div
(
rot ~A

)
= 0

Exprimăm operatorul ”rot” ı̂n coordonate carteziene:

~B = rot ~A = ∇× ~A

= A0

∣∣∣∣∣∣∣

x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 0 x2 + y2

∣∣∣∣∣∣∣
= 2A0 (y · x̂− x · ŷ)

După cum se observă imediat:

div ~B =
∂

∂x

(
rot ~A

)
x

+
∂

∂y

(
rot ~A

)
y

=
∂

∂x
(2A0y)x +

∂

∂y
(2A0x)y = 0

~A− poate fi un potenţial vector.
Dacă folosim teorema lui Ampère şi alegem un contur ı̂nchis de forma unui
cerc coaxial cu firul, de rază r ≤ r0, se obţine:

B · 2πr = µ0jπr2

j =
I

πr2
0
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adică:

B =
µ0Ir

2πr2
0

Deoarece mărimea vectorului B este:

B = 2A0

√
y2 + x2 = 2A0r

Ca urmare:

2A0r =
µ0Ir

2πr2
0

A0 =
µ0I

4πr2
0

Răspunsul corect este d)

1.47 Un câmp electric variabil ı̂n timp va genera un câmp magnetic. Acesta
se determină din ecuaţia lui Maxwell:

∇× ~E = −∂ ~B

∂t

unde, pentru vid:

~B = µ0
~H

Dacă exprimăm rotorul ı̂n coordonate carteziene, se obţine:

∇× ~E =

∣∣∣∣∣∣∣

x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 E 0

∣∣∣∣∣∣∣

= −∂E

∂z
· x̂ +

∂E

∂x
· ẑ = −∂E

∂z
· x̂

= −E0ωα sin [ω(t− αz)] · x̂
Ca urmare, direcţia vectorului inducţie magnetică (ca şi a vectorului intensi-
tate a câmpului magnetic) este orientat de-a lungul axei Ox. Vom determina
ı̂n continuare mărimea intensităţii câmpului magnetic.

µ0
∂H

∂t
= E0ωα sin [ω(t− αz)]

Prin integrarea ı̂n raport cu timpul se găseşte:

H =
E0ωα

µ0

∫
sin [ω(t− αz)] dt

= −E0α

µ0

cos [ω(t− αz)] + const.
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Vectorul intensitate câmp magnetic are expresia:

~H = −E0α

µ0

cos [ω(t− αz)] · x̂ +
(−−−→
const.

)
x

Răspunsul corect este a)

1.48 Un câmp magnetic variabil ı̂n timp generează un câmp electric, conform
ecuaţiei lui Maxwell:

∇× ~H = ~J +
∂ ~D

∂t

În cazul vidului şi a absenţei curenţilor de conducţie şi de deplasare:

~J = 0
~D = ε0

~E
~B = µ0

~H

iar ecuaţia Maxwell devine:

∇× ~B = ε0µ0
∂ ~E

∂t

Ca urmare, folosind legea de variaţie a inducţiei câmpului magnetic dată de
problemă, se obţine:

∇× ~B =

∣∣∣∣∣∣∣

x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Bx By 0

∣∣∣∣∣∣∣
=

(
∂By

∂x

)
· ẑ

= k2B0ky sin (ωt− kx) · ẑ

Aşadar vectorul ”∇ × ~B” are doar componetă nenulă doar de-a lungul axei

Oz, la fel cum va avea şi vectorul ∂ ~E
∂t

. Revenind ı̂n ecuaţia lui Maxwell, găsim:

∂ ~E

∂t
=

k2B0y

ε0µ0

sin (ωt− kx) · ẑ

După integrarea ı̂n raport cu timpul se obţine:

E =
k2B0y

ε0µ0

∫
sin (ωt− kx) dt

= −k2B0y

ωε0µ0

cos (ωt− kx) + const.
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Ca urmare vectorul intensitate este egal până la o constantă cu:

~E = −k2B0y

ωε0µ0

cos (ωt− kx) · ẑ

Răspunsul corect este b)

1.49 Densitatea curentului de deplasare este:

~jd =
∂ ~D

∂t

unde, inducţia câmpului electric este:

~D = ε0
~E

Vectorul ~E se determină din ecuaţia lui Maxwell referitoare la circulaţia
câmpului electric, fiind determinat de variaţia ı̂n timp a câmpului magnetic:

∮
~E · d~l = −

∫ ∂ ~B

∂t
· d~S

Să alegem un contur de forma unui cerc cu raza r, cu centrul pe axa solenoidu-
lui.
Câmpul electric este rotaţional (tangent in fiecare punct la contur) iar câmpul
magnetic ı̂n interiorul solenoidului are direcţia paralelă cu axa (normal pe
suprafaţa ı̂nchisă de conturul ales). Ca urmare, cele două integrale (cea cur-
bilinie şi cea de suprafaţă) sunt imediate:

• pentru r < R

E · 2πr = −3

2
αt2πr2 ⇒

E = −3

4
αrt2

• pentru r > R

E · 2πr = −3

2
αt2πR2 ⇒

E = −3

4
α

R2

r
t2

Revenind ı̂n expresia curentului de deplasare:

~jd = ε0
∂ ~E

∂t
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găsim cele două expresii pentru mărimea curentului de deplasare:

r < R :
∣∣∣~jd

∣∣∣ =
3

4
αε0rt

2

r > R :
∣∣∣~jd

∣∣∣ =
3

4
αε0

R2

r
t2

Răspunsul corect este e)

1.50 Vectorul ~B se determină din ecuaţia lui Maxwell referitoare la circulaţia
câmpului magnetic pe un contur ı̂nchis, fiind determinat de variaţia ı̂n timp
a câmpului electric (teorema lui Ampère):

∮
~B · d~l = ε0µ0

∫ ∂ ~E

∂t
· d~S

Să alegem un contur de forma unui cerc cu raza r, cu centrul pe axa conden-
satorului. Câmpul magnetic ı̂n interiorul condensatorului este constant de-a
lungul conturului şi orientat tangent {̂in orice punct la acesta iar câmpul
electric este orientat normal pe suprafaţa ı̂nchisă de conturul ales. Se obţine:

• pentru r < R

B · 2πr = ε0µ02βtπr2 ⇒
B = ε0µ0βrt

• pentru r > R

B · 2πr = ε0µ02βtπR2 ⇒
B = ε0µ0β

R2

r
t

Răspunsul corect este d)

1.51 Mărimea vectorului Poynting este dată de definiţia:

S =
∣∣∣ ~E × ~H

∣∣∣

Câmpul electric creat de fascicul se determină cu ajutorul teoremei lui Gauss:
∮

~E · d~S =
q

ε0

Dacă se alege o suprafaţă ı̂nchisă de forma unui cilindru cu generatoarea L şi
cu raza bazei r, atunci sarcina electrică ı̂nchisă ı̂n această suprafaţă este:

q = λL
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unde λ− densitatea liniară de sarcină electrică. Deoarece liniile de câmp
electric sunt orientate radial, ele vor ieşi perpendicular prin suprafaţa laterală
a cilindrului, astfel că teorema lui Gauss devine:

E · 2πrL =
λL

ε0

Rezultă că valoarea intensităţii câmpului electric creat la distanţa r de axa
fasciculului este:

E =
λ

2πε0r

Teorema lui Ampère ne spune că, pentru un contur ı̂nchis, pe care să ı̂l alegem
de forma unui cerc de raz ă r există relaţia:

2πrH = I

Rezultă că valoarea intensităţii câmpului magnetic creat la distanţa r de axa
fasciculului este:

H =
I

2πr

unde intensitatea câmpului electric este:

I =
dq

dt
=

λdl

dt
= λv

Cele două câmpuri sunt orientate perpendicular astfel că vectorul Poynting
este perpendicular pe planul format de ~E şi ~H şi are mărimea

S = EH =
λ2v

4π2ε0r2

Răspunsul corect este d)

1.52 Pentru a demonstra că un câmp magnetostatic admite potenţialul vec-
tor ~A = 1

2
( ~B × ~r), vom proiecta această relaţie pe cele trei direcţii Ox, Oy,

Oz şi vom obţine:

Ax =
1

2
(Byz −Bzy)

Ay =
1

2
(Bzx−Bxz)

Az =
1

2
(Bxy −Byx)
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Dacă vom exprima rot ~A pe componente:

(
5× ~A

)
x

=
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
= Bx

(
5× ~A

)
y

=
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x
= By

(
5× ~A

)
z

=
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y
= Bz

atunci:

∇× ~A = ~B

1.53 Fie ~m = m~ez momentul de dipol magnetic. Vom calcula ı̂n conti -
nuare produsul vectorial:

~m× ~r = −my~ez + mx~ey

Componentele potenţialului vector ~A vor fi atunci:

Ax = −µomy

4πr3

Ay =
µomx

4πr3

Az = 0

Pentru a calcula câmpul magnetic va trebui calculată expresia rotorului apli-
cat potenţialului vector ~A:

Bx =
(
∇× ~A

)
x

=
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
=

µom

4π

3xz

r5

By =
(
∇× ~A

)
y

=
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x
=

µom

4π

3yz

r5

Bz =
(
∇× ~A

)
z

=
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y
=

µom

4π

3z2 − r2

r5

Astfel, expresia finală a câmpului magnetic ~B va fi, ı̂n funcţie de momentul
de dipol magnetic ~m:

~B =
µo

4π

[
3(~m~r)~r

r5
− ~m

r3

]
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1.54 Pentru a calcula câmpul magnetic ı̂n interiorul cilindrului, se va aplica
legea lui Ampère pe un contur circular cu centrul pe axa cilindrului şi per-
pendicular pe axă. Fie r raza conturului circular din interiorul cilindrului,
deci r < R:

∮

C

~Bd~l = µo

∫

S

~jd~S

unde:
∮

C
= 2πr

∫

S
d~S = πr2

Deci, conform legii lui Ampère câmpul magnetic ı̂n interiorul cilindrului va
fi:

B =
µojr

2

Pentru a calcula câmpul magnetic ı̂n exteriorul cilindrului vom aplica legea
lui Ampère pe un contur circular cu raza r > R:

2πrB = µojπR2

de unde rezultă:

B =
µojR

2

2r

1.55 Pentru a calcula câmpul magnetic vom aplica legea lui Faraday, legea
inducţiei electromagnetice pe un contur circular de rază r perpendicular pe
axa Oz:

∮
~Ed~l = −dΦ

dt

unde

Φ = BS = πr2Bo sin (ω t)
∮

~Ed~l = 2πrE

Astfel, conform legii lui Faraday rezultă:

2πrE = −πr2Boω cos (ω t)
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iar câmpul electric va avea expresia:

E = −1

2
rBoω cos (ω t)

1.56 Fie un contur circular cu centrul pe axa cilindrului. Vom aplica legea
lui Ampère şi vom obţine:

∮
~Bd~l =

∫

S

∂ ~E

∂t
d~S

Dacă raza conturului exte r < R atunci câmpul magnetic va fi:

B =
1

2
µoεor

dE

dt

Pentru a calcula dE
dt

vom ţine cont că, pentru un condensator plan câmpul
electric este:

E =
q

εoA
=

qo

εoA
sin (ω t)

unde A = πR2 este aria armăturilor condensatorului. Câmpul magnetic B,
la distanţa r de condensator va fi:

B =
µoqoωr

2πR2
cos (ω t)

Dacă r > R, câmpul magnetic va avea expresia:

B =
µoqoω cos (ω t)

2πr

1.57 a) Din Fig.1.57.r se observă că inducţia magnetică ~B1 este tangentă
la curba Γ1. Conform legii Ampère-Maxwell:

∇× ~B1 = εoµo
∂ ~E1

∂t

Cu ajutorul formulei Stokes vom transforma integrala pe suprafaţă din rot ~B1

ı̂ntr-o integrală pe o curbă ı̂nchisă Γ1:
∫

S
(∇× ~B1)d~S =

∮

Γ1

~B1d~r
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Fig.1.57.r

astfel ı̂ncât legea lui Ampère-Maxwell va lua forma:

∮

Γ1

~B1d~r =
1

c2

∂

∂t

∫

S

~E1 · ~undS

După efectuarea integrării vom obţine:

1

c2
πr2∂E1

∂t
= B12πr

Dacă se ţine cont de datele problemei, ~E1 = ~Eoexp[iωt], câmpul magnetic
asociat câmpului electric E1 va fi:

B1 =
iωr

2c2
Eoexp[iωt]

b) Pentru a afla cm̂pul electric ~E2 indus vom utiliza legea lui Faraday:

∇× ~E2 = −∂ ~B1

∂t

deci, ~E2 = ~E2(r) şi nu mai este uniform. Pentru r → 0 se observă că ~B1 = 0,

deci şi ~E2 = 0.
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c) Câmpul electric total dintre armături este format din suma celor două

câmpuri: aplicat şi indus, ~E = ~E1 + ~E2. Vom aplica legea Faraday sub formă
integrală câmpului total:

∮

Γ2

~Ed~l = − ∂

∂t

∫

S

~B1d~S = −∂Φ

∂t

Astfel:
∮

Γ2

~E1d~l = 0
∮

Γ2

~E2d~l = −E2(r) · d

Fluxul câmpului magnetic ~B1, care traversează un strat de grosime d, aflat
la distanţa r de de axă, este dΦ = B1(r) · d · dr, deci:

Φ = d
∫ r

0
B1(r) · dr =

iωd

2c2
Eoexp[iωt]

∫ r

0
r dr =

iωd

2c2
r2Eoexp[iωt]

Dacă aplicăm legea lui Faraday, cu termenii explicitaţi deja, vom obţine
expresia câmpului electric ~E2(r):

~E2(r) = −ω2r2

4c2
~Eoexp[iωt]

d) Pentru a a calcula valoarea lui r pentru care intensitatea câmpului electric

total se anulează vom pune condiţia ~E = ~E1 + ~E2 = 0:

~E =

(
1− ω2r2

4c2

)
~Eoexp[iωt] = 0

→ r =
2c

ω

1.58 a) Pentru a calcula densitatea de curent electric radial ~j, vom aplica
legea de conservare a sarcinii electrice de densitate volumică ρ (ecuaţia de
continuitate), din interiorul sferei:

∫

V

(
∇~j +

∂ρ

∂t

)
dV = 0

Vom explicita pe rând cei doi termeni ai integralei:
∫

V
∇~jdV =

∫

S

~jd~S = 4πr2 · j(r)
∫

V

∂ρ

∂t
dV =

dq

dt
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Deci:

j(r) = − 1

4πr2

dq(r)

dt

b) Se pleacă de la expresia curentului electric de deplasare jd:

jd = εo
∂E

∂t
= εo

∂

∂t

(
q(r)

4πr2

)
=

εo

4πεor2

dq

dt
= −j(r)

Deci, densitatea curentului total este nulă:

j + jd = j + εo
∂E

∂t
= 0

de unde rezultă:

E =
q

4πεor2

c) Pentru a calcula inducţia câmpului magnetic ~B produs de curenţi, vom
utiliza legea Ampère-Maxwell şi vom ţine cont de rezultatele anterioare :

∇× ~B = µo


~j + εo

∂ ~E

∂t


 = 0

→ ~B = 0

1.59 Pentru a calcula modul ı̂n care variază ı̂n timp densitatea de sarcină ı̂n
funcţie de σ şi εr vom pleca de la ecuaţia de continuitate şi respectiv legile
de material Maxwell:

∇~j +
∂ρ

∂t
= 0

~j = σ ~E ∇ ~D = ρ ~D = ε ~E

de unde rezultă:

dρ

ρ
= −σ

ε
dt

→ ρ(t) = ρoexp
[
−σ

ε
t
]

ρo fiind densitatea de sarcină la momentu t = 0.
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1.60 Câmpurile ~E1(~r, t) şi ~B1(~r, t) satisfac ecuaţiile Maxwell pentru mediul
considerat:

∇× ~E1 = −µ
∂ ~H1

∂t

∇× ~H1 = ε
∂ ~E1

∂t

∇ ~E1 = 0

∇ ~H1 = 0

Vom ı̂ncerca ı̂n continuare să vedem dacă şi câmpurile ~E2 şi ~B2 satisfac
ecuaţiile Maxwell de mai sus:

∇× ~E2 = −∂ ~B2

∂t

→ ∇× ~H2 = ε
∂ ~E2

∂t

ultima relaţie fiind o relaţie Maxwell. La fel se poate demonstra şi pentru
celelalte relaţii Maxwell:

∇× ~H2 =
∂ ~D2

∂t

→ ∇× ~E2 = −µ
∂H2

∂t

∇ ~B2 = 0

→ ∇ ~E2 = 0

şi

∇D2 = 0

→ ∇ ~H2 = 0

Câmpurile ( ~E1, ~H1) şi ( ~E2, ~H2) se numesc câmpuri duale.

1.61 Vom scrie ecuaţiile Maxwell ı̂n vid:

∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0

∇× ~B − µoεo
∂ ~E

∂t
= µo

~j

∇ ~B = 0

∇ ~E =
1

εo

ρ
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Vom scrie acum ecuaţiile Maxwell generale, ı̂n prezenţa substanţei ı̂n câmp
electromagnatic:

∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0

∇× ~H − ∂ ~D

∂t
= ~j

∇ ~B = 0

∇ ~D = ρ

ı̂n prezenţa substanţei ı̂n câmp electromagnetic se definesc vectorii de po-
larizare ~P şi respectiv de magnatizare ~M prin relaţiile:

~P = ~D − εo
~E

~M =
~B

µo

− ~H

astfel ı̂ncât ecuaţiile Maxwell generale devin:

∇× ~E +
∂ ~B

∂t
= 0

∇× ~B − µoεo
∂ ~E

∂t
= µo


~j +

∂ ~P

∂t
+∇× ~M




∇ ~B = 0

∇ ~E =
1

εo

(
ρ−∇~P

)

Dacă se compară acest ultim sistem de ecuaţii cu cele scrise ı̂n vid se observă
că prezenţa substanţei ı̂n câmp electromagnatic este echivalentă cu existenţa
unei densităţi de sarcină electrică −∇~P şi a densităţilor de curent electric
∂ ~P
∂t

şi respectiv ∇× ~M .

1.62 a) În mediul (1) câmpul electric ~E1 este, conform legii Maxwell de
material:

~E1 =
~j1

σ1

=
1

σ1

(j1x~ux + j1y~uy + jz
~j1z)

Dacă se ţine cont de condiţia la limită:

~un × ( ~E2 − ~E1) = 0
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se va obţine:

E2x = E1x =
1

σ1

j1x

E2y = E2x =
1

σ1

j1y

Din condiţia la limită aplicată densităţii de curent electric ~j:

~un(~j2 −~j1) = −∂ρS

∂t

unde ∂ρS

∂t
= 0 deoarece toate câmpurile sunt uniforme spaţial şi independente

de timp. Astfel va rezulta:

j2z = j1z = jz −→ E2z =
j2z

σ2

=
1

σ2

j2z

ı̂n concluzie se poate scrie intensitatea câmpului electric ı̂n regiunea (2):

~E2 =
1

σ1

(j1x~ux + j1y~uy) +
1

σ2

j1z~uz

b) Dacă vom utiliza condiţia la limită scrisă pentru inducţia electrică ~D:

~un( ~D2 − ~D1) = ρS

rezultă densitatea superficială de sarcină:

ρS = D2z −D1z = ε2E2z − ε1E1z =
ε2

σ2

j1z − ε1

σ1

j1z = j1z

(
ε2

σ2

− ε1

σ1

)

1.63 a) Vom scrie ecuaţiile Maxwell generale:

∇ ~E =
1

ε
ρ

∇ ~B = 0

∇× ~E = −∂ ~B

∂t

∇× ~B = µ


~j + ε

∂ ~E

∂t




~j = σ ~E
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Puterea disipată prin efect Joule la trecerea curentului electric printr-un con-
ductor de lungime l şi secŗiune A se va scrie:

Sj = RI2 =
ρl

A
(j2A2)

iar pe unitatea de volum va fi:

p =
Sj

V
=

Sj

Al
== ρj2 =

1

σ
j2 = σE2

b) ı̂n regim sinusoidal ∂
∂t

= iω şi vom avea:

∇× ~E = −iω ~B

Cum pentru un conductor perfect câmpul electric este nul ı̂n interiorul aces-
tuia, va rezulta, conform legii Gauss că şi sarcina electrică este nulă. Con-
form legii Faraday va rezultă că ~B = 0. Din legea de material ~D = ε ~E = 0
rezultă că vactorul inducţie electrică ~D = 0 ı̂n interiorul unui conductor.
Pentru a afla densitatea de curent ~j vom apela la legea Ampère-Maxwell

µ~j = ∇× ~B − εµ∂ ~E
∂t

= 0 din care rezultă că ~j = 0.
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2 Unde electromagnetice

2.1 Breviar

În cazul mediilor dielectrice (neconductoare) omogene şi izotrope
cum ar fi vidul, aerul, apa, sticla etc. caracterizate prin~j = 0, ρ = 0, σ = 0,
ecuaţiile Maxwell devin:

div ~E = 0 (2.1.1)

div ~H = 0 (2.1.2)

rot ~E = −µ
∂ ~H

∂t
(2.1.3)

rot ~H = ε
∂ ~E

∂t
(2.1.4)

Aplicând rotorul ecuaţiei (2.1.4), prelucrând ambii membrii ai ecuaţiei şi
ţinând cont de egalitatea matematică:

rot(rot ~H) = grad(div ~H)−∆ ~H (2.1.5)

şi respectiv de ecuaţia (2.1.3), se va obţine ecuaţia undelor electromag-
netice ce se propagă ı̂ntr-un mediu omogen şi izotrop caracterizat prin ε şi
µ, scrisă cu ajutorul vectorului ~H:

∆ ~H − εµ
∂2 ~H

∂2t
= 0 (2.1.6)

Ecuaţia undelor electromagnetice scrisă cu ajutorul vectorului ~E are forma:

∆ ~E − εµ
∂2 ~E

∂2t
= 0 (2.1.7)

Dacă se ţine cont acum de ecuaţia generală de propagare a undelor:

∆~Ψ(~r, t)− 1

v2

∂2~Ψ(~r, t)

∂t2
= 0 (2.1.8)

unde ~Ψ(~r, t) se numeşte funcţie de undă iar v reprezintă viteza de propa-
gare a undelor ı̂n mediul respectiv, atunci, comparând ecuaţia (2.1.7) cu
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ecuaţia (2.1.8) vom obţine, pentru viteza de propagare a undelor electro-
magnetice, următoare expresie:

v2 =
1

εµ
→ v =

1√
εµ

=
1√

εoεrµoµr

v =
1√
εoµo

1√
εrµr

=
c√
εrµr

(2.1.9)

unde c = 1√
εoµo

= 3 108 m/s este viteza de propagare a undelor electro-

magnetice ı̂n vid şi reprezintă chiar viteza de propagare a luminii ı̂n vid
determinată experimental de către fizianul francez Fizeau. Concluzia ime-
diată a lui Maxwell a fost că lumina este de natură electromagnetică.

Pentru un mediu dielectric (nemagnetic)

µr = 1 → v =
c√
εo

(2.1.10)

Se defineşte indicele de refracţie n al mediului :

n =
√

εo → v =
c

n
(2.1.11)

Forma soluţiilor pentru undele electromagnetice armonice plane este:

~E(~r, t) = ~Eo ei(ωt−~k~r)

(2.1.12)

~H(~r, t) = ~Ho ei(ωt−~k~r)

unde ω este pulsaţia sursei, iar ~k este vectorul de undă şi are expresia:

~k =
2π

λ
· ~s (2.1.13)

~s este versorul direcţiei de propagare a undei electromagnetice. Între mărimile
k, ω şi v există relaţia:

k =
ω

v
→ v =

ω

k
(2.1.14)

unde v reprezintă aici viteza de fază a undelor electromagnetice şi este
egală cu cea de propagare.
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Proprietăţile undelor electromagnetice.

• Unda electromagnetică este o undă transversală, adică vectorii ~E şi ~H
sunt perpendiculari pe direcţia de propagare:

~E ⊥ ~s ~H ⊥ ~s (2.1.15)

• Vectorii ~E şi ~H sunt perpendiculari unul pe celălalt:

~E = −
√

µ

ε
(~s× ~H) (2.1.16)

~H =

√
ε

µ
(~s× ~E) (2.1.17)

• Energia transportată de undele electromagnetice ı̂n unitatea de timp prin
unitatea de suprafaţă este dată de modulul vectorului Poynting:

|~S| = | ~E × ~H| =
√

ε

µ
| ~E × (~s× ~E)| =

√
ε

µ
~E2~s (2.1.18)

şi respectiv:

|~S| = | ~E × ~H| = −
√

µ

ε
|(~s× ~H)× ~H| =

√
µ

ε
H2~s (2.1.19)

• Vibraţiile vectorilor ~E şi ~H sunt ı̂n fază, adică valorile lor maxime şi minime
se produc ı̂n aceleaşi puncte din spaţiu:

√
ε| ~E| = √

µ| ~H| (2.1.20)

• Intensitatea I a undelor electromagnetice este definită prin relaţia:

I =<| ~S |>=< | ~E × ~H| >=√
ε

µ
E2

o < sin2(ωt− kz) >=
1

2
E2

o

√
ε

µ
(2.1.21)
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Dacă unda electromagnetică plană cade sub un unghi de incidenţă i pe o
suprafaţă, atunci intensitatea undei devine:

I =
1

2

√
ε

µ
E2

o cos i (2.1.22)

sau, scrisă cu ajutorul câmpului magnetic:

I =
1

2

√
µ

ε
H2

o cos i (2.1.23)

Dacă o undă electromagnetică plană progresivă pătrunde ı̂ntr-un material
dielectric (̂ın general), pe porţiunea z, atunci vectorul ~E(z), la distanţa z de
punctul de incidenţă va fi:

~E = ~Eoe
i(ωt−k̃z) = ~Eoe

−ω
c
χzei(ωt−ω

c
n)

unde ~Eo(z) = ~Eo|z=oe
−ω

c
χz (2.1.24)

unde n este indicele real de refracţie al dielectricului, iar χ este coeficientul de
absorbţie al materialului. Intensitatea I, datorită fenomenului de absorţie
va avea expresia:

I = Ioe
− 2ω

c
χz = Ioe

−µz (2.1.25)

unde

µ =
2ω

c
χ (2.1.26)

reprezintă coeficientul liniar de absorbţie.

Reflexia şi refracţia

Din punct de vedere cantitativ reflexia şi transmisia undelor electromagne-
tice la suprafaţa de separare dintre două medii optice se caracterizează prin
coeficienţii Fresnel r⊥ şi r‖ .

Fie două medii dielectrice omogene 1 şi 2, optic transparente, caracterizate
prin indicii de refracţie n1 şi respectiv n2, prin permitivităţile electrice ε1 şi
respectiv ε2 şi prin permeabilităţile magnetice µ1 şi respectiv µ2. Vitezele de
propagare ale undelor electromagnetice prin cele două medii vor fi v1 = 1√

ε1µ1

şi v2 = 1√
ε2µ2

. De asemenea, dacă ţinem cont că mediile sunt dielectrice, in-

dicii de refracţie se pot exprima ca fiind n1 = c/v2 şi respectiv n2 = c/v2.
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Pentru a calcula coeficienţii Fresnel vom pleca de la definiţia acestora:

r‖ =
E1‖
E‖

r⊥ =
E1⊥
E⊥

(2.1.27)

t‖ =
E2‖
E‖

t⊥ =
E2⊥
E⊥

unde E‖, E1‖ şi E2‖ reprezintă componentele amplitudinilor intensităţilor
câmpului electric paralele cu planul de incidenţă pentru unda incidentă,
reflectată şi respectiv refractată; E⊥, E1⊥ şi E2⊥ reprezintă componentele
amplitudinilor intensităţilor câmpului electric perpendiculare pe planul de
incidenţă pentru unda incidentă, reflectată şi refractată.

Forma vectorului electric pentru cele trei unde va fi:

~Eincident = ~Ee
iω(t− ~s~r

v1
)

~Ereflectat = ~E1e
iω(t−~s1~r

v1
)

(2.1.28)

~Erefractat = ~E2e
iω(t−~s2~r

v2
)

Direcţiile de propagare ale celor trei unde sunt caracterizate de versorii:

~s : (sin i, 0, cos i) ~s1 : (sin i, 0,− cos i) ~s2 : (sin r, 0, cos r)

iar coeficienţii Fresnel au expresia:

r‖ =
tg(i− r)

tg(i + r)
r⊥ = −sin(i− r)

sin(i + r)

(2.1.29)

t‖ =
2 sin r cos i

sin(i + r) cos(i− r)
t⊥ =

2 sin r cos i

sin(i + r)

Pentru incidenţă normală 0o < i < 5o, 0o < r < 5o, coeficienţii Fresnel
devin:

r‖ =
n21 − 1

n21 + 1
t‖ =

2

n21 + 1
(2.1.30)

r⊥ = −n21 − 1

n21 + 1
t⊥ =

2

n21 + 1
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unde n21 = n2

n1
este indicele de refracţie relativ al mediului 2 faţă de mediul 1.

Factorii Fresnel de reflexie R şi respectiv de transmisie T se definesc astfel:

R =
Ireflectat

Iincident

T =
Irefractat

Iincident

(2.1.31)

unde Iincident, Ireflectat şi Irefractat reprezintă intensitatea undei incidente, re-
flectate şi respectiv refractate ce cad normal pe suprafaţa de separare dintre
cele două medii. Dacă vom lua ı̂n considerare definiţia intensităţii unei unde
electromagnetice sub forma (2.1.22) precum şi expresia vectorului intensitate
electrică pentru cele trei unde (2.1.28), atunci factorii Fresnel se pot scrie sub
forma:

R =
E2

1

E2
T =

√
ε2

µ2

√
µ1

ε1

cos r

cos i

E2
2

E2
=

n2

n1

cos r

cos i

E2
2

E2
(2.1.32)

Se poate arăta simplu că:
R + T = 1 (2.1.33)

ceea ce exprimă legea conservării energiei ı̂n procesul de reflexie şi refracţie:

I = I1 + I2 (2.1.34)

adică, intensitatea undei incidente ce cade pe suprafaţa de separare dintre
două medii dielectrice este egală cu suma intensităţilor undelor reflectate şi
refractate.
Dacă unda incidentă este liniar polarizată (vezi paragraful următor), astfel

ı̂ncât vectorul ~E vibrează ı̂ntr-un plan orientat sub unghiul α faţă de planul
de incidenţă, atunci avem:

E‖ = E cos α E⊥ = E sin α E2 = E2
‖ + E2

⊥ (2.1.35)

iar intensitatea undei incidente se poate scrie astfel:

I = I‖ + I⊥ (2.1.36)

unde

I‖ = I cos2 α =
1

2

√
ε

µ
E2
‖ cos i I⊥ = I sin2 α =

1

2

√
ε

µ
E2
⊥ cos i (2.1.37)

Analog se obţin expresiile pentru intensitatea I1 a undei reflectate şi respectiv
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I2 a undei refractate:

I1‖ =
1

2

√
ε1

µ1

E2
1‖ cos i I1⊥ =

1

2

√
ε1

µ1

E2
1‖ cos i (2.1.38)

I2‖ =
1

2

√
ε2

µ2

E2
2‖ cos r I2⊥ =

1

2

√
ε2

µ2

E2
2‖ cos r (2.1.39)

Astfel, se ajunge la următoarele expresii pentru factorii Fresnel R şi T :

R‖ =
I1‖
I‖

=
tg2 (i− r)

tg2 (i + r)
R⊥ =

I1⊥
I⊥

=
sin2(i− r)

sin2(i + r)
(2.1.40)

T2‖ =
I2‖
I‖

=
sin 2r sin 2i

sin2(i + r) cos2(i− r)
T⊥ =

I2⊥
I⊥

=
sin 2r sin 2i

sin2(i + r)
(2.1.41)

Din aceste relaţii rezultă sinplu:

R‖ + T‖ = 1 R⊥ + T⊥ = 1 (2.1.42)

ceea ce ı̂nseamnă că, pe lângă egalitatea (2.1.36) mai avem ı̂ndeplinite urmă-
toarele două egalităţi:

I‖ = I1‖ + I2‖ I⊥ = I1⊥ + I2⊥ (2.1.43)

În cazul unei incidenţe normale factorii Fresnel devin:

R‖ = R⊥ =
(

n21 − 1

n21 + 1

)2

T‖ = T⊥ =
4n21

(n21 + 1)2
(2.1.44)

Reflexie totală

Dacă n1 > n2 , adică lumina trece dintr-un mediu mai dens optic ı̂ntr-altul
mai puţin dens, atunci se poate defini unghiul de incidenţă limită ilim
pentru care r = π/2:

sin ilim
sin 90o

=
n2

n1

→ sin ilim =
n2

n1

= n21 (2.1.45)

Pentru unghiuri de incidenţă mai mari decât unghiul limită ilim se produce
fenomenul de reflexie totală, adică unda refractată nu mai trece ı̂n cel de-al
doilea mediu şi se ı̂ntoarce ı̂n mediul din care a venit.
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Polarizarea undelor electromagnetice

Starea de polarizare a undelor electromagnetice este dată de modul
de orientare a vectorului ~E ı̂n spaţiu şi timp.
Planul ı̂n care oscilează vectorul electric ~E se numeşte plan de vibraţie, iar
planul ı̂n care oscilează vectorul magnetic ~H se numeşte plan de polarizare.
O undă electromagnetică este total polarizată dacă vectorul electric ~E are
aceeaşi direcţie ı̂n orice punct din spaţiu şi la orice moment de timp. Lumina
alcătuită din unde electromagnetice ı̂n care vectorii ~E şi ~H oscilează uniform
ı̂n toate direcţiile posibile din spaţiu, se numeşte lumină nepolarizată sau
lumină naturală. Sursele de lumină obişnuite emit unde electromagnetice
care ı̂n general sunt parţial polarizate.

Dacă unda electromagnetică se propagă ı̂n lungul axei Oz, atunci compo-
nentele câmpului electric vor fi:

Ex = Eox cos (ωt− kz)

Ey = Eoy cos (ωt− kz + δ) (2.1.46)

Ez = 0

Prin eliminarea timpului ı̂n sistemul de ecuaţii 2.1.46 vom obţine ecuaţia
descrisă de vectorul electric, proiectată ı̂n planul xOy, numită şi ecuaţia
traiectoriei:

E2
x

E2
ox

+
E2

y

E2
oy

− 2
ExEy

EoxEoy

cos δ = sin2 δ (2.1.47)

adică ecuaţia unei elipse.

Discuţie

• Dacă δ = π
2

unda electromagnetică este polarizată circular stânga

• Dacă δ = 3π
2

unda este polarizată circular dreapta

• Dacă δ = 2mπ,m = 0, 1, 2.... → cos δ = +1 atunci unda este polarizată
liniar stânga şi are ecuaţia Ex = Eox

Eoy
Ey

• Dacă δ = (m + 1)π, m = 0, 1, 2.... → cos δ = −1 atunci unda este po-
larizată liniar dreapta şi are ecuaţia Ex = −Eox

Eoy
Ey

96



Pentru o undă electromagnetică polarizată există, ı̂ntr-un plan perpendi-
cular pe direcţia ei de propagare (pan de vibraţie), două direcţii privilegiate

perpendiculare ı̂ntre ele după care vectorul electric ~E ia valoare maximă şi
respectiv minimă. Corespunzător şi intensitatea undei va fi maximă, Imax,
şi respectiv minimă, Imin. Se defineşte gradul P de polarizare al undei
electromagnetice:

P =
Imax − Imin

Imax + Imin

(2.1.48)

Discuţie

• Dacă P = 0 lumina nu este polarizată (lumina naturală )

• Dacă 0 < P < 1 lumina este parţial polarizată

• Dacă P = 1 lumina este total polarizată

Procedee de polarizare

a.) prin reflexie şi refracţie

Există un unghi de incidenţă numit unghi Brewster notat iB, pentru care
undelele electromagnetice reflectate sunt total polarizate (conţin numai com-
ponenta E1⊥ cealaltă fiind nulă):

iB + r =
π

2
→ tg iB =

n2

n1

= n21 (2.1.49)

iar undele refractate sunt parţial polarizate.

b). polarizare eliptică prin birefringenţă

Fenomenul de birefringenţă sau dublă refracţie a fost descoprit ı̂n 1669 de
către profesorul danez Erasmus Bartholin pentru spatul de Islanda (CaCO3)
şi constă ı̂n producerea a două raze refractate, raza ordinară (o) şi cea ex-
traordinară (e), pentru o singură rază incidentă. Fenomenul este caracteristic
cristalelor anizotrope şi a fost studiat ulterior de către fizicianul danez Chris-
tian Huygens.
Dacă lumina se propagă perpendicular pe axa optică a unui cristal uniax,
diferenţa indicilor de refracţie (no − ne) are valoarea maximă. Undele elec-
tromagnetice polarizate ı̂n plane perpendiculare se vor propaga pe aceeaşi
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direcţie cu vitezele vo = c/no şi respectiv ve = c/ne şi vor ieşi din cristalul
de grosime d, cu diferenţa de fază:

ϕ =
2π

λ
(no − ne)d (2.1.50)

c.) efectul electrooptic pătratic (Kerr) şi efectul magnetooptic pătratic

Pentru cristalele care posedă un centru de simetrie s-a stabilit efectul elec-
trooptic pătratic, adică anizotropia optică este dată de relaţia:

ne − no = bE2 (2.1.51)

unde b este o constantă de proporţionalitate. Dacă proba se află ı̂ntre plăcile
unui condensator, atunci ı̂ntre raza ordinară şi raza extraordinară se reali-
zează o diferenţă de fază:

ϕ =
2π

λ
(ne − no)d =

2π

λ
bdE2 = 2πBdE2 (2.1.52)

unde B = b/λ se numeşte coeficientul Kerr, iar d reprezintă grosimea probei.
Cotton şi Mouton au descoperit că, un câmp magnetic transversal provoacă
birefringenţa unui mediu izotrop. Sub acţiunea câmpului magnetic extern
substanţa capătă proprietăţile unui cristal uniax, cu axa optică pe direcţia
liniilor de câmp magnetic iar:

ne − no = CλH2 (2.1.53)

unde C este o constantă dependentă de proprietăţile mediului, iar H este
intensitatea câmpului magnetic extern.

d.) polarizarea rotatorie

Fenomenul de polarizare rotatorie constă ı̂n rotirea planului de polarizare
a luminii de către anumite substanţe numite medii optic active.
Există medii optic active care rotesc planul de polarizare spre dreapta obser-
vatorului şi acestea se numesc dextrogire, şi există substanţe optic active
ce rotesc planul de polarizare spre stânga şi se numesc levogire.
Unghiul de rotaţie al planului de polarizare este proporţional cu grosimea d
a probei:

α = [α]d (2.1.54)
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unde [α] reprezintă puterea rotatorie specifică şi depinde de lungimea
de undă a undelor electromagnetice monocromatice (dispersie rotatorie)
precum şi de natura mediului.
Pentru soluţiile unor substanţe optic active (zahărul) ce prezintă activitate
optică moleculară, relaţia (2.1.53) capătă forma:

α = [α]Cd (2.1.55)

unde C este concentraţia soluţiei, adică masa de substanţă optic activă din
unitatea de volum. Pe baza relaţiei (2.1.54) se poate determina concenraţia
unei soluţii, iar această metodă polarimetrică are avantajul legat de rapidi-
tatea şi precizia cu care se pot face măsurătorile.
În 1846 Faraday descoperă că un mediu izotrop devine optic activ dacă este
plasat ı̂ntr-un câmp magnetic intens, cu liniile de câmp paralele cu direcţia
de propagare a luminii.
Acest fenomen este cunoscut sub numele de efectul Faraday şi a fost prima
dovadă experimentală a legăturii ı̂ntre lumină şi câmpul electromagnetic.
Unghiul de rotaţie al planului de polarizare este dat de relaţia:

α = V dH (2.1.56)

unde H este intensitatea câmpului magnetic, d este grosimea stratului stră-
bătut de lumină iar V este o constantă ce depinde de natura substanţei
(constanta Verdet).

Interferenţa undelor electromagnetice

Fenomenul de interferenţă se obţine atunci când se compun unde care se
suprapun intr-un domeniu din spaţiu produncând maxime şi minime de in-
tensitate. Undele care prin compunerea lor produc fenomenul de interferenţă
se numesc coerente. Fie două surse de lumină monocromatice S1 şi S2; fie
P un punct din spaţiu aflat la distanţa r1 şi respectiv r2 de cele două surse,
unde se produce interferenţa. Ţinând cont de definiţia intensităţii unde-
lor electromagnetice precum şi de medierea temporală a funcţiei cos2 relaţia
devine:

~E2
o = ~E2

o1 + ~E2
o2 + 2 ~Eo1

~Eo2 cos [
2π

λ
(r2 − r1) + ϕ]

I = I1 + I2 + 2
√

I1I2 < cos [
2π

λ
(r2 − r1) + ϕ] > (2.1.57)
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Observaţii:

• Dacă defazajul ϕ dintre cele două unde monocromatice este o funcţie
aleatoarea de timp, atunci media temporală din relaţia 2.1.57 va fi nulă:

< cos [
2π

λ
(r2 − r1) + ϕ] >=

1

τ

∫ τ

0
cos [

2π

λ
(r2 − r1) + ϕ] dt = 0 (2.1.58)

În acest caz termenul al treilea din relaţia 2.1.56 devine zero iar intensitatea
totală ı̂n punctul P va fi I = I1 + I2, adică undele sunt necoerente şi prin
suprapunerea lor nu se produce interferenţa.

• Dacă diferenţa de fază ϕ este constantă ı̂n timp, cele două surse emit
unde coerente (sunt corelate ı̂n fază), iar prin suprapunerea lor se produce
fenomenul de interferenţă:

I = I1 + I2 + 2
√

I1I2 cos [
2π

λ
(r2 − r1) + ϕ] (2.1.59)

Vom considera ı̂n continuare că diferenţa de fază este nulă ϕ = 0, ceea ce
nu afectează tabloul franjelor de interferenţă , ci numai deplasarea lor globală.

Discuţie:

• Dacă

cos
2π

λ
(r2 − r1) = 1 → r2 − r1 = mλ = 2m

λ

2
, m = 0,±1,±2, ...(2.1.60)

intensitatea undelor ı̂n punctul P este maximă:

I = Imax = I1 + I2 + 2
√

I1I2 = (
√

I1 +
√

I2)
2 (2.1.61)

• Dacă

cos
2π

λ
(r2 − r1) = −1 → r2 − r1 = (2m− 1)

λ

2
, m = 0,±1,±2, ...(2.1.62)

intensitatea undei rezultante este minimă:

I = Imin = I1 + I2 − 2
√

I1I2 = (
√

I1 −
√

I2)
2 (2.1.63)
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În condiţiile ı̂n care undele elecromagnetice se propagă ı̂ntr-un mediu cu
indicele de refracţie n > 1, diferenţa de drum r2 − r1 trebuie ı̂nlocuită cu
diferenţa de drum optic:

∆l = n(r1 − r1) ∆l =
∫ r2

r1

n dr (2.1.64)

Locul geometric al punctelor din spaţiu ı̂n care intensitatea undei rezultante
este maximă sau minimă, reprezintă franje de interferenţă care sunt lu-
minoase respectiv ı̂ntunecoase. În general, locul geometric al franjelor de
interferenţă este dat de relaţia:

r2 − r1 = const. (2.1.65)

ceea ce reprezintă ecuaţia unor hiperboloizi cu două pânze şi cu focarele ı̂n
sursele de unde punctiforme S1 şi S2.

Dispozitive de interferenţă

1. Dispozitivul Young se bazează pe divizarea frontului de undă ce provine
de la o sursă coerentă de lumină S.
Conform celor discutate anterior rezultă că vom obţine franje de intensitate
maximă (franje luminoase) şi respectiv franje de intensitate minimă (franje
ı̂ntunecoase).
Distanţa dintre două maxime sau minime consecutive se numeşte inter-
franjă şi se notează cu i:

i =
λD

d
(2.1.66)

unde D este distanţa de la surse la ecranul de interferenţă, iar d este distanţa
dintre surse.

2a. Lama cu feţe plan paralele este un dispozitiv de interferenţă de
forma unei lame de grosime d cu indice de refracţie n2 şi cu suprafeţele plan
paralele. Figura de interferenţă se poate obţine fie prin fenomenul de reflexie
fie prin refracţie. Unda incidentă provine de la o sursă aflată ı̂ntr-un mediu
cu indicele de refracţie n1.
Pentru n2 > n1 (mediul ”2” este mai dens optic decât mediul ”1”) diferenţa
de drum optic dintre cele două raze care interferă prin reflexie este:

∆l = 2n2d cos r − λ/2 (2.1.67)

În planul focal al lentilei L se vor obţine franje luminoase dacă:

2n2 cos r − λ/2 = 2mλ/2, m = 0, 1, 2, 3... (2.1.68)

101



şi respectiv franje ı̂ntunecoase dacă:

2n2 cos r − λ/2 = (2m + 1)λ/2, m = 0, 1, 2, 3... (2.1.69)

Tabloul de interferenţă este o familie de cercuri (maxime şi minime succesive)
numite inelele lui Haidinger.
Interferenţa cu ajutorul lamelor cu feţe plan paralele se poate observa şi ı̂n
lumina transmisă.
Diferenţa de drum optic se poate exprima, ı̂n acest caz, prin relaţia:

∆l = 2n2d cos r (2.1.70)

Pentru obţinerea franjelor de maximă intensitate se impune condiţia:

2n2d cos r = 2mλ/2 (2.1.71)

iar pentru obţinerea franjelor de minimă intensitate este satisfăcută condiţia:

2n2d cos r = (2m + 1)λ/2 (2.1.72)

2b. Pana optică este formată din două plane transparente ce formează
un unghi α ı̂ntre ele.
Planul de focalizare a franjelor se află ı̂n interiorul penei, practic pe suprafaţa
acesteia, deci franjele sunt localizate pe lamă. Pentru unghiuri α suficient de
mici, expresia interfranjei obţinută cu pana optică este:

i =
λ

2αn2

(2.1.73)

unde n2 este indicele de refracţie al mediului cuprins ı̂ntre cele două plane.

2c. Lama de grosime variabilă este formată din stratul de aer (cu in-
dicele de refracţie n1) dintre suprafaţa convexă a unei lentile plan-convexe
(cu indicele de refracţie n2 şi rază R) şi suprafaţa plană a unei lame plan
paralele de sticlă (cu indicele n2). Simetria sferică a lamei de aer conduce
la un tablou de interferenţă format dintr-o familie de cercuri concentrice de
rază rm,m = 0, 1, 2, 3, 4..., numite inelele lui Newton. Prin reflexie, inelele
lui Newton au ı̂n centru un minim de interferenţă.
Pentru cazul n2 > n1, raza inelelor Newton este dată de relaţia:

rm =

√
Rλ

2n1

(m− 1) (2.1.74)
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Pentru valori pare ale lui m avem franje de maximă intensitate, iar pentru
valori impare ale lui m avem minime de intensitate.

3. Interferometrul Fabry-Pérot este un interferometru cu fascicule mul-
tiple şi este constituit din două plăci de sticlă sau cuarţ P1 şi P2 cu feţele
paralele şi slab argintate. Distanţa d dintre plăci poate fi variată ı̂n mod
controlat.
Diferenţa de drum optiĉıntre două fascicule consecutive este:

∆l = 2d cos r (2.1.75)

unde r este unghiul de refracţie, iar condiţia de maxime principale este dată
de relaţia:

2d cos r = mλ m = 0,±1,±2, ... (2.1.76)

Dacă unghiul r este constant, ı̂n planul focal al lentilei L, pe ecranul E,
se formează o curbă de interferenţă (un cerc). În cazul unei surse largi de
lumină, curbele de interferenţă vor fi cercuri concentrice (inele).
Prin derivarea relaţiei 2.1.75 se obţine:

−2d sin r∆r = m∆λ → ∆r

∆λ
= − m

2d sin r
(2.1.77)

mărime ce reprezintă dispersia unghiulară a interferometrului.
Lărgimea unghiulară ∆r corespunzătoare la două maxime succesive de inter-
ferenţă rezultă din relaţia 2.1.75:

−2d sin r∆r = λ∆m, ∆m = 1 ∆r =
λ

2d cos r
(2.1.78)

Utilizând relaţiile 2.1.76 şi 2.1.77 rezultă:

∆λ =
λ2

2d cos r
(2.1.79)

care, pentru o incidenţă normală (i = 0, r = 0) devine:

∆λ =
λ2

2d
(2.1.80)

Această ultimă expresie reprezintă constanta interferometrului ce dă
domeniul de dispersie al acestuia. Pentru d = 0.5 cm şi λ = 5 · 10−5cm,
rezultă ∆λ = 0.25 Å. Deoarece domeniul de dispersie al interferometrului
Fabry-Pérot este de ordinul de mărime al lungimii liniilor spectrale, acesta
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poate fi utilizat ca analizor al formei liniilor spectrale.

Difracţia undelor electromagnetice

Difracţia reprezintă un ansamblu de procese optice care apar la propagarea
undelor prin medii ce conţin neomogenităţi (obstacole, fante, etc) cu dimen-
siuni liniare de acelaşi ordin de mărime cu lungimea de undă. Evaluarea
repartiţiei intensităţii luminoase ı̂n aria de difracţie se face luând ı̂n con-
siderare caracteristicile geometrice şi optice ale neomogenităţilor. La baza
explicării fenomenului de difracţie precum şi al reflexiei şi refracţiei stă prin-
cipiul Huygens-Fresnel.

Difracţia Fresnel printr-o fantă circulară

Fie o deschidere circulară de rază ρ aflată la distanţa R de sursa puncti-
formă. Dacă notăm cu ro distanţa de la orificiu la ecramul de observaţie,
atunci, pe baza metodei zonelor Fresnel se poate exprima raza zonelor Frenel
care se obţin prin difracţie:

ρ2
m = m

Rro

R + ro

λ (2.1.81)

unde m reprezintă numărul zonei Fresnel, m = 1, 2, 3....N (N numărul total
de zone).

Difracţia Fraunhofer printr-o fantă dreptunghiulară

Vom considera difracţia unei unde plane monocromatice pe o fantă drep-
tunghiulară foarte ı̂ngustă de lărgime b şi de lungime l À b. Intensitatea
luminii difractate sub un unghi α este dată de expresia:

Iα = Io


sin2

(
πb

2
sin α

)
/

(
πb

2
sin α

)2

 (2.1.82)

unde Io este intensitatea undei electromagnetice incidente pe fantă.
Imaginea de difracţie este formată dintr-un maxim central de difracţie
obţinut din condiţia:

b sin α = 0 (m = 0) (2.1.83)

minime de difracţie obţinute prin condiţia:

b sin α = mπ m = ±1,±2,±3, ... (2.1.84)

104



şi respectiv maxime secundare de difracţie obţinute prin condiţia:

b sin α = (2m + 1)λ/2 m = ±1,±2,±3, ... (2.1.85)

Reţele de difracţie plane

Reţelele de difracţie plane, prin transmisie, se obţin prin trasarea unor trăsă-
turi (zgârieturi) fine, drepte, paralele şi echidistante pe suprafaţa unei plăci
confecţionată dintr-un material dielectric transparent. Reţeaua de difracţie
se caracterizează prin constanta reţelei d = L/N , unde L reprezintă lun-
gimea reţelei, iar N reprezintă numărul de fante distribuite pe lungimea L.

Procesul de difracţie pe o reţea constă din două fenomene:

• difracţia luminii pe fiecare fantă dreptunghiulară de lărgime b
• interferenţa fasciculelor multiple difractate de fiecare fantă

Intensitatea luminoasă totală ı̂ntr-un punct, ca urmare a suprapunerii celor
două fenomene va fi:

Iα = Io

sin2
(

πb
λ

sin α
)

(
πb
λ

sin α
)2

sin2
(

Nπd
λ

sin α
)

sin2
(

πd
λ

sin α
) (2.1.86)

Tabloul distribuţiei intensităţii ı̂n funcţie de unghiul α este format din maxime
principale şi secundare de interferenţă, minime de interferenţă, maxime şi
minime de difracţie.

Discuţie:

a. pentru fenomenul de interferenţă

Poziţiilor extremelor intensităţii luminoase se pot obţine din extremele funcţiei
Iα prin derivare la Φ = πd sin α

λ
. Prin derivare ajungen la următoarele două

ecuaţii:

sin (N
πd

λ
sin α) = 0 (2.1.87)

N tg(
πd

λ
sin α) = tg(N

πd

λ
sin α) (2.1.88)
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Pentru ca ecuaţia (1.9.29) să fie satisfăcută trebuie ca:

πd

λ
sin α =

m

N
π m = 0, 1, 2, 3... (2.1.89)

Dacă m/N este un număr ı̂ntreg, adică m/N = n, n = 0, 1, 2, 3, .. (m =
0, N, 2N, 3N, ...), atunci se obţine condiţia de maxime principale de interferenţă:

sin αn = n
λ

d
n = 0, 1, 2, 3, ... (2.1.90)

n = 0 → sin αo = 0 maxim central

n = 1 → sin α1 =
λ

d
maxim de ordin 1

n = 2 → sin α2 = 2
λ

d
maxim de ordin 2

n = 3 → sin α3 = 3
λ

d
maxim de ordin 3 etc

Dacă m/N nu este un număr ı̂ntreg, atunci intensitatea luminoasă va avea
un minim. Deci, ı̂ntre două maxime consecutive (n = 0 şi n = 1 de exemplu)
se găsesc N − 1 minime de interferenţă (n = 1/N, 2/N, 3/N, ....(N − 1)/N).
Ecuaţia 2.1.87 reprezintă condiţia de obţinere a maximelor secundare de
interferenţă de intensitate mult mai mică decât a maximelor principale. Între
două maxime principale se găsesc N − 2 maxime secundare.

b. pentru fenomenul de difracţie

Poziţiile maximelor şi minimelor de difracţie se pot obţine prin derivarea
intensităţii Iα la ϕ = πb sin α

λ
. Se vor obţine următoarele două soluţii:

sin αk = k
λ

b
k = 0, 1, 2, 3, ... (2.1.91)

sin αk = (2k + 1)
λ

2b
(2.1.92)

Soluţia 2.1.91 defineşte poziţiile minimelor de difracţie, iar soluţia 2.1.92 de-
fineşte poziţiile maximelor de difracţie.

Difracţia radiaţiei X

Fizicianul german Max Theodor Felix von Laue a demonstrat, ı̂n 1912, posi-
bilitatea utilizării cristalelor naturale, cu constanta reţelei de ordinul 10−10
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m ca reţele de difracţie tridimensionale pentru razele X.
Fie două plane cristaline P1 şi P2 pe care cade un fascicul monocromatic de
radiaţii X (raze Röntgen). Diferenţa de drum dintre cele două raze este:

∆L = 2d sin θ (2.1.93)

unde d este distanţa dintre cele două plane cristaline, iar θ este unghiul facut
de unda incidentă cu planul cristalin pe care cade. Direcţiile după care se
obţin maximele de interferenţă sunt date de condiţia:

2d sin θ = mλ (2.1.94)

Această relaţie este cunoscută sub denumirea de legea Wulf-Bragg pentru
difracţia pe cristale şi are aplicaţii atât ı̂n analiza structurală cu raze X cât
şi ı̂n analiza spectrală a radiaţiilor X.

2.2 Probleme propuse

2.1 O undă electromagnetică plană monocromatică se propagă ı̂n vid după
axa Oz. Componentele vectorului intensitate câmp electric de-a lungul celor
trei axe carteziene sunt:

Ex = E0x cos(kz − ωt + ϕ1)

Ey = E0y cos(kz − ωt + ϕ2)

Ez = 0

Vectorul Poynting este:

a). ~S = 2
µ0c

E2
y · ŷ

b). ~S = 2
µ0c

E2
x · x̂

c). ~S = 1
µ0c

(
E2

x + E2
y

)
· ẑ

d). ~S = c
µ0

(
E2

x + E2
y

)
· ẑ

e). ~S = 4
µ0c

(
E2

x + E2
y

)
· ẑ

2.2 Care este intensitatea undei electromagnetice care se propagă ı̂n vid
cu vectorul intensitate câmp electric:

~E = E0 cos kx cos ωt · ŷ

a). k
4ωµ0

E2
0 sin 2kx sin 2ωt
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b). k
4ωµ0

E2
0 sin 2kx

c). 0
d). k

4ωµ0
E2

0 sin 2ωt

e). k
4ωµ0

E2
0

2.3 Care este intensitatea undei electromagnetice care se propagă ı̂n vid
cu vectorul intensitate câmp electric:

~E = E0xe
−αzei(ωt−kz) · x̂

unde E0x − const., i2 = −1.

a). ~S = k−iα
µω

E2 · ŷ
b). ~S = k−iα

µω
E2 · ẑ

c). 0

d). ~S = k+iα
µω

E2 · ẑ
e). ~S = k+iα

µω
E2 · ŷ

2.4 O undă electromagnetică plană se propagă ı̂n vid astfel ı̂ncât intensi-
tatea câmpului variază după legea:

~E = (2x̂ + E0yŷ − 5ẑ)ei[ωt−(y+3z)]

Intensitatea câmpului magnetic corespunzător undei este:

a). (5x̂ + ŷ − 2ẑ) e
i[ωt−(y+3z)]

b).
√

ε0

10µ0
(50x̂ + 6ŷ − 2ẑ) e

i[ωt−(y+3z)]

c).
√

ε0

µ0
(5x̂ + 6ŷ − 2ẑ) e

i[ωt−(y+3z)]

d).
√

ε0

µ0
(50x̂ + 6ŷ) e

i[ωt−(y+3z)]

e).
√

ε0

10µ0
(−2ẑ) e

i[ωt−(y+3z)]

2.5 O undă electromagnetică armonică plană se propagă ı̂n vid, astfel ı̂ncât
câmpul electric este de forma:

~E = ~Eoye
i(ωt−kx)

Vectorul de undă are expresia ~k = 3~ux + 4~uz (m−1), iar ~Eoy = 2~uy (V/m).

a). să se arate că direcţia de propagare e cuprinsă ı̂n planul xOz şi să se
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calculeze unghiul dintre direcţia de propagare şi axa Oz; care este lungimea
de undă şi frecvenţa undei?
b). să se determine câmpul magnetic ~H al undei
c). care este intensitatea undei?

2.6 O undă electromagnetică plană, liniar polarizată, de forma ~Ey = ~Eoy

cos (ωt− kx) se propagă ı̂n vid de-a lungul axei Ox. Amplitudinea câmpului
electric este Eoy = 50 mV/m, iar frecvenţa undei este ν = 100 MHz. Se cere:

a). valoarea eficace a densităţii curentului de deplasare

b). intensitatea undei, câmpul magnetic ~H, vectorul Poynting ~S
c). tensiunea electromotoare indusă ı̂ntr-un cadru metalic de forma unui
pătrat de latură l = 50 cm aflat ı̂n planul xOy.

2.7 O undă electromagnetică staţionară având ~E = ~Eo cos kx × cos ωt se
află de-a lungul axei Ox, ı̂n vid. Să se determine:

a). inducţia magnetică ~B(x, t)
b). vectorul Poynting
c). intensitatea undei
Aplicaţie numerică: Eo = 1.5 V/m; ω = 1.2 · 108 Hz.

2.8 Se consideră o undă staţionară de-a lungul axei Ox, pentru care in-
tensitatea câmpului electric este de forma:

~E = Eo cos mx cos ny cos ωt ~uy

Să se determine:

a). intensitatea câmpului magnetic
b). vectorul Poynting
c). intensitatea undei

2.9 O undă electromagnetică ce se propagă de-a lungul axei Oz este descrisă
de:

~E = 2
√

5 cos (ωt− kz) ~ux + 4 cos (ωt− kz + π/6) ~uy(V/m)

Să se determine:

a). ecuaţia traiectoriei descrisă de vârful vectorului ~E
b). sensul de polarizare al undei
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c). semiaxele a şi b ale elipsei de polarizare
d). unghiul dintre semiaxa mare a elipsei şi axa Ox

2.10 Care este starea de polarizare a undei electromagnetice descrise de
ecuaţiile:

Ex = E cos(ωt− kz)

Ey = E cos(ωt− kz +
π

4
)

a). nepolarizată
b). eliptic polarizată
c). liniar polarizată
d). circular polarizată
e). nu se poate da un răspuns

2.11 Se consideră un set de trei polarizori plasaţi coaxial. Polarizorul 1
are axa de transmitere verticală iar polarizorul 3 orizontală. Polarizorul 2
este plasat ı̂ntre cei doi şi are axa de transmitere orientată sub unghiul de
450 faţă de axa verticală. Un fascicul de lumină nepolarizată de intensitate
I0 cade pe acest sistem dinspre polarizorul 1. Lumina transmisă prin sistem
are intensitatea: a). zero; b). 1

2
I0; c). 1

4
I0; d). 1

8
I0; e). I0

2.12 Un fascicul de lumină nepolarizată trece prin doi polarizori a căror
axe de transmitere fac ı̂ntre ele un unghi de 300. Ce fracţiune din intensi-
tatea undei incidente este transmisă: a). zero; b). 3

4
; c). 1

8
; d). 3

4
; e). 3

8

2.13 Un fascicul de lumină nepolarizată trece printr-un sistem de patru po-
larizori cu unghiul dintre două axe consecutive de transmitere de 300. Ce
fracţiune din intensitatea undei incidente este transmisă: a). zero; b). 1

64
; c).

27
128

; d). 27
64

; e). 3
8

2.14 O undă electromagnetică plană vine din mediul vid (ε0, µ0) şi cade
normal pe suprafaţa de separare a unui mediu caracterizat de constantele
4ε0, µ0. Ce fracţiune din puterea incidentă se reflectă şi ce fracţiune se trans-
mite: a). zero,1; b). 1

9
; 8

9
; c). 2

8
, 6

8
; d). 1

6
, 5

6
; e). 3

8
, 5

8

2.15 Să se scrie relaţiile Fresnel luând ı̂n considerare proprietăţile magne-
tice ale celor două medii. Să se cerceteze posibilitatea polarizării totale prin
reflexie.
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2.16 O rază de lumină străbate o lamă de sticlă cu feţe plan-paralele, aflate
ı̂n aer. Să se determine relaţiile dintre coeficienţii Fresnel de reflexie şi de
transmisie la interfaţa aer-aticlă şi sticlă-aer.

2.17 Un fascicul monocromatic de lumină nepolarizată, cade sub un unghi
θi pe o lamă de sticlă de grosime d = 3 cm şi de indice de refracţie n = 1.5,
aflată ı̂n aer. Se cere:

a). să se calculeze deviaţia laterală a fasciculului emergent faţă de direcţia
celui incident pentru θi = 30o, 45o, 60o, 90o

b). să se determine gradele de polarizare ale radiaţiilor reflectate, trans-
mise ı̂n sticlă şi emergente din sticlă, pentru θ = 0o, 30o, 45o, θB, 60o, 90o

(θB = unghiul Brewster)

2.18 Prin aşezarea unui ecran compact prevăzut cu două fante ı̂nguste ı̂n
calea undei iniţiale, se pot produce două unde coerente când:

a). sursa iniţială este o undă plană monocromatică
b). sursa iniţială este lumină albă şi ı̂n faţa ei se asează o fantă foarte ı̂ngustă
c). ı̂ntotdeauna
d). ı̂n cazul a)
e). ı̂n cazurile a) şi b)

2.19 Într-un experiment de tip Young pentru care distanţa dintre planul
celor două fante şi ecran este D = 2m, se foloseşte o undă monocromatică cu
λ = 589nm. Cunoscând că distanţa de la franja centrală până la minimul de
ordin 10 este 7, 26mm să se determine distanţa dintre fante: a). 1,09 mm;
b). 2,07 mm; c). 0,73 mm; d). 1,54 mm; e). 3,76 mm.

2.20 Într-un experiment de tip Young pentru care distanţa dintre cele două
fante este d = 0, 120cm iar cea dintre planul fantelor şi ecran este D =
120cm, se foloseşte o undă monocromatică cu λ = 600nm. Care este distanţa
faţă de maximul central pentru care intensitatea luminii scade la un sfert din
acesta: a). 1,19 cm; b). 0,02 cm; c). 0,73 cm; d). 1,24 cm; e). 0,76 cm

2.21 Dacă ı̂ntr-un experiment de tip Young cu distanţa dintre fante 2a şi dis-
tanţa dintre planul fantelor şi ecran D, se ridică sursa iniţială (cu lungimea
λ) pe distanţa y paralel cu planul fantelor, atunci:

a). interfranja rămâne aceeaşi iar franja centrală coboară pe distanţa D
d
λ

b). interfranja rămâne aceeaşi iar franja centrală urcă pe distanţa D
d
λ
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c). interfranja rămâne aceeaşi iar franja centrală coboară pe distanţa a
d). interfranja rămâne aceeaşi iar franja centrală urcă pe distanţa a
e). tabloul de interferenţă rămâne neschimbat

2.22 Într-un experiment de tip Young se foloseşte o sursă de lumină monocro-
matică cu lungimea λ. Distanţa dintre fante este 2a iar distanţa dintre planul
fantelor şi ecran D. Dacă se roteşte ecranul cu unghiul β faţă de poziţia
iniţială, atunci:

a). interfranja rămâne aceeaşi
b). interfranja se măreşte i′ = λD

2a cos β

c). interfranja se micşorează i′ = λD
2a

cos β
d). interfranja se măreşte i′ = λD

2a
tan β

e). interfranja se micşorează i′ = λD
a

sin β

2.23 Într-o experienţă de interferenţă realizată cu oglinda Lloyd (Fig.2.23),
unda luminoasă directă de la sursa S interferă cu cea reflectată de oglinda O.
Franjele de interferenţă se observă pe ecranul E situat la distanţa D de sursa
S iar interfranja are valoarea i. Care este valoarea lungimii de undă a luminii
folosite dacă ı̂ndepărtând sursa de planul oglinzii pe distanţa h, interfranja
scade de nori.

a). λ = 2i
D

h
n−1

b). λ = 2i
D

h(n− 1)
c). λ = D

2i
h

n−1

d). λ = D
i

h
n−1

e). λ = 2i
h

D
n−1

2.24 Lumina se propagă din mediul cu indicele de refracţie n1 = 1, 361
ı̂ntr-un mediu cu n2 = 1.461. Raportul vitezele de propagare ı̂n cele două
medii (v1/v2) este: a). 1.99; b). 1.07; c). 0.93; d). 0.51; e). 0.76.

2.25 O undă monocromatică cu lungimea de undă λ = 500nm cade pe
un paravan prevăzut cu două fante dreptunghiulare ı̂nguste, cu lărgimea
a = 0, 05nm separate la o distanţă d = 0, 20nm. Câte maxime de interferenţă
se vor observa pe lungimea ocupată de maximul central de difracţie: a). 5;
b). 2; c). 4; d). 3; e). 1.

2.26 Se consideră o pană optică de aer cu una din feţe fixă, iar cealaltă
se poate deplasa paralel cu ea ı̂nsăşi, depărtându-se de prima. Pana este ilu-
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Fig.2.23

minată cu lumină monocromatică având λ = 500 nm. Unghiul penei optice
este α.

a). cum se poate măsura deplasarea feţei mobile ?
b). care este deplasarea minimă a feţei mobile ce se poate măsura ı̂ntr-o ast-
fel de experienţă ştiind că deplasarea minimă a franjei ce poate fi apreciată
este i/4 ?
c). ce se ı̂ntâmplă dacă se variază unghiul penei şi care este unghiul minim
care poate fi pus ı̂n evidenţă ?
d). cum se poate măsura cu ajutorul penei optice planeitatea unei suprafeţe ?

2.27 Într-o experienţă de tip Wiener, un fascicul de lumină monocromatică,
liniar polarizată, cade normal pe o oglindă de argint pe care s-a aplicat un
strat de emulsie fotografică. Se produc undele staţionare. Lumina acţionează
asupra bromurii de argint din emulsie şi o descompune; apar straturi peri-
odice innegrite, pentru care descompunerea substanţei este maximă, deci
vectorul luminos are valoare maximă. Primul strat innegrit apare la distanţa
d de suprafaţa oglinzii. Se cere:

a). să se obţină expresia undei electrice rezultante (obţinută prin supra-
punerea undei incidente cu cea reflectată)
b). să se obţină expresia undei magnetice rezultante
c). să se calculeze valoarea medie a vectorului Poynting rezultant
d). să se stabilească ecuaţiile nodurilor şi ventrelor; să se determine distanţa
dintre un nod şi un ventru
e). să se arate că vectorul câmp electric are caracter de vector luminos
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f). ştiind că λ = 500 nm, să se calculeze la ce distanţă d de suprafaţa oglinzii
apare primul maxim
g). să se calculeze diatanţa dintre un nod şi un ventru dacă statul de emulsie
depus pe placa de sticlă face un unghi ϕ = 1′ cu suprafaţa oglinzii

2.28 Se consideră un interferometru Fabbry-Peérot având următoarele ca-
racteristici: distanţa dintre lamele de sticlă este d = 10−2 cm; factorul de
reflexie al unei lame este R = 0.9. Se utilizează lumină monocromatică având
lungimea de undă λ = 500 nm. Se cere:

a). să se stabilească dependenţa dispersiei unghiulare de unghiul de incidenţă
b). să se stabilească dependenţa domeniului dispersiv (constanta aparatului)
de unghiul de incidenţă
c). să se calculeze puterea de rezoluţie a aparatului
d). să se determine numărul efectiv de fascicule care interferă

2.29 O reţea de difracţie de lungime L = 5 cm, cu constanta reţelei n = 500
trăsături/mm, este iluminată normal cu un fascicul paralel de lumină de
lungime de undă λ = 0.5 µm. Să se calculeze:

a). ordinul maxim de difracţie
b). unghiul de difracţie pentru primele două ordine
c). dispersia unghiulară ı̂n primele două ordine
d). puterea de rezoluţie şi intervalul spectral liber ı̂n ordinul ı̂ntâi

2.3 Soluţii

2.1 Vectorul Poynting este:

~S = ~E × ~H

Trebuie să calculăm mai ı̂ntâi vectorul intensitate câmp magnetic. Pentru
aceasta vom folosi ecuaţia lui Maxwell:

∇× ~E = −∂ ~B

∂t

unde:
~B = µ0

~H

După scrierea rotorului ı̂n coordonate carteziene:
∣∣∣∣∣∣∣

x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ex(z) Ey(z) 0

∣∣∣∣∣∣∣
= − ∂

∂t
(Bxx̂ + Byŷ + Bz ẑ)
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şi identificarea componentelor se obţine:

−∂Bx

∂t
= −∂Ey

∂z

−∂By

∂t
= −∂Ex

∂z

−∂Bz

∂t
= 0

În relaţiile de mai sus s-a ţinut cont de dependenţa doar de z a componentelor
Ex şi Ey. Se observă că pentru componenta Bz nu există variaţie temporală,
ca urmare:

Bz(t) = Bz(t = 0) = const.

Efectuând operaţiile de derivare ı̂n raport cu z rezultă:

−∂Bx

∂t
= −kE0y sin(kz − ωt + ϕ2)

−∂By

∂t
= −kE0x sin(kz − ωt + ϕ1)

Integrăm apoi ı̂n raport cu timpul şi găsim componentele Bx şi By :

Bx =
k

ω
E0y cos(kz − ωt + ϕ2) + Bx(t = 0)

By =
k

ω
E0y cos(kz − ωt + ϕ1) + By(t = 0)

Dacă considerăm constantele de integrare nule, adică:

Bx(t = 0) = 0

By(t = 0) = 0

Bz(t = 0) = 0

se obţine:

Bx =
1

c
Ey

By =
1

c
Ex

Bz = 0

Revenim ı̂n relaţia de definiţie a vectorului Poynting.

~S =
1

µ0c

∣∣∣∣∣∣∣

x̂ ŷ ẑ
Ex Ey 0
Ey Ex 0

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

µ0c

(
E2

x + E2
y

)
· ẑ
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se observă că acesta este pe direcţia axei Oz.
Răspunsul corect este c)

2.2 Intensitatea undei este dată de variaţia ı̂n timp a vectorului Poynting:

I =
1

T

∫
S(t)dt =

1

T

∫ ∣∣∣ ~E × ~H
∣∣∣ dt

Să calculăm mai ı̂ntâi, cu ajutorul primei ecuaţii a lui Maxwell, vectorul
intensitate câmp magnetic.

∇× ~E = −∂ ~B

∂t

Ţinem cont de faptul că vectorul ~E este orientat pe direcţia axei Oy iar
mărimea lui depinde de coordonata x.

∣∣∣∣∣∣∣

x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

0 E 0

∣∣∣∣∣∣∣
= − ∂

∂t
(Bxx̂ + Byŷ + Bz ẑ)

−∂Bx

∂t
= 0

−∂By

∂t
= 0

−∂Bz

∂t
= −∂E

∂x
= kE0 sin kx cos ωt

Deoarece componentele pe axele Ox, Oy sunt constante ı̂n timp, rămâne vari-
abilă ı̂n timp doar componenta după axa Oz,care, după integrarea ultimei
ecuaţii, conduce la:

Bz = kE0 sin kx
∫

cos ωtdt

=
k

ω
E0 sin kx sin ωt + Bz(t = 0)

Considerând, pentru simplitate, toate constatele de integrare zero, s-a obţinut
următoarea expresie pentru vectorul intensitate câmp magnetic:

~H =
k

ωµ0

E0 sin kx sin ωt · ẑ

Vectorul Poynting este:

~S = ~E × ~H
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deci direcţia este perpendiculară pe planul format de cei doi vectori. Deoarece

~E = E · ŷ
~H = H · ẑ

este evident faptul că vectorul Poynting este orientat pe direcţia axei Ox.

~S =
∣∣∣ ~E × ~H

∣∣∣ · x̂ = EH · x̂

Înlocuind expresiile cele două intensităţi, se obţine:

S =
k

4ωµ0

E2
0 sin 2kx sin 2ωt

După medierea vectorului Poynting pe durata unei perioade se obţine inten-
sitatea undei.

I =
1

T

t+T∫

t

Sdt =
k

4Tωµ0

E2
0 sin 2kx

t+T∫

t

sin 2ωtdt = 0

Răspunsul corect este b)

2.3 Vectorului Poynting este:

~S = ~E × ~H

Din prima ecuaţie a lui Maxwell rezultă:
∣∣∣∣∣∣∣

x̂ ŷ ẑ
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

E(z) 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
= −∂ ~B

∂t

adică:

−∂Bz

∂t
= E0xe

iωt ∂

∂y

(
e−αze−ikz

)

= E0x (α + ik) e−αzei(ωt−kz)

Integrând ı̂n raport cu timpul se găseşte valoarea lui Bz.

Bz = −E0x (α + ik) e−αze−ikz
∫

eiωtdt

= −E0x
(α + ik)

iω
e−αzei(ωt−kz) + const.

=
k − iα

ω
E0xe

−αzei(ωt−kz) + const.
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Pentru simplitatea calculului considerăm toate constantele de integrare nule.
Aşadar s-a obţinut:

Bz =
k − iα

ω
E

Vectorul Poynting este

~S =
1

µ
(EBz) · ŷ =

k − iα

µω
E2 · ŷ

Răspunsul corect este a)

2.4 Ecuaţia generală a unei unde plane monocromatice este de forma:

~E = ~E0e
i(ωt−~k·~r)

unde ~k− vectorul de undă, definit ca:

~k =
2π

λ
ŝ

unde k̂− este versorul direcţiei de deplasare a suprafeţelor de fază constantă.
În coordonate carteziene, amplitudinea intensităţii este:

~E0 = E0xx̂ + E0yŷ + E0yẑ

iar produsul scalar are expresia:

~k · ~r = kxx + kyy + kzz

Prin identificarea formulei generale cu expresia problemei, rezultă:

E0x = 2; E0z = 5

kx = 0; ky = 1; kz = 3

Deocamdată nu se poate spune nimic despre componenta E0y a câmpului
electric. Putem folosi ı̂nsă o proprietate deosebit de importantă a unde-
lor plane şi anume transversalitate acestora. Deoarece ~E, ~H,~k formează un
triedru drept,

~E ⊥ ~k ⇒ ~E · ~k = 0

şi ı̂n plus:

~H =

√
ε0

µ0

(
k̂ × ~E

)
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Ultima relaţie este uşor de demonstrat cu ajutorul ecuaţiei lui Maxwell pentru
vid:

∇× ~E = −∂ ~B

∂t

Operatorul rotor aplicat undei plane (cu amplitudinea constantă ı̂n timp)
este echivalent cu operaţia matematică:

∇× → −i~k×

iar derivata ı̂n raport cu timpul asociată undei plane corespunde mărimii:

∂

∂t
→ iω

Aşadar:

−i~k × ~E = −iω ~B

~B =
k

ω

(
k̂ × ~E

)

~H =
1

cµ0

(
k̂ × ~E

)

~H =

√
ε0

µ0

(
k̂ × ~E

)

Ca urmare:

E0xkx + E0yky + E0zkz = 0

adică:

0 + E0y + 15 = 0 ⇒
E0y = −15

Direcţia versorului k̂ se determină din definiţia:

k̂ =
~k

k
=

ky√(
k2

y + k2
z

) ŷ +
kz√(

k2
y + k2

z

) ẑ

=
1√
10

ŷ +
3√
10

ẑ
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Valoarea intensităţii câmpului magnetic este:

~H =

√
ε0

µ0

∣∣∣∣∣∣∣

x̂ ŷ ẑ
0 1√

10
3√
10

2 −15 5

∣∣∣∣∣∣∣
ei[ωt−(y+3z)]

=

√
ε0

µ0

(
50√
10

x̂ +
6√
10

ŷ − 2√
10

ẑ

)
e

i[ωt−(y+3z)]

=

√
ε0

10µ0

(50x̂ + 6ŷ − 2ẑ) e
i[ωt−(y+3z)]

Răspunsul corect este b)

2.5 Direcţia de propagare a undei este dată de vectorul ~k care, conform
expresiei lui se află ı̂n planul xOz. Unghiul θ făcut de direcţia de propagare
cu axa Oz este:

tgθ =
kx

kz

=
3

4
→ λ =

2π√
k2

x + k2
z

=
2π

5
m

Frecvenţa va fi:

ν =
c

λ
= 2.39 108 Hz

b).

~H =

√
εo

µo

(~s× ~E) =

√
εo

µo

(~k × ~E)

k
= 5.3 10−4(−8~ux + 6~uz)e

i(ωt−kx)

de unde se observă că ~H ⊂ xOz
c).

I =< | ~E × ~H| >=
1

2

√
εo

µo

~E2
oy~s (

W

m2
)

2.6 a). Fie o undă electromagnetică plană, liniar polarizată de forma:

~E = ~Eoy cos (ωt− kx)

Densitatea curentului de deplasare este, conform legii Ampère-Maxwell:

~jd = εo
∂ ~E

∂t
= −εoω ~Eoy sin (ωt− kx)
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având amplitudinea jod = εoωEoy. Valoarea eficace este definită ca rădăcina
pătrată din valoarea medie a pătratului densităţii curentului de deplasare ı̂n
timp de o perioadă:

jeficace =

√
1

T

∫ T

0
j2
ddt =

√
2πνεoEoy = 0.2 mA/m2

b). Se pleacă de la definiţia vectorului Poynting ~S = ~E × ~H, precum şi de la
expresia câmpului magnetic ı̂n funcţie de câmpul electric:

H =

√
εo

µo

Eoy cos (ωt− kx)

Deci, vectorul Poynting va avea expresia:

~S =

√
εo

µo

E2
oy cos2 (ωt− kx)~s

Se ţine apoi cont că media temporală a funcţiei cos2 este 1
2

vom obţine, pentru
intensitatea undei, expresia:

I =< |~S| >=
1

2

√
εo

µo

E2
oy

W

m2

c). Fluxul elementar al inducţiei magnetice ~B = µo
~H prin suprafaţa elemen-

tară dA = Idx (vezi figura) va fi dΦ = µoHldx, iar fluxul total prin cadrul
pătratic va avea expresia:

Φ = µol

√
εo

µo

Eoy

∫ l

o
cos (ωt− kx)dx

=
lEoy

√
εoµo

k
[− sin ωt + sin (ωt− kl)]

Deci, tensiunea electromotoare inducă va fi:

eindus = −∂Φ

∂t
= lEoy[cos ωt− cos (ωt− ωl/c) (V )

2.7 a). Vom alege câmpul electric de-a lungul axei Oy, ~E = Ey~uy. Din
ecuaţiile Maxwell

∇× ~E = −∂ ~B

∂t

∇× ~H = εo
∂ ~E

∂t
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rezultă ~B = Bz~uz şi:

∂Ey

∂x
= −∂Bz

∂t
∂Ey

∂t
= −c2∂Bz

∂x
Dacă vom ţine cont că Ey = Eoy cos kx cos ωt vom obţine:

∂Bz

∂t
= kEoy sin kx cos ωt

∂Bz

∂x
=

ωEoy

c2
cos kx sin ωt

Din ultimele relaţii rezultă expresia inducţiei magnetice:

Bz =
Eo

c
sin kx sin ωt = 5 · 10−9 sin 0.4x sin 1.2 · 108t (T )

b). Se pleacă de la definiţia vectorului Poynting ~S = ~E × ~H şi, dacă ţinem
cont de direcţiile vectorilor electric şi magnetic, rezultă că vectorul Poynting
va fi orientat pe direcţia Ox:

Sx = EyHz =
1

µo

EyBz =
1

4

E2
o

cµo

sin 2kx sin 2ωt (W/m2)

c). Intensitatea undei este, conform definiţiei I =< Sx > şi va fi zero pentru
că media sinusului pe o perioadă este nulă.

2.8 a). Din legea inducţiei ∇× ~E = −µ∂ ~H
∂t

vom găsi:

∂Ey

∂z
= µ

∂Hx

∂t
µ

∂Hy

∂t
= 0

∂Ey

∂x
= −µ

∂Hz

∂t
Deoarece Ey = Eo cos mx cos ny cos pz cos ωt vom găsi următoarele compo-
nente ale câmpului magnetic:

Hx = − p

µω
cos mx cos ny sin pz sin ωt

Hy = 0

Hz =
m

µω
Eo sin mx cos ny cos pz sin ωt

Dar, din ecuaţia Maxwell ∇× ~H = ε∂ ~E
∂t

rezultă:

∂Hz

∂y
= 0

−∂Hz

∂x
+

∂Hx

∂z
= ε

∂Ey

∂t
∂Hx

∂y
= 0
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ceea ce conduce, ţinând cont de expresiile câmpului magnetic, la următorul
set de ecuaţii:

mn

µω
Eo sin mx sin ny cos pz sin ωt = 0

m2 + p2 = εµω2

pn

µω
Eo cos mx sin ny sin pz sin ωt = 0

De asemenea, dacă vom ţine cont şi de celelalte două ecuaţii Maxwell div ~E =
0 şi div ~H = 0, vor rezulta următoarele două ecuaţii:

∂Ey

∂y
= nEo cos mx sin ny cos pz cos ωt = 0

∂Hx

∂x
+

∂Hz

∂z
= 0

Se observă că, pentru a fi verificate toate ecuaţiile deduse, trebuie ca n = 0.
Deci, componentele câmpului magnetic vor fi următoarele:

Hx = − p

µω
cos mx sin pz sin ωt

Hy = 0

Hz =
m

µω
Eo sin mx cos pz sin ωt

b). Vectorul Poynting ~S = ~E × ~H va avea doar două componente:

Sx = EyHz =
m

4µω
E2

o sin 2mx cos2 ny cos2 ny cos2 pz sin 2ωt

Sz = −EyHx =
p

4µω
E2

o cos2 mx cos2 ny sin 2pz sin 2ωt

c). Deoarece valoarea medie, pe o perioadă, a funcţiei sin 2ωt este nulă,
rezultă că < Sx >=< Sz >= 0, deci intensitatea undei este nulă.

2.9 a). Deoarece diferenţa de fază dintre cele două componente ale câmpului
electric este δ = π/6, rezultă că unda este polarizată eliptic stânga având
axele proprii orientate după axele Oξ şi respectiv Oη ce fac unghiul ϕ cu
axele Ox şi respectiv Oy.
b). Ecuaţia elipsei ı̂n axele de coordonate xOy este dată de relaţia:

E2
x

E2
ox

+
E2

y

E2
oy

− 2
ExEy

EoxEoy

cos δ = sin2 δ (2.3.95)
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cu componentele:

Ex = Eox cos (ωt− kz)

Ey = Eoy cos (ωt− kz + δ)

Faţă de noile coordonate orientate de-a lungul axelor elipsei, componentele
câmpului electric scrise cu ajutorul componenteleor Ex şi Ey, vor avea forma:

Eξ = Ex cos ϕ + Ey sin ϕ

Eη = −Ex sin ϕ + Ey cos ϕ

Dacă notăm prin a şi b semiaxele elipsei, atunci ecuaţia elipsei ı̂n sistemul de
coordonate ξOη va fi:

E2
ξ

a2
+

E2
η

b2
= 1

ceea ce arată că aceste componente, faţă de noile axe vor pot fi scrise sub
forma:

Eξ = a cos (ωt− kz + δo) = a cos (ωt− kz) cos δo −
a sin (ωt− kz) sin δo

Eη = b sin (ωt− kz + δo) = b sin (ωt− kz) cos δo +

cos (ωt− kz) sin δo

Pentru a determina semiaxele elipsei vom ı̂nlocui expresiile pentru Ex şi
respectiv Ey ı̂n expresiile componentelor Eξ şi Eη:

Eξ = Eox cos (ωt− kz) cos ϕ + Eoy cos (ωt− kz) cos δ sin ϕ−
Eoy sin (ωt− kz) sin δ sin ϕ

Eη = −Eox cos (ωt− kz) sin ϕ + Eoy cos (ωt− kz) cos δ cos ϕ−
Eoy sin (ωt− kz) sin δ cos ϕ

Identificând expresiile pentru Eξ şi Eη din cele două seturi de ecuaţii vom
obţine următoarele relaţii:

a cos δo = Eox cos ϕ + Eoy cos δ sin ϕ

a sin δo = Eoy sin δ sin ϕ

b cos δo = Eoy sin δ cos ϕ

b sin δo = Eox sin ϕ− Eoy cos δ cos ϕ
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În urma efectuării unor calcule asupra acestui set de 4 ecuaţii vom obţine
următorul sistem de două ecuaţii cu două necunoscute, a şi b:

a2 + b2 = E2
ox + E2

oy

ab = EoxEoy sin δ

din care se pot determina cele două semiaxe ale elipsei.
c). Dacă se foloseşte din nou setul de 4 ecuaţii, se poate obţine următoarea
relaţie:

Eox cos ϕ + Eoy cos δ sin ϕ

Eoy sin δ sin ϕ
=

Eoy sin δ cos ϕ

Eox sin ϕ− Eoy cos δ cos ϕ

de unde se poate determina unghiul ϕ:

tg2ϕ =
2EoxEoy

E2
ox − E2

oy

cos δ

2.10 După cum se constată din ecuaţia undelor, acestea se propagă pe
direcţia Oz cu aceeaşi frecvenţă dar sunt defazate cu unghiul π/4. Pentru
a găsi starea de polarizare a undei rezultante vom elimina timpul din aceste
două ecuaţii. În acest fel vom găsi locul geometric descis de vârful vectorului
intensitate ~E. Folosim relaţia trigonometrică:

cos(a + b) = cos a cos b− sin a sin b

Ca urmare:

cos [(ωt− kz) + δ] = cos (ωt− kz) cos δ − sin (ωt− kz) sin δ

Folosind expresia:

Ex = E cos(ωt− kz) ⇒
cos(ωt− kz) =

Ex

E

sin(ωt− kz) =

√
1−

(
Ex

E

)2

Din expresia:

Ey = E cos(ωt− kz + δ)
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rezultă:

cos(ωt− kz + δ) =
Ey

E

Deci,

Ey

E
=

Ex

E
cos δ −

√
1−

(
Ex

E

)2

sin δ

După rearanjarea expresiei (prin ridicare la pătrat şi ordonarea termenilor)
rezultă expresia generală:

(
Ex

E

)2

+
(

Ey

E

)2

− 2
ExEy

E2
cos δ = sin2 δ

care este ecuaţia unei elipse cu axele ı̂nclinate faţă de sistemul de axe xOy.
Pentru cazul problemei, δ = π

4
, se obţine:

(
Ex

E

)2

+
(

Ey

E

)2

−
√

2
ExEy

E2
=

1

2

care este ecuaţia unei elipse cu axele ı̂nclinate cu unghiul δ = π
4

faţă de sis-
temul cartezian de coordonate.
Răspunsul corect este b)

2.11 Atunci când lumina nepolarizată trece printr-un polarizor, intensitatea
ei se ı̂njumătăţeşte:

I =
1

2
I0

Această relaţie are loc indiferent de orientarea axei de transmitere a pola-
rizorului. Dacă lumina polarizată de intensitate I0 trece printr-un polarizor
cu axa de transmitere orientată sub unghiul ϕ faţă de axa de polarizare a
luminii atunci intensitatea ei devine:

I = I0 cos2 ϕ

În cazul problemei propuse, dacă ar fi existat doar polarizorii 1 şi 3 lumina
transmisă prin sistem ar fi fost zero deoarece aceştia sunt orientaţi ı̂n cruce
(direcţiile de transmitere la 900). Pentru că există şi polarizorul 2, orientarea
fasciculului polarizat de filtrul 1 va devia după axa sa de transmitere a fil-
trului 2. Astfel, ı̂n polarizorul 3 va intra un fascicul sub un unghi de 450 faţă
de axa de polarizare orizontală a acestuia şi va ieşi un fascicul polarizat
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orientat după axa orizontală. Ca urmare lumina transmisă nu poate fi zero.
Dacă exprimăm totul ı̂n funcţie de intensitatea I0 a radiaţiei incidente, avem:

• după trecerea luminii nepolarizate prin polarizorul 1 ea se polarizează pe
direcţie verticală şi are intensitatea:

I1 =
1

2
I0

• după trecerea luminii polarizate prin polarizorul 2 ea se polarizează pe
direcţia unghiului ϕ şi are intensitatea:

I2 = I1 cos2 ϕ =
(

1

2
I0

)
1

2

• după trecerea luminii polarizate prin polarizorul 3 ea se polarize1ză pe
direcţie orizontală verticală şi are intensitatea:

I3 = I2 cos2(
π

2
− ϕ) =

((
1

2
I0

)
1

2

)
1

2

Ca urmare, intensitatea luminii transmise prin sistemul de polarizori este:

I3 =
1

8
I0

Răspunsul corect este d)

2.12 După trecerea prin primul polarizor, lumina nepolarizată se polarizează
pe direcţia axei polarizorului, intensitatea ei devenind:

I1 =
1

2
I0

Conform legii lui Malus, intensitatea luminii polarizate care trece printr-un
polarizor cu axa de transmitere orientată sub unghiul ϕ faţă de direcţia de
polarizare a fasciculului incident este:

I2 = I1 cos2 ϕ =
1

2
I0 cos2 300 =

1

2
I0

(√
3

2

)2

=
3

8
I0

Răspunsul corect este e)

2.13 După trecerea prin primul polarizor, lumina nepolarizată se polarizează
pe direcţia axei polarizorului, intensitatea ei devenind:

I1 =
1

2
I0
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Conform legii lui Malus, intensitatea luminii polarizate care trece printr-un
polarizor cu axa de transmitere orientată sub unghiul ϕ faţă de direcţia de
polarizare a fasciculului incident este:

I = I0 cos2 ϕ

Ca urmare, intensităţile luminii polarizate după trecerea prin fiecare din cei
patru polarizori sunt:

I2 = I1 cos2 ϕ =
1

2
I0 cos2 300

I3 = I2 cos2 ϕ =
1

2
I0 cos4 300

I4 = I4 cos2 ϕ =
1

2
I0 cos6 300

Ca urmare:
I4

I0

=
1

2
cos6 300 =

1

2

(√
3

2

)6

=
27
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Răspunsul corect este c)

2.14 Din legile reflexiei şi refracţiei rezultă că la incidenţă normală:

θi = 0 ⇒ θ‘i = 0

n1 sin θi = n2 sin θr ⇒ θr = 0

unde θ‘i− unghi de reflexie şi θr−unghi de refracţie. Indicii de refracţie ai
celor două medii sunt:

n1 =
c

v1

=

√
ε0µ0√
ε0µ0

= 1

n2 =
c

v2

=

√
4ε0µ0√
ε0µ0

= 2

2.15 a). Cazul ~E = ~E⊥ ⊂ (xOy)

Ecuaţiile de continuitate la suprafaţa de separare dintre cele două medii se
referă la componentele tangenţiale la această suprafaţă (xOy), sau perpen-
diculare pe planul de incidenţă (xOz):

E⊥ + E1⊥ = E2⊥
Hx + H1x = H2x
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Dacă vom exprima componentele câmpului magnetic cu ajutorul unghiurilor
de incidenţă şi refracţie, vom obţine sistemul:

E⊥ + E1⊥ = E2⊥
(H|| −H1||) cos i = H2|| cos r

Vom ţine cont ı̂n continuare de proprietatea undelor electromagnetice prin
care câmpurile electric şi magnetic (intensităţile lor) sunt perpendiculare re-
ciproc:

~H =

√
ε

µ
(~s× ~E) → H =

√
ε

µ
E

Asfel, sistemul de ecuaţii devine:

E⊥ + E1⊥ = E2⊥

(

√
ε1

µ1

E⊥ −
√

ε1

µ1

E1⊥) cos i =

√
ε2

µ2

E2⊥ cos r

Pentru a exprima coeficientul Fresnel r⊥ = E1⊥
E⊥

vom rezolva sistemul anterior,
de unde va rezulta următoarea expresie:

r⊥ =

√
ε1

µ1
cos i−

√
ε2

µ2
cos r

√
ε1

µ1
cos i +

√
ε2

µ2
cos r

Pentru determinarea lui t⊥ = E2⊥
E⊥

vom folosi acelaşi sistem, de unde rezultă:

t⊥ =
2
√

ε1

µ1
cos i

√
ε1

µ1
cos i +

√
ε2

µ2
cos r

b). Cazul ~E = ~E|| ⊂ (xOz)

Ecuaţiile de continuitate pentru componentele câmpului electromagnetic vor
fi:

E|| cos i− E1|| cos i = E2|| cos r

H⊥ + H1⊥ = H2⊥

Dacă vom exprima componentele magnetice ı̂n funcţie de cele electrice vom
obţine următorul sistem de ecuaţii:

E|| cos i− E1|| cos i = E2|| cos r
√

ε1

µ1

E|| +

√
ε1

µ1

E1|| =

√
ε2

µ2

E2||
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De unde, prin rezolvare vor rezulta cei doi coeficienţi Fresnel:

r|| =

√
ε2

µ2
cos i−

√
ε1

µ1
cos r

√
ε2

µ2
cos i +

√
ε1

µ1
cos r

t|| =
2
√

ε1

µ1
cos i

√
ε2

µ2
cos i +

√
ε1

µ1
cos r

Pentru a obţine polarizare totală prin reflexie trebuie să punem condiţia ca
r|| = 0, adică:

√
ε2

µ2

cos i−
√

ε1

µ1

cos r = 0

Unghiul iB⊥ sub care are loc reflexia se determină din legea Snell-Descartes
scrisă pentru aceste medii:

√
ε1µ1 sin i =

√
ε2µ2 sin r

şi din condiţia:

iB⊥ + r =
π

2

Din rezolvarea acestor ecuaţii rezultă:

tgiB⊥ =

√√√√ε2(ε2µ1 − ε1µ2)

ε1(ε2µ2 − ε1µ1)

Dacă este ı̂ndeplinită această condiţie, lumina reflectată este polarizată total
perpendicular pe planul de incidenţă. Pentru cazul mediilor dielectrice µ1 =
µ2 = µo se obţine expresia cunoscută pentru unghiul Brewster:

tgiB =

√
ε2

ε1

=
n2

n1

= n21

2.16 Vom nota prin n1 indicele de refracţie al aerului, şi prin n2 indicele
de refracţie al sticlei. Fie (r1, t1) coeficienţii Fresnel la suprafaţa de separare
aer-sticlă, şi (r2, t2) coeficienţii Fresnel la suprafaţa de separare sticlă-aer.

130



Vom considera numai cazul ~E = ~E||. Deci, expresia coeficienţilor Fresnel va
fi:

r1 =
tg(i− r)

tg(i + r)

r2 =
tg(r − i)

tg(r + i)
= −r1

→ r2
1 = r2

2 = R

t1 =
2 sin r cos i

sin (i + r) cos (i− r)

t2 =
2 sin i cos r

sin (i + r) cos (r − i)

→ t1t2 = T

Din legea de conservare a energiei undelor electromagnetice R + T = 1 va
rezulta:

t1t2 = 1− r2
1 = 1− r2

2

Acelaşi rezultat se obţine şi pentru cazul ~E = ~E⊥.

2.17 a). Pentru a calcula deviaţia laterală l a fasciculului emergent din
lama cu feţe plan-paralele faţă de cel incident, vom exprima această deviaţie
ı̂n funcţie de grosimea d a lamei precum şi unghiurile i şi r:

l =
d

cosr
sin (i− r)

Din legea Snell-Descartes sin i = n sin r se poate calcula unghiul r; se in-
troduce apoi ı̂n relaţia pentru determinarea lui l, care va lua diverse valori
corespunzătoare unghiurilor de incidenţă i.
b). Pentru a calcula gradul de polarizare al radiaţiilor reflectată, refractată
şi emergentă din sticlă vom pleca de la definiţia intensităţii unei unde şi
respectiv a gradului de polarizare:

I =
1

2

√
ε

µ
E2

P =
I|| − I⊥
I|| + I⊥

Deorece unda incidentă este nepolarizată, conform definiţiei gradului de po-
larizare → Ei|| = Ei⊥.
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Vom nota prin r şi t coeficienţii Fresnel pentru suprafaţa aer-sticlă, şi prin
t′ coeficientul de transmisie la suprafaţa sticlă-aer. Pentru unda reflectată la
suprafaţa aer-sticlă, gradul de polarizare va avea expresia:

Preflec =
r2
|| − r2

⊥
r2
|| + r2

⊥

Pentru unda transmisă ı̂n plăca de sticlă, gradul ei de polarizare are expresia:

Ptrans =
t2|| − t2⊥
t2|| + t2⊥

Componentele câmpului electric sunt diferire ı̂n sticlă: Et|| = t||Ei; Et⊥ =
t⊥Ei.
Gradul de polarizare pentru unda emergentă din placă va avea expresia:

Pemerg =
|t′||Et|||2 − |t′⊥Et⊥|2
|t′||Et|||2 + |t′⊥Et⊥|2 =

T ′2
|| − T ′2

⊥
T ′2
|| + T ′2

⊥

Se va ţine cont ı̂n continuare de expresiile coeficienţilor şi respectiv factorilor
Fresnel ı̂n funcţie de unghiurile i şi r şi apoi se poate calcula gradul de po-
larizare pentru fiecare undă ı̂n parte.

2.18 Efectele de interferenţă sunt caracteristice tuturor tipurilor de unde.
Obţinerea unei figuri de interferenţă cu o distribuţie staţionară specifică a
densităţilor de flux, caracterizată de maxime şi minime (franje de interferenţă)
este condiţionată de proprietatea de coerenţă. Două unde sunt coerente dacă
au aceeaşi frecvenţă şi o diferenţă de fază constantă ı̂n timp.
Dacă sursa iniţială este monocromatică, aşezarea unui paravan opac prevăzut
cu două fante ı̂nguste ı̂n calea undei, transfomă undele emergente prin fantă
ı̂n unde coerente, deoarece provin de la aceeaşi sursă şi au o diferenţă de fază
constantă ı̂n orice punct din câmpul de interferenţă (zona ı̂n care se supra-
pun).
În cazul luminii albe lucrurile sunt mai complicate, ı̂n sensul că emiterea
luminii este realizată la nivel microscopic (de către dipoli electrici), procesul
de emisie este individual şi total necorelat. Lumina este emisă ı̂n trenuri de
unde care durează un timp limitat (circa 10−8s). Se pot pune ı̂nsă ı̂n evidenţă
franje de interferenţă şi ı̂n acest caz dacă se aşează ı̂n faţa sursei un para-
van opac suplimentar, prevăzut cu o fantă foarte ı̂ngustă. Aceasta va asigura
condiţia ca trenurile de undă ce ajung la nivelul fantelor următoare s ăprovină
de la o aceeaşi regiune din apropierea sursei si deci să fie coerente spaţial şi
temporal. Schimbarea fazei la nivelul primei fante atrage după sine şi schim-
barea fazei la nivelul fantelor următoare astfel că tabloul de interferenţă se
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păstrează staţionar.
Dacă deschiderea fantei aşezată ı̂n calea luminii albe se măreşte treptat,
maximele de interferenţă scad ca valoare iar minimele nu mai sunt nule,
până când, pentru o anumită deschidere nu mai există nici o diferenţă ı̂ntre
maximele şi minimele de interferenţă adică nu se mai disting franjele, lu-
minarea fiind practic uniformă. Undele care interferă trec de la limita de
de coerenţă totală la cea de incoerenţă totală. Orice situaţie realizată ı̂ntre
aceste limite corespunde coerenţei parţiale.
Răspunsul corect este e)

2.19 Diferenţa de drum dintre undele care interferă este:

∆r =
dxm

D

unde, s-a notat distanţa dintre cele două surse cu d. Impunem condiţia de
minim de interferenţă considerând că minimul al 10-lea corespunde lui m =
9 :

∆r = (2m + 1)
λ

2

Se obţine:

dx10

D
= (2 · 9 + 1)

λ

2

d = D
λ

2

19

x10

= 2m
589× 10−9m

2

19

7, 26× 10−3m
= 1, 54mm

Răspunsul corect este d)

2.20 Intensitatea undei rezultante ı̂n planul de interferenţă pentru fante
ı̂nguste (d << λ) este:

I = Imax cos2 k∆r

2
= Imax cos2

(
π

λ
d sin θ

)

Deoarece d << D :

sin θ ' tgθ =
y

D

unde y−distanţa faţă de centrul ecranului unde este ı̂ndeplinită şi condiţia de
maxim de interferenţă (∆r = 0) adică se obţine maximul central. Se obţine:

I

Imax

= cos2

(
πd

λD
y

)
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y =
λD

πd
arccos

√
I

Imax

y =
600× 10−7cm× 120cm

π × 0, 120cm

π

3
y = 0, 02cm

Răspunsul corect este b)

2.21 Dacă se ridică sursa pe distanţa y atunci apare o diferenţă de drum
suplimentară, ı̂naintea planului fantelor, pentru undele care interferă ı̂n orice
punct P , de pe ecran.

S

y

d

2a

S1

S2

D

xm

P

S1’ S1’’

’

’

Fig.2.21.r

∆r = (SS2 + S2P )− (SS1 + S1P )

= (SS2 − SS1) + (S2P − S1P )

Deoarece se consideră că distanţa dintre planul surselor şi ecran, respec-
tiv S este foarte mare, ı̂n urma efectuării acestor diferenţe prin considerente
geometrice (prin aşezarea vârfului compasului ı̂n punctele P, respectiv S şi
delimitarea punctelor S′1 şi S′2) se obţine:

SS1 = SS ′1
SS2 = SS ′2
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∆r = S ′1S2 + S2S
′
2

≈ 2a sin θ′ + 2a sin θ

≈ 2a tan θ′ + 2a tan θ

' 2a
(

y

d
+

xm

D

)

Condiţia de maxim de interferenţă conduce la:

2a
(

y

d
+

xm

D

)
= mλ,m = 0, 1, 2, ...

Punctele situate la distanţa xm sunt puncte de maxim de interferenţă, adică:

xm =

(
m

λ

2a
− y

D

)
d

Interfranja este distanţa dintre două maxime (minime) consecutive, ca ur-
mare:

i = xm − xm−1

=

(
m

λ

2a
− y

D

)
d−

[
(m− 1)

λ

2a
− y

D

]
d

=
λd

2a

Maximul central se găseşte din condiţia ca diferenţa de drum dintre undele
care interferă să fie zero (m = 0):

∆r = 0 ⇒ 2a
(

y

d
+

x0

D

)
= 0

x0 = −D

d
y

Ca urmare, interfranja rămâne neschimbată ca valoare iar franja centrală
coboară pe distanţa D

d
y.

Răspunsul corect este a)

2.22 Dacă considerăm, pentru simplitate franja centrală (luminoasă) ı̂n punc-
tul Po, şi următoarea franjă luminoasă ı̂n punctul P, se observă că interfranja
se măreşte.

i′ =
i

cos β

135



2a

S1

S2

D

xm

P

S1’’

P0

Fig.2.22.r

unde i−interfranja pentru poziţia verticală a ecranului, adică:

i =
λD

2a

Răspunsul corect este b)

2.23 Diferenţa de drum dintre cele două raze este:

∆r = (SI + IE)− SE

= (S ′I + IE)− SE

= S ′E − SE

Din diferenţa geometrică a celor două drumuri, găsită prin aşezara compa-
sului cu vârful ı̂n E şi delimitarea segmentului EP = ES se obţine:

∆r = S ′P + EP − ES = S ′P

Din triunghiul dreptunghic SS ′P se observă că:

∆r = 2d sin θ
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Pentru unghiuri mici, ţinând seama şi de dimensiunile corespunzătoare tri-
unghiului OEC rezultă :

sin θ ' tgθ =
xk

D

Dacă ı̂n punctul C se afl ăun maxim de interferenţă:

∆r = 2d
xk

D
= kλ, k = 0, 1, 2..

Adică:

xk =
D

2d
kλ, k = 0, 1, 2...

Maximul următor, de ordin k + 1, se găseşte ı̂n poziţia:

xk+1 =
D

2d
(k + 1) λ, k = 0, 1, 2...

De unde rezultă valoarea interfranjei:

i = xk+1 − xk =
D

2d
λ

Dacă se ridică sursa pe distamţa h valoarea noii interfranje devine:

i′ =
D

2(d + h)
λ

Raportul interfranjelor devine:

1

n
=

i′

i
=

d

d + h

şi ne permite să calculăm distanţa de la sursă la oglindă:

d =
h

n− 1

Ca urmare, valoarea lungimii de undă este:

λ =
2i

D

h

n− 1

Răspunsul corect este a)
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2.24 Viteza de propagare a luminii ı̂ntr-un mediu caracterizat de indicele
de refracţie n este:

v =
c

n

Raportul vitezelor de propagare ale luminii ı̂n mediile caracterizate de indicii
de refracţie n1 şi n2 este:

v1

v2

=
c

n1

n2

c
=

n2

n1

=
1, 461

1, 361
= 1, 07

Răspunsul corect este b)

2.25 Primul maxim de difracţie se obţine din condiţia:

n = 1 ⇒ a sin θ = λ

sin θ =
λ

a

Pentru ca el să coincidă cu cel de-al m − lea maxim de interferenţă, trebuie
ca:

d sin θ = mλ

sin θ =
mλ

d

Identificând cele două expresii ale lui sin θ, se obţine:

λ

a
=

mλ

d

m =
d

a
=

0, 2nm

0, 05nm
= 4

Răspunsul corect este c)

2.26 a). Fie o pană de sticlă formată din feţele OA şi OB (Fig.2.26.r).
La iluminarea penei ı̂n poziţia 1 se formează un anumit sistem de franje. În
timpul deplasării lamei OB, franjele se deplasează către vârful penei, astfel
ı̂ncât franja din poziţia I corespunzătoare grosimii d a penei ı̂n poziţia 1 se va
găsi ı̂n poziţia II corespunzătoare aceleeaşi grosimi d a penei, pentru poziţia
2.
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Fig.2.26.r

Deplasarea ∆i a franjei se poate măsura. Unghiul α fiind cunoscut, rezultă
că deplasarea lamei OB este dată de relaţia:

s = ∆i sin i ' α∆i

b). Condiţia de obţinere a două maxime succesive se va scrie:

2ndm − λ/2 = 2mλ/2

2ndm+1 − λ/2 = 2(m + 1)λ/2

De unde, pentru ungiuri α mici se poate exprima diferenţa dintre cele două
maxime succesive:

dm+1 − dm =
λ

2n
≈ iα

→ i =
λ

2nα

Deoarece deplasarea minimă a franjei ce poate fi apreciată este:

(∆i)min =
i

4

atunci deplasarea minimă corespunzătoare feţei mobile va fi:

smin = α(∆i)min = α
i

4
=

λ

8n

c). Din expresia interfranjei i = λ
2nα

se observă că pentru cazul când unghiul
scade interfranja va creşte până când ∆i = l (lungimea penei). Rezultă
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atunci:

αmin =
λ

2ni
=

λ

8nl

Această ultimă relaţie exprimă condiţia de paralelism optic dintre cele două
suprafeţe.
d). Se pot evidenţia deformaţiile unei suprafeţe dacă se ia ca etalon o altă
suprafaţă şi se măsoară interfranja i; denivelările mai mici decât λ/8 nu pot
fi măsurate.

2.27 Fie planul xOz planul de incidenţă; vectorul câmp electric este per-
pendicular pe planul de incidenţă şi propagă pe direcţia Oz. La suprafacţa
de separare dintre aer şi oglindă are loc o reflexie totală cu introducerea unui
defazaj egal cu π; ı̂n urma interferenţei dintre unda incidentă şi reflectată se
formează o undă staţionară. Expresiile undei electrice incidente, reflectate şi
respectiv rezultante vor fi:

Einc = Eo cos (ωt− kz)

Ereflec = Eo cos (ωt + kz + π)

Erez = 2Eo cos (ωt + π/2) cos (kz − π/2)

= 2Eo cos (ωt + π/2) sin kz

Se observă că unda rezultantă, unda staţionară este formată din noduri
(Erez = 0) şi ventre (Erez = 2Eo).
Poziţia nodurilor se obţine din condiţia:

sin kz = 0 → kz = mπ m = 0, 1, 2, 3, ...

de unde rezultă

znoduri
m = m

λ

2

Observaţie: pentru m = 0 → z = 0 ceea ce inseamnă că primul nod (minim

pentru ~E) se obţine chiar pe suprafaţa oglinzii metalice. Pentru m = 1 →
z1 = λ

2
, deci distanţa dintre două noduri consecutive este ∆x = λ

2
.

Poziţia ventrelor se obţine din condiţia:

sin kz = 1 → kz = (2m + 1)
π

2

de unde rezultă

zventre
m = (2m + 1)

λ

4
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observaţie: pentru m = 0 → zo = λ
4
, iar pentru m = 1 → z1 = 3λ

4
deci,

distanţa dintre două ventre consecutive va fi ∆x = λ
2
.

b). Pentru a afla câmpul magnetic rezultant vom utiliza relaţia 2.1.17 astfel
ı̂ncât vo obţine:

Hrez = Hinc + Hrefl =

√
εo

µo

Eo cos (ωt− kz) +

√
εo

µo

Eo cos (ωt + kz)(2.3.96)

= 2

√
εo

µo

Eo cos ωt cos kz

Pentru a determina poziţia nodurilor câmpului magnetic (H = 0) vom pune
condiţia:

cos kz = 0 → kz = (2m + 1)
π

2

→ znoduri
m = (2m + 1)

λ

4

Pentru m = 0 → znod
o = λ

4
, deci primul nod se formează la distanţa ∆x = λ

4

de oglinda metalică.
Pentru a determina poziţia ventrelor (H = 2

√
εo

µo
Eo) vom pune condiţia:

cos kz = 1 → kz = mπ

→ zventru
m = m

λ

2

Se observă că, pentru m = 0 → zo = 0, deci primul ventru se formează pe
suprafaţa oglinzii metalice. Pentru m = 1 → z1 = λ

2
, deci ∆x = λ

2
.

c). Dacă vom ţine cont de definiţia vectorului Poynting pe care-l vom media:

< ~S >=< ~Erez × ~Hrez > =

< 2Eo cos (ωt +
π

2
) sin kz · 2Eo

√
εo

µo

cos ωt cos kz > =

E2
o

√
εo

µo

< sin 2ωt sin 2kz > = 0

e). Vectorul electric ~E are nodul pe suprafaţa oglinzii, deci un minim, iar
innegrirea emulsiei are loc atunci când există un ventru al undei staţionare,
ceea ce corespunde unui ventru al câmpului electric.
f). Primul maxim apare la distanţa d = λ

4
= 125 nm.
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g). Dacă vom nota cu d′ distanţa dintre un nod şi un ventru de-a lungul
suprafeţei planului, atunci:

cos ϕ =
d

d′

2.28 a). Dispersia unghiulară este dată de formula:

Dα =
dα

dλ

unde α reprezintă unghiul de incidenţă. Deoarece diferenţa de drum op-
tic dintre două fascicule care interferă şi determină apariţia maximelor de
intensitate, este:

∆l = 2d cos α = kλ

prin diferenţierea acestei relaţii la α şi λ se obţine:

−2d sin αdα = kdλ → Dα = − k

2d sin α
≈ 1

λα

b). Pentru a determina domeniul dispersiv (constanta aparatului) vom pleca
de la exprimarea distanţei unghiulare dintre inelele din ordine vecine cores-
punzătoare aceleaşi lungimi de undă, prin derivarea la λ şi k a condiţiei de
maxim:

−2d sin α∆α = λ∆k

Deoarece ∆k = 1 rezultă

∆α = − λ

2d sin α

Pe de altă parte, utilizând condiţia de maxim de interferenţă precum şi ex-
presia derivată a ei la α şi λ, se obţine:

∆α = − ∆λ

λtgα

Prin egalarea celor două expresii ale lui ∆α se gă seşte domeniul dispersiv al
aparatului:

∆λ =
λ2

2d cos α
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c). Se poate alege drept criteriu de rezoluiţie spectrală, distanţa dintre
maximele de intensitate egală cu semilărgimea unei franje de interferenţă
a interferometrului.
Intensitatea luminii transmise este dată de relaţia Airy:

It =
(1−R)2

(1−R)2 + 4R sin2 ϕ/2
Io

unde Io este intensitatea incidentă iar ϕ este diferenţa de fază introdusă de
interferometru, iar R este factorul de reflexie. Pentru ϕ = ϕo intensitatea
I = 1

2
Io (semilăţimea franjelor) care, conform formulei Airy devine:

1

2
Io =

(1−R)2

(1−R)2 + 4R sin2 ϕo/2
Io

de unde se obţine:

sin ϕo/2 =
1−R

2
√

R

Diferenţa de fază dintre două fascicule care interferă este:

ϕ =
4π

λ
d cos α

Puterea de rezoluţie este definită:

Rez ≡ ϕ

δϕ
= | λ

δλ
|

Ţinând cont de formula Airy precum şi de ordinul maxim al spectrului m = 2d
λ

rezultă:

Rez =
4π
√

R

1−R

d

λ

d). Puterea de rezoluţie poate fi scrisă sub forma:

Rez = mN

unde N reprezint]u a numărul efectiv de fascicule (numărul de fascicule de
lumină având o intensitate care asigură aceeaşi putere de rezoluţie ca şi
succesiunea infinită de fascicule, de intensitate descrescătoare).

N =
2π
√

R

1−R
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2.29 a).Maximele principale de interferenţă se obţin din condiţia:

d sin α = mλ

unde d = 1
n

este constanta reţelei. Ordinul maxim de difracţie se obţine
pentru pentru sin ϕ = 1:

mmax =
sin ϕmax

n
=

1

nλ

b). Din ecuaţiile următoare rezultă cele două unghiuri corespunzătoare max-
imului de ordin 1 şi respectiv 2:

sin ϕ1 = nλ → ϕ1 = arcsin (nλ)

sin ϕ2 = 2nλ → ϕ2 = arcsin (2nλ)

c). Pentru a obţine expresia dispersiei unghiulare vom diferenţia condiţia de
maxim:

dϕ

dλ
=

nm

cos ϕ
=

tgϕ

λ

Deci,

dϕ1

dλ
= 1.7 min/nm

dϕ2

dλ
= 4 min/nm

d). Puterea de rezoluţie ı̂n ordinul 1 este:

(
λ

∆λ
)1 = N = nL = 2.5 · 104

Reţeaua poate rezolva ı̂n ordinul 1 două linii separate prin ∆λ = 0.02 nm,
iar intervalul spectral liber δλ (definit ca diferenţa dintre două lungimi de
undă pentru care poziţiile maximelor de ordine diferite se suprapun) va fi:

δλ = λ = 500 mn
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3 Originile mecanicii cuantice

3.1 Breviar

Radiaţia termică este radiaţia emisă de toate corpurile ı̂ncălzite la o anu-
mită temperatură şi care transportă energie sub formă de căldură.

Mărimile fizice caracteristice ale radiaţiei termice:

1. Fluxul energetic Φ se defineşte prin raportul dintre energia radiată
dE şi timpul corespunzător dt.

Φ =
dE

dt
(3.1.1)

Unitatea de măsură ı̂n sistemul internaţional (SI) de unităţi este Wattul,
deci are dimensiuni de putere: [Φ]SI = W.
Deoarece fluxul energetic cuprinde radiaţii cu diferite lungimi de undă şi
depinde şi de temperatură, se defineşte fluxul spectral ϕ(λ, T ):

Φ(T ) =
∫ ∞

0
ϕ(λ, T )dλ (3.1.2)

2. Radianţa energetică R este definită prin raportul dintre fluxul energetic
emis de o suprafaţă elementară:

R =
dΦ

dS
[R]SI =

W

m2
(3.1.3)

Se poate introduce puterea spectrală de emisie r(λ, T ) care este funcţia
de repartiţie a energiei radiate de o suprafaţă aflată la temperatura T , ı̂n
funcţie de λ:

R(λ) =
∫ ∞

0
r(λ, T )dλ (3.1.4)

3. Puterea de absorbţie a unui corp se defineşte ca raportul dintre fluxul
radiaţiei absorbite şi fluxul radiaţiei incidente:

A =
Φabs

Φinc

(3.1.5)

iar puterea spectrală de absobţie:

a(λ, T ) =
ϕabs(λ, T )

ϕinc(λ, T )
(3.1.6)
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4. Densitatea volumică a energiei radiaţiei w(T ) este definită ca
fiind energia câmpului electromagnetic dW ce străbate elementul de volum
dV :

w =
dW

dV
[w]SI = J/m3 (3.1.7)

Se poate introduce densitatea volumică spectrală a energiei ρ(λ, T )
prin relaţia:

w(T ) =
∫ ∞

0
ρ(λ, T )dλ (3.1.8)

5. Intensitatea radiaţiei termice I (intensitatea energetică) ce se propagă
ı̂n interiorul unghiului solid dΩ dintr-o incintă se defineşte prin relaţia:

I =
dΦ

dΩ
(3.1.9)

sau, cu ajutorul densităţii volumice a energiei radiaţiei:

dI =
w c

4π
dΩ (3.1.10)

unde c este viteza luminii ı̂n vid. Fluxul energetic emis de elementul de arie
∆S aflat pe suprafaţa incintei, sub unghiul θ şi ı̂n interiorul unghiului solid
dΩ este:

dΦ = dI∆S cos θ =
wc

4π
∆S cos θdΩ =

wc

4π
∆S cos θ sin θdθdϕ (3.1.11)

Fluxul total emis de elementul de arie ∆S, ı̂n toate direcţiile va fi:

Φ =
wc

4π
∆S

∫ π/2

0
cos θ sin θdθ

∫ 2π

0
dϕ =

wc

4
∆S (3.1.12)

Dacă se ţine cont de definiţia radianţei energetice (3.1.3) vom obţine:

R(T ) =
c

4
w(T ) → r(λ, T ) =

c

4
ρ(λ, T ) (3.1.13)

6. Strălucirea energetică B reprezintă raportul dintre intensitatea ener-
getică dI a unei suprafeţe dS din jurul unui punct şi aria dS cos α a proiecţiei
acestei suprafeţe pe un plan perpendicular pe direcţia de unghi θ:

B =
dI

dS cos θ
(3.1.14)
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Legile clasice ale radiaţiei termice sunt următoarele:

1. Legea lui Kirchhoff arată că, raportul dintre puterea spectrală de
emisie r(λ, T ) şi puterea spectrală de absorbţie a(λ, T ) este o funcţie numai
de lungimea de undă λ şi de temperatură, şi este independentă de natura
corpului emiţător:

r(λ, T )

a(λ, T )
= f(λ, T ) (3.1.15)

Se defineşte corpul negru ca fiind corpul ce absoarbe toate radiaţiile inci-
dente, independent de λ şi de T , deci:

a(λ, T ) = 1 (3.1.16)

Densitatea volumică spectrală de energie poate fi exprimată şi ı̂n funcţie de
frecvenţă respectiv de pulsaţie:

ρ(λ, T )dλ = ρ(ν, T )dν = ρ(ω, T )dω (3.1.17)

2. Legea Stefan-Boltzmann stabileşte o relaţie ı̂ntre radianţa energetică
R şi temperatura T , relaţie valabilă ı̂nsă numai pentru corpul negru:

R(T ) = σT 4 (3.1.18)

Această formulă a fost dedusă ı̂n cadrul termodinamicii, iar constanta σ are
valoarea σ = 5.672 10−8 W/m2K−4 şi a fost dedusă ı̂n cadrul fizicii cuantice.

3. Legile lui Wien se referă la expresia densităţii volumice spectrale de
energie ı̂n funcţie de frecvenţa radiaţiei. Wien a demonstrat, ı̂n 1893 că
densitatea volumică spectrală de energie este dată de relaţia:

ρ(λ, T ) = ν3F (ν/T ) (3.1.19)

unde F (ν/T ) este o funcţie de argumentul indicat, dar forma explicită a
acestei funcţii nu poate fi dedusă ı̂n cadrul fizicii clasice.
Dacă se derivează această ultimă relaţie la λ şi, ţinând cont de (3.1.15) vom
obţine:

∂ρ(λ, T )

∂λ
|λ=λm = 0 → λm T = b (3.1.20)
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ceea ce reprezintă legea de deplasare Wien. Constanta b poate fi deter-
minată numai din datele experimentale; s-a obţinut b = 0.28978 10−2 mK.
Mărimea λm reprezintă lungimea de undă pentru care ρλ, T ) este maximă. În
1896 Wien a propus următoarea formulă empirică pentru densitatea volumică
spectrală de energie a radiaţiei termice a corpului negru:

ρ(ν, T ) = c1ν
3e−c2ν/T (3.1.21)

unde c1 şi c2 sunt constante care se determină pe baza comparaţiei cu datele
experimentale. Această lege descrie densitatea volumică spectrală dar, s-a
constatat că este valabilă numai la frecvenţe mari ale radiaţiei ter-
mice.

4. Formula Rayleigh-Jeans pentru densitatea volumică spectrală:

ρ(ν, T ) =
8πν2

c3
kT (3.1.22)

formulă valabilă la frecvenţe relativ mici ale radiaţiei termice.

Deci, ı̂n cadrul fizicii clasice nu se poate obţine o formulă unitară pentru
densitatea volumică spectrală de energie a radiaţiei termice ı̂n concordanţă
cu datele experimentale.

5. Ipoteza şi formula Planck - ı̂n 1900 fizicianul german Planck face
ipoteza epocală, ipoteză ce reprezintă ı̂nceputul fizicii cuantice, şi anume:
energia undelor staţionare din interiorul incintei aflate la temperatura T este
cuantificată, adică poate lua numai anumite valori discrete:

En = nε n = 0, 1, 2, 3, ... (3.1.23)

iar ε = hν este cuanta de energie (h = 6.63 · 10−34 Js). Formula lui Planck
pentru radiaţia termică a corpului negru se poate exprima sub formele:

ρ(ν, T ) =
8πhν3

c3

1

ehν/kT − 1
(3.1.24)

ρ(λ, T ) =
8πhc

λ5

1

ehc/λkT − 1
(3.1.25)

ρ(ω, T ) =
hω3

2π2c3

1

ehω/2πkT − 1
(3.1.26)

şi sunt ı̂n corcondanţă cu datele experiemnatale.
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Efectul fotoelectric extern constă ı̂n absorbţia unui foton de către elec-
tronii din metal. Pe baza acestei ipoteze se obţine legea conservării energiei:

mv2/2 = hν − Eextr −∆E (3.1.27)

unde ∆E este energia pierdută de electroni prin ciocniri până ajung la
suprafaţa metalului, iar Eextr reprezintă energia de extracţie, energia minimă
pentru ca electronii să fie scoşi din metal. Pentru electronii care nu pierd e-
nergie prin ciocniri (∆E = 0) se obţine cunoscuta formulă a lui Einstein
pentru efectul fotoelectric extern:

mv2
max/2 = hν − Eextr (3.1.28)

Pentru U = Uo (tensiunea de stopare) avem:

mv2
max/2 = eUo = hν − Eextr → Us =

h

e
ν − Eextr

e
=

h

e
ν − ϕextr (3.1.29)

unde ϕextr = Eextr

e
reprezintă potenţialul de extracţie pentru fotocatodul con-

siderat.

Efectul Compton - Procesul de ı̂mprăştiere a radiaţiilor X este analizat de
Compton ca un proces de interacţie ı̂ntre radiaţiile X şi electronii corpului,
ı̂n urma căruia fotonul (radiaţia X) este difuzat sub un unghi θ iar electronul
(de recul) este ı̂mprăştiat sub un unghi ϕ cu viteza ~v (vezi figura). S-a con-
siderat că electronul se afla ı̂n repaus ı̂nainte de ciocnire fiind caracterizat de
masa de repaus mo.
Legile de conservare pentru impuls şi energie aplicate acestui proces (rela-
tivist) conduc la următoarele relaţii:

hνo + moc
2 = hν + mc2 (3.1.30)

hνo

c
=

hν

c
cos θ + mv cos ϕ (3.1.31)

0 =
hν

c
sin θ −mv sin ϕ (3.1.32)

Rezolvarea acestui sistem de ecuaţii conduce la expresia variaţiei lungimii de
undă ∆λ = λ− λo:

∆λ = 2
h

moc
sin2 θ/2 (3.1.33)

Dacă se notează

λC =
h

moc
= 0.0242 A (3.1.34)
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Schema vectorială a procesului de interacţie

cunoscută sub denumirea de lungime de undă Compton pentru θ = π/2,
atunci variaţia ∆λ se poate scrie:

∆λ = 2λC sin2 θ/2 (3.1.35)

Cu ajutorul aceluiaşi sistem de ecuaţii se poate calcula de asemenea şi energia
electronului de recul Ee:

Ee = mc2 −moc
2 = hνo − hν = h∆ν = hνo

∆ν

νo

(3.1.36)

Ee

hνo

=
∆λ

λo + ∆λ
=

2λC sin2 θ/2

λo + 2λC sin2 θ/2
(3.1.37)

Spectre atomice; structura atomilor - ansamblul lungimilor de undă
ale radiaţiilor monocromatice corespunzătoare unei unde electromagnetice
formează spectrul undei considerate.
În 1885, fizicianul elveţian Balmer a stabilit, empiric, că lungimile de undă
ale liniilor spectrale emise, ı̂n domeniul vizibil, de către atomii de hidrogen
pot fi calculate cu formula:

ν̃ =
1

λ
= R

(
1

22
− 1

m2

)
m = 3, 4, 5... (3.1.38)

unde ν̃ reprezintă numărul de undă, adică numărul lungimilor de undă cuprinse
ı̂ntr-o anumită unitate de lungime. Mărimea R este constanta Rydberg şi
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are valoarea experimentală:

Rexp,H = 1.0967776 107 m−1 (3.1.39)

Ansablul liniilor spectrale ale căror lungimi de undă se pot calcula cu ajutorul
unei formule formează o serie spectrală. Astfel, pentru atomul de hidrogen
se pot calcula seriile spectrale ale acestuia cu formula:

ν̃ =
1

λ
= R

(
1

n2
− 1

m2

)
(3.1.40)

Seriile spectrale ale atomului de hidrogen sunt:

• Seria Lyman, n = 1,m > 1 - domeniul ultraviolet

• Seria Balmer, n = 2, m > 2 - domeniul vizibil

• Seria Pashen, n = 3,m > 3 - domeniul infraroşu

• Seria Brackett, n = 4,m > 4 - domeniul infraroşu ı̂ndepărtat

• Seria Pfund, n = 5,m > 5 - domeniul infraroşu mai ı̂ndepărtat

Conform formulei lui Balmer (3.1.40) numărul de undă ν̃ se poate scrie ca o
diferenţă de doi termeni spectrali:

ν̃mn = Tn − Tm =
R

n2
− R

m2
(3.1.41)

Pornind de la acestaă relaţie, Ritz a enunţat principiul de combinaţie
care afirmă că: diferenţa a două numere de undă aparţinând aceleaşi serii
spectrale reprezintă, de asemenea, un număr de undă a unei linii spectrale
care poate fi emisă de atom, dar care aparţine altei serii spectrale.

Modelul nuclear al atomului - fizicianul englez Rutherford a efectuat,
ı̂n 1911, experienţe de ı̂mprăştiere a particulelor α pe foiţe metalice de aur
(Au) ı̂n scopul obţinerii de informaţii referitoare la structura atomului. Con-
cluziile au condus la modelul planetar sau modelul nuclear al atomului
propus de câtre Rutherford.
Se poate demonstra, prin calcule, că dacă N este numărul de particule α
incidente pe unitatea de arie a suprafeţei difuzante, iar dNθ este numărul de
particule α deviate sub un unghi cuprins ı̂ntre θ şi θ + dθ şi ı̂n unghiul solid
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dΩ = sin θdθdϕ, atunci este valabilă următoarea relaţie:

dNθ

N
= dσ =

1

64

(
Ze2

πεoE

)2
dΩ

sin4 θ/2
(3.1.42)

unde E este energia particulei α incidente; Z este numărul de ordine al
atomului difuzant; e - sarcina electrică a electronului; Ze - sarcina electrică a
nucleului; dσ reprezintă secţiunea eficace diferenţială de ı̂mprăştiere,
are dimensiunea unei arii şi reprezintă aria unei suprafeţe din jurul nucleului
pe care particulele α trebuie să cadă pentru a fi ı̂mprăştiate ı̂n unghiul solid
dΩ.
Relaţia (3.1.42) reprezintă formula lui Rutherford pentru difuzia parti-
culelor α. Valabilitatea acestei formule a fost verificată de către Geiger ı̂n
anul 1913. Datele experimentale ulterioare au arătat că raza nucleului este
conectată de numărul atomic de masă A prin relaţia:

rnucleu = roA
1/3 ro = (1.4− 1.5) 10−15 m (3.1.43)

Teoria lui Bohr pentru atomii hidrogenoizi - urmărind să explice spec-
trele de linii ale atomului de hidrogen observate experimental, Bohr introduce
două postulate:

Postulatul 1: Pot exista ı̂n atom numai acele orbite electronice pentru care
momentul cinetic orbital al electronului ~In, ı̂n mişcarea sa ı̂n jurul nucleului,
este un număr ı̂ntreg de h̄:

|~In| = movnrn = nh̄ n = 1, 2, 3, 4, .. (3.1.44)

unde n este un număr natural, denumit număr cuantic principal.
Orbitele pe care se mişcă electronii şi care satisfac condiţia (3.1.44) se numesc
orbite staţionare.

Viteza electronilor pe orbitele Bohr:

vn =
Ze2

2hε

1

n
(3.1.45)

unde ε este permitivitatea electrică a mediului.

Raza rn a orbitelor Bohr:

rn =
εoh

2

πmoe2

1

Z
n2 (3.1.46)
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Energia totală a atomilor hidrogenoizi este cuantificată:

En = −Z2 moe
4

8ε2
oh

2

1

n2
(3.1.47)

deci există un număr infinit de nivele energetice.

Energia de ionizare - energia minimă necesară pentru a scoate electronul
din atomul aflat ı̂n starea fundamentală (n = 1). Pentru atomul de hidrogen:

E1 = −moe
4

8ε2
oh

2
= −13.53 eV (3.1.48)

Postulatul 2: ı̂n procesul de emisie sau de absorbţie a luminii de către atomi
sub formă de cuante de energie hνmn, atomul trece dintr-o stare staţionară
cu energia Em ı̂n altă stare staţionară de enegie En:

hνmn = h
c

λmn
= Em − En =

moZ
2e4

8ε2
oh

2

(
1

n2
− 1

m2

)
(3.1.49)

sau:

ν̃mn =
1

λmn
=

moZ
2e4

8ε2
oh

3c

(
1

n2
− 1

m2

)
(3.1.50)

Astfel s-a ajuns la formula Balmer obţinută pe baza teoriei Bohr, pentru
atomii hidrogenoizi; valoarea teoretică a constantei Rydberg pentru atomul
de hidrogen este:

Rteor,H =
moe

4

8ε2
oh

3c
= 1.097373 107 m−1 (3.1.51)

Natura ondulatorie a particulelor - fizicianul francez de Broglie extinde
ipoteza lui Einstein de caracter dual al luminii asupra particulelor materiale
ı̂n general: mişcarea oricărei particule (electron, proton, moleculă, etc) este
caracterizată de o undă asociată numită undă de Brogile, cu lungimea de
undă:

λ =
h

p
=

h

mv
(3.1.52)

şi cu vectorul de undă

~k =
~p

h̄
(3.1.53)
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Pentru o undă armonică plană, unda de Broglie asociată particulei cuantice
libere (~Fx = 0), are expresia:

ΨB(x, t) = Ae−i(ωt−kx) = Ae−i(ωt− 2π
λ

x) (3.1.54)

Relaţiile de nedeterminare Heisenberg - se referă la imposibilitatea
determinării simultane cu o precizie oricât de bună a poziţiei şi impulsului
unei microparticule:

∆x∆px ≥ h̄

2

∆y∆py ≥ h̄

2
(3.1.55)

∆z∆pz ≥ h̄

2

Un caz particular al relaţiilor de nedeterminare este cel cunoscut sub numele
de relaţia de incertitudine energie-timp, care se scrie sub forma:

τ4E ≥ h̄

2
(3.1.56)

3.2 Probleme propuse

3.1 Să se stabilească relaţia dintre radianţa energetică R şi strălucirea ener-
getică B ı̂n cazul corpului negru.

3.2 Să se exprime puterea spectrală de emisie r(ν, T ) pentru legile lui Wien
şi Rayleigh-Jeans ı̂n scara lungimilor de undă.

3.3 Să se demonstreze că din formula lui Planck rezultă următoarele legi
termodinamice:

a). legea de deplasare a lui Wien
b). legea Stefan-Boltzmann
c). legea lui Wien
d). legea lui Rayleigh-Jeans

3.4 Să se calculeze temperatura T a Soarelui cunoscând că presiunea p a
păturilor sale interioare este de 6 · 109 atm (p = w

3
).
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3.5 Să se calculeze temperatura iniţială To a unei cavităţi pline cu radiaţie ter-
mică, dacă la creşterea temperaturii iniţiale de n = 2 ori, presiunea radiaţiei
termice de echilibru variază cu 4p = 3.8 · 10−3 N/m2.

3.6 Să se calculeze energia totală a unei radiaţii termice care trece ı̂n timpul
t = 1 min printr-o suprafaţă S = 1 cm2, dacă strălucirea energetică este
B = 102 W/m2.

3.7 Fie două surse de radiaţie termică; una are temperatura T1 = 2500 K, iar
cealaltă temperatura T2. Să se determine temperatura T2 a celei de-a doua
surse, dacă lungimea de undă corespunzătoare maximului puterii de emisie
a sa este cu 4λ = 0.5 µm mai mare decât lungimea de undă a primei surse.

3.8 O bilă de cupru de rază r = 0.6 cm se află ı̂ntr-un recipient vidat
menţinut la o temperatură apropiată de zero absolut. Temperatura iniţială a
bilei este To = 300 K. Considerând suprafaţa bilei drept un corp negru, să se
determine timpul τ după care temperatura sa scade de n = 2 ori. Se cunosc:
densitatea cuprului ρCu = 8.9 g/cm3 şi căldura sa specifică cCu = 0.39 J/gK.

3.9 De câte ori creşte strălucirea spectrală Bλ a unei radiaţii termice cu
lungimea de undă λ = 6000 Å din spectrul unui corp negru, atunci când
temperatura acestuia creşte de la T1 = 2000 K până la T2 = 2500 K.

3.10 Radianţa energetică a unui corp absolut negru este R = 250 kW/m2. Să
se calculeze lungimea de undă la care densitatea volumică spectrală ρ(λ, T )
a radiaţiei este maximă.

3.11 Utilizându-se o fotocelulă cu catod de cesiu iluminat cu radiaţii de
diferite lungimi de undă, s-au obţinut următoarele rezultate: pentru radiaţia
cu lungimea de undă λ1 = 0.4 µm tensiunea de stopare a fost U1 = 1.19 V ,
iar pentru λ2 = 0.5 µm tensiunea de stopare a fost U2 = 0.57 V . Să se
calculeze constanta lui Planck h şi lungimea de undă de prag λo pentru cesiu.

3.12 Să se determine viteza maximă a electronilor extraşi de la suprafaţa
argintului iradiat cu radiaţii γ de lungime de undă λ = 0.001 nm. Energia
de extracţie este Eext = 4.7 eV .

3.13 Energia de legătură a unui electron ı̂n atomul de plumb este Eext =
9 · 104 eV . La iradierea plumbului cu o anumită radiaţie electromagnetică
sunt emişi electroni care descriu o traiectorie circulară cu raza R = 0.25 m
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ı̂ntr-un câmp magnetic de inducţie B = 10−2 T . Se cere:

a). impulsul şi energia cinetică pentru electronii emişi
b). energia fotonilor absorbiţi
Se neglijează efectul de recul al ionilor de plumb.

3.14 Pragul efectului fotoelectric al unui fotocatod de cesiu este situat la
λo = 6000 Å. Se trimite asupra fotocatodului un fascicul luminos monocro-
matic cu λ = 5000 Å. Să se calculeze:
a. energia, impulsul şi masa de mişcare (relativistă) a radiaţiei
b. viteza maximă cu care electronii părăsesc fotocatodul
c. valoarea potenţialului de frânare

3.15 O cuantă cu λ = 2300Å eliberează un fotoelectron de pe suprafaţa
unui electrod de platină (Eext = 5.29 eV ). Dacă fotonul incident face un
unghi θi = 30o cu normala la suprafaţa plăcii de platină, iar fotoelectronul
expulzat face un unghi θ2 = 60o, să se calculeze inpulsul total primit de placă
ı̂n acest proces.

3.16 Un foton cu λo = 0.1Å cade pe un electron cu masa de repaus mo =
9 · 10−31 kg. Să se calculeze:

a). variaţia relatrivă a lungimii de undă a radiaţiei 4λ
λo

b). energia fotonului difuzat
c). unghiul ϕ pe care-l face electronul de recul cu direcţia fotonului incident.

3.17 Pentru un fascicul incident de raze X, cu lungimea de undă λo = 0.1Å,
s-a constatat că deplasarea Compton este 4λ = 0.024Å. Să se calculeze:
a). unghiul θ sub care sunt difuzaţi fotonii
b). energia transferată electronilor de recul

3.18 Să se calculeze valoarea deplasării Compton, dacă lungimea de undă
a fotonului incident este λo = 0.03Å, iar viteza electronului de recul este
v = 0.6 · c.

3.19 Se studiază cu ajutorul unui spectrograf cu reţea prin transmisie, spec-
trul de emisie ı̂n vizibil al hidrogenului:

a). ştiind că linia Hα are lungimea de undă λα = 6565Å, să se determine
constanta Rydberg RH

b). care este lungimea de undă a liniei Hγ
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c). cunoscând liniile spectrale λβ = 4863Å şi λδ = 4103Å, să se găsească,
aplicând principiul de combinaţie al termenilor spectrali al lui Ritz, cea de-a
doua linie spectrală din seria Brackett
d). spectrul hidrogenului este studiat cu o reţea având n = 103 trăsături/mm;
fasciculul de raze cade normal pe reţea. Să se calculeze cos θ, unde θ este
unghiul format de normala la reţea cu razele difractate ı̂n spectrul de ordinul
m = 1 pentru linia Hγ.

3.20 Să se calculeze raza orbitei de ordin m a atomului de hidrogen, dacă
tranziţia electronului de pe orbita m pe orbita n = 2 este ı̂nsoţită de emisia
unei cuante de radiaţie cu lunginea de undă λ = 4870Å.

3.21 Un atom de hidrogen emite un foton corespunzător primei linii spectrale
din seria Lyman. Care este viteza atomului ı̂n urma emisiei? Masa atomului
de hidrogen este m = 1.007 u.a.m. (1u.a.m. = 1.66 10−27 kg)

3.22 Să se exprime energia totală Et a atomului de hidrogen ı̂n starea fun-
damantală ı̂n funcţie de constanta Rydberg RH şi să se calculeze potenţialul
V de ionizare al atomului.

3.23 Un atom de hidrogen excitat ajunge ı̂n starea fundamentală prin emisia
succesuvă a două linii spectrale cu lungimile de undă λ1 = 128.19 nm şi
λ2 = 102.57 nm. Să se determine energia stării excitate şi numărul cuantic
principal al acestei stări.

3.24 Să se găsească expresia lungimii de undă de Broglie pentru o particulă
cu masa m care se deplasează cu viteza termică a distribuţiei Maxwell, la o
temperatură T .

3.25 Să se calculeze lungimea de undă de Broglie asociată:

a). unui electron care are viteza v = 100 m/s
b). unui electron emis ı̂ntr-o dezintegrare β cu energia cinetică E1 = 3.65 MeV
c). unei particule α emisă de nucleul Po210 cu energia cinetică E2 = 5.305 MeV .

3.26 Să se calculeze lungimea de undă de Broglie asociată:

a). unei bile cu masa m = 2 g, care se mişcă cu viteza v = 500 m/s
b). unui foton cu energia ε = 1 MeV
c). unui electron cu energia cinetică relativistă Ec = 1 MeV , cu masa de
repaus mo = 9 · 10−31 kg.
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3.27 Care este variaţia lungimii de undă de Broglie asociată unui electron
ce se deplasează ı̂n vid cu viteza vo = 6 · 106 m/s după ce pătrunde ı̂ntr-un
metal al cărui potenţial intern este U = 15 V ?

3.28 Să se obţină relaţia care leagă lungimea de undă de Broglie asociată
unei particule relativiste de tensiunea acceleratoare U a acestora. Să se par-
ticularizeze pentru cazul nerelativist.

3.29 Un fascicul monoenergetic de electroni ce au energia cinetică Ec =
48 eV , cade pe suprafaţa unui monocristal de nichel. Primul maxim de in-
tensitate se obţine pentru direcţia θ = 72o faţă de normala la cristal. Să se
calculeze lungimea de undă de Broglie asociată electronilor:
a). teoretic, cu ajutorul formulei de Broglie
b). experimental, cu ajutorul formulei Bragg, dacă echidistanţa reţelei este
d = 0.91 · 10−10 m.

3.30 Cu ajutorul relaţiilor de incertitudine Heisenberg să se calculeze en-
ergia totală a electronului situat cel mai aproape de nucleu, ı̂n cazul unui
atom hidrogenoid cu numărul de ordine Z.

3.31 Ţinând cont de proprietăţile ondulatorii ale electronului, să se găsească
legătura dintre nedeterminările 4px şi 4x ı̂n impuls şi coordonată, dacă 4x
este deternimată de lăţimea d a fantei prin care trece fasciculul de electroni.

3.32 În experienţa Frank-Hertz atomii de hidrogen sunt aduşi ı̂n prima stare
excitată cu ajutorul unui fascicul de electroni. Experimental s-a observat că
energiile electronilor care au dat naştere acestor tranziţii nu mai sunt egale,
deşi fasciculul iniţial a fost monoenergetic. Să se explice acest fenomen, ştiind
că viaţa stărilor excitate este foarte scurtă. Ştiind că fluctuaţiile care apr ı̂n
energia electronilor sunt de ordinul 4E ≈ 10−6 eV să se evalueze durata
medie de viaţă a atomilor excitaţi.

3.3 Soluţii

3.1 Se plecacă de la definiţia radianţei energetice:

R =
dΦ

dS
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care, integrată va conduce la fluxul total emis de suprafaţa radiantă S a
corpului negru, ı̂n toate direcţiile:

Φ = SR

Pe de altă parte, plecând de la expresia strălucirii energetice B:

B =
dI

dS cos θ

şi ţinând cont de definiţia intensităţii luminoase:

dI =
dΦ

dΩ

se poate exprima fluxul total emis de suprafaţa S a corpului negru, ı̂n toate
direcţiile:

dΦ = BS cos θdΩ = BS cos θ sin θdϕ

→ Φ = BS
∫ 2π

0
dϕ

∫ π/2

0
cos θ sin θdθ = BSπ

Din cele două expresii ale fluxului total rezultă relaţia cerută:

R = π ·B

3.2 Deoarece energia radiată E cuprinsă ı̂n intervalul de lungimi de undă
(λ, λ + dλ) trebuie să fie egală cu energia radiată cuprinsă ı̂n intervalul
corespunzător de frecvenţe (ν, ν + dν), atunci:

r(λ, T )dλ = r(ν, T )dν

Se ţine cont ı̂n continuare de relaţia dintre lungimea de undă şi frecvenţă,
λ = c

ν
→ |dλ| = c

ν2 dν, astfel ı̂ncât puterea spectrală de emisie r(ν, T ) se
poate scrie:

r(ν, T ) = r(λ, T )
dλ

dν
=

c

ν2
r(λ, T )

Vom utiliza relaţia dintre puterea spectrală de emisie r(λ, T ) şi densitatea
volumică spectrală ρ(λ, T ) pentru corpul negru:

r(ν, T ) =
c

4
ρ(ν, T )
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Asrfel legea Wien (3.1.21) exprimată prin puterea spectrală de emisie r(λ, T )
va lua forma:

r(λ, T ) = r(ν, T )
ν2

c
=

c

4
ρ(ν, T ) · ν2

c
= c1ν

5 e−c2ν/T = const.λ−5 e−const./λT

Legea Rayleigh-Jeans (3.1.22) devine:

r(λ, T ) = r(ν, T )
ν2

c
=

c

4
ρ(ν, T ) · ν2

c
=

ν2

4

8πν2

c3
kT =

2πν4

c3
kT =

2πc

λ4
kT =

2πcλ−4kT

3.3 a). Vom utiliza formula Planck sub forma (3.1.25) şi vom afla poziţia
maximului acestei distribuţii:

d

dλ

[
8πhc

λ5

1

ehc/λkT − 1

]
= 0

Dacă notăm prin x = hc
λkT

, ı̂n urma derivării se obţine ecuaţia transcendentă:

xex

ex − 1
= 5

care admite singura soluţie reală x = 4.965. Astfel se poate calcula produsul:

λmT =
hc

4.965k
= 0.28986 10−2 mK

relaţie care reprezintă chiar legea de deplasare Wien.

b). Vom apela la definiţia radianţei energetice (3.1.4) şi respectiv la legea
Planck sub forma (3.1.24). Vom nota prin x = hν

kT
şi se calculează radianţa:

R =
8πh

c3

∫ ∞

0

ν3

e
hν
kT
−1

dν

→ R =
8πk4T 4

c3h3

∫ ∞

0

x3

ex − 1
dx

Integrala care trebuie calculată poate fi dezvoltată ı̂n serie sub forma:

∫ ∞

0

x3

ex − 1
dx =

∫ ∞

0

x3e−x

1− e−x
dx =

∫ ∞

0
x3e−x(1 + e−x + e−2x + . . .)dx
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Integrala se reduce la o sumă de integrale de tipul:

In =
∫ ∞

0
x3e−nxdx (n = 1, 2, 3, . . .)

care, dacă se ţine cont de definiţia funcţiei Γ se poate calcula şi este egală
cu:

In =
6

n4

→
∫ ∞

0

x3

ex − 1
dx = 6(1 + . . .) =

π4

15

Astfel se ajunge la expresia radianţei:

R =
8πk4T 4

c3h3

π4

15
= σT 4

care reprezintă chiar legea Stefan-Boltzmann.

c). Pentru a ajunge la legea lui Wien valabilă la frecvenţe mari vom uti-
liza formula Planck unde vom impune restricţia hν À kT ceea ce implică:

ehν/kT À 1 → ρ(ν, T ) =
8πhν3

c3
e−hν/kT

care reprezintă formula empirică Wien.

d). Pentru a ajunge la formula Rayleigh-Jeans valabilă la frecvenţe mici,
se pleacă de la formula Planck impunând restricţia hν ¿ kT ceea ce conduce
la:

ehν/kT 1 +
hν

kT
→ ρ(ν, T ) =

8πν2

c3
kT

care reprezintă legea Rayleigh-Jeans.

3.4 Deoarece w = 4π
c
B şi B = R

π
va rezulta expresia presiunii ı̂n funcţie

de radianţă:

p =
4

3c
R

Apelăm la legea Stefan-Boltzmann R = σT 4 astfel ı̂ncât presiunea devine:

p =
4

3c
σT 4 → T =

4

√
3pc

4σ
= 2 · 1010 K
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3.5 Vom exprima presiunea ı̂n funcţie de temperatură ca ı̂n problema prece-
dentă:

po =
4

3c
σT 4

o p =
4

3c
σn4T 4

o →4p = p− po =
4

3c
σ(n4 − 1)T 4

o

De unde rezultă:

To = 4

√
3c4p

4σ(n4 − 1)
= 1000 K

3.6 Conform definiţiei fluxului de energie radiată (3.1.1), a radianţei energe-
tice (3.1.3) precum şi a strălucirii energetice (3.1.14) vom obţine:

Φ = πBS → E = πBSt = 1.89 J

3.7 Conform legii de deplasare Wien:

λm1T1 = (λm1 +4λ)T2 = b → T2 =
bT1

b + T14λ
= 1750 K

3.8 Vom utiliza definiţia fluxului energetic (3.1.1), a radianţei energetice
(3.1.3) precum şi legea Stefan-Boltzmann:

Φ =
dE

dt
=

mcdT

dt
=

4

3

3

ρc
dT

dt
Φ = σT 4S = 4πr2σT 4

Egalând cele două expresii ale fluxului energetic rezultă timpul τ cerut de
problemă:

τ =
1

3

rρc

σ

∫ To

To/η
T−4dT =

1

9

rρc

σ
T−3

o (η3 − 1)
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3.9 Vom ţine cont de relaţia dintre radianţa energetică R şi strălucirea ener-
getică B, B = R/π ceea ce conduce la următoarea expresie pentru strălucirea
spectrală B(λ, T ):

B(λ, T ) =
dR

πdλ
==

ρ(λ, T )

π

→ B(λ, T2)

B(λ, T1)
=

ρ(λ, T2)

ρ(λ, T1)
=

e
hc

λcT1 − 1

e
hc

λcT2 − 1
≈ 4.87

3.10 Se foloseşte legea Stefan-Boltzmann precum şi legea de deplasare Wien:

λm = b/T = b 4
√

σ/R = 2 µm

3.11 Se utilizează legea Einstein a efectului fotoelectric extern:

eU1 =
hc

λ1

− hc

λo

eU2 =
hc

λ2

− hc

λo

de unde rezultă:

e(U1 − U2) = hc
(

1

λ1

− 1

λ2

)
→ h =

eλ1λ2(U1 − U2)

c(λ1 − λ2)
= 6.61 · 10−34 Js

→ λo =
λ1λ2(U1 − U2)

λ1U1 − λ2U2

= 0.65 µm

3.12 Energia fotonilor incidenţi este ε = hc
λ

= 1.24 MeV , deci electronii
emişi vor fi electroni relativişti pentru care m = mo√

1−v2/c2
. Vom aplica legea

de conservare a energiei pentru efectul fotoelectric extern:

ε = Eextr + Eo


 1√

1− v2/c2
− 1




De asemenea vom exprima energia de repaus Eo = moc
2 şi, cunoscând ener-

gia de extracţie se poate determina viteza maximă electronilor emişi.

3.13 a). Pentru a afla impulsul şi energia cinetică a electronilor emişi vom
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apela la definiţia impulsului şi respectiv la faptul că forţa Lorentz este egală
cu forţa centripetă:

mv2

R
= qvB p = mv = qBR = 4 · 10−22 kg m/s

→ Ec =
p2

2m
= 0.549 MeV

b). Energia fotonilor absorbiţi se determină din legea Einstein pentru efectul
fotoelectric extern:

hν = Eextr + Ec = 0.639 MeV

3.14 a). Pentru a afla impulsul, energia şi masa relativistă a radiaţiei vom
apela la următoarele formule:

ε = hν =
hc

λ
= 3.97 · 10−19 J

p =
hν

c
=

h

λ
= 1.324 · 10−27 kg m/s

m =
ε

c2
=

h

cλ
= 0.44 · 10−35 kg

b). Pentru a afla viteza maximă a electronilor vom aplica legea Einstein
pentru efectul fotoelectric extern:

Eextr = hc/λo; hc/λ = hc/λo + mev
2/2

→ v =

√
2hc

me

(
1

λ
− 1

λo

)
= 3.83 · 105 m/s

c). Potenţialul de frânare e află din egalarea energiei cinetice maxime cu
energia de stopare:

mev
2

2
= eUo → Uo =

m)ev2

2e
= 0.41 V

3.15 Pentru procesul de interacţie foton-electronul din placă vom aplica legea
de conservare a impulsului (Fig.3.15.r):

~p = ~pf − ~pe
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Fig.3.15.r

unde pf = h
λ

iar ~pe = m~v. Din legea de conservare a energiei rezuultă:

v =

√
2

mλ
(hc− Eextrλ)

astfel, impulsul total primit de placă este:

p =
√

p2
e + p2

f =

[
h2

λ2
+

2m

λ
(hc− λEextr)

]1/2

= 2.1 · 10−27 kg m/s

unde m = 9.1 · 10−31 kg iar constanta Planck h = 6.62 · 10−34 Js.

3.16 a).Din formula efectului Compton:

4λ = λ− λo = 2Λ sin2 θ/2 → 4λ

λo

= 2Λ/λo sin2 θ/2 = 0.24

b). energia fotonului difuzat este:

ε = hν =
hc

λ
=

hc

λo +4λ
=

hc

λo + 2Λ sin2 θ/2
= 1.6 · 10−14 J

c). procesul de interacţie foton-electron pentru efectul Compton este reprezen-
tat ı̂n Fig. 3.16.r.
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Fig.3.16.r

Se scrie legea de conservare a impulsului proiectată pe cele două direcţii
Ox şi Oy:

hνo

c
=

hν

c
cos θ + p cos ϕ

0 =
hν

c
sin θ − p sin ϕ

de unde, dacă facem raportul celor două relaţii va rezulta:

tgϕ =
sin θ

νo

ν
− cos θ

Vom ţine cont de expresia lui 4λ de la punctul a) astfel ı̂ncât:

tgϕ =
2 sin θ/2 cos θ/2

1− cos θ + 2Λ/λo sin2 θ/2

3.17 a). Se foloseşte formula efectului Compton:

4λ = 2Λ sin2 θ/2 → sin θ/2 =

√
4λ

2Λ
→ θ = 90o

b). Energia electronilor de recul este, conform legii de conservare a energiei:

Ec = h(νo − ν) = hc
(

1

λo

− 1

λ

)
= hc

λ− λo

λλo

=
2hcΛ sin2 θ/2

λo(λo + 2Λ sin2 θ/2)
=

3.84 · 10−15 J
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3.18 Vom utiliza legea de conservare a energiei pentru efectul Compton re-
lativist:

hνo + moc
2 = hν + mc2

precum şi variaţia masei cu viteza m = mo/
√

1− β2. Va rezulta:

4λ =
λo

h/moλoc

1/
√

1−β2
− 1

= 0.0135Å

3.19 a). Pentru Hα, m = 3 ı̂n relaţia Balmer (3.1.38), de unde:

R =
36

5λ
≈ 1.09737 · 107 m−1

b). Pentru Hγ, m = 5, iar din relaţia Balmer rezultă:

λγ = 4342 Å

c). Conform relaţiei Balmer cele două lungimi de undă ale hidrogenului pot
fi exprimate astfel:

1

λβ

= RH

(
1

22
− 1

42

)

1

λδ

= RH

(
1

22
− 1

62

)

A doua linie din seria Brackett se gă seşte cu ajutorul principiului de combi-
naţie Ritz:

1

λ
= RH

(
1

42
− 1

62

)
=

1

λδ

− 1

λβ

→ λ =
λβλδ

λβ − λδ

d). Din relaţia sin θ = nkλδ rezultă:

cos θ =
√

1− sin2 θ ≈ 0.901
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3.20 Din relaţia lui Balmer generalizată (3.1.40) rezultă:

m2 =
λn2RH

λRH − n2

Introducem expresia lui m ı̂n expresia razei de ordin m:

rm =
m2h2

4π2me2
→ rm =

h2λn2RH

4π2me2(λRH − n2)
= 8.4 Å

3.21 Se foloseşte relaţia lui Balmer generalizată pentru care n = 1 şi m = 2.
Rezultă λ = 4

3RH
. Din legea de conservare a impulsului pentru atomul de

hidrogen rezultă:

3RHh

4
= mv → v =

3RHh

4m
≈ 3.25 m/s

3.22 Energia totală a atomului de hidrogen este dată de relaţia (3.1.47).
Ţinând cont de expresia constantei Rydberg (3.1.51), energia totală a atom-
ului de hidrogen ı̂n starea fundamentală n = 1 se poate exprima:

E1 = RHch = 13.53 eV

Potenţialul de ionizare, potenţialul minim la care trebuie accelerat electronul
pentru a părăsi atomul va fi:

V =
E1

e
= 13.53 V

3.23 Conform relaţiei 3.1.49, energia stării excitate este:

E∗ = E1 − hc
λ1 + λ2

λ1λ2

iar nu,ărul cuantic principal corespunzător este n = 5.

3.24 Lungimea de undă de Broglie va fi:

λB =
h

p
=

h

mvT

=
h√

3mkT
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3.25 a). Lungimea de undă de Brolie asociată electronului este:

λB =
h

mv
= 3.96 · 10−15 m

b). Lungimea de undă asociată electronului (relativist) provenit din dezinte-
grarea β este:

λB =
hc√

E1(E1 + 2moc2)
= 0.3 · 10−12 m

c). iar lungimea de undă asociată particulei α este:

λ =
h√

2moE2

= 7.9 · 10−15 m

3.26 a). Lungimea de undă de Broglie este:

λB =
h

mv
= 6.62 · 10−34 m

b). În cazul unui foton masa de repaus este zero iar impulsul va fi p = ε
c

deci,
lungimea de undă de Broglie va avea expresia:

λB =
h

p
=

hc

ε
= 1.242 · 10−12 m

unde 1MeV = 106eV = 1.6 · 10−19J .
c). Pentru o particulă relativistă avem:

E2 = p2c2 + m2
oc

4; E = moc
2 + Ec

→ p =
1

c

√
Ec(Ec + 2moc2)

3.27 Lungimea de undă de Broglie asociată electronului ı̂n vid este:

λo =
h

mvo

În metal mişcarea electronului este accelerată de potenţialul pozitiv al nu-
cleelor şi al potenţialului intern:

ma = eE =
eU

d
v =

√
v2

o + 2ad =
√

v2
o + 2eU/m

→ λ =
h

mv
=

h√
m2v2

o + 2meU
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iar variaţia cerută va fi:

4λ = λo − λ = 3.35 · 10−11 m

2.28 Impulsul relativist este:

p =

√
E2

c2
−m2

oc
2

unde energia particulei este dată de expresia:

E = moc
2 + eU

Astfel, impulsul relativist se poate exprima prin tensiunea de accelerare U :

p =

√
(moc2 + eU)2

c2
−m2

oc
2 =

√
2moeU

√
1 +

eU

2moc2

Lungimea de undă de Broglie va avea atunci expresia:

λB =
h√

2moeU

1√
1 + eU

2moc2

În cazul nerelativist termenul eU
2moc2

→ 0 poate fi neglijat şi vom obţine:

λo =
h

2moeU

3.29 a). Deoarece:

Ec = 48 eV ¿ moc
2 = 0.511 MeV

rezultă că electronul se mişcă nerelativist, iar viteza lor este:

v =

√
2Ec

m
→ λ =

h

mv
=

h√
2mEc

= 1.75 · 10−10 m

b). Din formula Wulf-Bragg:

2d sin θ = nλ → λ = 2d sin θ = 1.73 · 10−10 m
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Observaţie: Concordanţa dintre valoarea teoretică şi cea experimentală pen-
tru lungimea de Broglie ne arată că ipoteza lui de Broglie este bine verificată
de experienţa Davisson şi Germer.

3.30 Pentru atomii hidrogenoizi, electronii sunt nerelativişti, energia totală
a electronului ı̂n câmpul nucleului este:

E =
p2

2m
− Ze2

r

Considerând că ceilalţi electroni nu ecranează câmpul nuclear, impulsul este:

p ≈ h̄

r

Astfel, energia totală devine:

E =
h̄2

2mr2
− Ze2

r

Pentru electronul aflat cel mai aproape de nucleu, energia totală este minimă
şi deci:

dE

dr
= 0 → r =

h̄2

mZe2
→ Emin = −mZ2e4

2h̄2

3.31 Conform Fig.3.31.r, 4x este de ordinul deschiderii d, iar 4px este de
ordinul h

λ sin α
. Pe de altă parte, din relaţia Wulf-Bragg λ = 2d sin α, deci:

sin α =
λ

2d
→4px =

h

2d
→4x4px ≈ d

h

2d
=

h

2

deci este de ordinul constantei Planck.

3.32 Starea excitată este realizată ı̂n timp cu precizia 4t ≈ τ , unde τ este
durata medie de viaţă a atomilor de hidrogen. Energia stării excitate este
determinată ,conform relaţiei de nedeterminare (3.1.56), cu precizia 4E:

4E ≥ h̄

2τ
→ τ ≥ h̄

24E
= 3.1 · 10−10 s

Deci, ı̂n energia atomilor excitaţi, datorită vieţii foarte scurte, apar fluctuaţii
4E apreciabile care determină lărgimea liniilor spectrale. Aceste fluctuaţii
sunt prezente şi ı̂n energia electronilor care au dat naştere tranziţiilor.
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Fig.3.31.r

4 Mecanică cuantică nerelativistă

4.1 Breviar

Mecanica cuantică, ca teorie coerentă a comportării microparticulelor a apărut
ı̂n două forme diferite:

• mecanica matricială a lui Heisenberg (1925)

• mecanica ondulatorie a lui Schrödinger (1926)

Ecuaţia diferenţială propusă de către Schrödinger este satisfăcută de funcţia
de undă Ψ(~r, t), asociată unei microparticule aflate ı̂ntr-un câmp potenţial
U(~r, t):

ih̄
∂Ψ(~r, t)

∂t
= − h̄2

2m
∆Ψ(~r, t) + U(~r, t)Ψ(~r, t) (4.1.1)

numită ecuaţia Schrödinger temporală - un postulat fundamental al
mecanicii cuantice.

Dacă microparticula se găseşte ı̂ntr-un câmp potenţial staţionar (U = U(~r))
atunci funcţia de undă asociată microparticulei se poate scrie ca un produs
de două funcţii, una temporală şi cealaltă spaţială:

Ψ(~r, t) = e−
i
h̄

E tΨ(~r) (4.1.2)
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unde funcţia Ψ(~r) satisface ecuaţia Schrödinger atemporală (indepen-
dentă de timp):

− h̄2

2m
∆Ψ(~r) + U(~r)Ψ(~r) = E Ψ(~r) (4.1.3)

Soluţia ecuaţiei (4.1.3) este funcţia Ψ(~r) care se numeşte funcţie de undă
proprie. Prin rezolvarea ecuaţiei (4.1.3) se poate determina energia E a mi-
croparticulei corespunzătoare stărilor staţionare precum şi funcţiile de undă
corespunzătoare acestor stări.

Referitor la semnificaţia fizică (statistică) a funcţiei de undă Ψ, Max
Born sugerează (1926) că, din cunoaşterea lui Ψ se pot extrage legi statistice
referitoare la comportamentul microparticulelor, adică:

ΨΨ∗dV = |Ψ|2dV = dP (4.1.4)

determină probabilitatea ca microparticula, căreia i s-a asociat funcţia de
undă Ψ(x, y, z, t) să se găsească, la momentul t ı̂n regiunea din spaţiu dV =
dxdydz, din jurul punctului (x, y, z).

|Ψ|2 =
dP

dV
(4.1.5)

reprezintă densitatea de probabilitate de localizare a microparticulei ı̂n spaţiu-
timp.

Observaţii

1. Pentru ca mărimile de interes fizic, care se extrag din funcţia de undă
să aibe sens, trebuie ca funcţiile de undă Ψ să ı̂ndeplinească următoarele
condiţii:

• să fie uniforme

• mărginite

• continue

• cu derivate parţiale continue

• integrabile ı̂n modul pătrat

Ele formează o clasă a funcţiilor de undă definită pe spaţiul Hilbert al
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funcţiilor integrabile ı̂n modul pătrat.

2. Prin cunoaşterea funcţiei de undă Ψ, conform statisticii, se pot deter-
mina valorile medii pentru orice mărime fizică f(x, y, z) ce caracterizează
microparticula:

f̄(x, y, z) =
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
Ψ∗(~r)f(x, y, z)Ψ(~r)dxdydz (4.1.6)

Un operatorÂ (asociat unei mărimi fizice) ce acţionează pe clasa funcţiilor
de undă din spaţiul Hilbert, defineşte o corespondenţă care asociază fiecărei
funcţii de undă Ψ o funcţie de undă Φ aparţinând aceleaşi clase.

Ecuaţia:
Â Ψ = a Ψ (4.1.7)

se numeţe ı̂n matematică ecuaţia cu valori proprii. Soluţiile acestei
ecuaţii, Ψ se numesc funcţiile proprii ale operatorului hermitic (autoad-
junct) Â (Â = Â+) , iar valorile lui a reprezintă valorile proprii ale opera-
torului Â. Pentru operatorii hermitici valorile proprii sunt numere reale, iar
valorile mărimilor fizice sunt chiar valorile proprii ale operatorilor asociaţi
observabilelor (mărimilor).

În general, fiind daţi doi operatori Â şi B̂, produsul acestora nu este co-
mutativ, adică: ÂB̂ 6= B̂Â. Se defineşte comutatorul acestor operatori,
mărimea:

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â (4.1.8)

şi are următoarele proprietăţi:

• [Â, B̂] = −B̂, Â]

• [Â, B̂ + Ĉ] = [Â, B̂] + [Â, Ĉ]

• [ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂

• [Â, [B̂, Ĉ]] + [B̂, [Ĉ, Â]] + [Ĉ, [Â, B̂]] = 0

Dacă comutatorul a doi operatori asociaţi la două mărimi fizice este nul,
atunci cele două mărimi fizice sunt compatibile, deci au valori simultan de-
terminate ı̂n starea caracterizată de funcţia Ψ. Dacă comutatorul este diferit
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de zero, atunci mărimile fizice sunt incompatibile, deci nu au valori simul-
tan determinate ı̂ntr-o stare cuantică dată.

Intre operatorii corespunzători coordonatelor şi impulsurilor generalizate ale
unui sistem cuantic există următoarele relaţii de comutare:

[q̂i, q̂j] = 0, [p̂i, p̂j] = 0, [q̂i, p̂j] = ih̄δij (4.1.9)

4.2 Probleme propuse

4.1 Se dau operatorii Â, B̂ şi Ĉ. Să se demonstreze următoarele relaţii:

[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂

[Â, B̂Ĉ] = B̂[Â, Ĉ] + [Â, B̂]Ĉ

4.2 Să se calculeze valorile comutatorilor: [x̂, p̂x], [x̂, p̂y], [x̂, p̂z].

4.3 Ss̆e demonstreze următoarele relaţii:

[l̂x, x̂] = 0; [l̂x, ŷ] = ih̄ẑ; [l̂x, ẑ] = −ih̄ŷ

[l̂x, p̂x] = 0; [l̂x, p̂y] = ih̄p̂z; [l̂x, p̂z] = −ih̄p̂y

[l̂x, l̂x] = 0; [l̂x, l̂y] = ih̄l̂z; [l̂x, l̂z] = −ih̄l̂y

unde l̂x, l̂y şi l̂z sunt componentele momentului cinetic.

4.4 Să se verifice cu ajutorul rezultatelor de la problema precedentă că, dacă
notăm l̂+ = l̂x + il̂y şi l̂− = l̂x − l̂y sunt valabile relaţiile:

[l̂+, l̂−] = 2h̄l̂z; [l̂z, l̂+] = h̄l̂+; [l̂z, l̂−] = −h̄l̂−

l̂2 = l̂+, l̂− + l̂2z − h̄l̂z
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4.5 Să se arate că valoarea medie a unei observabile A care comută cu hamil-
tonianul H şi nu depinde explicit de timp, este nulă.

4.6 Să se arate că ı̂n cazul unei particule cuantice de masă m şi impuls px,
care se mişcă ı̂ntr-un câmp potenţial U(x) sunt valabile relaţiile Ehrenfect:

< px >= m
d

dt
< x >

d

dt
< pz >= − <

∂U

∂x
>

4.7 Să se determine funcţiile proprii normate şi valorile proprii ale opera-
torului impulsului p̂x.

4.8 Folosind principiul general de corespondenţă să se scrie ecuaţia Schrödinger:

a.) pentru o particulă aflată ı̂ntr-un potenţial scalar U(~r).
b.) pentru o particulă relativistă liberă
c.) pentru o particulă de sarcină electrică e aflată ı̂ntr-un câmp electro-

magnetic care derivă dintr-un potenţial vector ~A(~r, t) şi un potenţial scalar
ϕ(~r, t).

4.9 O particulă cuantică de masă m şi de impuls ~p se deplasează ı̂ntr-un
potenţial constant Uo. Să se determine soluţia generală a ecuaţiei Schrödinger
dependente de timp şi să se particularizeze ı̂n cazul ı̂n care deplasarea are
loc de-a lungul axei Ox.

4.10 Să se determine spectrul de energii şi funcţiile proprii corespunzătoare,
pentru o particulă care se poate mişca liber ı̂n intervalul (0, L) al axei Ox.

4.11 Să se determine spectrul de energii şi funcţiile proprii corespunzătoare
ale unei particule, ı̂n condiţiile ı̂n care energia potenţială este:

U(x) =

{
Uo > 0 x > 0

0 x < 0
treapta de potenţial

Să se particularizeze apoi pentru Uo → 0 şi pentru Uo →∞.

4.12 Să se determine spectrul energetic al stărilor legate pentru o particulă
aflată ı̂n groapa de potenţial:

U(x) =





+∞ x < 0
−Uo 0 < x < a

0 x > a
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4.13 Să se calculeze reflectanţa R şi transparenţa T a unei particule de
energie E pentru cazul barierei de potenţial:

U(x) =

{
0 x < 0, x > a

Uo 0 ≤ x ≤ a

4.14 Să se demonstreze următoarele proprietăţi ale soluţiilor ecuaţiei Schrödinger
ı̂n cazul unui câmp de forţă periodic U(x) = U(x + na), n ∈ Z:

a). Pentru fiecare valoare a parametrului E există două soluţii liniar in-
dependente (soluţii Floquet) Ψ1(x) şi Ψ2(x), care se bucură de proprietatea:

Ψi(x + a) = λiΨi(x), i = 1, 2

unde λ1 şi λ2 sunt constante cu proprietatea λ1λ2 = 1.

b). În cazul ı̂n care E este valoare proprie atunci |λ1| = |λ2| = 1

c). La energiile admise corespund funcţii proprii de forma:

Ψ(K, x) = eiKxu(K,x) − π

a
≤ K ≤ π

a

unde u(K, x) este o funcţie periodică u(K, x+na) = u(K, x), n ∈ Z (teorema
lui Bloch)

d). Spectrul de energii constă din benzi de energie care se obţin prin ex-
plicitarea condiţiei |λ1| = 1.

4.15 Să se aplice rezultatele problemei precedente la cazul câmpului de forţă
Kröning-Penney:

U(x) =

{
Uo 0 < x < a
0 a < x < b

cu U(x + nc) = U(x), c = a + b

4.16 Să se determine funcţiile şi valorile proprii ale energiei pentru un os-
cilator liniar armonic de sarcină q aflat ı̂ntr-un câmp electric omogen de
intensitate E.
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4.17 Să se arate că ı̂n starea cuantică n a oscilatorului armonic liniar există
relaţia:

4x4p =
(
n +

1

2

)
h̄

unde 4x =
√

< 4x2 >n şi 4p =
√

< 4p2 >n.

4.18 Utilizând relaţia de incertitudine sub forma:

< p2 >< x2 >≥ h̄

4

să se evalueze energia stării fundamentale a unui oscilator armonic liniar.

4.3 Soluţii

4.1

[ÂB̂, Ĉ] = (ÂB̂)Ĉ − Ĉ(ÂB̂) = ÂB̂Ĉ − ĈÂB̂ + ÂĈB̂ − ÂĈB̂ =

Â(B̂Ĉ) + (ÂĈ − ĈÂ)B̂ = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂

Analog se demonstrează şi cea de-a doua relaţie.

4.2 Explicităm comutatorul [x̂, p̂x]:

[x̂, p̂x] = x̂p̂x − p̂xx̂ = x(−ih̄
∂

∂x
)− (−ih̄

∂

∂x
)x

Aplicăm comutatorul (operator) asupra unei funcţii de stare Ψ:

[x̂, p̂x]Ψ = −ih̄(x
∂

∂x
− ∂

∂x
x)Ψ = −ih̄(x

∂Ψ

∂x
− ∂(xΨ)

∂x
) =

−ih̄(x
∂Ψ

∂x
− x

∂Ψ

∂x
−Ψ) = ih̄Ψ → [x̂, p̂x] = ih̄

Analog se demonstrează următoarele relaţii:

[ŷ, p̂y] = ih̄; [ẑ, p̂z] = ih̄

Deoarece:

[x̂, p̂y] = x̂p̂y − p̂yx̂ = x(−ih̄
∂

∂y
)− (−ih̄

h̄

h̄y
)x = −ih̄(x

∂

∂y
− ∂

∂y
x)
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[x̂, p̂y]Ψ = −ih̄(x
∂Ψ

∂y
− ∂(xΨ)

∂y
) = −ih̄(x

∂Ψ

∂y
− x

∂Ψ

∂y
) = 0

se poate scrie ı̂n general că:

[q̂i, p̂j] =

{
ih̄ i = j
0 i 6= j

De asemenea, se pot demonstra analog următoarele relaţii:

[q̂i, q̂j] = 0; [p̂i, p̂j] = 0

4.3 Vom folosi rezultatele de la problema precedentă, definiţia momentu-
lui cinetic precum şi proprietăţile comutatorilor:

[l̂x, x̂] = [ŷp̂z − ẑp̂y, x̂] = [ŷp̂z, x̂]− ẑp̂y, x̂]

= [ŷ, x̂]p̂z + ŷ[p̂z, x̂]− [ẑ, x̂]p̂y − ẑ[p̂y, x̂] = 0

[l̂x, ŷ] = [ŷp̂z − ẑp̂y, ŷ] = [ŷp̂z, ŷ]− ẑp̂y, ŷ]

= [ŷ, ŷ]p̂z + ŷ[p̂z, ŷ]− [ẑ, ŷ]p̂y − ẑ[p̂y, ŷ] = ih̄ẑ

[l̂x, ẑ] = [ŷp̂z − ẑp̂y, ẑ] = [ŷp̂z, ẑ]− ẑp̂y, ẑ]

= [ŷ, ẑ]p̂z + ŷ[p̂z, ẑ]− [ẑ, ẑ]p̂y − ẑ[p̂y, ẑ] = −ih̄ŷ

[l̂x, p̂x] = [[ŷp̂z − ẑp̂y, p̂x] = [ŷ, p̂x]p̂z + ŷ[p̂z, p̂x]− [ẑ, p̂z]p̂y − ẑ[p̂y, p̂z] = 0

[l̂x, p̂y] = [[ŷp̂z − ẑp̂y, p̂y] = [ŷ, p̂y]p̂z + ŷ[p̂z, p̂y]− [ẑ, p̂y]p̂y − ẑ[p̂y, p̂y] = ih̄p̂z

[l̂x, p̂z] = [ŷp̂z − ẑp̂y, p̂z] = [ŷ, p̂z]p̂z + ŷ[p̂z, p̂z]− [ẑ, p̂z]p̂y − ẑ[p̂y, p̂z] = −ih̄p̂y

[l̂x, l̂y] = [ŷp̂z − ẑp̂y, ẑp̂x − x̂p̂z] = [ŷp̂z, ẑp̂x] + [ẑp̂y, x̂p̂z] = ih̄l̂z
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[l̂x, l̂z] = [ŷp̂z − ẑp̂y, x̂p̂y − ŷp̂x] = x̂[ŷ, p̂y]p̂z + ẑ[p̂y, ŷ]p̂x

= −ih̄(ẑp̂x − x̂p̂z) = −ih̄l̂y

Aceste relaţii precum şi analoagele lor obţinute prin permutări circulare, se
pot scrie sub formă condensată cu ajutorul unui tensor antisimetric de ordin
trei, likl, i, k, l = 1, 2, 3:

[l̂i, x̂k] = ih̄liklx̂l [l̂i, p̂k] = ih̄liklp̂l [l̂i, l̂k] = ih̄likl l̂l

4.4 Vom utiliza rezultatele obţinute la problema precedentă:

[l̂i, l̂k] = ih̄likl l̂l

astfel ı̂ncât vom obţine:

[l̂+, l̂−] = [l̂x + il̂y, l̂x − il̂y] = [l̂x, l̂x]− i[l̂x, l̂y] + i[l̂y, l̂x] + [l̂y, l̂y] = 2h̄l̂z

[l̂x, l̂+] = [l̂x, l̂x + il̂y] = [l̂x, l̂x] + i[l̂x, l̂y] = h̄l̂+

Analog se demonstrează şi celelalte relaţii cerute de problemă.

4.5 Valoarea medie a unei mărimi fizice A (observabile), conform fizicii statis-
tice, scrisă cu ajutorul operatorului asociat observabilei este:

< Â >=
∫

V
Ψ∗ÂΨdV

Vom deriva la timp această valoare medie:

d < Â >

dt
=

∫

V

∂Ψ∗

∂t
ÂΨdV +

∫

V
Ψ∗∂Â

∂t
ΨdV +

∫

V
Ψ∗Â

∂Ψ

∂t
dV

Cu ajutorul ecuţiei Schrödinger dependentă de timp precum şi a celei complex
conjugate va rezulta:

∂Ψ

∂t
=

1

ih̄
ĤΨ

∂Ψ∗

∂t
= − 1

ih̄
(ĤΨ)∗

Dar Ĥ = Ĥ∗ (hermitic) astfel ı̂ncât vom putea exprima valoarea medie a
observabilei A derivată la timp prin relaţia:

d < Â >

dt
= − 1

ih̄

∫

V
ĤΨ∗ÂΨdV +

∫ V

Ψ∗∂Â

∂t
ΨdV +

1

ih̄

∫

V
Ψ∗ÂĤΨdV

= <
∂Â

∂t
> +

1

ih̄

∫

V
Ψ∗[Â, Ĥ]ΨdV
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Revenind la observabila A vom putea scrie ecuaţia generală care dă variaţia
ı̂n timp a valorii medii a observabilei A este:

< A >

dt
=<

∂A

∂t
> +

1

ih̄
< [Â, Ĥ] >

Dacă operatorul asociat observabilei comută cu hamiltonianul, adică [Â, Ĥ] =
0 şi de asemenea valoarea sa medie nu depinde explicit de timp, < ∂A

∂t
>= 0

rezultă:

d < A >

dt
= 0

În această situaţie, observabila A este, prin analogie cu mecanica clasică o
constantă de mişcare.

4.6 Vom particulariza ecuaţia generală de la problema precedentă care ne
dă variaţia ı̂n timp a mediei unei observabile. Pentru cazul ı̂n care vom alege
A = x, ţinând cont că x nu depinde explicit de timp (∂x

∂t
= 0), va fi satisfăcută

relaţia:

d < x >

dt
=

1

ih̄
< x̂, Ĥ] >

În cazul nostru, al unei particule ce se mişcă ı̂n câmpul potenţial U(x),
hamiltonianul asociat particulei va fi:

Ĥ =
p̂2

x

2m
+ Û(x)

Vom obţine ı̂n continuare:

[x, Ĥ] = [x̂,
p̂2

x

2m
+ Û(x)] =

1

2m
[x̂, p̂2

x] =
ih̄

m
p̂x

De unde rezultă:

< p >z= m
d < x >

dt

Dacă alegem A = px şi vom aplica ecuaţia generală de dependenţă de timp,
vom obţine:

d < p̂x >

dt
=

1

ih̄
< [p̂x, Ĥ] >
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Dar

[p̂x, Ĥ] = [p̂x,
p̂2

x

2m
+ Û(x)] = [p̂x, Û(x)] = −ih̄

∂Û(x)

∂x

→ d < px >

dt
= − <

∂U(x)

dx
>

Teoremele lui Ehrenfest constituie o ilustrare a principiului de corespondenţă
şi arată că valorile medii ale impulsului şi coordonatelor satisfac relaţii iden-
tice cu legea lui Newton.

4.7 Deoarece operatorul asociat impulsului este p̂x = −ih̄ ∂
∂x

, atunci ecuaţia
cu valori proprii corespunzătoate este:

−ih̄
∂Ψ

∂x
= pΨ

unde p este valoarea proprie a operatorului impulsului şi este o constantă.
Soluţia ecuaţiei cu valori proprii va fi:

Ψ(x) = Ne
i
h̄

px

Această funcţie proprie trebuie să fie mărginită, deci valoarea proprie p va fi
un număr real. Orice valoare reală p ∈ (−∞, +∞) este acceptată ca valoare
proprie, deci spectrul impulsului este continuu ı̂n ı̂ntregime. Constanta de
normare N o vom determina din condiţia de normare impusă fucţiei proprii,
sub forma:

∫ +∞

−∞
Ψ∗(p′, x)Ψ(p, x)dx = δ(p− p′)

→ N∗(p′)N(p)
∫ +∞

−∞
e

i
h̄

x(p−p′)dx = δ(p− p′)

Dar,după cum se ştie:

∫ +∞

−∞
e

i
h̄

x(p−p′)dx = 2πh̄δ(p− p′)

În condiţia de normare vom integra ı̂n raport cu p:

2πh̄N∗(p′)
∫ +∞

−∞
N(p)δ(p− p′)dp =

∫ +∞

−∞
δ(p− p′)dp = 1

de unde rezultă valoarea constantei de normare N :

N =
1√
2πh̄
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Funţia proprie normată ı̂n scara parametrului p va avea forma:

Ψ(p, x) =
1√
2πh̄

e
i
h̄

px

4.8 a). Energia unei particule nerelativiste aflate ı̂ntr-un potenţial U(~r)
este, conform teoriei clasice:

E =
~p2

2m
+ U(~r)

Conform principiului de corespondenţă, fiecărei mărimi dinamice clasice i se
asociază un operator:

E → ih̄
∂

∂t
; ~p → −ih̄ grad; U(~r) → Û(~r)

Mărimii p2 = p2
x + p2

y + p2
z i se asociază operatorul:

~p2 → −h̄24 = −h̄2(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
)

Astfel, energiei totale E a particulei nerelativiste aflate ı̂n câmpul potenţial
scalar U(~r) i se asociază operatorul:

ih̄
∂Ψ(~r, t)

∂t
= [− h̄2

2m
4+ Û(~r)]Ψ(~r, t)

care reprezintă chiar ecuaţia Schrödinger temporală pentru o particulă nere-
lativistă.

b). Pentru o particulă relativistă se va pleca de la relaţia dintre energia
şi impulsul spaţial al particulei:

E2 = ~p2c2 + m2
oc

4

Dacă vom ţine cont de forma operatorilor care se asociazaă mărimilor fizice
prezente ı̂n formulă, vom obţine următoarea ecuaţie:

−h̄2∂2Ψ

∂t2
= −h̄2c24Ψ

ecuaţie care se mai poate scrie şi sub forma:
(
u+ (

mc

h̄
)2

)
Ψ(~r, t) = 0
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unde u ≡ 1
c2

∂2

∂t2
+4 reprezintă operatorul d’Alembert asociat particulei rela-

tiviste. Ecuaţia obţinută este cunoscută sub numele de ecuaţia Klein-Gordon
şi are acelaşi rol ca şi ecuaţia Schrödinger, doar că se aplică particulelor re-
lativiste.

c). Din punct de vedere clasic, energia unei particule aflate ı̂ntr-un câmp

electromagnetic care derivă din potenţialul vector ~A şi cel scalar ϕ este:

E =
1

2m

(
~p− e

c
~A(~r, t)

)2

+ eϕ(~r, t)

Conform principiului de corespondenţă, obţinem următoarea ecuaţie ı̂n mecanica
cuantică:

ih̄
∂Ψ(~r, t)

∂t
= [

1

2m
(−ih̄∇− e

c
~A)2 + eϕ]Ψ(~r, t)

Dacă vom ţine cont de dezvoltarea:

(~p− e

c
~A)2 = ~p2 − e

c
( ~A~p + ~p ~A) +

e2

c2

vom obţine ecuaţia finală:

ih̄
∂Ψ(~r, t)

∂t
= [− h̄2

2m
4+

ieh̄

mc
~Agrad +

ieh̄

2mc
div ~A +

e2 ~A2

c2
+ eϕ]Ψ(~r, t)

4.9 Vom scrie ecuaţia Schrödinger temporală pentru acest caz:

ih̄
∂Ψ(~r, t)

∂t
= − h̄2

2m
4Ψ(~r, t) + UoΨ(~r, t)

Vom căuta soluţia acestei ecuaţii sub forma

Ψ(~r, t) = Ψ(~r)f(t)

prin metoda separării variabilelor. Înlocuind această soluţie ı̂n ecuaţia Schrö-
dinger de mai sus vom găsi următoarele două ecuaţii:

1

f(t)

df

dt
= − i

h̄
C

− h̄2

2m
4Ψ(~r) + UoΨ(~r) = CΨ(~r)
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unde C este o constantă. Soluţiile celor două ecuaţii vor fi:

f(t) = foe
i
h̄

C t; Ψ(~r) = Ae
i
h̄

~p~r

Deoarece

4e
i
h̄

~p~r = − 1

h̄2 ~p2 e
i
h̄

~p~r

va rezulta:

~p2

2m
+ Uo = C

Deci, ~p este chiar impulsul particulei, iar C este energia sa totală. Soluţia
ecuaţiei temporale va fi:

Ψ(~r, t) = Ae
i
h̄
[~p~r−( p2

2m
+Uo)t]

Această soluţie verifică condiţiile de mărginire şi continuitate pe tot spaţiul,
pentru orice valori pozitive ale energiei C, deci spectrul energetic este con-
tinuu. Conform principiului suprapunerii stărilor, rezultă că soluţia generală
poate fi scrisă sub forma:

Ψ(~r, t) =
∫ +∞

−∞
A(~p)e

i
h̄
[~p~r−( p2

2m
+Uo)t]d~p

Deoarece energia potenţială este definită până la o constantă aditivă arbi-
trară, se poate alege Uo = 0; se notează ~k = ~p

h̄
şi soluţia generală devine:

Ψ(~r, t) =
∫ +∞

−∞
A(~k)ei~k~r− ih̄k2

2m
td~k

şi descrie un pachet de unde ataşat particulei cuantice.

4.10 Potenţialul ı̂n care se mişcă particula este de forma:

U(x) =

{
0 0 < x < L
∞ x ∈ (−∞, 0) ∪ (L, +∞)

Vom scrie ecuaţia Schrödinger atemporală pentru intervalul (0, L):

− h̄2

2m

d2Ψ(x)

dx2
= EΨ(x)

cu proprietate că Ψ(x) = 0 pentru x ∈ (−∞, 0) ∪ (L, +∞).
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a). E > 0
Vom nota cu:

k ≡
√

2mE

h̄2

Orice soluţie continuă a ecuaţiei unidimensionale Schrödinger (ecuaţie dife-
renţială de ordin doi) se poate scrie:

Ψ(x) = A sin kx + B cos kx; x ∈ (0, L)

Impunând condiţia de continuitate a soluţiei la capetele intervalului:

Ψ(0) = 0 Ψ(L) = 0

va rezulta B = 0 precum şi ecuaţia:

sin kL = 0 → kn = n
π

L
, n ∈ N∗

Astfel, valorile pe care le poate lua energia formează un spectru discret:

En = n2 π2h̄2

2mL
, n ∈ N∗

Fiecărei energii En ı̂i corespunde funcţia proprie:

Ψn(x) =

√
2

L
sin nπ

x

L

Constanta
√

2
L

a fost determinată din condiţia de normare:

∫ L

0
Ψ∗

n(x)Ψn(x)dx = 1

b). E = 0

Soluţia ecuaţiei Schrödinger atemporale este de forma:

Ψ(x) = Ax + B

Dacă se aplică condiţia de continuitate la capetele intervalului, va rezulta
A = 0 şi B = 0, ceea ce conduce la soluţia E = 0. Această soluţie nu
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Fig. 4.10.1.r

aparţine ı̂nsă spectrului de energii.

c). E < 0

Soluţia ecuţiei Schrödinger unidimensionale va fi ı̂n acest caz:

Ψ(x) = Ce−χx + Deχx, χ =

√
2m|E|

h̄2

Dar, nici această soluţie nu ı̂ndeplineşte condiţiile de continuitate decât pen-
tru C = 0 şi D = 0, astfel ı̂ncât nu există valori proprii negative.
Spectrul de energii este, pentru o particulă liberă ce se mişcă pe axa Ox ı̂n
intervalul (0, L), un spectru discret şi este reprezentat grafic ı̂n Fig.4.10.1. În
Fig.4.10.2 sunt redate grafic funcţiile proprii corespunzătoare valorilor pro-
prii.

4.11 Graficul energiei potenţiale este redat ı̂n Fig.4.11.1.r.
Vom studia două cazuri, şi anume: a). 0 < E < Uo; b). E > Uo.

a). 0 < E < Uo

Ecuaţia Schrödinger pentru cele două regiuni x < 0 şi x > 0 va fi:

− h̄2

2m

d2ΨI

dx2
= EΨI x < 0
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Fig. 4.10.2.r

− h̄2

2m

d2ΨII

dx2
+ UoΨII = EΨII x > 0

unde ΨI şi ΨII sunt funcţiile proprii ale energiei; ele trebuie să fie continue,
mărginite şi cu derivată continuă, deci:

ΨI(0) = ΨII(0) Ψ′
I(0) = Ψ′

II(0)

Vom nota prin:

k ≡
√

2mE

h̄2

Astfel, ecuaţia Schrödinger pentru cazul x < 0 (regiunea I) se poate scrie sub
forma:

d2ΨI

dx2
+ k2ΨI = 0

ce admite soluţia generală:

ΨI(x) = Aeikx + Be−ikx (x < 0) oricare ar fi E>0

unde A şi B sunt constante ce se vor determina pe parcurs. Această soluţie,
după cum se vede are o comportare oscilatorie. Pentru cazul x > 0 (regiunea
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Fig. 4.11.1.r

II) vom face următoarea notaţie:

χ ≡
√

2m(Uo − E)

h̄2

iar ecuaţia Schrödinger se va scrie sub forma:

d2ΨII

dx2
− χ2ΨII = 0

având soluţia generală:

ΨII(x) = Ce−χ x + Deχ x (x > 0)

Soluţia aceasta are o comportare exponenţială şi, pentru a ı̂ndeplini condiţia
de mărginire (să fie funcţie proprie) trebuie ca, pentru x →∞ funcţia să se
anuleze → D = 0. Astfel, soluţia generală pentru x > 0 devine:

ΨII = Ce−χ x (x > 0)

Aplicăm ı̂n continuare condiţiile de continuitate pentru cele două soluţii din
cele două regiuni precum şi pentru derivatele lor, astfel ı̂ncât vom obţine un
sistem de două ecuaţii cu trei necunoscute A, B şi C:

A + B = C

ik(A−B) = −chiC

Vom exprima două din aceste necunoscute ı̂n funcţie de a treia:

B =
k − iχ

k + iχ
A C =

2k

k + iχ
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Notăm ı̂n continuare prin A′ = A
k+iχ

. Funcţia proprie a energiei pentru cele
două regiuni se va exprima sub forma:

ΨI(x) = A′[(k + iχ)eikx + (k − iχ)e−ikx] x < 0

ΨII(x) = 2kA′e−χx x > 0

Se observă că, dacă A′ este un număr real, atunci soluţia construită este
reală. Este convenabil să se introducă ungiul α, definit prin:

α ≡ arg(k + iχ)

pentru care funcţiile sin şi cos au expresia:

sin α =
χ√

k2 + χ2
cos α =

k√
k2 + χ2

=

√
E

Uo

Astfel, funcţia proprie nedegenerată a energiei pentru cazul când energia par-
ticulei cuantice este 0 < E < Uo, are forma:

ΨI(x) = N cos (kx + α) x < 0

ΨII(x) = N

√
E

Uo

e−χ x x > 0

O funcţie proprie Ψ(x) este reprezentată ı̂n Fig.4.11.2.r.

Fig.4.11.2.r
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Funcţia Ψ(x) nu este integrabilă ı̂n modul pătrat. Constanta N poate fi de-
terminată dintr-o condiţie de ortonormare ı̂n sens generalizat.

b). E > Uo

Pentru cazul acesta, ecuaţia Schrödinger unidimensională este:

d2ΨI

dx2
+ k2ΨI = 0 x < 0

dΨII

dx2
+ K2ΨII = 0 x > 0

unde

K =

√
2m(E − Uo)

h̄2

Deci, pentru x < 0 ecuaţia Schrödinger ı̂şi păstrează expresia. Soluţiile celor
două ecuaţii vor fi:

ΨI(x) = Aeikx + Be−ikx x < 0

ΨII(x) = CeiKx + De−iKx x > 0

Dacă impunem condiţiile de continuitate şi mărginire, vom obţine următorul
sistem de două ecuaţii cu patru necunoscute:

A + B = C + D

k(A−B) = K(C −D)

Două din cele patru necunoscute A, B, C şi D se pot exprima prin celelalte
două, deci, din punct de vedere matematic ecuaţia Schrödinger admite două
funcţii proprii liniar independente pentru o valoare proprie E > Uo. Pentru
aplicaţii sunt importante cazurile A = 0 şi respectiv D = 0 pentru care cele
două funcţii liniar independente sunt:

ΨI(x) =

{
Ne−ikx x < 0

N
2K

[(k + K)e−iKx − (k −K)eiKx] x > 0

ΨII(x) =

{
M
2K

[(k + K)eikx + (k −K)e−ikx] x < 0
MeiKx x > 0

unde M şi N sunt constante. În concluzie, valorile proprii E > Uo sunt
degenerate de ordinul doi şi orice funcţie proprie este o combinaţie liniară a
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funcţiilor proprii ΨI(x) şi ΨII(x).

Dacă Uo →∞ se va realiza doar situaţia E < Uo pentru care funcţia proprie
va lua forma:

Ψ(x) =

{
N sin kx x < 0

0 x > 0

Această funcţie descrie mişcarea unei particule care ı̂ntâlneşte un perete im-
penetrabil.

Dacă Uo → 0 va rămâne doar cazul E > Uo. iar funcţiile proprii se pot
scrie sub forma:

ΨI(x) = e−ikx ΨII(x) = e−ikx

soluţii corespunzătoare particulei libere, x ∈ (−∞, +∞).

4.12 Stările legate se obţin pentru cazul ı̂n care energia este negativă, −Uo <
E < 0, iar ecuaţia cu valori proprii (ecuaţia Schrödinger) este:

d2ΨI

dx2
− 2m

h̄2 |E|ΨI = 0 x > a

d2ΨII

dx2
+

2m

h̄2 [Uo − |E|]ΨII = 0 0 < x < a

ΨIII = 0 x < 0

Cu următoarele notaţii:

α = (
2m

h̄2 |E|)1/2 β = [
2m

h̄2 (Uo − |E|)]1/2

funcţiile proprii vor fi de forma:

Ψ(x) =





ΨI = A1e
αx + B1e

−αx x > a
ΨII = A2 sin βx + B2 cos βx 0 < x < a

ΨIII = 0 x < 0

Din condiţia de anulare a funcţiei de undă la infinit rezultă A1 = 0. Deci,
probabilitatea w = |Ψ(x)|2 de a găsi particula ı̂n domeniul III este nulă, iar
ı̂n domeniul I scade exponenţial cu creşterea lui x (Fig.4.12.1.r).
Din condiţiile de continuitate ı̂n punctele x = 0 şi x = a:

ΨII(0) = 0; ΨII(a) = ΨI(a);
dΨII(a)

dx
=

dΨI(a)

dx
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Fig. 4.12.1.r

deducem B2 = 0 şi:

A2 sin βa = B1e
−αa

βA2 cos βa = −αB1e
−αa

Vom ı̂mpăţi ultimele două ecuaţii şi vom obţine ecuaţia transcendentă:

βctg(βa) = −α

Vom introduce noile variabile:

X = βa Y = αa

astfel ı̂ncât ecuaţia transcendentă devine:

X ctg(X) = −Y

Se observă de asemenea că:

X2 + Y 2 =
2m

h̄2 Uo

adică valorile proprii ale energiei date de:

E = − h̄

2ma2
Y 2

se obţin grafic prin intersecţia curbei date de ecuaţia transcendentă cu ”cer-
cul” de rază (fig.4.12.2.r):

R =
(

2m

h̄2 a2Uo

)1/2
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Fig. 4.12.2.r

Se observă că, dacă R < π
2
, adică a2Uo < h̄2π2

8m
nu există stări legate; condiţia

de existenţă a cel puţin unei stări legate este:

a2Uo ≥ h̄2π2

8m

4.13 a). 0 < E < Uo

Ecuaţia Schrödinger, pentru cele trei zone (Fig.4.13.r) este:

d2ΨI

dx2
+

2m

h̄2 EΨI = 0 x < 0

dΨII

dx2
− 2m

h̄2 (Uo − E)ΨII = 0 0 ≤ a

d2ΨIII

dx2
+

2m

h̄2 EΨIII = 0 x > a

iar soluţia generală va avea expresia:

Ψ(x) =





ΨI(x) = A1e
ikx + B1e

−ikx

ΨII(x) = A2e
χx + B2e

−χx

ΨIII(x) = A3e
ikx + B3e

−ikx
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Fig. 4.13.r

unde

k =

√
2mE

h̄2 χ =

√
2m

h̄2 (Uo − E)

Vom considera că particula se deplasează din zona I spre zona III (de la
stânga spre dreapta pe axa Ox). Coeficienţii A1, B1 şi A3 reprezintă unda
incidentă, unda refelctată şi respectiv unda transmisă prin barieră. Deoarece
ı̂n zona III nu avem undă refelctată, → B3 = 0.
Condiţiile de continuitate pentru funcţie şi pentru derivata ei ı̂n punctele de
delimitare a zonelor, x = 0 şi x = a:

ΨI(0) = ΨII(0)
dΨI(0)

dx
=

dΨII(0)

dx

ΨII(a) = ΨIII(a)
dΨII(a)

dx
=

dΨIII(a)

dx

conduc la următorul sistem de patru ecuaţii cu cinci necunoscute:

A1 + B1 = A2 + B2

ik(A1 −B1) = χ(A2 −B2)

A2e
χa + B2e

−χa = A3e
ika

χ(A2e
χa−B2e

−χa) = ikA3e
ika

Pentru a calcula reflectanţa R a barierei de potenţial, care este definită prin
relaţia:

R =
∣∣∣∣
B1

A1

∣∣∣∣
2
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va trebui să exprimăm raportul
∣∣∣B1

A1

∣∣∣ din sistemul de continuitate. Din primele
două ecuaţii ale sistemului vom exprima pe A2 şi respectiv B2 ı̂n funcţie de
A1 şi B1:

A2 =
1

2χ
[(A1 + B1)χ + ik(A1 −B1)]

B2 =
1

2χ
[(A1 + B1)χ− ik(A1 −B1)]

iar din ultimele două ecuaţii ale sistemului de continuitate, prin eliminarea
lui A3 vom obţine ı̂ncă o ecuaţie:

A2(ikeχa−χa) = −B2(
−χa+ike−χa)

Am obţinut astfel trei ecuaţii cu patru necunoscute; ne interezeză ı̂nsă ra-
portul

∣∣∣B1

A1

∣∣∣. Prin ı̂nlocuiri şi prin ı̂mpărţire la A1 vom obţine următoarea
expresie pentru raportul cerut:

B1

A1

=
(k2 + χ2)(eχa − e−χa)

eχa(k + iχ)2 − e−χa(k − iχ)2

Reflectanţa barierei de potenţial va fi, conform definiţiei:

R =
∣∣∣∣
B1

A1

∣∣∣∣
2

=
(k2 + χ2)2(eχa − e−χa)2

|[eχa(k + iχ)2 − e−χa(k − iχ)2]|2

Ţinând cont de expresiile pentru k şi χ precum şi de faptul că sh(α) =
(eα − e−α)/2, reflectanţa va avea expresia finală:

R =
Uosh(χa)

U2
o sh2(χa) + 4E(Uo − E)

iar transparenţa barierei de potenţial va fi:

T = 1−R =
EE(Uo − E)

U2
o sh2(χa) + 4E(Uo − E)

6= 0

Deoarece T 6= 0, particula va trece prin barieră cu o anumită probabilitate,
chiar dacă energia ei, din punct de vedere clasic pare insuficientă pentru
penetrarea barierei (efect tunel). Efectul tunel este considerabil numai dacă
χa ∼ 1. Dacă lărimea barierei a este sufucient de mare ı̂ncât a À 1

χ
, atunci

probabilitatea de penetrare a barierei scade.

b). E > Uo
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Ecuaţia Schrödinger va fi:

d2ΨI

dx2
+

2m

h̄2 EΨI = 0 x < 0

dΨII

dx2
+

2m

h̄2 (E − Uo)ΨII = 0 0 ≤ a

d2ΨIII

dx2
+

2m

h̄2 EΨIII = 0 x > a

iar soluţia generală va avea expresia:

Ψ(x) =





ΨI(x) = A1e
ikx + B1e

−ikx

ΨII(x) = A2e
χx + B2e

−χx

ΨIII(x) = A3e
ikx + B3e

−ikx

şi admite soluţia generală:

Ψ(x) =





ΨI(x) = A1e
ikx + B1e

−ikx

ΨII(x) = A2e
iqx + B2e

−iqx

ΨIII(x) = A3e
ikx + B3e

−ikx

unde

k =

√
2mE

h̄2 q =

√
2m(E − Uo)

h̄2 = iχ

Deci, după cum se observă se pot utiliza rezultatele anterioare, cu deosebirea
că, ı̂n loc de χ vom pune iq. Astfel, reflectanţa R şi transparenţa T vor avea
expresiile:

R =
Uo sin2 (qa)

U2
o sin2 (qa) + 4E(E − Uo)

6= 0

T = 1−R =
4E(EU o)

U2
o sin2 (qa) + 4E(E − Uo)

Se observă că, ı̂n acest caz (E > Uo) reflectanţa este diferită de zero, deşi,
conform mecanicii clasice ar trebui să fie zero.
Bariera va deveni absolut transparentă dacă sin (qa) = 0 adică qa = nπ, (n =
1, 2, 3....). Această situaţie se realizează atunci când ı̂n interior iau naştere
unde materiale staţionare (rezonanţă).

4.14 a). Fie Ψ(x) o soluţie a ecuaţiei Schrödinger corespunzătoare energiei

197



potenţiale U(x). Vom ı̂nlocui ı̂n ecuaţia Schrödinger pe x cu x + a şi vom
obţine că:

Ψ̃(x) = Ψ(x + a)

reprezintă de asemenea o funcţie proprie (satisface ecuaţia cu valori proprii).
Cele două funcţii, Ψ(x) şi Ψ̃(x) = Ψ(x + a) sunt, ı̂n cazul general, liniar-
independente. Orice soluţie a ecuaţiei Schrödinger, continuă şi cu derivată
continuă, se poate exprima ca o combinaţie liniară a două soluţii liniar-
independente u1(x) şi repectiv u2(x):

Ψ(x) = c1u1(x) + c2u2(x)

Pentru demostrarea proprietăţii a) va trebui să determinăm coeficienţii c1 şi
c2 astfel ı̂ncât să fie ı̂ndeplinită condiţia:

Ψ(x + a) = λΨ(x

deci, funcţiile Ψ̃(x) şi Ψ(x) să fie proporţionale. Ţinând cont de u1(x) şi
u2(x) condiţia de proporţinalitate se va scrie:

c1ũ1(x) + c2ũ2(x) = λ(c1u1(x) + c2u2(x))

Dar, ũ1(x) şi ũ2(x) fiind soluţii ale ecuaţiei Schrödinger, se pot exprima prin
u1(x) şi u2(x):

ũ1(x) = αu1(x) + βu2(x)

ũ2(x) = γu1(x) + δu2(x)

Oricare ar fi soluţiile u1(x) şi u2(x), numerele α, β, γ, δ respectă condiţia:

αδ − βγ = 1

condiţie ce rezultă din proprietatea de independenţă de x a wronskianului a
două soluţii liniar-independente ale ecuaţiei Scgrödinger corespunzătoare la
aceeaşi valoare a prametrului E din ecuaţie. Pentru a determina numerele α
şi δ, mărimi de care avem nevoie, plecăm de la expresia soluţiilor ũ1 şi ũ2 ı̂n
care facem pe x = 0, şi din derivatele lor ı̂n care punem pe x = 0:

ũ1(0 + a) = u1(a) = αu1(0) + βu2(0)

dũ1(0 + a)

dx
=

du1(a)

dx
= α

du1(0)

dx
+ β

du2(0)

dx
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ũ2(0 + a) = u2(a) = γu1(0) + δu2(0)

dũ2(0 + a)

dx
=

du2(a)

dx
= γ

du2(0)

dx
+ δ

du2(0)

dx

Din acest sistem de patru ecuaţii vom exprima pe α şi δ:

α =
u1(a)u′2(0)− u′1(a)u2(0)

W12

δ =
u1(0)u′2(a)− u′1(0)u2(a)

W12

unde W12 este wronskianul celor două soluţii u1 şi u2:

W12 = u1(0)u′2(0)− u2(0)u′1(0)

Pentru determinarea coeficienţilor c1 şi c2 vom apela la condiţia de proporţionalitate:

αc1 + γc2 = λc1

βc1 + δc2 = λc2

care reprezintă un sistem omogen de ecuaţii pentru determinarea coeficienţilor
c1 şi c2. Soluţia nebanală admisă de sistem este:

λ2 − (α + δ)λ + 1 = 0

ce admite la rândul ei soluţiile λ1 şi λ2. Proprietatea de proporţionalitate ar
fi posibilă dacă:

λ = λ1 sau λ = λ2

unde λ1 şi λ2 au proprietăţile:

λ1λ2 = 1

λ1 + λ2 = α + δ

Este important de observat că suma α+δ, deci şi λ1+λ2 nu depinde decât de
valoarea parametrului E şi nu depinde de soluţiile particulare u1(x) şi u2(x)
de care ne servim la rezolvarea problemei.
Pentru fiecare valoare a lui λ sistemul sistemul coeficienţilor ne furnizeză o
valoare pentru raportul coeficienţilor c1 şi c2, şi deci, o funcţie Ψ(x) care
satisface condiţia de periodicitate. Vom nota prin Ψ1(x) şi Ψ2(x) soluţiile
corespunzătoare lui λ1 şi respectiv lui λ2. Aceste soluţii se numesc soluţii
Floquet şi sunt liniar-independente. Deci, ı̂n concluzie putem afirma că orice
soluţie a ecuaţiei Schrödinger ı̂n cazul unui câmp periodic, se poate exprima
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ca o combinaţie de soluţii Floquet.

b). La punctul anterior am considerat soluţiile continue şi cu derivată con-
tinuă; ele există pentru orice valoare a parametrului E din ecuaţie. Funcţiile
proprii ale energiei trebuie să fie mărginite; asemenea soluţii nu există ı̂nsă
pentru orice valoare a lui E. Soluţiile Floquet sunt nemărginite pentru
x → +∞ sau x → −∞, cu excepţia cazului ı̂n care |λ1| = |λ2| = 1. Cum
ı̂nsă produsul lor λ1λ2 = 1 rezultă că, valorile posibile ale energiei sunt numai
acelea pentru care:

|λ| = 1

c). Dacă E este valoarea proprie a energiei, atunci, conform punctului b)
vom putea scrie:

λ1 = eiKa; λ2 = e−iKa, K ∈ [−π

a
,
π

a
]

Vom indexa cu K soluţia Floquet corespunzătoare lui λ1, ΨK(x). Dar,
funcţia:

uK(x) = e−iKxΨK(x)

se bucură de proprietatea:

uK(x + a) = uK(x)

Deci, funcţiile proprii ale energiei de tip Floquet sunt de forma:

ΨK(x) = eiKxuK(x) cu uK(x + a) = uK(x)

ceea ce reprezintă chiar teorema Bloch.

d). Dacă |λ| = 1, şi numai ı̂n acest caz, avem:

|λ +
1

λ
| ≤ 2

unde λ este o funcţie de energie. Pe de altă parte, de la punctele anterioare
ştim că λ + 1

λ
= α + δ. Astfel, condiţia de inegalitate de mai sus se poate

scrie:

|f(E)| ≤ 1
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Valorile lui E pentru care este satisfăcută această ultimă inegalitate formeză
porţiuni compacte pe axa energiei, numite benzi de energie. Ele sunt sepa-
rate prin intervale ı̂n care condiţia nu este ı̂ndeplinită, numite zone interzise.
Deci, spectrul de energii al unei particule aflate ı̂ntr-un câmp periodic are o
structură de benzi.

4.15 Vom studia două cazuri:

a). 0 < E < Uo

În acest caz (Fig. 4.15.r) soluţia generală a ecuaţiei Schrödinger pe inter-
valul (0, a + b) este:

Fig. 4.15.r

u(x) =

{
C1sh(k1x) + C2ch(k1x) 0 ≤ a

D1 cos (kx) + D2 sin (kx) a ≤ x ≤ a + b

unde

k1 =

√
2m(Uo − E)

h̄2 k =

√
2mE

h̄2

Pentru simplitate vom alege

u1(x) = sh(k1x) 0 ≤ x ≤ a

u2(x) = ch(k1x) 0 ≤ x ≤ a

Impunând condiţia de continuitate a funcţiilor şi a derivatei lor ı̂n x = a vom
găsi, după transformări simple:

u1(x) = sh(k1a) cos k(x− a) +
k1

k
ch(k1a) sin k(x− a) a ≤ x ≤ a + b

u2(x) = ch(k1a) cos k(x− a) +
k1

k
sh(k1a) sin k(x− a) a ≤ x ≤ a + b
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Folosind expresia wronskianului W12 din problema precedentă vom găsi W12 =
−k1, iar pentru funcţia f(E) expresia:

f(E) = ch(k1a) cos kb +
1

2
(
k1

k
− k

k1

)sh(k1a) sin kb

b). E > Uo

Vom lucra cu soluţii particulare la fel ca şi ı̂n cazul a):

u1(x) = sin k2x 0 ≤ x ≤ a

u2(x) = cos k2x ≤ x ≤ a

u1(x) = sin k2a cos k(x− a) +
k2

k
cos k2a sin k(x− a) a ≤ x ≤ a + b

u2(x) = cos k2a cos k(x− a)− k2

k
sin k2a sin k(x− a) a ≤ x ≤ a + b

unde

k2 =

√
2m(E − Uo)

h̄2

Astfel, vom găsi pentru f(E) expresia:

f(E) = cos k2a cos kb− 1

2
(
k2

k
+

k

k2

) sin k2a sin kb

4.16 Pentru un oscilator liniar armonic de sarcină q aflat ı̂n câmpul elec-
tric E, ecuaţia Schrödinger va avea forma:

− h̄2

2m

d2u

dx2
+

k

2
(x− qE

k
)2u = (E +

q2E2

2k
)u

Vom nota prin x′ = x − qE
k

noua variabilă, astfel ı̂ncât ecuaţia Schrödinger
devine:

− h̄2

2m

d2u

dx′2
+

k

2
x′2u = Wu

unde

W = E +
q2E2

2k
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Ecuaţia obţinută este chiar ecuaţia unui oscilator liniar armonic, deci valorile
proprii pentru W vor fi:

Wn = (n +
1

2
)h̄ω ω =

√
k

m

→ En = (n +
1

2
)h̄ω − q2E2

2k

Spectrul de energii este ı̂n ı̂ntregime discret şi rezultă prin deplasarea cu
− q2E2

2k
a spectrului de energii al oscilatoruli liniar armonic. Deci, valorii

proprii En ı̂i corespunde funcţia proprie:

un(x) = Nne
− 1

2
α2(x− qE

k
)2Hn(α(x− qE

k
))

4.17 Deoarece funcţiile de undă ale oscilatorului liniar armonic au parităţi
bine determinate, se poate observa că ı̂n orice stare cuantică este valabilă
relaţia:

< x >n=< p >n= 0

Deci,

< 4x2 >n = < x2 >n − < x >2
n=< x2 >n

< 4p2 >n = < p2 >n

Cum ı̂nsă:

< x2 >n =
En

mω2
= (n + 1/2)

h̄

mω
< p2 >n = mEn = (n + 1/2)mh̄ω

În concluzie se poate scrie:

4x4p = (n + 1/2)h̄

Se poate observa că funcţia de undă corespunzătoare stării fundamentale a
oscilatorului minimalizează relaţia de nedeterminare (4x4p = h̄

2
). Deci, ı̂n

această stare se realizează simultan, cu cea mai mare precizie coordonata şi
impulsul.

4.18 Valoarea medie a energiei este:

< H >=
< p2 >

2m
+

mω2

2
< x2 >
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unde m este masa oscilatorului, iar ω este pulsaţia sa proprie. Din relaţia de
incertitudine va rezulta:

< p2 >≥ h̄2

4 < x2
>

care, ı̂nlocuită ı̂n expresia energiei medii va rezulta:

< H >=
h̄2

8m < x2 >
+

mω2

2
< x2 >= f(< x2 >)

Vom alege pe < x2 > astfel ı̂ncât să corespundă minimului energiei, deci să
fie ı̂ndeplinită condiţia:

df(< x2 >)

d < x2 >
= − h̄

8m(< x2
o >)2

+
mω2

2
= 0

→< xo >2=
h̄

2mω

Înlocuim această valoare ı̂n expresia lui f şi vom obţine energia stării funda-
mentale:

Eo =
h̄ω

2

ceea ce coincide cu rezultatul general En = (n + 1/2)h̄ω când n = 0.
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