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Cap. 1. COMPLEMENTE PRIVIND ELECTROMAGNETISMUL NERELATIVIST

§1.1. Ecuaţiile lui Maxwell( 
a) Ecuaţia Maxwell-Gauss a electrostaticii
Se cunoaşte că plecând de la legea lui Coulomb se obţine pentru intensitatea câmpului electrostatic produs de o sarcină punctuală Q situată într-un mediu izotrop expresia (vezi fig. 1.1.1):
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 este raza vectoare din punctul  M  de observaţie.






     Fig. 1.1.1


În medii anizotrope, expresia aceleiaşi mărimi fizice devine (vezi L.D.Landau, E.M.Lifschitz “Electrodinamica mediilor continue” - tradusă în româneşte la editura Tehnică, Bucureşti, 1968, p. 88-89):
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unde
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(1.1.3)

este tensorul constantei dielectrice (permitivitate).


Pentru a evita complicaţiile calculelor (pentru medii anizotrope) ivite datorită prezenţei tensorului 
[image: image10.wmf]e

, se introduce o nouă mărime fizică (numită inducţie electrică sau vectorul 
[image: image11.wmf]D

) prin relaţia:
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(1.1.4)

unde, pentru o sarcină punctuală:
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Se defineşte fluxul vectorului 
[image: image14.wmf]D

 printr-o suprafaţă oarecare S, într-o manieră analogă fluxului magnetic:
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(1.1.6)


unde 
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 este vectorul element diferenţial de arie al suprafeţei S.


Dacă S este sfera ce conţine în centru sarcina punctuală Q, se obţine:
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unde 
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Se constată (vezi problemele 1 şi 2 din acest paragraf) că se poate generaliza acest rezultat pentru o suprafaţă închisă oarecare 
[image: image21.wmf]S

 şi o distribuţie arbitrară a sarcinii electrice:
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(1.1.8)

unde 
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 este sarcina totală din interiorul suprafeţei închise 
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Relaţia (1.1.8) reprezintă expresia integrală a ecuaţiei Maxwell-Gauss (a electrostaticii).


Se defineşte divergenţa vectorului 
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 ca fiind densitatea volumică a fluxului vectorului 
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 prin suprafaţa închisă 
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(1.1.9)


Teorema lui Gauss (- Ostrogradsky, vezi problema 3) demonstrează că:
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(1.1.10)

unde:
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(1.1.11)

este operatorul diferenţial (şi vectorial) “nabla”, în timp ce 
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x

1

,

1

 şi 
[image: image33.wmf]z

1

 reprezintă vectorii unitate ai axelor Ox, Oy şi - respectiv - Oz.

Plecând de la relaţiile (1.1.8) - (1.1.10), se obţine expresia locală (diferenţială) a ecuaţiei Maxwell-Gauss:
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(1.1.12)
unde 
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Q

 este densitatea volumică a sarcinii electrice.

b) Ecuaţia Maxwell a magnetostaticii

Prin analogie cu ecuaţiile (integrale şi locale) electrostaticii, se obţin ecuaţiile Maxwell ale magnetostaticii:
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unde 
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Fenomenele electromagnetice nu impun introducerea sarcinii magnetice. De aceea putem considera că  
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(1.1.13')

c) Definirea intensităţii câmpului magnetic de către Biot-Savart; ecuaţia Maxwell-Biot-Savart-Ampère




figura 1.1.2

Definiţia diferenţială Bios-Savart afirmă: contribuţia elementului diferenţial 
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 al unui conductor C parcurs de un curent electric de intensitate I  la intensitatea câmpului magnetic în punctul de observaţie M, caracterizat de vectorul poziţie 
[image: image45.wmf]M

r

(vezi figura 1.1.2) este dată de expresia: 
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unde 
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în sisteme raţionalizate, respectiv 
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 pentru sisteme neraţionalizate) este coeficientul magnetic de raţionalizare.

Pentru un conductor rectiliniu filiform infinit se obţine (vezi problema 9):
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figura 1.1.3
unde d este distanţa de la punctul de observaţie M la conductorul rectiliniu. În continuare considerăm cercul L centrat pe conductorul C şi trecând prin punctul de observaţie M (vezi figura 1.1.3). Din introducerea circulaţiei intensităţii H a câmpului magnetic pe curba închisă oarecare (“linie de câmp magnetic”) 
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se obţine pentru circumferinţa L:
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(1.1.17)

unde - datorită alegerii 
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 este aceeaşi din ecuaţia Maxwell-Gauss a electrostaticii.


Se poate demonstra (vezi problema 6) generalizarea acestui rezultat pentru o distribuţie oarecare de curenţi electrici pe o curbă închisă arbitrară L obţinându-se:
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unde 
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 este circulaţia intensităţii rezultantei câmpului magnetic produs de distribuţia considerată, iar 
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 este intensitatea totală a curenţilor electrici care traversează suprafaţa ce se sprijină pe curba închisă L considerată. Relaţia (1.1.17’) reprezintă expresia integrală a ecuaţiei Maxwell-Biot-Savart-Ampere, relaţie ce stabileşte o legătură între electrostatică şi magnetostatică.




figura 1.1.4

Pentru a deduce forma locală a ecuaţiei Maxwell-Biot-Savart-Ampere, considerăm o curbă închisă arbitrară 
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Conform teoremei lui Stokes (v. problema 7) rezultă că:
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(1.1.19)

deci putem scrie (într-o manieră simbolică):
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(1.1.20)

unde apare acelaşi operator “nabla”, definit de relaţia (1.1.11).


Pornind de la expresia integrală a ecuaţiei Maxwell-Biot-Savart-Ampere, se găseşte că:


 
[image: image66.wmf]x

i

x

A

L

A

i

x

x

j

A

I

H

H

rot

x

x

x

k

k

=

D

×

=

´

Ñ

=

D

®

D

)

(

.

int

0

lim

)

(

)

(

 ,

(1.1.21)

unde 
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 reprezintă componenta x a densităţii totale (curenţi datoraţi mişcării purtătorilor liberi de sarcină electrică şi variaţiei inducţiei electrice) de curent electric.




figura 1.1.5

Pentru a stabili expresia densităţii curentului (lui Maxwell) de “deplasare” (datorat variaţiei vectorului 
[image: image68.wmf]D

 - deplasare electrică), se consideră placa de arie A (încărcată cu sarcină electrică de densitatea superficială 
[image: image69.wmf]s

) - un condensator plan (vezi figura 1.1.5). Deoarece componenta x a inducţiei electrice dintre plăci este (vezi problema 4):
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se obţine expresia densităţii (superficiale) a curentului de “deplasare”:
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(1.1.23)


Relaţiile (1.1.21) şi (1.1.23) conduc la expresia locală (diferenţială) a ecuaţiei Maxwell-Biot-Savart-Ampère:
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unde 
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 este densitatea curentului de conducţie (datorat mişcării purtătorilor liberi de sarcină electrică). Deci, pentru corpurile în repaus (
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(1.1.25)

d) Ecuaţia Maxwell-Faraday a electromagnetismului

Cunoaştem bine că fenomenul esenţial electromagnetic este inducţia electromagnetică şi că fenomenul este descris de legea lui Faraday:
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unde 
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 este tensiunea (forţa) electromotoare indusă în conductorul C şi 
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 este fluxul magnetic (al inducţiei magnetice 
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) prin suprafaţa interioară conductorului C. De asemenea, diferenţiala potenţialului electric este egală cu lucrul mecanic elementar efectuat supra sarcina electrică unitară, de unde 
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(1.1.27)


În final, se găseşte că tensiunea electromotoare este egală cu circulaţia intensităţii câmpului electric de-a lungul conductorului închis C: 
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Deoarece - pentru corpurile în repaus - se poate inversa ordinea operatorilor 
[image: image82.wmf]dt
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 şi 
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, se găseşte expresia integrală a ecuaţiei Maxwell-Faraday:
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unde 
[image: image85.wmf]S

 este suprafaţa ce înconjoară conductorul C.


Trebuie subliniat că Maxwell a considerat ca ecuaţia (1.1.29) este valabilă pentru o curbă închisă oarecare (inclusiv pentru curbe fictive), nu doar curbelor ce corespund conductorilor fizici.




figura 1.1.6

Deducând densitatea superficială a tensiunii electromotoare ce corespunde unei curbe închise 
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 situată în planul yOz (vezi figura 1.1.6) se obţine:
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(1.1.30)

de unde se găseşte expresia locală (diferenţială) a ecuaţiei Maxwell-Faraday:





              
[image: image88.wmf]t

B

E

¶

¶

-

=

´

Ñ

   (corpuri în repaus)
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Problema 1.1.1: Deduceţi expresia fluxului (electric) inducţiei electrice produs de o sarcină electrică punctuală fixă Q, situată în volumul interior unei suprafeţe închise arbitrare 
[image: image89.wmf]S

, prin această suprafaţă.




figura 1.1.7
Soluţie: Fie 
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 vectorul asociat ariei unui mic element de suprafaţă din 
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 şi 
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 vectorul de poziţie al acestui element de suprafaţă raportat la Q. Prin definiţie, contribuţia elementului 
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 la fluxul inducţiei electrice produsă de sarcina punctuală Q este:
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unde 
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 este unghiul solid corespunzând elementului văzut din punctul unde este situată sarcina punctuală Q. Adunând expresia precedentă pentru toate elementele 
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Problema 1.1.2: Deduceţi fluxul inducţiei electrice printr-o suprafaţă închisă 
[image: image100.wmf]S

 produsă de: a) o sarcină electrică punctuală situată în afara suprafeţei 
[image: image101.wmf]S

; b) o distribuţie oarecare de sarcini electrice.




figura 1.1.8
Soluţie: a) Considerăm un con elementar (având vârful în punctul în care se află sarcina punctuală 
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, exterioară suprafeţei 
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 (vezi figura 1.1.8). Deoarece produsele scalare 
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 la fluxul inducţiei electrice este nulă: 
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Pentru că diferite elemente ale suprafeţei 
[image: image111.wmf]S

 pot fi grupate în perechi de elemente decupate din diferite conuri având vârful în sarcina punctuală 
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, fluxul inducţiei electrice produs de sarcina punctuală 
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 prin această suprafaţă este nul:
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figura 1.1.9

b) Considerăm o distribuţie de N sarcini electrice punctuale în jurul suprafeţei închise 
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 (domeniul 
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); unele sarcini sunt interioare şi altele exterioare raportat la suprafaţa 
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 (vezi figura 1.1.9). Ţinând cont de rezultatele problemelor 1.1.1 şi 1.1.2a, precum şi de principiul superpoziţiei sarcinilor electrice:
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se găseşte că:
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figura 1.1.10
Problema 1.1.3: Deduceţi expresia divergenţei unei funcţii vectoriale continue 
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Soluţie: Considerăm un element spaţial paralelipipedic, de laturi 
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 paralele cu axele Ox, Oy, Oz, centrat în punctul de coordonate x, y, z (vezi figura 1.1.10). Deoarece contribuţia feţelor perpendiculare pe axa Oz la fluxul inducţiei electrice este: 
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se obţine (conform definiţiei (1.1.10) a divergenţei):
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embed Equation.2 [image: image131.wmf]0
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 se obţine teorema lui Gauss:
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Problema 1.1.4: Deduceţi expresia componentei normale a inducţiei electrice din: a) imediata vecinătate a unei plăci plane caracterizate printr-o distribuţie uniformă de sarcină electrică cu densitate superficială (a sarcinii electrice) 
[image: image133.wmf]s

 şi, respectiv, -
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. b) interiorul unui condensator plan* cu plăcile identice, încărcate cu densitatea +
[image: image135.wmf]s

 şi, respectiv, -
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.




figura 1.1.11

Soluţie: a) Considerăm suprafaţa închisă 
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 a unui paralelipiped fictiv înconjurând placa şi, de asemenea, înălţimea sa h ca fiind considerabil mai mică decât dimensiunile transversale ale plăcii (vezi figura 1.1.11): 
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. Neglijând contribuţiile feţelor laterale, expresia integrală a ecuaţiilor Maxwell-Gauss dă:
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figura 1.1.12

b) Pornind de la rezultatul precedent şi ţinând cont că, în plus, contribuţiile 
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 ale plăcilor condensatorului la componenta normală a inducţiei electrice în interiorul condensatorului (vezi figura 1.1.12) au aceeaşi direcţie, vom găsi că:
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figura 1.1.13
Problema 1.1.5: Plecând de la definiţia diferenţială a intensităţii câmpului magnetic (Biot-Savart), deduceţi expresia intensităţii câmpului magnetic produs printr-un conductor rectiliniu şi filiform parcurs de un curent electric de intensitate I, dintr-un punct de observaţie M situat la distanţa d în două cazuri: a) segment finit de conductor (vezi figura 1.1m);   b) conductor infinit.

Soluţie: a) Fie O proiecţia punctului de observaţie M pe conductorul considerat şi Ox axa dirijată în lungul conductorului, în direcţia curentului electric. Considerăm un element diferenţial al conductorului - dx, caracterizat de coordonata x şi unghiul 
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 (vezi figura 1.1.13). Conform definiţiei lui Biot-Savart, contribuţia acestui element la intensitatea câmpului magnetic în M este: 
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figura 1.1.14
Prin introducerea acestor relaţii în expresia lui dH se găseşte că: 
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b) Pentru un conductor infinit, 
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Problema 1.1.6: Deduceţi expresia integrală a ecuaţiei Maxwell-Biot-Savart-Ampère pentru o distribuţie arbitrară de curent electric, în jurul unei curbe închise oarecare L.

Soluţie: Plecând de la definiţia diferenţială a intensităţii câmpului magnetic (Biot-Savart), se poate deduce expresia intensităţii câmpului magnetic produs de un conductor închis 
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 parcurs de un curent electric de intensitate 
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figura 1.1.15

Pentru a calcula ultima integrală din expresia precedentă, considerăm primul caz, când conductorul 
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 traversează curba închisă arbitrară L şi fie O - un punct al 
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, interior curbei L. Fie Q punctul obţinut prin construcţia grafică bazată pe relaţia: MQ = -OP. Se poate construi o curbă 
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 (vezi figura 1.1.15), prin intermediul construcţiilor grafice bazate pe relaţiile:
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 în jurul punctului O. Ţinând cont că punctele Q, Q’, Q’’, ... formează o curbă închisă 
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Dacă celălalt conductor electric 
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În final, utilizând principiul superpoziţiei câmpurilor magnetice, se găseşte :
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Problema 1.1.7: Plecând de la definiţia (1.1.30) componentei x a rotorului 
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figura 1.1.16
Soluţie: Pentru a simplifica calculele, vom particulariza curba 
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 (situată într-un plan paralel cu planul yOz) prin dreptunghiul de laturi 
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Ţinând cont de definiţia (1.1.30) componentei x a rotorului lui 
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Datorită faptului că celelalte componente au expresii similare (obţinute prin permutări circulare): 
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 se găseşte, în final, teorema lui Stokes sub forma:
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( Putem considera că ecuaţiile lui Maxwell reprezintă principiile electromagnetismului corpurilor în repaus.


* O condiţie definitorie pentru condensatorul plan este ca distanţa între cele două plăci să fie considerabil mai mică decât dimensiunile plăcii, în particular: �embed Equation.2 ���, unde A este aria fiecărei plăci a condensatorului.
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